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Resumen. Se revisan algunas propicdades generales de los sistenas dindmices deternminades
por funciones de Ja circunierencia, y se ejemplifican con la familia biparamétrica de funciones
Vo 81 =5, definida par V, [z} = z + a + bsen(27x) (rnod 1), las posibles dindrmucas que estos
pueden tener.
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1. Introduceidn

Las funciones de la circunferencia determinan sistemas dindmicos litiics para mode-
lar diversos procesos naturales donde se manifiesta una actividad cichea. Sobre el
trabajo pionero de Poincaré y Denjoy se han acumulado miiltiples invesiigaciones
de matemalicos y cientificos contemparinens que han estndiado la dindmica de la
ireracidn de estas funciones desde un pumto de vista puro o aplicado. Ll estudia
de estos sistemas dinamicos se ha hecho usando una bella combinacion de métodos
matcinabicos {analiticos y geométricos) con simulaciones computacionales, para dar
resultados teéricos de importancia para la ciencia. Entre otros campaos, esta teoria
ha sido relevante en la Mecanica Clisica (Teoria de Kolmogorol-Arnold-Moser} [5]
y en la Biologia (modelos de neuronas y del corasdn] [12, 19].

A pesar de la simplicidad que ticnen los modelos que se construyen con funciones
de la circunferencia, el espectro de dinamicas que estos son capaces de desplegar cs
muy rico, Se conocen importantes propiedades generales de la dinamica generada por
estas funciones, que son validas cuando estas son homeomorfismos. En cambic, en el
c4s0 en que estas funciones no son inyectivas, 1a cornplejidad dinamica aunenta (pue-
den aparceer dindmicas cadticas) y todavia no ha sido suficientemente explorada. Un
egjemplo interesanie es ¢l de la familia de funciones V; y(z) = z+a+bsen(2Znz). Estas
funciones fueren introdicidas por Arnold en conexion con problemas de Mecanica
[2] ¥ de Biologia {3] y posteriormente han sido estudiadas por muchos ctros investi-

* Estetrabajo lue realizado durante su estancia sabatica en la Facultad de Ciencias de la UNAM
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Fig. 1. Graficas en el toro. A, f{z) = ¢ +0.35sen2n(z + 0.35sen?rz). B. f{z) = senlimTr,

[8, 10, 15]. En algunas regiones del cspacio de parametros, los elernentos de
fismos y constilnyen uno de los pocos ejemplos

gadores
esta familia dejan de ser homeomor
as iteraciones han sido estudiadas, tedrica y computa-

de funciones no inyectivas cuy

cionalmente.

2 Funciones de la circunferencia
a circunferencia de radio 1 con centra en el origen del plano R® y a
La grafica de

8! las llamamos funciones de la circunferencea.
nn subconjunto del toro de dimensidn dos, T? = §! % 8. El toro

Llamamas St a
ar como la superficie de una dona, que es el cspacio que resnlta
estos del cuadrado C' = [0,1]

las funciones f: §*
estas funciones es
T? se puede visualiz
de identificar, preservando la orientacion, los lados opu
x [0,1]. Loimportante de esta representacién, para nosotros, es que permite dibujar
las graficas de las funciones de la circunferencia en el cuadrade C en lugar de hacerlo
en 1a superficie det toro (Figura 1).
Cada funcion, f, de la circunferencia, delermina un sislemnu dindmico drscrelo
mediante la aplicacion repetida (iteracion) de f a condiciones iniciales. Para tada
z € §1. al conjunto {/"(z) | n € Z} se le llama la drbila de z y estas se pucden

representar graficamente como se muestra on la figuras 4, 6 y 7.
Estos sistemas dinamicos pueden tener orbitas periddicas, es decir, érbitas cons-
) = z para alguna k > 0. Una drbita asi es

tituidas por puntos o que satisfacen fid
llamada periddica. Si k es el menor enterc para ¢l cual se tiene la propiedad ante-
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tior, se dice enlonces quc la drbita cs de peripdo k o k-periddice. Cada una de estas
Orbitas estd constituida por k punios periddicos. Los puntos periddicos de periodo
f = 1 sou llamadas punfes fijos del sistema dindmico.

Una drbita es estable si cualquier olra drbita que comienza suficientemente cerca
de ella permanece cerca. Diremos aqul que una dérbita es alraclora si ademds de ser
estahle tiene una vecindad, X, tal que, si xop € X, entonces la sucesidn #, = f"(zn)
converge a X cuando n — oo, La cuenea de atraecidn de una drbita atractora es
el mayer conjunito X con la propicdad anterior. Una funcion f de la cirennlerencia
pucde tener varios atractores, fendinena conocido como mullicstabilidad.

El conjunia de puntes de acumulacidn del conjunto {f7(x} [ n € M} es cono-
cido como el conjunte w-lfmile del punto r; csle conjunto se denaota por wiz).
Analogamente, si existe F~L, se define el a-limile como el conjunto de puntos de
acumulacion de {f~"(z) | n € [},

Como espacio topoldgico, ST es equivalente a la circunferencia univaria del plano
complejo: 81 = {27 | £ [0, 17} . Las funciones de la circunferencia pueden expre-

sarse, mediante la regla f(e2™¢) = o®7/(=) en términos de funciones [:F — R que
conmutan con la funcidn proyeccion: f =7 f . estando la funcion proyeccion,
7.2 —8', definida por wiz) = ™ (esto significa, formalmente. que S! es el co-
ciente R /7). Una funcién _i‘_', coro ésta, os Hlamada un fevantamiente de la [uncidn f.

Cuando la funcién f es un homeomorfismo gue preserva la arientacién del circulo,

el nimero de rotacién de § delinido por

plf) = limm (mod 1) (1)

b1

existe y no depende del levantamiento, f, de f que se haya escogido, ni de la condicidn
miclal .

Los siguientes resultados sobre homcomorfismos que preservan la orientacion de
la vircunferencia se deben, principalmente, a Poincaré y Denjoy, ¥ han sido ampliadas
posteriormente por obros investigadores 6, 7, 15, 18]:

(1) Si la funcidn f tiene una drbita kperiddica, entonces cualquier otra orbita
periddica es también de periodo k. Aderuds, cuando existe una érbita k-periddica,
el w y o -limite de cualquier érbita es también una orbita k-periddica [13].

(2) Si p(f) € @, la dindmica de f es periddica, i.er p(f} = p/q sty solo si, existe
r tal que f-qr (z) = z+p [f un levantamiento continuo de f). es decir, f tiene alguna
arhita periodica de periodo ¢ que envuelva p veces a la eireunferencia.

(3) 51 f es de clase %y f{f) = o ¢ O, la dindmica de f es topoldgicamente
ronjugade a la rotacién Ro(x) =  + « (mod 1), significando que existe un ho-
meomorfieno h: §' — 8§ tal que AR, — fh. Siel nimero de rotacidn es irracional el
conjunto w(x) cs el mismo para todos los punlos , existiendo para él dos posibili-
dades: w(x) puede ser S? {forzosamente si f C C?) o un conjunio de Cantor, i.e: un
conjunto que es igual al conjunto de sus puntos de acumulacién (perfecto) y que ticne
interior vacio. Puede demostrarse también (véase [13]) que dado cualquier conjunto
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de Cantor, existe una funcion de la circunferencia que lo tiene como w-limite.

(4} El nimero de rotacion p(f) varia de manera continua en el espacio de homeo-
morfismos de la circunferencia [2].

Para mas detalles sobre los anteriores conceplos ver las referencias (1,8, 13].

3. Tteraciones de la funcién de Arnold

Consideraremos ahora la dindmica del sistema dindmico discreto determinado por
ja funcién de Arnold [4]:
Vieulz) =V(z) =z + a+bsen(2rz) (mod 1),

se consideran a y b como dos pardmetros positivos.

Fl sisterna dinamico determinado por esta funcién resulta de modelar, por ejem-
plo, un oscilador del tipo Yamado de dicnte de sierra al cnal se le aplica un forza-
micnto de amplitud b, Estos osciladores han sido propuestos como un modelo para
la actividad cardiaca con forzamicnto en el cual ¢l pardimetro a es interpretetado
como la frecuencia natural del nodo atrioventricular, el cual recibe impulsos de olra
nodo llamado sinus [3, 9, 12] .

Discutiremos ahora las distintas posibilidades que tiene la dindmica de la funcion
de Aruold al variar los valores de los parametros a, b.

S10<b« 517 coro la derivada de V no se anula, no es dificil ver que esta
funcion resulta ser un difeomorfismo de clase ' y solamente es un homeomorfismno
para b = 5‘; Para & > -21; la funcion deja de ser inyectiva. En la regidn donde
la funcion de Arnold es un difeomorfismo, el ndmero de rotacion piVas) varia de
manera continua con respecto a los pardmetros a y b esto se siguc del resultado (4}
de 1a Seccion 1 y el hecho de que la familia de funciones de Arnold es continua en
los parametros a y b, uniformemente respecto a T cn St

Cuando b = 0, sc tienen las rotaciones Rq(x) = & + a resultando que p(V) =«
En el caso en que a = pfq € 1} todas las drbitas son periédicas de periodo g. Si
a ¢ Q toda érbita de V es densa en la circunferencia [1] (e este caso se dice que las
érbitas son cuusi-pertddicas).

Si0o<h«< 2% y p(V) = p/q, entonces existen drbitas periédicas de periodo q, ¥
de éstas pueden cxistir a lo mas dos [6]. 51 p( V) ¢ @, entonces [ es topologicamente
conjugada a una rotacion (beorema de Denjoy) por lo gue las érbilas son también
densas en ST,

Para cada 0 < b < 5};, fijo, se tiene que la funcién pg(a) = p{Vae) es una funcion
continua. Para b > 0, esta funcidn tiene la interesante propiedad de que, para cada
niimero Tacional r € [0, 1], existe un intervalo cerrado, I, con interior no vacio v tal
que py(a) = r, para toda a € I, . En cambio, los valores irracionales de r entre cero
y uno, son alcanzados en un tinico punto, . La grifica de la funcién pe(a) v una
curva continua que se conoce como escalera del diablo [8] (Fig. 2).

Los conjuntos de valores del espacio de pardetros (a,b) donde ¢l sistema dindmi-
cor tiene mimero de rotacidon racional p/g, se conocen como lenguas de Arnold.
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Fig. 2. Escalera del dialla: pp{a) con b = 1.59.

¥n la Figura 3 se han calculado Jengnas para varios valores de py q.
1

En la franja 00 < b < 5, estas lengnas de Arnold son subconjuntos ajenos que se
van estrechando conforme b se acerca a 0, hasta hacer contacto con el racional p/g
<obre la recta b = 0. Cada recta b =ronstante, ntcrsecta el conjunto de lenguas de
Arnold en wn subconjunto que es denso en esta recka y cuya medida tlende a cero,
cuando b tiende a cero {1, 2, 15].

De acuerdo 4 la teoria general de los sistemas dinamicos cn la circunferencia, cada
sistema que se encuentre en una lengua correspondiente a un nimero de rotacdn
p/gq tiene al menos una érbita periadica de periodo g que envuelve a la circunferencia
pveces. Por ejemplo, en la Figura 4 se ha escogido (., b) en la lengua de nimero de
rotacion 1/4 y se puede observar cémo V., tiene una drbita atractora de periodo 4.
Se puede probar (véase [2, 8]) que, en el interior de las lenzuas de Arnold hay,
exactamente, dos érbitas periddicas, una ecstable y la otra inestable, y que estas
convergen. una hacia la otra, cuando los parametros se acercan a la frontera de
la lengua. Sobre la frontera, estas Srbitas periddicas constituyen una sola érbita
semiestable y se aniquilan al dejar la lengua. Cada orbita periodica cstable es el w-
limite de todos los puntos de St excepto fos puntos de 1a érbita inestable; constiluyc
entonces un atractor con cuenca de atraceion igual a §! menos la orbita inestable.

Para b > 5 la funcidn de Arnold no es un homeomorfismo y pueden aparecer
dindmicas mas complicadas. Kl namero de rotacién puede definirse ain por la ex-
presion (1), si existe el limite, pero depende de condiciones iniciales (€., de ry). Se
han hecho algunas gencralizaciones de las lenguas de Atnold, [10], para esta region
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Fig. 3.  Lenguas de Arnold.

del plano (a,8). En estas regiones existen orbitas con niimers de rotacién p/g y
cl sisteima tiene una drbita localmente estable de periodo ¢. En [14] se demues-
tra que, siendo [ cualquier difeomorfismo gue preserve orientacién, vale el siguiente
resultado:

Proposicién: Ll nimero de rotacion de f ¢s p/q st y sdlo si existen z € S y 1,
n enteros positivos tal que

-0 @) =7 @-17 @
[/ (eN=[] @] =rp (2)
T = g

con f un levantamiento de f.

§1 f no es un homeomorfismo, se tiene de todas mancras que csta condicidn
garantiza la existencia de una drbita periddica de periodo ¢ que le da p vueltas a
la circunferencia. Tntonces puede usarse para generalizar el concepto de lengua de
Arnold: el sistema determinado por las iteraciones de la funcion Va5 (no necesaria-
mente homeomorfismo) esta en la lengua de Armold p/q, siempre que la condicidn
(2) se cumpla. Esta definicion es atil computacionalmente y en la Figura 3 se
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Fig. 4. Grifica de V{x) = o + a + bsen(2rz) {mod 1} ¥ de una drhita del sistema dindmico
asociado para: a2 = 0.28125 v b = 0.13623; zq = 0.267. Obsérvese la convergencia a una orbita de
periodoe cuatro.

han calenlado las lenguas de Arnold generalizadas usando un algoritine basado en
esta equivalencia. Las lenguas generalizadas han sido también calculadas por otros
autores usande otras definiciones y algoritmos [17].

Dos lenguas de Arnold generalizadas, cualesquiera, se interseetan dando lugar a
el fendmeno de hiestabilidad [17]. Por gjemplo, si en 1a luncién de Arnold damos los
valores @ = 0.5 y 6 = (.52, ef punto (a,b) corresponde a un punto de la interseccion
de dos zonas distintas con uimero de rotacién (). La grafica de [ correspondiente
a estos valores de a y b. asi como dos condiciones que al iterarse convergen a dos
puntos fijos estables, se muestra en la Figura 6.

En la misma figura se ve cémo se distribuyen las cuencas de atraccidn de estos
dos puntos fijos, los puntos de la figura que estdn marcados en negro representan las
rondiciones iniciales que convergen al punto fija estable de la derecha y los marcados
en blanca las condiciones que convergen al punto lijo estable de la izquicrda. La
frontera de estas cuencas de atraccidn constituye un conjunto de Cantar [16].

Otro gjemplo de hiestabilidad, que hemes ohservado en las simulaciones nurnéri-
cas. se obliene haciendo a = 0.655.6 = 0.3875. Aqui una érbita periéddica de periado
I (punto fijo) ¥ una orbita de periodo 2 coexisten, este sistema corresponde a la
interseceion de dos lenguas con niimeros de rotacidn 0y 1/2, respectivamente. Las
cuencasz de atracclon que resultan en este caso tienen una estructura similar a las
del ejemplo anterior (Figura 7).



412 JR GUZMAN, H CARRILLD CALVET Y ¥ ONGAY LARIQS
b

[y

18
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Fig. 8. flzr}=z+a+bhsen(2rz) (mod 1), cona = 0.5y b = 0.52. Condiciones iniciales rg = (.43
y iy = 0.7,
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Fig. 7. fle) = ¢ 4+ a + ésen{27x) (mod 1) con o = 0655 y b = 0.3675. Condiciones iniciales
g =01, oy =015

r=1 |
b=
Fig. B,

Diagrama de bifurcacion de la funcion f(z) = = + 0.5 + bsenf{2rx}
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Por nltimo, para ilnstrar las bifurcaciones y la complejidad de las dinamicas que
pueden ocurrir en la region de parametros donde 1o {uneidn Ve no es inyecliva,
realizamos el siguiente experimento coinputacional: escagemos un valur, fijo, para
el parametro a y dejamos que el pardmetro b recorra ol intervalo [0, 1] al wismo
tiempo que se deju cvolucionar el sistema a partir de una condicidn inicial clegida
aleatoriamente. Asi se obtiene el diagrama de bifurcaciones {Figura 8). En él se
pueden observar bifurcaciones de dohlamiento de perioda, que se van nwltiplicando
a medida que b aumnenta hasta aleanzar un valor critico donde las bifurcaciones
s¢ acurnulan (cascada de bifurcaciones). A partir de este valor critica se ohserva la
presencia de dinarnicas cadticas [17], que se van alternando con dindmicas periodicas.
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