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Prefacio

El funcionamiento organico de un sistema complejo es posible gracias a la sin-
cronizacion de sus diferentes componentes o subsitemas. Es asi que el estudio de
sistemas interactuantes constituye un tema central en cualquier disciplina cienti-
..ca, sin embargo el andlisis matematico de éstos sistemas es un problema dificil,
de hecho, el estado actual del conocimiento —cienti..co y matematico- dista aun
mucho de poder comprender todos los posibles comportamientos de los sistemas
complejos. El problema radica en, por un lado la gran cantidad de componentes,
variables y pardmetros que pueden estar interactuando, lo que obliga a analizar
simpli..caciones del problema, y por otro lado a que las interacciones general-
mente son no lineales. Un paso fundamental en el estudio de éstas cuestiones es
analizar el forzamiento de osciladores no lineales, asunto sobre el que se ha ver-
tido una gran cantidad de trabajo, pero del que ain estamos lejos de comprender
completamente la fenomenologia que se presenta en éstos problemas.

En este trabajo nos avocamos al estudio de modelos del forzamiento de una
clase de osciladores no lineales, llamados osciladores forzados de integracion
y disparo, ampliamente usados en aplicaciones cienti..cas y tecnolédgicas. Aun
cuando aquellos son una simpli..cacion de modelos mas realistas, su compor-
tamiento es muy rico. En el caso de forzamiento periddico, la teoria de sistemas
dindmicos en la circunferencia permite analizar las propiedades de sincronizacion
de éstos modelos. EIl uso de ésta poderosa herramienta matematica requiere
analizar ciertas propiedades de las funciones de disparo, lo cual no es nada trivial
toda vez que éstas funciones por lo general son inaccesibles analiticamente. En
casos particulares (como el de los osciladores de acumulacién lineal) es posible
acceder a una de..nicién implicita de ellas y, de ahi, obtener la informacién que se
requiere. La importancia de éste problemay las limitaciones de los modelos estu-
diados motivaron el abordar el problema de anélizar una amplia clase de modelos,
no necesariamente de acumulacion lineal.

El primer capitulo discute informalmente los osciladores forzados de inte-
gracion y disparo y en el segundo describimos los modelos mas conocidos que
se han elaborado para analizarlos. También sefialamos insistentemente la impor-
tancia que tienen las cuestiones de sincronizacion, que es, en cierto sentido, el
faro principal que conduce la investigacion.

El tercer capitulo se dedica al modelo diferencial de acumulacion lineal, gener-
alizacion de un modelo del forzamiento de una neurona marcapaso (modelo KHR)
estudiado anteriormente por varios autores. En éste capitulo discutimos breve-
mente el método de andlisis seguido por J. Keener, F. C. Hoppensteadt y J. Rinzel
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para analizar el modelo KHR, y mostramos nuevos resultados que permiten gen-
eralizar ésta metodologia de analisis a los modelos de acumulacion lineal. Sin
embargo, esta metodologia, no es suceptible de ser aplicada a modelos mas gen-
erales (modelos no lineales) por lo que en el capitulo cuatro, que constituye la
parte medular del trabajo, presentamos —y demostramos— nuevos teoremas sobre
las propiedades de regularidad de la funciones de disparo, sin necesidad de tener
acceso a ellas. De éstos teoremas se deriva una nueva metodologia para el analisis
del forzamiento de osciladores de integracion y disparo, completamente diferente
a la usada anteriormente, y que aplica incluso para el caso de acumulaciéon no
lineal. A manera de ilustracion, analizamos nuevamente el modelo KHR usando
las nuevas herramientas desarrolladas.



1. Sistemas de Integracion y Disparo

1.1. Oscilaciones no Lineales

A grosso modo, podemos a..rmar que en la naturaleza solamente hay dos tipos de
dinamicas: las que presentan oscilaciones o las mas o menos impredecibles, como
las que se observan en los llamados sistemas cadticos. De hecho, a ciertas escalas
el universo pareciera que presenta cierto orden regido por leyes precisas (razén por
la cual se le llama Cosmos). El entendimiento humano a permitido ir descifrando
algunas de estas leyes y (parcialmente) comprender este Cosmos lo que, a su vez,
ha redituado en alcanzar altos niveles en materia de tecnologia y salud.

Esto ha sido posible gracias a la capacidad de abstraer y modelar sistemas
dindmicos. La modelacion de las dindmicas oscilatorias ha sido un reto y una
inquietud, presente en la mente de los investigadores, desde los inicios de la ciencia
moderna y ha sido también, en buena medida, el motor del desarrollo del Calculo
Diferencial y el Analisis Matematico, entre otras areas de la matematica.

Ya Kepler, en 1609 y 1619, dié uno de los primeros modelos matematicos, las
famosas Leyes de Kepler, que explican de manera satifactoria el movimiento de
los planetas. En el siglo XVII, Newton y Leibniz crearon el Célculo Diferencial,
con lo que fue posible dar un salto cualitativo en la modelacion matematica de
las leyes fisicas que gobiernan la dindmica del movimiento planetario. EI siglo
XIX fue toda una explosion de resultados tedricos y experimentales en fisica y
matematicas; el afortunado encuentro que tuvieron el analisis con la geometria di
lugar a herramientas de analisis muy poderosas, como fueron el analisis de Fourier,
las ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales, la topologia, los grupos de Lie
y muchas otras. Esto permitio el desarrollo de modelos altamente e..cientes, como
las leyes de Maxwell del electromagnetismo, sistemas hamiltonianos y la teoria de
la relatividad, por mencionar solamente algunos de los mas conspicuos.

En la modelacion de las oscilaciones, esencialmente se presentan dos proble-
mas: por un lado, modelar sistemas que presentan oscilaciones autosostenidas
(esto es, auténomas de cualquier estimulo externo; a estos sistemas se les llama



osciladores), y por el otro determinar lo que sucede cuando estos sistemas son
sometidos a perturbaciones o estimulaciones (forzamientos). Caso tipico de esto
altimo es, si un oscilador recibe un estimulo periddico, determinar condiciones
para que la respuesta del sistema este sincronizada con el estimulo.

Sin embargo, la gama de comportamientos oscilatorios que se observan en los
sistemas de la vida real es muy grande y algunos son muy complejos. Tenemos por
ejemplo el tipo de oscilaciones llamadas por Van der Pol de relajacién, estudiadas
por este y muchos otros autores ([1], [2]) con resultados, a decir verdad, todavia
muy modestos. La complejidad que pueden tener estos sistemas es la razén por
la que, para muchos sistemas importantes, todavia no es posible tener modelos
cienti..camente satisfactorios o que sean realmente Utiles, ya que mucha de la
modelacion hecha ocurre en escenarios muy simpli..cados —modelos lineales, por
ejemplo-, o su aplicabilidad esta restringida a casos muy especiales, o por el
contrario, por su excesiva complejidad o un alto costo en su uso, son practicamente
inmanejables.

Desde el punto de vista del andlisis matematico, la complejidad de los modelos
de osciladores se debe a que estos suelen ser no lineales y de dimension mayor que
uno. Comunmente, los osciladores se modelan en términos de un sistema de
ecuaciones diferenciales auténomo de la forma

r= F(x)

con F : R® — R". Como sistemas unidimensionales no son capaces de presen-
tar oscilaciones auténomas (todas sus soluciones son mondtonas), oscilaciones
autosostenidas ocurren en sistemas con al menos dos variables de estado inter-
actuando (n > 2). En la estructura del modelo, el forzamiento se traduce un
una dependencia temporal del sistema de ecuaciones diferenciales. De donde un
modelo minimal de oscilador forzado tendra la forma

T = f(tzy)
= g(t,x,y).

No obstante, existen otras alternativas para modelar osciladores. La estruc-
tura de los modelos de osciladores forzados que nos interesan tienen un grado de
complejidad matematica menor y son especialmente apropiados para modelar y
analizar los procesos de forzamiento de las Ilamadas “oscilaciones diente de sier-
ra”. Un oscilador de diente de sierra es uno en el que alguna variable de estado



tiene un curso temporal que semeja el per..I de una sierra (véanse las ..guras del
capitulo siguiente (2)).La dinamica de estos ”osciladores matematicos” es analoga
a la de un sistema dinamico fisico en el cual una variable de estado v(¢) se acumula
a partir del valor de reposo (vg) hasta que un valor umbral (vr) es alcanzado y
el sistema se relaja a su reposo nuevamente. De estos sistemas una subclase de
osciladores conocidos como de integracion y disparo, y que describiremos en la
siguiente seccion, son el objeto de estudio de este trabajo.

1.2. Osciladores de Integracion y Disparo

Los osciladores de integracion y disparo poseen dos caracteristicas esenciales: La
presencia de dos eventos que ocurren en dos escalas de tiempo distintas, una de
ellas (el disparo) en un lapso de tiempo mucho menor que el otro (la fase de inte-
gracion o, en nuestros modelos, de acumulacion). En una primera aproximacion,
el disparo se considera que ocurre instantaneamente. La segunda caracteristica
es que estos eventos se repiten siempre de la misma manera (son eventos es-
tereotipicos, como los potenciales de accion de una neurona) de modo que basta
con conocer la forma de uno de estos eventos y su ocurrencia temporal. De este
modo, en los osciladores de integracion y disparo se alternan lentos procesos de
acumulacion con subitas descargas (disparos) que provocan una relajacion instan-
tanea del sistema (o0 mas precisamente de la variable de estado en cuestion) a su
nivel de reposo. Tipicamente un oscilador auténomo de integracion y disparo emi-
tird sus disparos a intervalos ..jos de tiempo. En un oscilador forzado la secuencia
de disparos puede tener una regularidad mas complicada o, incluso, dejar de ser
regular.

1.2.1. Neuronas de Integraciéon y Disparo

Existen células nerviosas que son un buen ejemplo de un oscilador de integracion
y disparo. La membrana celular es un sistema excitable que dispara un impulso
eléctrico (potencial de accion) cuando un pulso breve supraumbral de corriente
eléctrica le es aplicado. Si en lugar de un pulso, una corriente eléctrica continua /
es aplicada, la célula dispara trenes periddicos de potenciales de accion, es decir:
periodicamente el wvoltaje a través de la membrana celular se incrementa, alcanza
el umbral y vuelve al reposo otra vez. Desde este punto de vista, la neurona actta
como un transductor convirtiendo la intensidad I de la corriente continua aplicada
a una sefial periddica con frecuencia caracteristica w(7).



El estudio de la respuesta de las células nerviosa a una corriente eléctrica
aplicada es un problema familiar en ..siologia. Es bien conocido entre los ...siologos
gue la frecuencia del tren de oscilaciones aumenta con la intensidad de la corriente
I (en ciertos intervalos de intensidad). Este hecho puede ser claramente entendido
con la ayuda de modelos incluso tan sencillos como el de la neurona mecénica
discutido mas adelante.

Algunas neuronas (marcapasos neuronales) tienen una actividad periddica
espontanea. Estas exhiben patrones de distribucion muy variados, incluyendo
rafagas de oscilaciones, en lugar de trenes de oscilaciones sencillos ([3]).

Como la forma (curso temporal) y el tamafio de los potenciales de accién son
caracteristicos de cada célula, no es necesario monitorear el voltaje de membrana
durante todo el tiempo que dura el evento, sino solamente la sucesion de tiempos
{t,} de los disparos del potencial de accion. Esto es equivalente a imaginar los
disparos como procesos instantédneos. Esta idealizacion de comprimir el tiempo,
y la correspondiente reduccion del analisis al estudio de sucesiones temporales,
es Util para estudiar procesos en los cuales fendmenos estereotipicos ocurren re-
currentemente. El concepto ideal de tiempo de disparo, t,,, y sucesion de disparo,
{t. }, emergen de esta idea de compresion temporal. A un sistema excitable junto
con la compresion temporal ideal es a lo que llamamos Neurona de Integracion y
Disparo.

1.2.2. Neurona mecanica

Como un paradigma de un oscilador de integracion y disparo consideremos un
sistema mecanico simple, que llamaremos la neurona mecénica ([4]): considerese
un ’subibaja” como se muestra en la ..gura (1.1): un lado de la balanza tiene
un contenedor que recibe agua de una llave a una razén constante I; en el lado
opuesto, la balanza tiene un contrapeso h. Suponiendo una adecuada relacion
entre sus constituyentes (i.e.: para ciertos valores de los pardmetros), esta neurona
mecanica transduce la intensidad del fujo continuo de agua en la sefial periddica
de las descargas del contenedor de agua.

Llamando v(t) el peso del agua en el contenedor al tiempo ¢ entonces, mientras
v(t) < h, tenemos v(t) = vy + It , donde v, = v(0). Después, una descarga vacia
el contenedor a un nivel de reposo (vg), desde ese peso, el contenedor reanuda
su incremento de peso hasta alcanzar el umbral una vez mas. Si hacemos una
modi..cacién mas al sistema agregando un elevador,como se muestra en la ..gura
(1.2), obtenemos un sencillo sistema mecénico forzado que simula la dinamica de



Figura 1.1: Neurona mecanica

una célula nerviosa periddicamente forzada ([[4]).

Figura 1.2: Neurona mecéanica forzada

Observacion 1. Es interesante notar que cuando la funcion de reposo que forza
esta ’neurona mecanica” (es decir la ley que gobierna el movimiento del elevador)
es g(t) = — H sin(2nt), entonces la sucesion de disparos del sistema viene dada
por las iteraciones de la familia clasica de funciones de Arnold de la circunferencia

thy1 = t, + a+ bsin(2rt,),

. _ H 7 -z ’
cona =7,y b= - (vBase la seccion 1 del capitulo 2).

1.3. Forzamiento y Sincronizacion

Es un hecho que en la naturaleza interactian inumerables sistemas y subsistemas
de las dindmicas méas variadas. Con frecuencia, un sistema que perturba a un
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segundo, se ve a si mismo perturbado por este otro en una, en ocaciones incesante,
retroalimentacion. En otros, debido a estimulos externos, el comportamiento de
un sistema se ve afectado sin que éste, aparentemente, intuya en aquellos.

En algunos sistemas pueden identi..carse varias componentes oscilatorias que
interactUan. Esta interaccion puede ser muy complicada, pero generalmente la sin-
cronizacion juega un papel muy importante. El tipo més general de sincronizacion
es aquella donde las diferentes componentes del sistema tienen frecuencias con-
mensurables y es llamada sincronizacién racional ([5]).

El fendmeno de sincronizacion racional es abundante en el campo de la musica.
Es también conocido que, cuando escuchamos musica, el latido de nuestro corazon
tiende a sincronizarse racionalmente al ritmo de la musica. El latido del corazdn
mismo es causado por la accion sincrénica de un gran numero de osciladores
individuales a nivel celular. Aparentemente, algunas enfermedades del corazén
como extracistole (saltarse un latido) o ..brilacién (el corazon deja de latir) son
causados por la pérdida de sincronizacién entre los diferentes centros oscilatorios.

En un oscilador forzado periddicamente, la sincronizacion racional se da cuando
el periodo de la respuesta del sistema es conmensurable con el periodo, 7', del
forzamiento. Para los osciladores de integracion y disparo esto signi..ca que la
sucesion de disparo, {t,}, es periodica (¢,+, = t» + P, para algan entero positivo
q, algan real positivo P y para toda n) y su periodo P es un multiplo entero
del periodo del forzamiento: P = pT. En otras palabras, por cada p ciclos del
forzamiento, el sistema produce ¢ disparos, y el proceso se repite, de modo que los
siguientes disparos se dan siempre en las mismas fases, esto es ¢+, = t, mod(T).

La sucesion z,, = t, mod(7") esta contenida en el intervalo [0, 7") y esta formada
por las fases en que se dan todos los disparos del sistema respecto al ciclo del
forzamiento. Llamamos a la sucesion {x,,} la sucesion de fases de disparo. En el
caso de sincronizacion racional, la sucesion de fases de disparo es ..nita ( z, = Tn4q
para toda n). Este tipo de sincronizacion es llamada también phase locking por
otros autores ([6]).
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2. Modelos de Osciladores de
Integracion y Disparo

En este capitulo describiremos dos de las clases de modelos de osciladores de inte-
gracion y disparo méas ampliamente discutidos en la literatura; los hemos clasi..-
cado en modelos geométricos y modelos diferenciales. Estos modelos, y principal-
mente los geométricos, han sido usados para estudiar una gran variedad de feno-
menos oscilatorios, incluyendo ritmos cardiacos, temblores, osciladores mecanicos,
entre otros ([7], [8], [9], [10]). Nuestro estudio se enfocard, mas adelante, exclusi-
vamente en los modelos diferenciales.

2.1. Modelos Geométricos.

Este tipo de modelacion se adapta muy bien para analizar oscilaciones de diente
de sierra con procesos de acumulacion y relajacion lineales. El oscilador auténomo
bésicamente consiste en un punto que se mueve entre dos lineas paralelas, L1, Lo,
y se refeja de acuerdo a al siguiente regla: el punto deja la linea L; con un angulo
a 'y se dirije hacia la linea L,. Una vez que la alcanza, se reteja con un angulo
(3, sobre L, alcanzando nuevamente la linea L, y el proceso se repite nuevamente
y asi sucesivamente (..g 2.1.a). Este oscilador sera de integracién y disparo si
B =m/2,(.9. 2.1.b). Llamamos, en analogia con la dindmica de las membranas
excitables, umbral y reposo a las lineas L, y L, respectivamente.

El forzamiento de un oscilador autbnomo de este tipo se modela cambiando
las lineas L1y Lo por las gra..cas de dos funciones, fy g, que llamamos funcion
de reposo y funcién umbral respectivamente.

Nos referiremos a los tiempos en que el punto del modelo alcanza el reposo
como los tiempos de disparo del oscilador; con ellos se construye, a partir de un
tiempo inicial t¢, la secuencia de tiempos de disparo. Si fy g son continuas y aco-
tadas, para todo natural n dos tiempos consecutivos de disparo estan relacionados
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Figura 2.1: Modelos geométricos de osciladores

por la ecuacién

f(sn) — g(tn) + f(8n) — g(tni1)

tan o tan (3

tos1 =tn + (2.1)
donde s, es el tiempo, entre ¢, y t,.1, en el que el punto alcanza el umbral. Es
interesante notar que en el caso de integracion y disparo ( 5 = 7/2), si el umbral
es constante: f(t) = k, t,+1 esta dado por una formula explicita en términos de

tn
k — g(tn)
tan «
Para el ejemplo de la neurona mecénica este es el caso con g(t) = — H sin(2xt),
y de acuerdo con (2.2) tenemos

tn+1 == tn -+ (22)

tn+1 - tn + +

in(2rt,).
tan o tanasm( Wn)

2.2. Modelos Diferenciales

La otra clase util de modelos para estudiar osciladores forzados de integracion y
disparo es construido usando una ecuacion diferencial de la forma

— = F(t,v). (2.3)
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Esta ecuacion es usada para modelar el proceso de integracion (o acumulacion)
de una variable de estado, v, hasta que el valor umbral (vr) es alcanzado y el
sistema dispara una respuesta que relaja el valor de v a su valor de reposo, vg,
por medio de la condicién de disparo (o salto)

thm+ v(T) = vg cada tiempo, 7, para el cual v(7) = vr.

—T

El sistema dispara desde el tiempo inicial 7, si 7 es tal que la solucion v(¢,7,0)
alcanza el valor umbral vy, para alguna ¢t mayor que 7. Obsérvese que pueden e-
xistir tiempos 7 para los cuales el sistema nunca dispara: v(t, r,0) # vr, paratoda
t > 7. La repeticion sucesiva del proceso de acumulacién y relajacion mediante la
condicion de disparo, genera la secuencia de tiempos de disparo {t,} (véase la ..g.

2.2)).

uf{t)

b tg ty t, t, t, t

Figura 2.2: Sucesion de disparos de un modelo diferencial, el modelo KHR: F(t,z) =
—ox + S+ Hcos(2nt), con o0 =0.375, S =1, H=0.5

El modelo de integracion y disparo tiene la ventaja, sobre el geométrico, de
que la variable de estado v, en lugar de crecer a razon constante, evoluciona de
acuerdo a la ecuacion diferencial (2.3). Otra importante diferencia esta en la
forma en que el forzamiento es modelado: en el modelo diferencial, el umbral y
el reposo permanecen constantes, y el forzamiento actla en el proceso de acumu-
lacién, lo cual se reteja en la dependencia temporal (no autonomia) de la ecuacion
diferencial. La caracteristica interesante que ambas clases de modelos comparten
es que pueden ser analizados en términos de sus funciones de disparo subyacentes
y de los sistemas dinamicos discretos unidimensionales que generan.
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2.3. Funciones de Disparo

Para ambas clases de modelos de integracion y disparo existe una funcion a, la
funcién de disparo, que asocia a cualquier tiempo inicial = (del cual el sistema
dispare), el valor a(7) del tiempo de disparo, que es el minimo tiempo mayor a 7
en el cual la variable de estado del sistema alcanza su valor umbral. Para el modelo
geométrico, si las funciones de reposo y umbral son continuas, acotadas y de..nidas
en todo R, esta funcion claramente existe y su dominio (D,) es todo R. Por otro
lado, bajo condiciones convenientes sobre F' (como las que se especifican en los
enunciados de los teoremas de los capitulos siguientes), si v(¢; 7, vo) es la solucion
general de la ecuacion diferencial (2.3), se puede probar que para cualquier 7 € R,
para el cual el sistema dispara, existe un minimo tiempo ¢ = t¢,;, que resuelve la
ecuacion v(t; 7,0) = vr. Por lo tanto la funcion de disparo a(7) = tmin €sta bien
de..nida para el modelo diferencial, pero en este caso D, puede ser un subconjunto
propio de R, incluso cuando el dominio de F' es todo R? (véase la seccion 4.2 del
capitulod).

En el caso D, = R o D, & R, pero su imagen bajo a esta contenida en él
mismo, la secuencia de disparo {t,} esta bien de..nida para toda n € N y son las
orbitas del semisistema dinédmico discreto generado por la funcion a.

Observacion 2. Se sobreentiende que las secuencias de disparo de un oscilador
de integracién y disparo son estrictamente crecientes: t,.1 > t,. Esto debe im-
plicar que a(t) > t para toda ¢t € D,, y por lo tanto la funcion de disparo a no
puede tener puntos ..jos. Esto es obvio para el modelo diferencial, pero para el
modelo geométrico general, si existe ¢ tal que g(t) > f(t), entonces a(t) < ty
por tanto la funcion de disparo no sélo puede tener puntos ..jos, sino que la se-
cuencia de disparo podria “’retroceder”. Para evitar este tipo de anomalia, en la
construccion del modelo,normalmente se supone g(t) < f(¢) para toda t.

2.4. Sincronizacion.

La mayoria de la investigacion hecha en los modelos forzados que consideramos, ha
centrado su atencion en el caso de forzamiento periddico. Un problema especi..co
es saber cuando la respuesta del oscilador autbnomo se sincroniza o no con el
periodo del forzamiento, es decir, bajo que condiciones se tiene sincronizacion
racional (ver capitulo 1). La sincronizacion, como ya se dijo, se da cuando las
secuencias de disparo son periodicas: t,., = t, + P, Yy, ademas, P es un multiplo
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entero del periodo del forzamiento: P = pT, si T es el periodo del forzamiento.
Es decir, por cada p ciclos del forzamiento, el sistema repite la misma secuencia
de ¢ disparos. Llamamos a ¢ el periodo y a p la envolvencia de la sincronizacion.

En el modelo geométrico, forzamiento periddico signi..ca que ambas funciones,
fy g, tienen el mismo o conmesurable periodo. Para el modelo diferencial, F' es
periodica en la variable t : F'(t + T,v) = F(t,v).

En el modelo geométrico con forzamiento periodico, a partir de la construccion
geométrica, se puede ver que a(t +T) = a(t) + T para toda t. Para el caso
diferencial, como F' es periodica en t, es bien conocido que, si v(t) es una solucion
de (2.3), entonces v(t+ T') es también solucion. A partir de este hecho se pueden
probar las siguientes proposiciones (cf. seccion 4.1.2 del capitulo4)

(I) Da - Da + T;

(i) a(t+T) = a(t) + T.

Las consecuencias de estos hechos son importantes: cuando D, = R, podemos
identi...car la funcién de disparo, a, como un levantamiento de una funcién de grado
uno en la circunferencia. Para un oscilador de integracion y disparo periodica-
mente forzado, la secuencia de fases de disparo, {z,, } , es obtenida tomando la clase
residual, modulo 7', de la secuencia de disparo: z, = t, modT (0 < z, < T),
donde 7" es el periodo del forzamiento. La funcién de fases de disparo es la funcion
en la circunferencia de..nida por

a(x) = a(z) mod(T).

Podemos enunciar el siguiente resultado ([11]): La secuenciade fases de disparo
{z}, de un oscilador de integracion y disparo periodicamente forzado son las
orbitas de un semisistema dindmico en la circunferencia, generado por la funcion
de fases de disparo, si D, = R.

Visto de este modo, las propiedades sincrénicas de la respuesta del oscilador
al forzamiento periédico estan codi..cadas en la funcion de fases de disparo. La
sincronizacion se revela como la existencia de Orbitas periddicas atractoras. El
problema de estudiar las propiedades de sincronizacion del sistema al forzamiento
periddico se vuelve ahora un problema técnico: si la funcién de fases de disparo
es un homeomor..smo, la teoria del nimero de rotacion de Poincaré es una her-
ramienta Util para detectar Orbitas periodicas atractoras. Si la funcidn de fases de
disparo no es un homeomor..smo, generalizaciones del nimero de rotacion pueden
ser utilizadas. En la siguiente seccion haremos un breve sumario de los aspectos
mas importantes de estas teorias.
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2.5. Funciones en la Circunferencia y Teorias de Rotacién

Si la funcion de disparo es un homeomor..smo de la circunferencia, el nimero de
rotacion de Poincaré

p(a) = lim a”és) mod 1 (2.4)

n—oo

es util para determinar la existencia de orbitas periddicas ([12]): si este nUmero
es un racional p/q, la funcion tiene orbitas de periodo ¢; mas aun, si la funcion de
fases de disparo no es una rotacion, entonces tiene Orbitas periddicas atractoras,
lo cual, como hemos dicho, interpretamos como sincronizacién. Cuando el nimero
de rotacién no es racional, entonces todas sus érbitas son aperiodicas y densas
en todo el circulo o en un subconjunto de Cantor. En este caso no tenemos
sincronizacion del oscilador con el forzamiento.

Si la funcién de fases de disparo no es un homeomor..smo, se requiere gener-
alizar el concepto de numero de rotacion. Cuando la funcion es continua pero no
monotona, el limite (2.4) depende del punto donde es calculado. Esto nos da un
intervalo cerradode nimeros de rotacion ([13], [14]). Por cada nimero racional
p/q en este intervalo, la funcion de fases dedisparo tiene al menos una orbita
periodica de periodo ¢ ([15]), pero la mayoria de ellas son inestables. Algunos
resultados, en su mayoria numéricos, muestran que es posible la coexistencia de
Orbitas periddicas atractoras, de diferente periodo ([6], [16]), fendmeno conocido
como multiestabilidad; también es posible la existencia de atractores cadticos e,
inclusive, la coexistencia de atractores periddicos y caoticos ([17]). Es interesante
notar como, en este caso, la teoria nos muestra la posibilidad de tener difer-
entes sincronizaciones, dependiendo de la condicién inicial del oscilador forzado.
Es mas, cabe la posibilidad de tener osciladores forzados para los cuales algu-
nas condiciones iniciales daran lugar a sincronizacion y otras a comportamientos
caoticos.

Si la funcion de fases de disparo es monotona, pero no continua, el nimero
de rotacion esta también bien de..nido por un limite analogo a (2.4). En este
caso se tiene una vez mas que, si p € Q, entonces existen Orbitas periddicas
atractoras, y si p ¢ Q las 6rbitas son densas en un conjunto de Cantor ([18]).
Aqui, como en el caso de homeomor..smos, niumero de rotacion racional implica
sincronizacion. Hasta donde nosotros sabemos, no existe en la literatura teoria
desarrollada para estudiar el caso en que la funcién de la circunferencia no es ni
mondtona ni continua.

De acuerdo a los resultados de estas teorias, para estudiar las propiedades
de sincronizacién de un sistema de integracion y disparo periédicamente forzado,
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necesitamos elementos que nos permitan determinar la regularidad (continuidad e
inyectividad) de la funcion de fases de disparo. Al trabajar sistemas con paramet-
ros, se tiene una familia parametrizada de funciones de fases de disparo «x. En
el espacio de parametros podemos considerar las siguientes regiones, de acuerdo
a la regularidad de la funcién de fases de disparo:

I. Donde a(t) es un homeomor..smo,

I1. donde a(t) es continua,

I11. donde a(t) es inyectiva y

IV. donde a(t) no es ni continua ni inyectiva.

El discernimiento de estas regiones de regularidad también tiene importan-
cia por otras razones; en el espacio de parametros se tienen diferentes zonas de
sincronizacion (llamadas también lenguas de Arnold): por cada racional 2 se con-
sidera el conjunto de valores del parametro tales que la funcion de fases de disparo
tiene una drbita atractora de periodo ¢ y envolvencia p ([19]). En cada una de las
regiones de regularidad, la estructura de las lenguas de Arnold tiene propiedades
distintas: de acuerdo a la teoria del nimero de rotacion y sus generalizaciones: en
las regiones | y 111, las lenguas no pueden intersectarse; en la region Il, las zonas
de sincronizacién pueden intersectarse, retejando el fenémeno de multiestabilidad;
en la region IV conjeturamos la existencia de multiestabilidad pero no tenemos
ningun resultado tedrico que respalde esta a..rmacion. Es interesante sefialar aqui
que el andlisis de las lenguas de Arnold comunmente sélo puede ha- cerse con la
ayuda de computadoras, y aun asi, el esfuerzo computacional requerido es consid-
erable.

2.6. Relacion entre los Modelos Geométricos y los Diferen-
ciales

AUNn cuando los modelos geométricos y los diferenciales son distintos en su nat-
uraleza, es posible bajo ciertas hipdétesis, simular la dinamica de un modelo ge-
ométrico por la de uno diferencial y vicewersa, lo cual permite tener cierta uni-
versalidad de algunas de las propiedades de los osciladores de integracion y dis-
paro modelados por cualquiera de los dos tipos. En esta seccion mostraremos
un método, que se puede usar de manera estandar, para asociarle, a un modelo
geométrico, uno diferencial que tenga la misma funciéon de disparo. Un método
reciproco (a uno diferencial asociarle uno geométrico) no es posible dado que, en
general, no es posible obtener, de manera explicita, la funcion de disparo de los
modelos.
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Consideremos cualquier funcion diferenciable U(¢, z) y de..namos

ou oU

y consideremos también la ecuacion diferencial

- _M(t,:z:)
= —N(t, 0 (2.5)

Entonces U(t, z) = ¢ nos da las soluciones implicitas de la ecuacion, de modo
que
U(t, z(t;7,0)) = U(7,0),

donde z(t;7,0) es la solucion de (2.5) que satisface la condicion inicial z(7) = 0.
De aqui vemos que la funcion de disparos a(7) = z(t;7,1) satisface la relacion
implicita
Ula(T),1) = U(1,0). (2.6)
Basados en esta ecuacion el método para asociar a un modelo geométrico un
modelo diferencial, de modo tal que sus funciones de disparo coincidan, es como
sigue; suponiendo f(t) > g¢(t) para toda ¢ y diferenciables, tomamos la funcion
U(t,z) =mt — g(t) — (f(t) — g(t))=. De acuerdo a (2.1), con 3 — % (s, — tp41),
y por (2.6), la funcién de disparo del modelo geométrico determinado por las
funciones f, g, y el nGmero positivo m = tan a, es la funcién de disparo del modelo
con ecuacion diferencial

_m—gt) - (') —g(t)
f(t) —g(®) '
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3. Modelos de Acumulacioén Lineal

3.1. El Modelo KHR

J. P. Keener, F. C. Hoppensteadt y J. Rinzel en ([20]), analizaron un modelo de
integracion y disparo de la respuesta de una membrana nerviosa a un forzamiento
periodico, modelo previamente estudiado por otros autores ([10], [21]). El modelo
describe la evolucion del potencial de membrana v(t) en su proceso de acumulacion
hasta alcanzar un valor umbral v y emitir un disparo (potencial de accion).
Después del disparo, el potencial de membrana regresa a un valor de reposo y el
proceso se repite. EI modelo matematico que ellos formulan es

% = —yv+ So+ Smcos(wt + @)

v(tT) = 0siv(t) = vy,

donde S, es el promedio del estimulo aplicado y S,,,,w Yy ¢ son la amplitud, fre-
cuencia y fase del estimulo, respectivamente.

Después de un cambio de variable y el reescalamiento de los pardmetros, el
analisis se reduce al estudio de las posibles dinamicas generadas por la funcion de
disparo del modelo diferencial

r= —ox + S+ H cos(27t). (3.1)

La interpretacion del modelo es la de un oscilador autéonomo gobernado por la
ecuacion z= —ox + S sujeto al forzamiento armonico H cos(2nT).

El problema ahora es determinar, en el espacio de parametros, donde el do-
minio de la funcién de disparo es toda la recta real R y las regiones de regularidad
de la misma para usar la teoria de funciones de la circunferencia conveniente
(véase el capitulo 2). Los autores siguieron una metodologia que permitié encon-
trar y delimitar estas regiones de manera completa. En la siguientes secciones
explicaremos en gque consiste esta metodologia y como ésta puede generalizarse.
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3.2. El Modelo de Acumulacioén Lineal (LAM)

El modelo de Keener, Hoppensteadt y Rinzel (KHR) pertenece a una clase mas
amplia de modelos lineales de osciladores de integracion y disparo, que llamamos
Modelos de Acumulacion Lineal (MAL). Estos modelos describen un proceso de
acumulacion de la variable de estado, x, por medio de la ecuacién lineal

r=—ox + g(t), (3.2)

junto con la condicién de disparo al alcanzar un valor umbral (véase la seccion 2.2
del capitulo 2). La funcion g generalmente modela el forzamiento de un oscilador
autobnomo que no necesariamente tiene que ser periodico.

Si la ecuacion es auténoma, es decir, no depende del tiempo, el modelo rep-
resenta un oscilador que dispara cada cierto tiempo caracteristico. En efecto,
si g(t) = S constante, facilmente se puede hacer la integracion de la ecuacion
diferencial dandonos, si o # 0,

o bien

S
eaa(t) _ (S — U) eat

si imponemos la condicion S > o obtenemos

e

lo que muestra que, efectivamente, a es el levantamiento de una rotacion en un

1
angulo p/(2r), dénde p = In(3%)°. Para el caso de o = 0, directamente se
obtiene a(t) =t +p con p =1/8.

Observacion 3. p es el numero de rotacion. Si se desea encontrar el valor de o
para un ndamero de rotacion p dado se puede hacer calculando la interseccion de
las curvas

- =
y= S—o
y=e”,

las cuales se intersectanen o =0y, si p > é, para algun otro valor de o € (0, .5)
(ver .gura 3.1).
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Figura 3.1: Gra.casde y = 5= ye” con S =2y p=0.7

—0

Observacion 4. El caso o = 0y g(t) 1-periodica y positiva, también es intere-
sante y se puede analizar directamente. Integrando la ecuacion diferencial y us-
ando la condicion de disparo tenemos

f®)
1= [ glyis = Gls(0) - 610
t
con G una primitiva de g. Llamemos ¢ = G(t + 1) — G(t), como g(t) > 0 para
toda ¢, ¢ # 0. De..namos ahora el siguiente cambio de variable

r— hy =<9

se tiene que A es un difeomor..smo ya que G'(t) = g(t) > 0. Con este cambio de

variable tenemos
T = h(t)

a () = h(a(t)) = G(a(t))fc
_ Gl

=7+ 1/c

de donde vemos que a es el levantamiento de una funcion en la circunferencia
topoldgicamente conjugada a una rotacion por un angulo 1/(27c).
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3.3. El Método de Analisis de Keener, Hoppensteadt y Rinzel

Mediante un céalculo directo los autores encuentran que la funcién de disparo a,
del modelo (3.1), queda determinada por la ecuacion implicita

F(a(t)) = F(t) +—¢, (3.3)

donde
F(t)=¢e™ |1 - %Sinﬁsm@ﬂt + 0)
y sinf = —#

La metodologla seguida por estos autores se reduce a un ingenioso analisis de
las gréa...cas de las funciones F'(t) y G(t) = F(t) + %e”". La ecuacion (3.3) nos da
la regla para encontrar la funcion de disparo, como Io ilustramos en las ..guras
(3.2) y (3.3). La ..gura (3.2) reproduce esencialmente la ..gura 1 de ([20]).

Los maximos y minimos locales de F(t) + Ze”* estan sobre las gra.cas de
las funciones et [1 + £sing3] y e [1 — Hsinj3] respectivamente y los maximos y
minimos relativos de F'(t), sobre las de e”* [1 — & + ZsinB] y e [1 — 2 — Zsing]
respectivamente.En las ..guras (3.2) y (3.3) se observa que, si los maximos relativos
de F' son crecientes (1 — < + —smﬁ > 0), entonces el dominio de la funcion de
disparo D, = R. Se puede probar ([11]) que D, =R siy s6lo si 1— +ﬂsmﬁ > 0.

Un examen cuidadoso de las ..guras (3.2) y (3.3) revela que la funcién de
disparo a es monotona creciente y continua si y solo si las funciones F'(t) y F(t)+
Ze”! son monotonas crecientes, pierde continuidad si /() deja de ser monotona
y, ..nalmente, pierde monotonia si F'(t) + $e°* no es mas monétona.

Este método de analisis puede extenderse a modelos que permitan tener una
ecuacion como (3.3), y algun criterio para decidir cuando D, = R. Para el modelo
general MAL se puede probar que la ecuacion diferencial

r=—ox + g(t),

con g periodica: g(t+1) = g(t), tiene una Unica solucion periddica ¢ globalmente
asintéticamente estable ([11]). La condicion necesaria y su..ciente para que D, =
R es max;crp(t) > 1. Para el modelo KHR es posible encontrar explicitamente
esta solucion, la cual es

27t + )

p(t) = g

H ,
+ N sin(
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de modo que

S H

o Vo?+4r?

La condicion maz,cr(t) > 1 es equivalente a la condicion 1 — £ + £ sinj3 > 0, ya
sefialada con anterioridad y también fue encontrada en ([20]) .

Sin embargo, en general no es posible obtener explicitamente el atractor per-
iodico . No obstante, se puede probar ([11]) que su promedio ¢, = fol o(s)ds
es ¢, = L, donde gp = folg(s)ds es el promedio de g(t). Como evidentemente
mazerp(t) > ¢, Una condicion su..ciente (pero no necesaria) para que D, = R
es

mazerp(t) =

go > 0. (3.4)

Observacion 5. Esta condicién, aun cuando no es necesaria, tiene la ventaja de
que puede ser veri..cada directamente a partir del modelo, sin resolver la ecuacion
diferencial.

La solucién general de (3.2) (con z(7) = 0) es

¢
z(t) = e‘“t/ e?%q(s)ds,

como la condicién de disparo se cumple cuando z(t) = 1, tenemos

a(t)
/ e”?g(s)ds = e?®
t

ecuacion que podemos reescribir de la siguiente forma:

a(t)
/t e”(g(s) — 0)ds = e”". (3.5)

Es un sencillo ejercicio comprobar que la ecuacién (3.5) se reduce a (3.3) para el
caso KHR.

Con (3.4) y (3.5) podemos generalizar la metodologia de Keener, Hoppensteadt
y Rinzel al modelo mas general MAL. En efecto, si F'(t) es una primitiva de
e’ (g(t) — o), (3.5) nos proporciona la misma regla para encontrar la funcién
de disparo que en el caso KHR. Igual que en ese caso, la funcién de disparo a
es monodtona creciente y continua si y solo si las funciones F(t) y F(t) + et son
monGtonas crecientes; pierde continuidad y monotoniasi F(t) y F(t)+¢’* dejan de
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ser mongtonas respectivamente. Aun cuando F'(¢) no siempre es posible calcularla
explicitamente, el andlisis se puede llevar a cabo pues F'(t) = e?*(g(t) — o).Bajo
la condicion (3.4) y la hipdtesis de que ¢g sea analitica, estas observaciones se
resumen en los siguientes resultados ([11]):

1. a es continua si y s6lo si g(t) > o para toda t,

2. a es mondtona creciente (de hecho estrictamente mondtona creciente) si y
sélo si g(t) > 0 para toda ¢.

Observacion 6. En el caso de g acotada (por ejemplo si g es continua y per-
iddica), considerando g,,;, = in ficrg(t), los criterios de los resultados 1. y 2. se
pueden escribir gmin > 0 Y gmin > 0 respectivamente. Obsérvese que gmin > o
implica g...» > 0y la igualdad se da si y solo si g es constante. De modo que, Si
g no es constante, entonces g,,;, > o implica D, = R y a continua e inyectiva.

Consideremos ahora modelos con parametros
b= —oz + g(t, N),

A € R™ g analitica y acotada. Las condiciones go = 0, gmin = 0 Y Gmin = 0
determinan fronteras de regiones, en el espacio de pardmetros (), o), en donde

l. D, =R,

Il. a es continua y

1. a es inyectiva.

De la observacion anterior, se tiene que a continua implica a inyectiva, es decir,
la region de continuidad esta contenida en la de inyectividad. Esto fue observado
para el modelo KHR en el citado articulo y los resultados 1. y 2. muestran que
es valido para el modelo mas general MAL.

Propiedades sobre las regiones de regularidad como estas son importantes de
conocer para estudiar el problema de sincronizacion de osciladores periédicamente
forzados. Desafortunadamente, para el caso no lineal, generalmente no podemos
encontrar una ecuacién equivalente a (3.3), por lo gue este método de analisis no se
puede generalizar a modelos no lineales. En los siguientes capitulos mostraremos
resultados que permiten llevar a cabo de otra manera el analisis de las propiedades
de regularidad (inyectividad y continuidad) de la funcion de disparo a de un
modelo general no lineal de integracion y disparo, lo cual nos proporcionara de
otra metodologia de anlisis.
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Figura 3.2: Funciones F'y GG del modelo KHR. A) Parac =0.375, S =1y H =0.5
, la funcién de disparos es un homeomor..smo. B) Con o = 0.375, S =1y H = 1,
la funcién a no es continua. C) Con o = 0.25, S = 1y H = 4, no es ni continua ni
inyectiva.

26



D, = IR
A ()
7 a(.r) \/z
F(z)
)
GG(z)
D, = R
B) '
|
D, = o GG(2)
AV
F()
<)

Figura 3.3: En esta ..gura los minimos de F'y G son decrecientes. A) o = 0.75,
S =0.3y H =5, el dominio estoda la rectareal. B) 0 =1.0853, 5 = 0.3y H =4.5,
el dominio es un subconjunto propiode R. C) o = 1.0853, S = 0.3y H=5, D, = 0.
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4. Modelo general de los osciladores
diferenciales de integracion y
disparo. Regularidad de la funcion de
Disparo

En este capitulo describimos y analizamos matematicamente la forma mas general
concebible de modelos diferenciales con una sola variable de acumulacion. Esto
nos permitira comprender una variedad muy amplia de sistemas que no estan
restringidos necesariamente a procesos de acumulacion lineal.

4.1. Modelo General de los Osciladores Diferenciales de In-
tegracion y Disparo

Supongamos que la variable de estado = de un oscilador de integracion y disparo
es gobernada por una ecuacion diferencial de la forma

= = F(t,) (.1)

hasta que alcanza un valor umbral (que normalizaremos a 1), momento en el cual
produce un “disparo™y su valor es reinicializado a cero. La condicién de disparo
es descrita por:

Siz(r) =1= lim z(7) = 0. 4.2)

t—1t
Generalmente F' es una funcién no lineal que da cuenta del forzamiento de
un oscilador auténomo. Nos referiremos a la ecuacion diferencial (4.1) y a la
condicién de disparo (4.2) como el modelo diferencial del oscilador de integracion
y disparo. Supondremos a F': R — R, donde R C R? es una region que contiene
la franja{ —oo < t < +00,0 < z < 1} y satisfaciendo, cuando menos, condiciones
su..cientes para la existencia y unicidad de soluciones de la ecuacion diferencial
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(4.1) y continuidad de éstas con respecto a condiciones iniciales. Para (7,7) en
el dominio de F, denotaremos por z(t;7,7n) la solucion de (4.1) que satisface
z(1) =n.

En éste modelo de Integracion y Disparo, el sistema dispara a partir de 7 € R
si existe ¢’ > 7 tal que x(¢; 7,0) = 1; si el sistema dispara a partir de 7, el tiempo
de disparo a partir de 7 es

min{t > 7:z(t;7,0) = 1}.

En otras palabras, dado 7 € R, existira un tiempo de disparo posterior a él si,
seguiendo la solucion de la ecuacion diferencial, a partir de (r,0), existe algun
tiempo ¢ > 7 tal que se da la condicion de disparo; es en tal caso cuando diremos
gue el sistema dispara a partir de 7.

Denotaremos por D, al conjunto de momentos a partir de los cuales el sistema
dispara:

D,={r€R: 3t > 7 tal que z(t';7,0) = 1} .

A partir de un tiempo inicial, 7, construiremos una sucesion de de tiempos
de disparo, siguiendo su orden natural de aparicion. Hay que hacer notar que
esta “’sucesion” podria ser ..nita o incluso constar solamente de 7 si el sistema no

dispara a partir de 7. La secuencia de tiempos de disparo a partir de un tiempo
inicial, 7, se construye a partir de la siguiente de..nicién recursiva:

2(:O =T,
tn = min{t > t,—1 : z(t;t,—1,0) = 1} ,¥n > 1.

4.1.1. La Funcion de Disparo

De..nimos la funcién de disparo del modelo diferencial dado por (4.1) y (4.2) como
a(t) = min{t > 7 : x(t;7,0) = 1} .

Esta funcidn genera la familia de secuencias de disparo del modelo; si para todo
tiempo inicial 7, el sistema dispara (i.e. D, = R), la secuencia de disparos {t,}
esté bien de..nida para todo n € Ny las secuencias de disparo son las érbitas, en
la recta real, del semi-sistema dinamico discreto en R determinado por la funcion
de disparo a. Puede ocurrir que para algunos tiempos iniciales 7 € R , el sistema
no dispare (D, es un subconjunto propio de R). La funciéon de disparo puede
de..nirse sin mayor problema en el dominio donde el sistema si dispara, pero en
este caso las sucesiones de disparo podrian no de..nir un semi-sistema dinamico.
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4.1.2. Forzamiento Periddico

La forma general del modelo (4.1) incluye la posibilidad de estudiar sistemas
que reciben una estimulacién externa que aunque su forma e intensidad varie
en el tiempo, estas varaciones ocurren de una forma ..ja que esta prescrita por
alguna regla comprendida en la dependencia temporal de la funcién F'(¢, z). Por
la importancia que tiene en las aplicaciones cienti..cas el caso particular de las
estimulaciones periddicas, en la siguiente proposion suponderemos que la funcién
F(t,z) es T-periodica con respecto a t : F(t + T,x) = F(t, z).

Proposicion 1. Supongamos que F'(t,x) es T-periddica en ¢. Entonces el do-
minio de la funcién de disparo a, D,, satisface: D, = D, +T , Dy = Dy +T.
Ademas,

at+T)=a(t)+T ,Vte D,.

Demostracion. Primero observemos que si z(t) essolucion de (4.1), z(t+kT) es
también solucion de (4.1) para todo entero k. Seat € D,, Yy x1(t) = z(t —T;7,0),
entonces z1(7+7) =0y z1(a(r)+7T) = 1, por lo tanto, por de..nicion, a(7+7) <
a(t)+T. Supongamos que 7+71" < a(t+71) < a(r)+T, como z4(t) = z(t; 7+71,0),
entonces z1(a(r +T) = 1; sea xa(t) = z1(t + 1), luego

zo(t) =21(7+T) =2(r;7,0) =0
lo que implica que z2(t) = x(¢; 7,0), también se tiene
zo(a(t+T)—T)=zi(a(r+T)) =1,

pero T < a(tr+7T)— T < a(r) contradiciendo la de..nicion de a(7), por lo tanto
a(t+T)=a(r)+Tyr+T € D,.

En el caso en que D, = R, la proposicion anterior nos dice que la funcion
de disparo, a, es un levantamiento de un endomor..smo de la circunferencia S*
de grado 1. Si a: S' — S! es la funcién de la cual a es levantamiento, entonces
x, = a"(xy). La funcion « es llamada funcion de fases de disparo.

4.2. Dominio de la Funcién de Disparo

La funcion de disparo del modelo es, a ..nal de cuentas, el objeto principal de in-
terés en el estudio de las propiedades del oscilador modelado por(4.1) y (4.2), pues
la dinamica por ella generada exhibe la informacion relevante del comportamiento
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del oscilador. Sin embargo, como hemos sefialado anteriormente, el dominio de
a puede no ser toda la recta real. Las siguientes ..guras, generadas por M. A.
Mendoza, muestran que el dominio puede ser vacio (..gura (4.1 A)) o de otras
diferentes formas:. Las ..guras (4.1 B) y (4.2 A), muestran que también puede ser
discreto. En la ..gura (4.1. B) se observa que cualquier condicién inicial en D,
produce sucesiones de tiempos de disparos que tienen, cuando mucho, un sélo ele-
mento. De hecho, las Unicas condiciones iniciales para las que puede haber algin
disparo estdn dadas por los puntos donde la funcién periddica asintoticamente
estable ¢(t) es tangente al eje horizontal. En la ..gura (4.2. B), el dominio de la
funcién a resulta ser la union de intervalos cerrados.

1 1

CNANN, AVAY
VATRVAYAY RV

B)

[=]

Figura 4.1:

Obviamente, otra posibilidad es que el D, sea todo R y el sistema dispare
desde toda condicion inicial; eéste Ultimo caso es realmente el de interés en las
aplicaciones. En esta seccion establecemos resultados que permiten decidir cuando
el sistema siempre dispara, lo cual es esencial para estudiar las secuencias de
disparo como orbitas del semisistema dinamico generado por la funcion de disparo
del modelo. Los resultados para el modelo de acumulacion lineal se encuentran
reportados en ([11]) y no son esenciales para los resultados principales de este
trabajo, por lo que seran mencionados sin demostracion.

El sistema siempre dispara si toda solucion de la ecuacion diferencial (4.1)
que empieza en la recta x = 0 alcanza en algun momento la recta = = 1. Los
siguientes resultados, cuyas demostraciones son obvias, dan condiciones sencillas
para que esto suceda.

Proposicién 2. Supdngase que la ecuacion diferencial (4.1) tiene una solucion
acotada o(t) que intersecta la franja 0 < x < 1 y a lo mas una con esta propiedad.
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Figura 4.2:

1) Si ¢ es globalmente asintéticamente estable , entonces una condicién nece-
saria y su..ciente para que D, = R es que para toda 7" > 0 exista ¢ > T tal que
o(t) > 1.

2) Si ¢ es globalmente asintéticamente inestable, entonces una condicion nece-
saria y su..ciente para que D, =R es que ¢(t) < 0 para toda t.

En el caso del modelo de acumulacion lineal con forzamiento periédico: F(¢,x) =
Az +g(t), con g(t+T) = g(t), puede probarse que existe una Unica solucién per-
iodica, ¢(t) , de la ecuacion (4.1) y ésta, globalmente, tiene el mismo tipo de
estabilidad que el equilibrio de la ecuacién

y= Ay + go

donde go = fOTg(t)dt. Los siguientes resultados se re..eren al modelo de acumu-
lacion lineal (MAL) con forzamiento periodico (A = —o).

Teorema 3. ¢(t) > 1 para algin ¢t € R si y solo si D, = R.
Como obviamente se tiene que
>, ==
max p(t) =y =,

por lo tanto tenemos que
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Corolario 4. g9 > o es una condicion su..ciente (pero no necesaria) para que
D, =R.

Esta condicion es muy util, ya que puede ser veri..cada sin resolver la ecuacion
diferencial.

Corolario 5. D, # R si y s6lo si max ¢(t) < 1.

Es posible también demostrar el siguiente resultado ([11]), interesante por sus
implicaciones en la interpretacion del modelo.

Teorema 6. D, es un subconjunto propio de R si y s6lo si todas las sucesiones
de disparo son ..nitas (el sistema produce solamente un nimero ..nito de disparos)
o0 vacias (D, es vacio y el sistema no dispara).

El andlisis de las simulaciones computacionales de estos modelos nos llevan a
formular la siguiente conjetura:
D, es un conjunto cerrado.

4.3. Teoremas de regularidad

En esta seccién estudiaremos las condiciones que determinan continuidad e inyec-
tividad de la funcion de disparo. Es natural esperar que la continuidad sea una
consecuencia de la continuidad de las soluciones de la ecuacion diferencial respecto
a condiciones iniciales, sin embargo, la continuidad, asi como la inyectividad sor-
prendentemente dependen también de propiedades geométricas de la gra..ca de
las soluciones de la ecuacién diferencial. Hemos llamado a los resultados que car-
acterizan esas propiedades Teoremas de Regularidad. Las demostraciones de
los teoremas de continuidad e inyectividada que aqui presentamos estan basadas
fundamentalmente en la hipotesis de analiticidad de la ecuacion diferencial. Nat-
uralmente esta observacion plantea la cuestion de si éstos teoremas permanecen
validos bajo condiciones mas débiles.

Varios resultados generales sobre funciones analiticas y las soluciones de la
ecuacion diferencial (4.1) seran demostrados en el apéndice a éste capitulo. Una
condicion que supondremos en lo sucesivo es que int(D,) # (). Damos primero
una de..nicion y algunos resultados preeliminares.

De..nicidn 7. Decimos que la solucion x(t) de (4.1) cruza ascendentemente la
recta = = k en el punto (to, k) si:
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Decimos que la solucion z(t) de (4.1) cruza ascendentemente la recta = = k
en el punto (¢, k) si:

I) x(tO) = kv

i) Fto,k) >0y

iii) para alguna » > 0, 0 < |t — to| < r implica que F(t,k) > 0.
Decimos también que z(t) cruza ascendentemente en el punto (%, k).

Proposicion 8. Si la solucion x(t; 7, 0) de la ecuacion (4.1) cruza ascendente-
mente la recta x = 1 en (¢,1), para alguna ¢t > a(7) (aunque no necesariamente
en (a(7g),1)) entonces 7, €s un punto interior de D,. El reciproco de esta a..r-
macion es falso, sin embargo, si 7o €s un punto interior de D,, y, alrededor del
punto (7o, 0) la solucion z(t; 7o, 0) cae dentro de alguno de los casos ii) a iv) del
corolario 19 del apéndice, entonces la solucion z(t¢; 7, 0) cruza ascendentemente
la recta z =1 en (¢,1), para alguna t > a(7g). Si la solucion x(¢; 7o, 0) alcanza un
valor méximo en 7 (caso (v) del corolario 19), entonces 7, siempre es un punto
interior de D,.

Demostracion. Supongamos que la solucion x(t; 7, 0) cruza ascendentemente
la recta z = 1 en (t,1). Sea ¢ > 0 tal que F(¢t,1) >0 para0 < [t —tp| < ey
(usando (79, 7,) = (%o, 1)) consideremos el homeomor..smo

h:(tg—eto+e) =R,

de..nido en el lema 23 del apéndice. Como h~! es continua y h(tq) = 1, existe
¢’ tal que el intervalo (1 — &/,1+¢') C h(to —e,t + ). Por continuidad de las
soluciones con respecto a condiciones iniciales, existe § > 0 tal que si |7 — 7¢| < ¢,
entonces |z(tg; 7,0) — z(ty; 70,0) | = |z(ty; 7,0) — 1| < &’. Por lo tanto, z(ty; 7,0) €
h(to—e,tog+ ). Obsérvese que x(-;7,0) = x(-; to, z(ty; 7,0)), por otro lado el lema
23 implica que

z (- to, 2(to; 7,0)) = x(-; A Nz (to; 7,0)), 1),

por tanto
2(57,0) = x(-; A (x(to; 7, 0)), 1)
y asi
x(h™Y(x(ty; 7,0));7,0) =1,
para toda 7 tal que |r — 7| < 6. Esto prueba que 7 € D,, asi T, €s un punto
interior de D,



Consideremos el caso V) del corolario 19, por unicidad, z(t;7,0) > x(¢;,0)
para 7 en una vecindad de 7, entonces T € D, Yy Ty €S un punto interior de D,.
Por lo tanto es posible para una solucién tener puntos interiores 7o (del tipo v))
para los cuales la solucion z(t; 79, 0) no cruza ascendentemente la recta = = 1.

Falta demostrar que para todos los puntos interiores de los tipos ii)-iv) del
corolario 19, la solucion z(¢; 7o, 0) cruza ascendentemente la recta = 1 en alguna
t > a(7o).

Mostraremos primero que si 7o € D,, Y z(t;79,0) > 1 para alguna ¢t > 7y
entonces la solucion z(t;7¢,0) cruza ascendentemente la recta x = 1 en algun
punto (7,1) con 7 > 7. De la proposicion 18 del apéndice se sigue que, si existe
t > 7o tal que x(t;70,0) > 1, existen t; < tq, CON 7o < t2, tales que

x(t1;70,0) <1 < x(t2;70,0),

y la ecuacion x(t;79,0) = 1 tiene exactamente una solucion ¢* en el intervalo
[t1,15]. entonces, en el intervalo [¢,,t,] la solucion debe alcanzar un maximo en ¢*.
Similarmente, en el intervalo [t.,t2], debe de tenerse un minimo en ¢*. Del lema
21 del apéndice, F'(t,1) > 0 en una vecindad agujerada de t* y entonces x(t; 7o, 0)
cruza ascendentemente la recta x =1 en (t*,1).

Supongamos que 7, es un punto interior de D,, vy, alrededor del punto (7, 0), la
gra..ca de x(t; 7o, 0) esté en el caso ii) del corolario 19 (los casos iii) y iv) pueden ser
demostrados analogamente). Si la solucién z(¢; 79, 0) no cruza ascendentemente
la recta z = 1, en ningun (¢, 1), con ¢ > a(7o), entonces

sup z(t; 7¢,0) < 1.
tZ’TO

Esto es debido al hecho de que, si 7o € D,, Yy z(t;70,0) > 1 for some ¢ > 7o,
entonces la solucion x(t;7o,0) debe cruzar ascendentemente la recta x = 1 en
algin punto (7,1) con 7 > 7(: de la proposicion 18 se sigue que, si existe ¢ > 7
tal que z(t;70,0) > 1, existen ¢; < ta, cOn 7 < t2, tales que

x(t1;70,0) <1 < x(te;70,0),

y la ecuacion xz(t;79,0) = 1 tiene exactamente una solucion t* en el intervalo
[t1,15]. Entonces, en el intervalo [¢;,t,] la solucidon debe alcanzar un maximo en
t*. De modo similar, en el intervalo [t,,?5], un minimo debe tenerse en t*. Del
lema 21, F(¢,1) > 0 en una vecindad agujerada de ¢* y entonces xz(t; T, 0) cruza
ascendentemente la recta z = 1 en (¢, 1).
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Como estamos suponiendo el caso ii) del corolario 19, alrededor (7¢,0), la
solucion z(t;79,0) es estrictamente creciente. Entonces, en un intervalo de la
forma [r¢, 70 + 7], z(t; 70,0) alcanza un minimo en 7. Por unicidad, para 7 €
(10, To + 7], tenemos que x(¢; 7,0) < x(t;79,0) < 1, para toda t > 9. Asi 7 ¢ D,
y por lo tanto 7 es un punto frontera de D,.

Corolario 9. Para cualquier ¢, o bien todos los puntos de a(¢) son puntos in-
teriores, o ninguno de ellos lo son,.excepto aquellos 7o € a~(¢) alrededor de los
cuales la solucion z(t; 7o,0) alcanza un maximo local.

4.3.1. Teorema de Inyectividad

Teorema 10. (Teorema de Inyectividad). Lafuncion de disparo a es inyectiva
en int(D,) siy solosi F(t,0) > 0, para toda ¢t € int(D,).

Demostracion. Debemos demostrar aqui que la funcién de disparo a es inyec-
tiva en el int(D,) siy solo si F'(¢,0) > 0, para toda t € int(D,). Si la funcion de
disparo a es inyectiva y existe 7o € int(D,) tal que F(79,0) <0, por el lema 20,
z(7';70,0) < 0, para alguna 7’ satisfaciendo 7o < 7 < a(7o). Ahora, por el Teo-
rema del Valor Intermedio, existe 7; tal que z(71;70,0) =0y 70 < 71 < a(79). Por
tanto ry, € D,, 71 # 79, a(11) = a(1g). SOlamente resta mostrar que 7, € int(D,,),
con objeto de contradecir que la funcion de disparo a es inyectiva en el interior
de D,. Como 7¢ € int(D,) Y F(710,0) < 0, de la proposicion 8, tenemos que la
solucion z(-;71o,0) cruza ascendentemente la recta z = 1 en (¢,1), para alguna
t > a(7y), podemos decir lo mismo de la solucion z(-; 71,0) (ya que las soluciones
z(+;70,0) Yy x(+;71,0) coinciden en ¢t = a(71) = a(10)); asi, aplicando nuevamente
la proposicion 8, tenemos que 71 € int(Dy,).

Ahora, para probar el reciproco del teorema (también por contradiccion) supo-
nemos que F(7,0) > 0 para toda v € int(D,) y que la funcion de disparo no
es inyectiva en el interior de D,. Sea ty € a(int(D,). Si la solucion x(t;to,1)
alcanza un valor méximo en algin 7o € a~(to) entonces, por la proposicion 8,
To €S un punto interior de D,. Ahora, por el lema 21 del apéndice, tenemos que,
arbitrariamente cerca de 7, (y por tanto en int(D,)), existen tiempos 7 tal que
F(7,0) < 0, contradiciendo nuestra hipotesis.

Consideremos que para todos los puntos 7 en a~'(ty) la solucién z(¢;7,0) no
alcanza un valor maximo en 7. Como a no es inyectiva, existe ¢, € a(int(D,)) tal
que el conjunto a~!(¢,) tiene al menos dos puntos. Por el otro lado, para toda
to € R, el conjunto a~*(ty) estd acotado superiormente por ¢, y entonces debe
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tener un supremo. Este supremo pertenece al conjunto a ' (¢,), de otro modo éste
conjunto tendria un punto de acumulacién, 7*. Como un punto 7 esta en a™'(t,)
siy solosi T < tyy (7,0) esun punto de la gra..ca I" de la solucion z(-; to, 1), existe
una sucesion {(7,,0)}.—, en T' que converge a (7*,0). Reordenando, eliminando
y agregando puntos, si es necesario, a la sucesion {(7,,0)} ~ , , podemos suponer
que la sucesion 7, es tal que 7, < 7,1y, Si F(r,,,0) > 0 entonces F'(7,,.1,0) <0
0, si F(1,,0) < 0, entonces F(7,+1,0) > 0, para todan = 1,2,.... Por lo
tanto, el Teorema del Valor Intermedio implica que, para toda n =1, 2, ..., existe
Tn < T, < Tn+1 tal que

F(r,,0)=0.

Como la sucesion 7/, también converge a 7* y la funcion F(-,0) es analitica en R,
el lema 17 del apéndice implica F'(7,0) = 0 para toda 7 en R, contradiciendo que

a”'(ty) #0.

Sea
To=max {r €a '(ty)}.
Usando un argumento semejante podemos demostrar también que existe
Ty =max {1 €a " (fp) : T < T2}

Como estamos considerando el caso para el cual la solucion z(t; 7,0) no alcanza
un valor maximo en 7, para todos los puntos 7 en a~(tq), por el corolario 9, 71 y
To SON puntos interiores. También tenemos que F'(7,,0) debe ser mayor o igual a
cero, de otro modo el Teorema del Valor Intermedio implicaria la existencia de un
elemento en a!(¢y) mayor que 7o. Usando un argumento semejante, concluimos
que z(t) = z(t;71,0) = x(t;72,0) > 0 en el intervaloo (72,tp) y tenemos las
siguientes alternativas para la solucion x(t):

i) 71 0 T2 son puntos extremos (minimos locales) de la solucion z(t),

i) ni 71 Ni 72 son puntos extremos.

En el primer caso, el lema 21 implica que existe 7 € int(D,) tal que F(7,0) <
0, lo cual es contradictorio. En el segundo caso, en un intervaloo de la forma
(11 — r,71] tenemos la dicotomia mostrada en la proposicion 18 del apéndice:
la solucion z(t) alcanza en 7; 0 bien un maximo o bien un minimo, restringido
al intervaloo (r, — r,74]. Si la solucion alcanza un maximo en 7, restringido al
intervaloo (7, — 7,71}, cOmo 7, No es un punto extremo, entonces z(t) > 0 en
el intervaloo (71, 72) y esto impicaria que x(¢) alcanza un minimo local en 72, lo
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cual contradice la suposicion ii). Entonces z(t) debe alcanzar un minimo en 71,

restringido al intervaloo (7, — r, 71| y el lema 21 implica el hecho contradictorio

de que F'(7,0) < 0 para 7 arbitrariamente cercana a 71 (y por tanto en int(D,)).
Asi, F(7,0) > 0 implica que la funcion de disparo es inyectiva.

Observacion 7. Cuando D, contiene puntos aislados, la condicion F'(7,0) > 0,
para toda 7 € D, no implica necesariamente que la funcion de disparo, a, es
inyectiva.

4.3.2. Teorema de Continuidad

Algunos hechos que seran usados en la demostracion son interesantes por si mismos
y seran establecidos primero en forma de proposiciones y lemas.

Proposicion 11. Sea g € D,.

i) Si existe » > 0 tal que para 7o — r < 7 < 79, F(7,0) > 0, entonces a es
continua por la izquierda en 7.

i) Si existe » > 0 tal que para 70 < 7 < 79+ 1, F(t,0) < 0, entonces a €s
continua por la derecha en .

Demostracion. Discutiremos unicamente el primer caso, siendo el otro com-
pletamente analogo. Supongamos que r > 0 es tal que el intervalo [rq — r, 7]
esta contenido en el intervalo de de..nicion de la solucion z(¢;79,0) y tal que
x(t;70,0) < 0 para t € [to — r,79) (cf. lema 20 del apéndice). Entonces, por
unicidad, para cualquier 7 € [ro— r, 7| dada, tenemos que x(t;7,0) > x(¢; 7, 0)
para toda t € [r,a(7y)], entonces 7 € D, Yy a(7) < a(ry), para t € [ro — 7, 7.

Seae >0y sea

g = inf {1 —2(t;79,0)} .
te[ro—r,a(Tg)—e]
Aplicando el lema 24 del apéndice del apéndice, con J = [rg — r, 79| € [ =
[To — 1 a(Tg) — €], existe §' > 0 tal que si |7 — 74| < & entonces

|l (t;7,0) — x(t;70,0)| < €,

para toda t € [to —r,a(To) — €| . Esto implica que z(¢;7,0) < 1 para toda ¢t €
y por lo tanto el sistema no dispara durante el lapso 7. Sea ahora § = min {¢’,r},
entonces, si 7o — 6 < 7 < Ty,

a(to) —e < a(7) < a(To).

y la proposicion estd completamente demostrada ®
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Proposicion 12. Supongamos que 7o € int(D,), y que la solucion z(t; 7o,0)
cruza ascendentemente la recta x = 1 en algin punto (¢, 1), cont > a(7y), entonces

i) Si existe r >0 tal que F(7,0) >0, para 7o <7 <719+,

lim a(7) = t*.

+
T—Tgo
ii) Si existe > 0 tal que F(7,0) <0, para 79— r < 7 < Ty,

lim a(7) = t".

T TO

Donde ¢* es el minimo tiempo ¢ > a(7g) tal que la solucion z(t¢; y,0) cruza
ascendentemente la recta =z = 1 en (¢, 1).

Observacion 8. El valor minimo t* existe como consecuencia del lema 17 del
apéndice (cf demostracion del teorema de inyectividad).

Demostracion. Caso (i):

Si t* es el minimo tiempo ¢ > a(7¢) tal que la solucion z(¢; 79, 0) cruza as-
cendentemente la recta x = 1 en (¢,1), existe s > 0 tal que F(¢,1) > 0 si
0 < |t —t*| < s. Porel lema 23 la funcion

h:(t*—st"+s)—R

h(t) = z(t*;t, 1).

es un homeomor..smo y h(t*) = 1. Tenemos también que z(t; 7¢,0) < 1 para toda
t € [ro,t*], de otro modo, si existe 7o < t < ¢* tal que x(¢;79,0) > 1, el corolario
22 implica que la solucion z(t; 7o,0) cruza ascendentemente la recta x = 1, en
algin punto (#,1) con 7o < t’ < t*, lo cual es imposible pues ¢* es minimo con
esa propiedad.

Dadoe > 0, sea A = min{e,s} y ¢ tal que (1 —¢&',1+¢') C h(t" — N\ t*+ ))
(véase ..gura (4.3)). Por continuidad de soluciones con respecto a condiciones
iniciales, existe 6 > 0 tal que si |7 — 7¢| < 8, entonces

|z (t*;7,0) — x(t*;79,0)| < €.

Supongamos también que ¢ es tal que z(t; 79,0) > 0 si 7 <t < 7o+ 6. Entonces,
paraT € D,,conTy < T < Tg+6, por unicidad, tenemos x(t; 7,0) < x(t;7¢,0) <1
para toda t € [r,¢*], por lo tanto necesariamente a(7) > t*.
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Figura 4.3:

Como z(t*;7,0) = x(¢t*; A~ (x(¢*;7,0),0) por unicidad de las soluciones ten-
emos

a(t) = Rt (x(t*;71,0))

y por tanto |a(7) — t*| < e si 7o < 7 < 19+ 6. Esto demuestra (i); la demostracion
de (ii) es analoga.

Lema 13. Supongamos que 7, € int(D,) y que la solucion x(t;7(,0) es tal que
existe o > 0 tal que F'(t,1) <0 parat € (a(7o),a(7o) + o). Entonces

i) Si existe » > 0 tal que F(7,0) > 0, para 79 < 7 < 79 + r, entonces

lim a(7) # a(1o).

TTd
0
ii) Si existe > 0 tal que F(7,0) <0, para 79— r < 7 < 79, €ntonces

lim a(7) # a(1o).

T—T,

Demostracion. En una vecindad a la derecha de a(7,) tenemos tres posibil-
idades para la solucion z(t,7,,0), 0 bien es constante, o alcanza un maximo o
un minimo en a(7o). Por el lema 21 tenemos que debe de ser un méaximo. Por
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lo tanto existe ¢ > 0 tal que z(¢;70,0) < 1, para toda ¢t € (a(79),a(70) + €).
Supongamos ahora las hipotesis de (i), la demostracion de (ii) es semejante. La
unicidad de soluciones implica que, para 7 su..cientemente cercana a y mayor que
To, x(t;7,0) < x(t;70,0) < 1, para toda t € (7,a(ro) + €). Entonces, para esos
tiempos 7 a la derecha de 7, el tiempo de disparo a(7) no puede estar en la
vecindad (a(g), a(Tq) + €) de a(1q). ESto es,

lim a(7) # a(7o).

Tty

Teorema 14. (Teorema de Continuidad). La funcion de disparo a es continua
en int(D,) siy solo si F(t,1) > 0, para toda ¢ tal que x(¢;7,0) = 1 para alguna
T € int(Dy).

Demostracion. Sea 79 € int(D,) tal que F(¢t,1) > 0, para toda ¢t en una
vecindad de a(71(). Bajo esta condicion aseguramos que, para cualquier ¢ en tal
vecindad, el cruce de la solucion z(-;t,1) con la recta = = 1, es ascendente: si
F(t,1) > 0, la a.rmacion se sigue por continuidad. Si F(¢,1) = 0, como F
es analitica, existe una vecindad N de ¢ tal que F(s,1) # 0 para toda s € N,
s # t. Entonces, en una vecindad su..cientemente pequefia de ¢, F'(s,1) > 0, asi la
solucion con condicion inicial (¢, 1) cruza ascendentemente en (¢, 1). En particular,
la solucion z(+; 7o, 0) cruza ascendentemente la recta = = 1, en (a(7g), 1).

Como la solucion z(-; 79, 0) es analitica y no es constante, por el corolario 19
del apéndice tenemos la siguiente alternativa en una vecindad de 7¢: (i) alcanza
un maximo local; (ii) alcanza un minimo local; (iii) es estrictamente creciente;
(iv) es estrictamente decreciente. En el caso (i) el lema 21y la proposicién 11 nos
da que a es, a la vez, continua por la derecha y por la izquierda en 7¢. En el caso
(ii) el lema 21 y la proposicion 12 nos da que los limites laterales por la izquierda
y por la derecha de a, en 7, coinciden y son a(7).

En el caso (iii) el lema 21 y la proposicién 11 nos dan que a es continua por
la izquierda en 7¢. Por el otro lado, el lema 21 y la proposicion 12 garantizan
gue el limite por la derecha de a, en 7, es el primer cruce ascendente (para
t > a(7g)) de la solucion z(-; 7, 0) con la recta z = 1, pero, como hemos probado
que la solucion z(-; a(7o),0) cruza ascendentemente la recta = 1, en (a(79), 1),
tenemos que a(t) — a(7o) por la derecha. El caso (ii) es analogo. Por lo tanto a
es continua en Ty.

Para probar el reciproco tomemos 7 € int(D,) Yy supongamos que a es con-
tinua en (. Del lema 21 tenemos s6lamente dos opciones para el comportamiento
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local de la solucion z(-; 7o, 0) a la derecha de a(7o): 0 bien alcanza un méaximo, o
bien alcanza un minimo en a(7y). Si z(-;7,0) alcanza un maximo en a(rg), ese
mismo lema nos da que, para una r su..cientemente pequefia, F'(-,1) < 0 en una
vecindad de la forma (a(7o),a(70) + r). Entonces, por el lema 13 se contradice
la continuidad de a en 7. Si alcanza un minimo, el mismo lema implica que
F(-,1) > 0 en una vecindad de la forma (a(7), a(7g) + ), con r su..cientemente
pequefio, lo cual prueba el teorema.

4.4. Diferenciabilidad

En esta seccion estudiaremos condiciones para asegurar la diferenciabilidad de la
funcion de disparo. Sea I C R tal que I x {0} esta contenido en el dominio de F
ysea ®: I xI — R dado por ®(t,7) = z(t;7,0). Por de..nicion
o (t, 1)
ot

Si @ es continuamente diferenciable en 7, escribiremos
od(t
& (t,r) = 22LT)
or
Supongamos que D, = R; las suposiciones habituales sobre la funcion F impli-
can que ¢ es continuamente diferenciable en ambas variables (vease ([22])). Por

de..nicién de la funcién de disparo
®a(r),7) =1, (4.3)

es decir, la funcién de disparo vive en la curva de nivel 1 de la funcién ®. Si a es
una funcién diferenciable, derivando (4.3) con respecto a 7 obtenemos

=F(t,®(t,7)).

o0®(a(r),T 9®(a(r).1)
= fo(a(r),r) = SgHHa/ (1) + SHeA

= F(a(T), CD(CL(T), T))a/(T) + q)2<a(7')> T)
= F(a(1),1)d (1) + ®a(a(1), 7).

Tenemos el siguiente

Lema 15. Supongamos que F es de clase C2. Si existe 71 € R tal que F(a(1),1) #
0, entonces « satisface la ecuacion diferencial

r q)2§y77—2

y — —
F(y,1)
en algun intervalo M que contiene a 71: 71 € M CR.
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En virtud de la condicion F(a(11),1) # 0, la diferenciabilidad de la funcion a
gueda garantizada por el teorema de la funcién implicita. Como consecuencia de
este lema se sigue el siguiente teorema

Teorema 16. Supongamos que F' es de clase C?. Si para toda ¢t en ” Im-a”,
F(t,1) > 0, entonces a es diferenciable

4.5. Aplicacion al Modelo KHR

Con el ..n de ilustrar el uso de los teoremas de regularidad, en esta seccion los
aplicaremos al andlisis de las regiones de regularidad del modelo KHR. Para éste
modelo F(t,xz,\) = —ox+S+ H cos(2rt), con A = (o, S, H) un vector de paramet-
ros (véase el capitulo 3). Para éste modelo, F'(¢,0) > 0, para toda ¢, si y solo si
S—H>0yF(t1) >0, para toda t, si y solo sioc +S — H > 0. Por otro lado,

la solucidn periddica asintoticamente estable del modelo KHR es
o(t) = ‘3 + ;HQ? cos2mt + ﬁﬁw% sin 27t
=&+ = sin(2nt + 0)

: o —
donde sin § = T

De acuerdo con el teorema 3, tenemos la siguiente dicotomia:
Si

Mazx ¢ > 1, (4.4)
el sistema dispara una vez que ha sido establecida cualquier condicion inicial
(D, = R), mientras que si

Maz[p ()] <1, (4.5)
para algunas condiciones, el sistema no dispara o produce secuencias ..nitas de
disparos.

Para el modelo KHR

Mz [p ()] = 2 +
ax = - ——————
4 o Vo?+4rn?
La condicion g "
—t =1 4.6
o Vo?+44x? (46)



de..ne una super..cie contenida en el espacio de parametros.

De acuerdo al teorema 14, teorema de continuidad, y al teorema 3, la region
del espacio de parametros donde la funcion de disparos a es continua en todo R
gueda delimitada por las condiciones:

iy S—H>o

i) 2+ == >1

La igualdad
S—H=o0 (4.7)

determina un plano en el espacio de pardmetros (o, S, H) que cruza el plano o =0
alolargodelarecta S= H yelplano H=0 alo largo de la recta S = o.

Para el modelo KHR, si H > 0, entonces la condicion S — H > ¢ implica que
Maz ¢ (t)] > 1. Asi, si H > 0, la condicion S — H > ¢ es su..ciente para tener la
continuidad de la funcion de disparos a (¢) en todo R.

Como F'(t,0) > 0, para toda ¢, si y solo si

S>H.

entonces los puntos (o, .S, H) que estan sobre, o bajo, el plano S = H, determinan,
de acuerdo al teorema de inyectividad (teorema 10), sistemas con «a (¢) inyectiva.

4.5.1. Particidon del Espacio de Parametros

Como hemos visto, el espacio de parametros puede ser dividido en regiones que
se encuentran arriba o abajo de las super..cies descritas anteriormente. Estas su-
per..cies, al intersectarse, determinan regiones en el espacio (o, S, H), en donde la
funcién de disparos tiene caracteristicas cualitativamente diferentes.

En la ..gura (4.4) se muestran cinco regiones I, I, I11, IV, V determinadas
por las super..cies discutidas anteriormente. En esta regiones el sistema tienen las
siguientes propiedades (para mas detalles vease la referencia [11]):

I. a es un homeomor..smo en R.
S H
— 21y S-0>H

o Vo?4 4r?
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II. a es discontinua e inyectiva en R.

S

o o2+ 4n2 y
I11. a es discontinua y no inyectiva en R.

S

o \o?+ 4n? y

1V. D, es un subconjunto propio de R (vacio o union de intervalos).

S H

o \o?+ 4n? d
V. D, =2

S

H
—+——<1yS>H

O \o?+ 472

Figura 4.4: Particion del espacio de parametros del modelo KHR. (Tomado de[11])



4.6. Apéndice

Aqui se prueban resultados generales sobre funciones analiticas y algunas otras
propiedades de las soluciones de la ecuacion diferencial (4.1) que se utilizan en las
demostraciones de los teoremas de regularidad.

Lema 17. Supdngase que f es una funcidn analitica en un intervalo abierto /
y suponase también que se anula en una sucesion convergente, cuyo limite esta
contenido en I. Entonces f =0 en [.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supondremos que la sucesion {7} -, C
I en la que se anula la funcion es tal que 7,, < 7,41 Y 7, — 7" conforme n — cc.
Concluiremos que f = 0 en I, demostrando que f (7) y todas sus derivadas
se anulan en 7 = 7*. Para esto inductivamente mostraremos que, para cada
k=0,1,..., existe una sucesion creciente {Tf;}zo:l C I, convergente a 7*y satisfa-
ciendo f*)(7k) = 0. Entonces, por la continuidad de f y de todas sus derivadas,
se seguira que f®)(r*) =0, para toda k.

La hipotesis valida el caso k£ = 0. Si para alguna & > 0 la hip6tesis de induccion
es satisfecha, el Teorema del Valor Medio implica que existe 751, con 78 < 7E+1 <
Tk 1, tal que

FOTha) = fOr) = fFED ) (T = )

Entonces f*+1(7%+1) = 0 y obviamente 75+ — 7*.
Diremos que una funcién analitica f es estrictamente monétona en 7, si f'(7) #
0.

Proposicién 18. Si f es una funcion analitica en una vecindad de 7,no con-
stante y f(7¢) = ¢, entonces, f(7) # ¢ en una vecindad agujerada de 7. Ademas,
para r su..cientemente pequefia, f se aproxima de manera estrictamente mono-
tona, por la derecha (para t € (ro—r, 79]) y por la izquierda (para ¢ € [ro,70+7)),
al valor c.

Demostracion. El lema 17 implica que f(7) — ¢ no puede anularse arbitrari-
amente cerca de (pero no en) 7, por lo tanto asume sus valores aisladamente.
Para la segunda parte de la proposicion, la funcién f’ no puede anularse arbi-
trariamente cerca (por la izquierda) de 7, de otro modo, para toda r > 0 existe
7. € (19 — 1, 79) tal que f'(r,) = 0, y entonces, por el lema 17, f’ se anularia en
un intervalo que contiene a 7 lo cual implica que f es constante, contradiciendo
nuestra hipotesis.

46



Corolario 19. En una vecindad de un punto 7, donde la funcién f es analitica,
tenemos las siguientes alternativas:

1) f es constante,

i) f es estrictamente creciente

iil) f es estrictamente decreciente

iv) f alcanza un minimo local en 7, 0

v)f alcanza un maximo local en 7.

Recordemos que 2 es el domonio de de..nicion de la funcién analitica F, la
cual es una region que contiene la franja

{00 <t < +00,0<z<1}.

Lema 20. Si (79,n) € §2 es tal que F(19,7) > 0 (< 0) entonces existe r > 0 tal
que z(t;79,m) <n (>n) en el intervalo [7o—ry, 7¢), ¥, de modo semejante, existe
ro > 0 tal que z(¢;70,m) >n (< n) en el intervalo (79,79 + r2).

Demostracion. Para la solucion z(t) = x(t; 79,7) tenemos que

. . x(1)—n
. <T0) - 7'11—2'10 T—TO0

= F(T07 O)

Por lo tanto, si 7 < 7, Su..cientemente cercanoa 7o y F(o,0) > 0, entonces z(7) <
n. El otro caso es completamente analogo.

Lema 21. Sea (79,n7) un punto interior de Q. Si la soluciéon z(¢;74,nm7) No es
constante, existe » > 0 tal que F'(-,) # 0y F(-,n) no cambia su signo en ninguno
de los intervalos (7o — r,70).y (70,70 +r). Ademas, en virtud del corolario 19, las
siguientes alternativas cubren todos los posibles casos:

i) si la solucion z(t; 79, n) tiene un minimo (para t € (&, 7o]) en 7o, existe r > 0
tal que F(7,n) <0 para toda 7 € (19 — r,70).

ii) si la solucion xz(t; 7o, n) tiene un maximo (para t € (£, 7o]) en 7o, existe r >0
tal que F(r,n) > 0 para toda 7 € (g — r, 79).

iii) si la solucion x(t; To,n) tiene un minimo (para ¢t € [10,£)) en 7o, existe r >0
tal que F(7,n) > 0 para toda 7 € (19,70 + 7).

iv) si la solucion z(t; 7o, n) tiene un méaximo (para ¢ € [ro,£)) en 7o, existe r >0
tal que F(7,n) <0 para toda 7 € (1q, 79 + 7).
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Demostracion. Si F'(-,n) = 0 en un intervalo I alrededor de 7o, la funcion
z (t) =, en I, es una solucién de = F'(¢,z); por la unicidad de las solucines,
z (t) = x(t;70,n), para toda t € I, contradiciendo la hipdtesis. Entonces F(-,n)
no es constante y, por la proposicion 18, es diferente de cero en una vecindad
agujerada de 7¢. Por lo tanto, por continuidad, existe r tal que F'(-,n) no cambia
de signo en el intervalo (7o —r, 7¢).

Unicamente demostraremos el inciso i), siendo los otros semejantes. Consid-
eremos el intervalo (1o —r, 7) donde F(-,7) no cambia su signo y, contradiciendo
la tésis del teorema, supongamos que F'(-,n) > 0 en el. Denotaremos por A,
la region del plano (¢, z) acotada por las rectas x = 7, t = 7o — r y la curva
y = xz(t;10,m) (Véase la ..gura (4.5))

y = x(£,70,7)
'(E:a)

t=7g—r

Figura 4.5:

Podemos elegir » tal que A esté completamente contenida en 2. Si (£,60) €
int(A), parat > ¢ la solucion z(t; €, 6) no puede intersectar la solucion x(t; 7o, );
tampoco puede alcanzar la recta x = 7, porque si lo hiciera, podriamos usar el
lema 20 para demostrar que habria un punto con pendiente no positiva. Como
la gra..ca de la solucion z(-; 7y, n) tiene que estar con..nada a la region acotada
A C Q,el intervalo [¢, 7] tiene que estar contenido en el dominio de de..nicion de
esta solucion y x(t;&,6) — (7o,7n), conforme ¢ — 7o. Por lo tanto, por unicidad
z(€,0) = x(-;70,m) €n [£, 7o), contradiciendo que el punto (¢, 6) es interior a A.
Entonces F'(7,n) < 0 para toda 7 € (tq — r, 7).



Corolario 22. Sea (7,n7) un punto interior de €, la solucion x(-;7,7n) de la
ecuacion (4.1) cruza ascendentemente la recta =z = n en (7, n) (de..nicion [ref]) si
y solo si existe » > 0 tal que z(¢t;7,n) <n paratodat € (r —r,7] y x(t;7,n) > n
para toda ¢t € [7,7 + r)

Demostracion. Como z(-;7,n) cruza ascendentemente en (7,7), no es con-
stante. Supongamos que z(t;7,n) < n paratodat € [r,7+r), para alguna r > 0.
Por la proposicion 21 F(t,n) < 0 a la derecha de 7, contradiciendo que z(-;7,7)
cruza ascendentemente en (7,7n). Para el reciproco, si la hipotesis es satisfecha,
entonces la proposicion 21 implica que F(¢,n7) > 0 en una vecindad agujerada de
T, por lo tanto x(-; 7,n) cruza ascendentemente la recta z = nen (7,7)

Lema 23. Let (7g,7,) a punto in the domain, 2, de F. si z(¢;7¢,7,) Cruza as-
cendentemente la recta = = 7, at (g, 7,), entonces para su..cientemente pequefia
g, la funcion h

h:(ro—e,10+¢e) =R

de..nida por h(r) = x(70;7,7,) €S un homeomor..smo sobre su imagen (véase la
.gura 4.3) y x(t;7,m) = x(t; 70, h(7)), for all 7 € (1o —e, 70 + ¢).

Demostracion. Por la continuidad con respecto a condiciones iniciales ([23])
existe £ > 0 tal que h(7) esta bien de..nida y es continua. Como existe un cruce
ascendente, existe ¢ > 0 tal que F(r,n,) >0, parat #1qy 7 € (19 —&,7¢ +¢€).
si h(7) no fuera inyectiva, por unicidad, existiria una solucion con varios cruces
(al menos dos) con la recta z = 7y, en la vecindad de radio ¢ de 7(. De la
continuidad de las soluciones, se sigue que alguno de esos crices debe ocurrir con
pendiente negativa, lo cual contradice que F'(r,n,) > 0, parat € (19— ¢, 7o+ €).
Finalmente, como x(7¢; 7,7,) = h(7) = x(7¢; 79, h(7)), pOr unicidad, tenemos que
z(t; 7,m0) = x(t; 70, h(7)), para toda T € (1o — e, 70 + €).

Lema 24. Sea J C I = [a,b] un intervalo cerrado y supdngase que para toda
T € J, I esta contenida en el intervalo de de..nicion de la solucion z(¢;7,0).
Entonces la funcion de J al espacio de funciones continuas C(I), dado por

T+— x(;7,0),

es continua con la norma uniforme en C(I).
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Demostracion. Para cada 7 € J,
t
z(t;T,0) —/ F(s,z(s;7,0))ds.
Sean 7,79 ..Jas en J, paratodat e [

|$(t7 T, 0) - SU(t, To, O)| =

/:F(S’x(S;T’O»dS_ /:F<37$(5;T,0))ds

0

/ " F(s, 5(s:7,0))ds+
/ (F(s,x(s;7,0)) — F(s,2(s;7¢,0)))ds

0

_|_

IN

/T " F(s,2(s:7,0))ds

b
/ (F(s,z(s;7,0)) — F(s,z(s;70,0)))ds

b
< [ IP(s.atsi7.0)) = Fls.alsi r,0))| ds +
M |1t — 79

donde M = max ) |F' (s, z(s;T,0)].
Sea e >0y sea 6; tal que si |7 — 7| < 61, entonces

|F(s,x(s;7,0)) — F(s,2(s;70,0))| < 20 —a)

Sea § = min {557, 61} . Por tanto,si |7 — 70| < &, entonces M |7 — 7| <5y
b £
/ |F(s,x(s;7,0)) — F(s,2(s;70,0))|ds < >
luego, para toda t € I,

|z (t;7,0) — x(t;70,0)| < e
Si |T—7g| <6. 1
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