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Introduccion

Los sistemas que presentan oscilaciones autosostenidas son comunes en
la naturaleza, en Economia y Ciencias Sociales. Entre estos encontramos los
gue tienden asintdticamente a algun tipo de equilibrio, los que presentan
oscilaciones y los mas o menos impredecibles, entre los que se encuentran
los Ilamados sistemas cadticos. La modelacién de las dindmicas oscilatorias
ha sido un reto desde los inicios del desarrollo del Calculo Diferencial y el
Andlisis Matematico.

La gama de comportamientos que se observan en estos sistemas es muy
grande. Esta es la razén por la que, para muchos sistemas importantes, to-
davia no sea posible tener modelos cienti..camente satisfactorios. Algunos
sistemas presentan el tipo de oscilaciones llamadas por Van der Pol de rela-
jacién. Mucha de la modelacion hecha ocurre en escenarios muy simpli..cados
—modelos lineales, por ejemplo—, o su aplicabilidad estd restringida a casos
muy especiales.

En la modelacion de las oscilaciones, esencialmente se presentan dos
problemas: por un lado, modelar sistemas que presentan oscilaciones au-
tosostenidas (auténomas), y por el otro determinar lo que sucede cuando es-
tos sistemas son sometidos a perturbaciones o estimulaciones (forzamientos).
Por ejemplo, si un sistema oscilatorio recibe un estimulo periédico, resul-
ta de interés determinar condiciones para que la respuesta del sistema esté
sincronizada con el estimulo. Desde el punto de vista del analisis matemati-
co, los problemas que se presentan son complicados, pues los modelos que
son satisfactorios para las aplicaciones, suelen ser no lineales y de dimension
mayor que uno.

Comunmente, los sistemas que presentan oscilaciones autosostenidas (0s-
ciladores) se modelan en términos de un sistema de ecuaciones diferenciales
auténomo de la forma

i = F(x),

con F : R® — R™ Como los sistemas unidimensionales no son capaces de
presentar oscilaciones autonomas (todas sus soluciones son mondétonas), las
oscilaciones autosostenidas ocurren en sistemas con al menos dos variables
de estado interactuando (n > 2).

En la estructura del modelo, el forzamiento se traduce en una dependen-
cia temporal del sistema de ecuaciones diferenciales. De donde un modelo



minimal de oscilador forzado tendra la forma

r = f(taxay)a
g o= g(t, z,y).

La estructura de los modelos de osciladores forzados que nos intere-
san tienen un grado de complejidad matematica menor y son especialmente
apropiados para modelar y analizar los procesos de forzamiento de las lla-
madas “oscilaciones diente de sierra”. Un oscilador de diente de sierra es
uno en el que alguna variable de estado tiene un curso temporal que semeja
el per..I de una sierra (ver ..gura 1).

Figura 1: Oscilaciones de diente de sierra.

La dindmica de este “oscilador matematico” es andloga a la de un sistema
dinamico fisico en el cual una variable de estado v(¢) se acumula a una tasa
constante [ a partir del valor de reposo (vr) hasta que un valor umbral (vr) es
alcanzado y el sistema se relaja siguiendo un proceso lineal. De estos sistemas
nos interesa una subclase de osciladores conocidos como de integracion y
disparo, en los cuales se considera que el proceso de relajacion ocurre casi
instantdneamente (ver ..gura 2).
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Figura 2: Curso temporal de un oscilador de integraciéon y disparo.



1. Neuronas de Integracion y Disparo

1.1. Neuronas

Un cerebro humano tiene unas 10'? células nerviosas o neuronas. Aungue
no existen dos neuronas idénticas, suelen categorizarse segun su forma, y sus
caracteristicas comunes determinan una morfologia tipica. Se distinguen tres
partes principales: el cuerpo de la neurona o soma, las dendritas y
el axon (ver ..gura 3). Usualmente el soma tiene una forma mas o menos
esférica o piramidal que contiene al nacleo de la célula, en cuyo interior
actuan los mecanismos bioquimicos sintetizadores de enzimas y ocurren los
demas procesos esenciales para la vida de la célula. Las dendritas son los
delgados brazos que se rami..can profusamente, formando una red que rodea
a la célula. Constituyen los canales fisicos principales por los cuales la neurona
puede recibir sefiales provenientes de otras células. El axdn es una ..bra cuya
longitud puede variar entre milimetros y metros y cuyo diametro tiene entre
una y veinte micras (1um = 10"%mn) y es el camino por el cual viajan las
sefiales que la neurona envia a otras partes del sistema nervioso.

Figura 3: Imagen de una neurona.

Una neurona puede interactuar con otra en puntos llamados sinapsis.
En un gran nimero de estas conexiones, de miles a decenas de miles, recibe
sefiales de otras miles de células. En las sinapsis las neuronas no se tocan fisi-
camente, sino que dejan un pequefio espacio, llamado espacio intersinaptico



(..gura 4). La informacion es transmitida a lo largo de los axones en forma
de pulsos eléctricos. Cuando la sefial llega a una sinapsis se liberan agentes
guimicos, llamados neurotransmisores, que se difunden a través del espacio
intersinaptico. El disparo de un impulso nervioso depende de la actividad
simultdnea de cientos de sinapsis en la neurona receptora. Algunas sinapsis
son excitatorias, promueven que se dispare un impulso; otras son inhibitorias,
cancelan las sefiales que de otra manera excitarian a la célula.

Receptores

Espacio
intersinaptico

Figura 4: Sinapsis.

1.1.1. Caracteristicas del impulso nervioso

El impulso nervioso puede desarrollarse como respuesta a una estimu-
lacién eléctrica, al almacenar una carga de cierta magnitud minima, llamada
umbral. También se le conoce como potencial de accién. Suele originarse en
el cuerpo celular en respuesta a la actividad de las sinapsis dendriticas. Al
iniciarse, el voltaje a través de la membrana del axén aumenta localmente
(en la base del axon).

El fundamento fisico-quimico del impulso nervioso esté en las diferencias
de concentracion de sodio y potasio a ambos lados de la membrana. Esta
situacion crea una diferencia de potencial de aproximadamente -70 mv (mili-
volts), negativos con respecto al exterior de la célula, que se conoce como
potencial de reposo. EI fendmeno se observa midiendo la actividad eléctrica
en un punto especi..co del axon, utilizando un osciloscopio. El paso de un
impulso nervioso se mani..esta como un pico de voltaje: de -70 mv crece br-
uscamente hasta aproximadamente +30 mv, luego decrece hasta unos -75 mv



y después recupera mas lentamente el nivel original de -70 mv. Esta Gltima
etapa en la cual se recupera mas lentamente es llamada periodo refractario
y mientras dura no es posible que se registre otro pico de voltaje, sin impor-
tar la amplitud de la estimulacion eléctrica. Todo el proceso dura de 6 a 7
milisegundos y esta ilustrado en la ..gura 5.

i

Figura 5: Gra..ca del potencial de reposo.

El potencial de accidén es un mecanismo e..ciente en términos de la trans-
mision de informacion ya que no permite que la sefial se deforme o se amor-
tigle, pues viaja con amplitud y forma ..jas. Por otro lado, el tamafio de la
sefial (~130 mv) suprime los efectos del ruido, presente en forma de pequefias
Fuctuaciones de los voltajes.

1.1.2. Marcapasos Neuronales

Algunas neuronas son capaces de generar potenciales de accion con fre-
cuencias muy diversas, desde menos de uno hasta varios cientos de disparos
por segundo. Esto es muy relevante porque todos los impulsos tienen la mis-
ma amplitud, y por lo tanto, la informacion que transmite una neurona esta
representada por el nUmero de sefiales por segundo que produce. Esta codi...-
cacién por frecuencias implica que, por lo menos en algunos casos, un estimulo
de mayor intensidad es traducido en una mayor frecuencia de disparo. El pro-
ceso de produccion de estos impulsos nerviosos estad muy bien comprendido
en términos de los fendmenos biofisicos subyacentes.

Espontdneamente (marcapasos neuronales), 0 en respuesta a una corri-
ente constante aplicada, algunas células nerviosas pueden responder con un
tren de potenciales de accidn que se repite periddicamente (..gura 6). Se ob-
serva experimentalmente que la frecuencia de la respuesta es una funcién



creciente de la intensidad del estimulo aplicado.La neurona actiia como un
transductor, convirtiendo la sefial continua de corriente en una sefial oscila-
toria (codi..cacion en frecuencia).

_ jnunur\ J\J\j

Figura 6: Tren de potenciales de accion.

Este fendmeno puede ser modelado (y comprendido) con mucha facilidad.
En cambio otro problema de interés ..sioldgico, para comprender funcién de
estas células, es estudiar la forma en que éstas responden a un estimulo, que
ya no es constante, pero varia de una forma regular predeterminada (e.g.
periodica). Esto implica conocer la secuencia de tiempos en que la celula
producird los trenes de potenciales de accion en respuesta al estimulo externo.

1.2. Modelos de Neuronas
1.2.1. Modelos con dos 0 mas ecuaciones diferenciales

Comprender la forma en que la neurona responde a una corriente periodi-
ca aplicada no es posible sin un cuidadoso analisis matemético. Los modelos
matematicos de estos procesos involucran sistemas de ecuaciones diferen-
ciales cuyo analisis es no trivial. Un esfuerzo importante para comprender
estos procesos ha sido la busqueda de modelos sencillos que puedan simular
este tipo de fenomeno de una manera realista, pero que al mismo tiempo sea
susceptible de un tratamiento y analisis convincente.

El modelo de Hodgkin y Huxley (HH) es el resultado de una rica combi-
nacion de experimentacion y analisis tedrico [13]. Los datos ..sioldgicos en los
gue fundamentaron su teoria fueron recolectados durante un breve intervalo
de tiempo en 1949. Por este trabajo Hodgkin y Huxley obtuvieron el premio
Nobel de ..siologia en 1963, y abrieron un gran horizonte de investigacion en



el que todavia se trabaja intensamente. Si bien el modelo HH tiene limita-
ciones, ha contribuido de manera fundamental a la modelacion matematica
en neurobiologia. Interesados en modelar los cambios de permeabilidad de la
membrana, estos autores concibieron la existencia de poros o canales ioni-
cos, constituidos a su vez por ciertas particulas hipotéticas. La dinamica de
las corrientes ionicas a traves de estos canales y del voltaje a través de la
membrana es modelada por un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no
lineales. Una fuerte limitacion de este modelo es que no permite dar cuenta de
los importantes fendmenos de rafagas de potenciales de accion, que requieren
tomar en cuenta elementos adicionales ([2], [24]).

Intentando construir un modelo mas simple (minimo) que retejara las
caracteristicas basicas del impulso nervioso, Richard FitzHugh (1968) for-
mul6 un sistema con so6lo dos ecuaciones diferenciales (una lineal y otra no
lineal) que ha resultado muy util para comprender los aspectos esenciales del
fendmeno de excitabilidad. Aunque FitzHugh originalmente derivé su mod-
elo a partir del oscilador de Van der Pol, es posible también deducir sus
ecuaciones haciendo simpli..caciones y limites biofisicos a partir del modelo
de Hodgkin-Huxley ([1], [23], [25]). Usando este modelo, FitzHugh logro in-
terpretar el potencial de accion, el periodo refractario, el estado de reposo y
otras caracteristicas que son facilmente identi..cables en términos de la ge-
ometria del espacio de fases, [9]. El sistema constituye un modelo genérico del
fendmeno de la excitabilidad de utilidad en diversos contextos de la ciencia
y la ingenieria. Al modelo con ecuaciones propuesto por FitzHugh se conoce
como el sistema de FitzHugh-Nagumo (FHN), porque este ultimo autor tam-
bién construyo y estudio, independientemente, un anélogo electronico de una
neurona cuya dinamica obedece el mismo sistema de ecuaciones [10].

1.2.2. Modelos Geométricos

Debido a su complejidad, los sistemas no lineales, tanto de Hodgkin y
Huxley, como de FitzHugh-Nagumo, no son adecuados para analizar pro-
cesos complicados como la accion de un estimulo externo cuya intensidad
varia periddicamente. Es posible analizar mas facilmente este tipo de proce-
sos mediante oscilaciones de diente de sierra con procesos de acumulacion y
relajacion lineales. EIl oscilador auténomo basicamente puede representarse
como un punto que se mueve entre dos lineas paralelas, Ly, Lo, y se reteja
de acuerdo a la siguiente regla: el punto deja la linea L, con un angulo o y
se dirije hacia la linea L,. Una vez que la alcanza, se refeja con un angulo



3, respecto a Lo, alcanzando nuevamente la linea L, y asi repetir el proceso
(ver ..gura 7.A). Este oscilador seré de integracion y disparo cuando g = 7 /2,
(ver .gura 7.B). En analogia con la dindmica de las membranas excitables,
I[lamamos umbral y reposo a las lineas Lo y L1, respectivamente.
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Figura 7: A) Gra..cade un modelo geométrico. B) Modelo de integracion y disparo.

El forzamiento de un oscilador auténomo de este tipo puede modelarse
cambiando las lineas L, y L, por las gra..cas de dos funciones de forzamiento,
f Yy g, que de manera natural son llamadas funcion umbral y funciéon de
reposo, respectivamente (ver ..gura 8).

Figura 8: Oscilador de integracion y disparo con umbral de disparos y piso vari-
ables.

Nos referiremos a los tiempos en que el punto del modelo alcanza el reposo
como los tiempos de disparo del oscilador; con ellos se construye, a partir de
un tiempo inicial ¢, la secuencia de tiempos de disparo. Si f y g son continuas
y acotadas, para todo nimero natural n dos tiempos consecutivos de disparo
estan relacionados por la ecuacion

f(sn) — g(tn) n f(sn) = g(tns1)

tan v tan 3 ’

tn+1 =tn+ (1)

10



donde s, es el tiempo, entre ¢,, y t,,11, en el que el punto alcanza el umbral
(ver ..gura 8). En el caso de integracion y disparo con umbral constante
(B =73y f(t) =k, similar a la ..gura 12), ¢, esta dado por una formula
explicita en términos de t,, :

k/’_g@n)‘

t =1
n+1 n+ tan o

@

En este caso, la condicion de que el proceso de descarga se considere
instantaneo simpli..ca el estudio del modelo. Llamaremos a este tipo de pro-
cesos neuronas de integracion y disparo.

1.2.3. La Neurona Mecénica

Existen modelos que reproducen comportamientos de las neuronas biol6g-
icas tales como la respuesta “todo o nada”, el umbral de disparosy el periodo
refractario y en los que, debido a su simplicidad, se pueden analizar procesos
mas complicados. Uno de estos modelos es la Neurona Mecanica [5].

Su funcionamiento es el siguiente: en un extremo de una balanza se coloca
un peso ..jo; del otro lado se coloca un recipiente en el cual se esta vertiendo
agua a un ritmo constante. Cuando el peso del agua es mayor que el peso
..Jo en el extremo contrario, el brazo de la balanza que contiene el recipiente
con el agua desciende hasta el piso; el agua se vacia en un instante, luego,
el brazo con el peso vuelve a bajar y todo el proceso se inicia de nuevo (ver
..gura 9).

Figura 9: Neurona mecéanica.

Si trazamos el volumen del agua contenido en el recipiente en funcion del
tiempo, obtenemos la gra..ca de la ..gura 10.
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Figura 10: Disparos de la neurona mecanica. Se gra..can tiempo contra cantidad
de agua.

De acuerdo a la analogia de la neurona mecanica, las variaciones del
potencial de membrana de la celula queda simulado por las variaciones de la
cantidad de agua en el recipiente del sube y baja. Los potenciales de accién
guedan representados por las descargas del recipiente.

La neurona mecanica puede ser “forzada” de una manera muy simple y
conveniente: basta poner un elevador debajo del sube y baja, cuya altura
esté expresada en funcién del tiempo por una funcion periddica — A sin (27t),
como indica la ..gura 11, para hacer que ahora las descargas del recipiente
ocurran a diferentes niveles que posiblemente variardn periodicamente.

L]

Al T B) C)

Figura 11: Neurona mecanica con umbral de disparos variable. A) La neurona ha
alcanzado el umbral de disparos y comienza el proceso de descarga. B) La neurona
se descarga instantaneamente al alcanzar el elevador. La carga que quede de la
neurona dependera de la altura a la que haya encontrado el elevador. C) Comienza

nuevamente el proceso de carga.

Suponiendo que el agua cae a una razoén constante m, la gra..ca del volu-
men de agua en el recipiente contra el tiempo podria ser como la que muestra
la ..gura 12.

Es posible obtener la secuencia de tiempos en los que se vacia el recipiente,

12



umbral

Figura 12: Disparos de la neurona mecéanica sometida a un forzamiento sinusoidal.

a partir de cualquier tiempo inicial. Para el caso de la neurona mecanica, con
g(t) = —Asin (27t) , ®3)
de (2), resulta que tenemos
tn+1 = tn + a + bsin (27t,,) .

Es un hecho sobresaliente que si a este sistema mecanico se le aplica el
forzamiento (3), las funciones de disparo resultan ser la familia clasica de
funciones de la circunferencia (familia de Arnold).

Teniendo en cuenta que el modelo de la neurona mecanica es el méas sen-
cillo que ha podido ser concebido, la investigacion actual persigue el disefio y
analisis de modelos mas ricos y apegados a la realidad biofisica de la neurona
pero que todavia sean tratables mateméticamente. En este sentido los mod-
elos diferenciales de integracion y disparo, que estudiaremos en un capitulo
préximo, constituyen un paso adelante en el estudio de estos fendmenos por
medio de modelos méas complejos y realistas. Como veremos, de acuerdo a
éste modelo, el potencial de la neurona crece de acuerdo a una ecuacion difer-
encial y no linealmente siguiendo un procedimiento geométrico como ocurre
en la neurona mecénica.

1.2.4. Modelos Diferenciales de Neuronas de Integracion y Dis-
paro

Otra clase importante de modelos para estudiar neuronas de integracion
y disparo, usan una ecuacion diferencial de la forma

= F(t), @

13



en lugar de un proceso geométrico. Estos modelos son particularmente Gtiles
para estudiar los procesos de estimulacion o forzamiento periédico de la neu-
rona.

La ecuacion (4) es usada para modelar el proceso de integracion (o acu-
mulacion) de una variable de estado, v (¢), hasta que el valor umbral vy es
alcanzado y el sistema dispara una respuesta que relaja el valor de v (¢) a su
valor de reposo, vg, por medio de la condicion de disparo (o salto)

t@%v(t) = vg en cada tiempo, n, para el cual v(n) = vr.

El sistema dispara desde el tiempo inicial 7, si 7 es tal que la solucion v (¢, 7, 0)
alcanza el valor umbral vy, para alguna ¢ mayor que . Obsérvese que pueden
existir tiempos »n para los cuales el sistema nunca dispara: v(t,n,0) # v,
para toda ¢t > n (ver ..gura 18, por ejemplo). La repeticion sucesiva del
proceso de acumulacion y relajacion mediante la condicion de disparo, genera
la secuencia de tiempos de disparo {¢,} (véase la ..gura 17).

De acuerdo al modelo de integracion y disparo la variable de estado v (),
en lugar de crecer a una razén constante, como en el modelo geométrico,
evoluciona de acuerdo a la ecuacion diferencial (4).

1.2.5. El Modelo de Keener, Hoppensteadt y Rinzel

Los modelos de neuronas de integracion y disparo con acumulacion lineal
describen en forma aproximada la dinamica de las células nerviosas haciendo
que la variable de estado, v(t), evolucione siguiendo las soluciones de una
ecuacion diferencial lineal sujeta a un forzamiento periddico, la cual tiene
como parametros una constante de disipacién ~ que relaja la diferencia de
potenciales a su nivel de reposo, y un estimulo externo (por ejemplo, corriente
aplicada). Esto lo tratan en [15] y en [22] con el modelo matematico:

% = v+ So+ Smcos (wt + ¢) ®)
v(tT) = 0siv(t) =V, ©)

donde Sy, S, w Y ¢ son el promedio, la amplitud, la frecuencia y la fase,
respectivamente, del estimulo periddico aplicado.

Haciendo el cambio de variables en la ecuacion (5)
v 21y 21850 27 S, _wt+ o

O’:_’ :_7 = =

V' w wVp wVp '’ ’ o

u =

14



se tiene:

du _ dudt (1dv (2
dr  dtdr \Vpdt w
—yv2r  27Sy  2wSn,

= t
A + A + e cos (wt + ¢)

= —ou+ S+ Hcos(2nT).

Siv(t) = Vp, entonces u(7) = 1. Por lo tanto, la dindmica del modelo (5)
sujeto a la condicion de salto (6), puede ser analizada por medio del modelo
simpli..cado, pero dindmicamente equivalente, que llamamos el modelo KHR:

w = —ou+ S+ Hcos(2rT), ()
U (T+) = 0,siu(r)=1, ®)

donde o es la nueva constante de disipacion, S es el valor promedio del
estimulo aplicado, y H su amplitud. EI comportamiento de este modelo se
caracteriza por la presencia de oscilaciones de diente de sierra (ver ..gura
13).

1 a T /
| B L /'/ '

i Py {

Figura 13: Oscilaciones de diente de sierra producidas por un modelo diferencial
de acumulacién y disparo.

En este trabajo estudiaremos la dindmica de una clase general de modelos,
de la cual este modelo KHR es un caso particular.

1.3. Sistemas Dinamicos en la Circunferencia

Una vez comprendido el proceso mediante el cual una neurona represen-
tada con un modelo diferencial realiza un disparo, nos interesa conocer las
caracteristicas de las sucesiones de disparos generadas por ésta. Por ejemplo,
es de interés detectar si a largo plazo la neurona, al recibir un forzamiento
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periodico externo, tiende a mostrar algun tipo de comportamiento periodico.
Para esto, en lugar de considerar las sucesiones de tiempos de disparos, es
de utilidad considerar las fases del forzamiento en los que la neurona realiza
los disparos. De esta forma, si la neurona tiende a disparar siempre en las
mismas fases del forzamiento, decimos que se ha sincronizado con respecto al
forzamiento. Este tipo de comportamientos indican una dindmica periodica
de la neurona.

Si las sucesiones de tiempos de disparos que genera la neurona son in-
..nitas, entonces ésta de..ne un semisistema dinamico en la recta. Al iden-
ti.car cada tiempo de disparo con la fase del forzamiento en que fue re-
alizado, la neurona genera un semisistema dindmico en una circunferencia
S. El perimetro de S es igual al periodo del forzamiento. De esta forma,
se ha de..nido una funcién de la circunferencia, que manda cada fase en su
correspondiente fase de disparo.

En este trabajo y sin pérdida de generalidad, consideraremos que las
neuronas son sometidas a un forzamiento periodico de periodo uno.

B)

%
x
[
.
\T?H
\\

Figura 14: A) Gra.ca en el toro de la funcién de la circunferencia f(x) = = +
0,1 + 0,2 sin(xz) mod(1). B) Un levantamiento de la misma funcién, en el plano.

Es de interés dar algunos resultados acerca de las funciones de la circun-
ferencia. Mas formalmente:

De..nicién 1 ldenti..camos a S con el circulo de perimetro uno del plano
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Figura 15: A. Gra..ca del levantamiento de grado uno de una funcién de la cir-
cunferencia. B. Gra..ca de un levantamiento de grado dos.

complejo y de..nimos la proyeccién candnica de la siguiente manera:

mT:R— 9,
m(z) = 2™,

Las funciones de la circunferencia f : S — S, cuyas iteraciones determinan
el sistema dindmico en S, son representadas mediante funciones reales de
variable real que refejen las propiedades que f tiene en S. Estas funciones
reales son llamadas levantamientos.

De..nicién 2 Sea f una funcion de la circunferencia. /' : R — R es un
levantamiento de f si satisface 7 o ' = f o 7. ESto es equivalente a que el
diagrama

3
m— W
lkﬁ
B W
3

7

conmute.

Notemos que si F' es un levantamiento de f, la condicion mo FF = fon
implica que para toda z, F/(x+ 1) = F(x) + k, para alguna constante k € Z.
La constante k es llamada el grado del levantamiento. En la ..gura 14 es
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Figura 16: Fy (t) y F» (t) son dos levantamientos continuos de una misma funcion
de la circunferencia.

ilustrada esta propiedad de los levantamientos. En la ..gura 15 se ilustran
dos levantamientos de distintos grados. La ..gura 16 ilustra la proposicion 3.

Proposicion 3 Todo levantamiento determina una Unica funcion de la cir-
cunferencia y todos los levantamientos continuos de una funciéon f continua
di..eren entre si por una constante entera. [8].

De..nicién 4 Sea f una funcidn de la circunferencia, continua de grado uno
y mondtona creciente, y F' un levantamiento de f. El limite

p(f) = lim )

n—oo n

(mod1). )

es llamado el nUmero de rotacién de f.

Algunas propiedades basicas del nimero de rotacion son enunciadas en el
siguiente teorema [18]:

Teorema 5 Sea f una funcion de S continua, de grado uno y mondétona
creciente y F' un levantamiento de f. Entonces:
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i) p(f) es independiente de z y del levantamiento F.

i1) p(f) es racional si y sélo si f tiene puntos periddicos

ii1) Si fy es una familia de funciones que dependen continuamente del parametro
A, entonces p(fy) depende continuamente de \.
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2. Sistemas de Acumulaciéon Lineal

Generalizando el modelo sinusoidal de Keener, Hoppensteadt y Rinzel
i =—ou+ S+ H cos (2rT)

presentado en la seccion 1.2.5, en este capitulo consideramos el modelo de
integracion y disparo gobernado por una ecuacion diferencial lineal de la
forma

U= —ou+g(t,\), (10)

junto con la condicién de salto
u(th) =0 siult) =1, (11)

donde supondremos que A = (\1,..., \,) €S un vector de pardmetros, o > 0y
que la funcion g es analitica con respecto aty g(t+1,\) = g(t, \) para toda
t y A. Nos referiremos a éste como el Modelo de Acumulacion Lineal (MAL).
Cuando no sea necesario enfatizar la dependencia de la funcion g respecto a
los parametros, escribiremos simplemente g(¢) para simpli..car la notacion.

En las siguientes secciones, se hara el analisis de la dinamica de estos
sistemas utilizando los sistemas dinamicos subyacentes en la circunferencia.
En ellas se estudian con detalle la topologia del dominio de las funciones de
disparos y sus propiedades de regularidad.

2.1. Funciones de Disparo

Denotamos como w (¢; g, ug) @ la solucién w(t) de la ecuacion (10) tal que
u(to) = ugp. El valor u = 1 es Illamado umbral de disparo y esté determinado
por la condicion (11). Decimos que el sistema dispara a partir de la condicion
inicial 7 si existe un tiempo ¢ > 7 tal que u(¢; 7,0) = 1 siendo u(-; 7,0) la
solucion de la ecuacion (10) que en el tiempo 7 vale 0. El minimo ¢ que cumple
eso es llamado el tiempo de disparo del sistema a partir de la condicion inicial
7. Las sucesiones de disparos del sistema (10) y (11) estan dadas por las
iteraciones de una funcién

a:D, CR— R,

donde
Do={reR:3t>71:u(t;7,0)=1}
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y la funcion a esta dada por:
a(t) =mm{t > 7 :u(t;7,0) =1}. (12)

Las sucesiones de tiempos de disparo estan determinadas mediante la
regla:

tO = T,
tn = an(T>7 (13)

paratodan € N, tal que " *(7) € D,. Enla..gura 17 se ilustra una sucesion
de disparos.

uft)

0ty t1 ts ty t, t

Figura 17: Sucesion de disparos. Modelo KHR con ¢ = 0,375, S =1, H = 0,5.

De...nicion 6 La funcién a(t), generadora de las sucesiones de disparos, es
Ilamada la funcién de disparos del sistema.

Teorema 7 Si para todo tiempo inicial, 7, el sistema dispara, entonces

i) Las sucesiones de disparo {t¢,,} son las ¢rbitas de un semi-sistema dinamico
discreto en R.

i) t, — oo cuando n — oo.

Cada condicién inicial 7 en R, da lugar a una sucesion distinta {¢,} de
tiempos de disparo, la cual codi..ca la respuesta del sistema al forzamiento
periodico.

Una importante simpli..cacion en el andlisis resulta al considerar, en lugar
de la sucesion de tiempos de disparos, {¢,}, la sucesion de fases de disparos,
{z,}, donde z,, = t, mod 1. Esta no contiene toda la informacién que da la
sucesion {t, }, pero nos permite conocer en queé fases del ciclo del forzamiento
ocurren los disparos del sistema.
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Teorema 8 La funcion de disparos, a,satisface
D,=D,+1
donde D, denota el dominio de la funcién a y
Do+1={t:t=t'+1, cont' € D,}.

Ademas,
a(t+1)=ua(t)+1, Vt € D,.

El caso en que D, = R es el que interesa para el estudio del fendmeno
de la sincronizacion, pues en caso contrario, las secuencias de disparos son
..nitas. Cuando D, = R, el teorema 8 garantiza que la funcién directa de
disparo a, es un levantamiento de una funcién de la circunferencia S. Si

a: S — 8

es la funcion de S de la cual a es levantamiento, entonces la sucesion de fases
de disparo a partir de una fase inicial =y esta dada por

Tn = a"(x0).
De..nicién 9 La funcién « es llamada la funcion de fases de disparo.

Proposicion 10 Si para todo tiempo inicial 7, el sistema dispara, las suce-
siones de fases de disparos son las drbitas de un semi-sistema dindmico en
la circunferencia.
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2.2. Topologia del Dominio de la Funcién de Disparos
2.2.1. Dominio de la Funcion de Disparos

En la seccion anterior fue de..nido el dominio de la funcion de disparos,
D,. Una pregunta natural es: ;¢ Dado cualquier subconjunto de R, éste sera el
D, de algan MAL?. Por ejemplo, el dominio de la funcién de disparos a ()
puede ser vacio, como se muestra en la ..gura 18, puesto que la neurona no
dispara desde alguna condicién inicial.

£ e RS
i | .I’f\ .)Ik'. Y

LA R ’ T ¥
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Figura 18: Para ninguna condicién inicial el sistema dispara, pues las soluciones
de la ecuacion diferencial nunca alcanzan el umbral (por lo tanto, la sucesién de
tiempos de disparos es vacia). Modelo KHR cono = 4,5 = 0y g(t) = 4sen(2nt).

Este ejemplo nos muestra la importancia que tiene el poder determinar
si las soluciones de la ecuacion diferencial que gobierna al MAL alcanzan en
algiin momento el umbral de disparos. Por esto, una herramienta indispens-
able para nuestro analisis futuro es la demostracion de la existencia de una
solucion de la ecuacion diferencial que resulta ser un atractor para las demas
soluciones. Esto queda precisado en el siguiente teorema:

Teorema 11 La ecuacion diferencial 10
U= —ou+g(t,\)

tiene una solucion ¢(t), periodica de periodo uno, que es globalmente asin-
toticamente estable y tiene promedio

po =2, (14)
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1
donde g = / g (s) ds. Ademas, las soluciones u (t;0,7) de la ecuacion difer-

0
encial (10) convergen mondtonamente al atractor periddico ¢ ().

Una vez conocida la existencia de la solucion atractora periodica ¢ (¢) , no
es dificil imaginar mas posibilidades para el dominio de la funcién de disparos
D,. Las ..guras 19 y 20 muestran que el D, también puede ser discreto.

e AR
./ atl]?‘%"\\_}? v Nt

[=]

Figura 19: Modelo KHR con o = 1,62, S = 0,3, H = 4. El dominio de la funcion
a de disparos resulta ser discreto, pues la solucion que determina el disparo es
tangenteen u =0yenu=1.

IIII III‘\";
\ju{na{nm:r

Figura 20: La solucién periédica ¢(t) toca al eje ¢ y al umbral (u = 1) de forma
tangente. Por la unicidad de las soluciones, I, consiste Unicamente de los puntos
donde p(t) = 0.

En la ..gura 21, el dominio de la funcién de disparos a estd compuesto
por la union de intervalos cerrados.

Los ejemplos anteriores muestran que D, puede ser vacio, discreto o union
de intervalos cerrados. Otra posibilidad es que el D, sea todo R y el sistema
dispare desde cualquier condicion inicial. En la ..gura 22 se muestra un ejem-

plo.
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Figura 21: Modelo KHR con o = 1,0853, S = 0,3, H = 4. El dominio de la
funcién a estd compuesto por la union de intervalos cerrados. Uno de estos se
muestra sombreado en el eje de t.

|

.,/ -

Figura 22: Como ¢ (t) > 1 Vt, D, = R, pues las soluciones u (¢;7,0) de la
ecuacion diferencial deben de converger al atractor periédico. Modelo KHR con
parametros 0 =1, S = 2, H = 0,75.

El siguiente teorema es fundamental y prueba la generalidad de las obser-
vaciones motivadas por los ejemplos exhibidos al inicio de esta seccion. Este
teorema provee una clasi..cacion abstracta y general.

Teorema 12 D, es cerrado y:

i) D, =R 6

i) D, =2 6

iii) D, = |J I+n, donde I esunioén ..nita de intervalos cerradosy |J I+n =
neZ nez

{t:t=t'+n, cont €l}.

Este teorema fue conjeturado originalmente en [16]. Su demostracién se
dara en la seccion 2.2.5. En las siguientes dos secciones se daran condiciones
para determinar cuando el D, de un MAL esta en el caso i), ii) o iii).
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2.22. D,=R

El siguiente teorema nos da condiciones su..cientes y necesarias para
garantizar que el oscilador dispara desde cualquier condicion inicial.

Teorema 13 ¢(tp) > 1 para algan ¢y, € R si y sélo si D, = R.

Este altimo caso es de gran interés en las aplicaciones, pues cuando uno
estudia sistemas con paradmetros, un problema importante es determinar la
region del espacio de pardmetros donde D, = Ry por lo tanto el oscilador se
mantiene con vida permanentemente. Como veremos mas adelante (seccion
2.2.4), si no se cumple la hipotesis del teorema 13, el oscilador no dispara o
todas las sucesiones de disparos terminan en tiempo ..nito. De acuerdo con
este Gltimo teorema y con el teorema 8, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 14 « es el levantamiento de una funciéon de la circunferencia si
y s6lo si méx ¢(t) > 1.

2.23. D,#R

El teorema 13 es importante para estudiar sistemas que involucran paramet-
ros. Méas adelante lo aplicaremos al modelo KHR (7) para determinar las
regiones del espacio de parametros donde el sistema siempre dispara. Para
ejempli..car esta situacion, mas adelante aplicaremos este teorema al modelo
KHR, en la seccion 4.1.2. Seria deseable tener condiciones necesarias en tér-
minos de la capacitancia o y del forzamiento ¢ (t) del sistema para asegurar

que D, = @ o que D, = |J I+ n. Sin embargo, este es un problema dificil.
ne’
Equivalentemente al teorema 13 tenemos:

Proposicion 15 D, # @ implica que max ¢(t) > 1 0 min p(¢) < 0.

El reciproco de la proposicién 15 es falso (ver ..gura 24).

Proposicion 16 @ # D, # R implica que méx o(t) < 1y min p(¢) < 0.

El contraejemplo de la ..gura 23 también prueba que el reciproco de esta
proposicion es falso.

Como hemos visto, puede ocurrir que para algunos tiempos iniciales 7 €
R, el sistema no dispare (D, es entonces un subconjunto propio de R). En
este caso, de acuerdo a los siguientes teoremas, las sucesiones de tiempos
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Figura 23: llustraciéon de que méx p(t) < 1y minp(t) < 0 no implican que
@#D,#R. 0=3,5=03, H=4.

de disparo no de..nirian un semisistema dinamico restringido al dominio D,
donde el sistema si dispara.

El siguiente teorema es importante, pues relaciona la solucién periddica
atractora con la curva de extremos:

Teorema 17 Consideremos la ecuacion diferencial 10
w=—ou+ g(t,\).

Entonces
i) La solucién periddica ¢(t) alcanza sus valores méximos y minimos sobre

la curva u(t) = a8

g

i1) El valor promedio de ¢(t) coincide con el valor promedio de —"{‘ﬁ
ii1) Se tienen las siguientes desigualdades:
g9(t) g9 ()

min=—= < miny () < max ¢ () < mix ——.
o o

Si en alguna de ellas se cumple la igualdad, entonces también se cumple
en todas las demas y entonces el forzamiento ¢ (t) y la respuesta ¢ (¢) son
constantes y cumplen ¢ (t) = at),

o

En la ..gura 24 se ilustran las propiedades enunciadas en el teorema 17.
De los resultados de la seccion anterior se sigue que

. go
mix o(t) > 0. = =
th ()_ 0 g

y por lo tanto tenemos:

Corolario 18 gy > o es una condicién su..ciente (pero no necesaria) para
que D, = R.
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Figura 24: llustracion de la relacion entre la curva de extremos g{,ﬁ y el atractor
periédico ¢ (). 0 =3, 5 =0,3, H = 4.

Esta condicion es muy util, ya que puede ser veri.cada sin resolver la
ecuacion diferencial. Es ilustrada en la ..gura 25.

et

Q=

ut)

Figura 25: llustraciéon de que si go > o, entonces D, = R. Como los valores de
los parametros son 0 = 1, S =2, H = 0,75, entonces -‘j-jﬂ = 2, y por lo tanto, el
sistema siempre dispara.

La proposicion 19 es un caso particular de la proposicion 16 (min ¢(t) < 0
implica que min g(¢) < 0, ver teorema 17), pues de acuerdo a lo que hemos
dicho, tiene la ventaja de ofrecer condiciones (necesarias), directamente en
términos del forzamiento, para garantizar que D, es la union numerable de
intervalos cerrados contenidos propiamente en R.

Proposicion 19 @ # D, # R implica que min g(¢) < 0.
También, como una consecuencia del teorema 17, tenemos:

Proposicion 20 max g (t) < 0 = D, = &.
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2.2.4. Muerte del Oscilador

En esta seccion investigaremos condiciones necesarias y su..cientes para
que el fendmeno de “muerte del oscilador” (ver ..gura 26) se produzca. Vere-
mos por ejemplo que esta situacion no puede presentarse cuando el dominio
de la funcion de disparos es todo R, situacién que ha quedado perfectamente
caracterizada con los teoremas de la seccion anterior.
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Figura 26: Como las soluciones, ¢ () y u (t), de la ecuacién diferencial no pueden
cruzarse, a partir de ¢ se produce un solo disparo en el tiempo a (t) y después ocurre
el fendmeno de “muerte del oscilador”. ¢ = 3,5, S =1, H = 5.

Teorema 21 D, es un subconjunto propio de R si y solo si todas las suce-
siones de disparo son ..nitas (el sistema produce solamente un nimero ..nito
de disparos) o vacias (D, es vacio y el sistema no dispara).

Demostracion. Si el sistema desde ninguna condicién inicial dispara en-
tonces D, = @ C R. Si @ # D, C R entonces, por la proposicion 16,
max p(t) < 1, pues de lo contrario D, = R. También min ¢(¢) < 0, de lo
contrario, por la proposicion 15, D, = @. Dado 7 € D,, la gra..ca de la solu-
cion u(t;T,0) alcanza sus valores maximos relativos sobre la curva x(t) = -‘Lgﬁ
y como méx g(t) > o (de lo contrario, por la proposicion 20, D, = @) el
maximo de la curva z(t) = g{f) rebasa el umbral v = 1. El primer valor max-
imo que tiene la solucion u(t;7,0) después del tiempo 7 ocurre en un tiempo
T > a(7), si no fuera asi tendriamos que u(7"; 7,0) < 1 y de esto se seguiria
que u(t;7,0) < 1 ¥Vt > T por la convergencia monotona de las soluciones al

atractor periodico ¢, contradiciendo que 7 € D,. Entonces concluimos que
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cuando 7 € D, C R, tenemos a(r) < T < T, siendo T, el primer tiem-
po mayor que 7 en el cual ¢ alcanza un maximo (relativo). Se sigue que la
sucesion a"(7) esta acotada por T, y como por el teorema 7 no puede tener
puntos de acumulacion, ésta tiene que ser ..nita.

Reciprocamente, si la sucesion ¢, = a"(tp) es ..nita, es porque existe
tr € D, tal que a(ty) ¢ D,y entonces D, C R.OJ

Corolario 22 No pueden coexistir sucesiones de disparos ..nitas con in..ni-
tas. Esto es, si alguna condicion inicial da lugar a una sucesion in..nita,
entonces toda sucesion de disparos es in..nita y, si alguna condicion inicial
da lugar a una sucesion ..nita, entonces cualquier otra condicion inicial dara
lugar a alguna sucesion ..nita o vacia (a partir de esa condicion inicial el
sistema no dispara).

Demostracién. Es inmediata del teorema 21. Observemos las gra..cas de la
..gura 27. El caso 1 no puede darse debido a que el maximo de la solucion
u(t) tiene que ocurrir para un tiempo posterior al de disparo. En el caso 2 el
maximo de u(t) ocurre antes que el maximo de ¢ (t), ya que tiene que estar
entre el maximo de -‘7{}) y el méximo de (¢). O

1 i, ~ e /
" '"\_\.pl_i.l L :/-": :‘\ - e .H"—-\ i |~ l":_:\\q:(r:' _I"f '-:l':_:'\ II.'I :/-""_-:“ .';. y
0 o T [ 7. _H;, LTS -._‘,-',.
\..-f. ..z"a.“:. W/
Caso 1 C‘z::h 2

Figura 27: Casos del Corolario 22.

Observacion 23 La ecuacion diferencial
U= —ou+g(t\)

que determina el modelo de integracién y disparo que estamos estudiando es
lineal y en principio, mediante el uso de un factor de integracién, es posi-
ble encontrar una expresion analitica para sus soluciones, en términos de
cuadraturas. En muchos casos (e.g: los modelos con forzamiento sinusoidal)
puede obtenerse una expresion analitica, en términos de funciones elemen-
tales, para la solucion periddica atractora ¢ (t). Comunmente, el oscilador
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involucra una serie de parametros A = (\1,...,\,), de los cuales dependera
también el atractor periddico: ¢ = ¢(t;\). Las ecuaciones max |p(t; \)| = 1
y min |p(¢; \)| = 0 determinaran variedades Vi, y V;,, de codimension 1 en el
espacio de parametros (ver ..gura 28). Cada una de estas variedades dividiran
el espacio de parametros en dos regiones. Por el teorema 13, de un lado de la
variedad V,; tendremos la region del espacio de parametros donde se cumple
la condicion méx |o(t; A)| < 1 y en esta region tendremos que D,, es vacio o
la unién numerable de intervalos cerrados cuya unién esta contenida propia-
mente en R. Por el teorema 21 sabemos que si D, # R, todas las sucesiones
de tiempos de disparos terminan en tiempo ..nito (“muerte del oscilador”).
De la proposicion 15, se sigue que

max |o(t; A)] <1y min|p(t; )] >0 (15)

implica que D, = @. Entonces tenemos que del lado de V;,, donde min | (t; \)| >
0 se cumplira que D, = @. Como las condiciones (15) no son necesarias para
que D, = @ (el reciproco de la proposicion 15 no es valido) entonces, para
garantizar que @ # D, # R, deben cumplirse las condiciones (15) mas al-
guna otra condicién adicional. Un analisis de la ..gura 24 sugiere una forma
en que esta condicién podria formularse, pero en el presente trabajo no nos
hemos desviado en esta direccion, pues no es relevante para los estudios de
sincronizacioén que interesan en las aplicaciones.

2.2.5. Demostraciéon del Teorema 12

En esta seccidon se dara la demostracion del teorema 12.

Lema 24 Sea f : I — R una funcién analitica y sea {7,} -, C I una
sucesion talque 7, < 7,y Y 7,, — 7. Si f(7,) =0 Vn =1,2,..., entonces
f=0en .

Demostracion. Probaremos que f*) (7*) = 0, probando por induccion que,
para cada k € Z, existe una sucesion creciente {Tf;}le C I, la cual tiende a
7, tal que f® (7%) = 0.

Para k& = 0, esta es justamente la hipétesis del lema. Supongamos que
para k > 0 la hipotesis de induccion es cierta. Por el teorema del valor medio,

existe un 75 con 7F < 7ML < 78 | tal que

FO(h) = O (7F) = fED (25H1) (2h, —78) .
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Figura 28: Particion pictorica del espacio de parametros. Para cada regién se

muestra un dibujo representativo del comportamiento de las curvas -"-(f) y .

Entonces f#*Y (75+1) =0 y obviamente 75! — 7~

Por la continuidad de f y de todas sus derivadas, tenemos que f*) (1) =
0Vk=0,1,2,... Puesto que f es analitica, esta debe de ser constante e igual

a cero. [

Observacién 25 Por el lema 24, siendo analitica g (), se tiene que cualquier
solucion u (t) de (10), que no sea constante, tiene un ndmero ..nito de puntos
criticos en cualquier intervalo acotado.

Demostracion (del teorema 12). Si D, = R, entonces es cerrado y no
hay nada que probar. Supongamos D, # R y sea ¢ el atractor global, por el
teorema 13, max p (¢) < 1.

Si ¢ (t) es constante y menor o igual a uno, entonces ninguna solucion
u (t;7,0) puede alcanzar el umbral de disparos * = 1, ya que no puede
intersectar a la solucion constante ¢ (t). Por lo tanto D, = &. Supongamos
que ¢ (t) no es constante.
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Observacion 26 Si 7 es tal que u (to;7,0) < ¢ (to) para alguna to, si existe
t1 tal que w (t1;7,0) > 1, la funcion continua h(t) = ¢(t) — u(t; 7,0) es tal
que h(tg) > 0y h(t1) < 0 contradiciendo la unicidad de las soluciones, por
lo tanto, u(t;7,0) < 1 para toda t y, entonces, 7 ¢ D,. Asi, si 7 € D,,
u (t;7,0) > ¢ (t) para toda t € R.

Observacién 27 Sear € D,. Entonces 7 € [a (1) — 1,a (7)] . En efecto, por
el teorema 12

u(a(r) —1;7,0) > u(a(7);7,0) = 1,

de donde si 7 < a(7r) — 1 existe s € (r,a(r) — 1) tal que u (s;7,0) = 1
contradiciendo la de..nicion de a(7), por lo tanto 7 > a(7) — 1

De..nicién 28 Llamamos puntos extremos de la gra..ca de una funcion
derivable f : R — R a aquellos puntos (¢, f (t.)) para los cuales f’ (¢.) = 0.

Lema 29 Sea g analitica y no constante y sea u (¢;to, ug) la solucion general
de la ecuacion diferencial (10), con ¢ > 0. Entonces (ver ..gura 29), se
cumplen las siguientes a..rmaciones:

1) Los puntos extremos de toda solucion w (¢;tg,up), Se encuentran sobre la
gra..ca de la funcién —“{f) y reciprocamente, todo punto sobre la gra..ca de )

t
g
es un punto critico de alguna solucion de la ecuacion (10).

2) g{f) es creciente (decreciente) alrededor de t. si y sélo si u (t; tc,-quf)>

alcanza un minimo (méximo) local en ¢..
3) 44 tiene un maximo (minimo) local en t. si'y solo si u (t;tc,—‘@‘—)> es
g g

decreciente (creciente) alrededor de ¢. y este es un punto de infexion de la
solucion.

En la ..gura 29 se ilustran las propiedades enunciadas en el lema 29.

Observacion 30 Si D, # < entonces max < > 1. Esto se debe a que, si
T € D, entonces u(a(7),7,0) = 1, de donde esta solucion crece de 0 a
1; pero nuevamente debe descender para acercarse al atractor ¢ (¢), lo que
implica que tiene un maximo local mayor o igual a 1. Por el lema 29 existe
t tal que LOR)

g

Sea

t
A= {t €1[0,1]: 9@ =1y 9 es decreciente en t}

o o
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Figura 29: Representacion pictérica en A) y en B) de las posibilidades para los
casos del inciso 2) y en C) y en D) para los casos del inciso 3) del lema 29.

(ver el lema 29). Por ser g analitica, por la observacion 26, A es un conjunto
..nito no vacio, digamos a = {ti, ..., tx}. Todas las soluciones u (-;¢;,1) al-
canzan un maximo local en el correspondiente ¢;, para 1 < j < k, y de entre
ellas hay una que es la menor, sea v () tal solucion (u (t;t;,1) > v (t) para
toda t y para toda j = 1,...,k) y sea t* € {t1,...,tx} tal que v (t*) = 1y
siendo la mayor ¢ con tal propiedad.

Observacion 31 Por la observacion 27, si D, # @ entonces existe ¢ €
[t* —1,¢"] tal que v (t) =0.

Continuando con la demostracion del teorema 12, tenemos dos posibili-
dades:

a) Para toda t < t*, v (t) > 0.

b) Existe ¢t < ¢* tal que v (t) < 0.

En el caso a) tenemos D, = &. En efecto, supongamos por un momento
que D, # @ y sea T € D,. La solucion u (t;7,0) tiene un méximo mayor
o igual a 1 alcanzado en un tiempo mayor o igual a a(7), y después de
ese maximo debe descender por debajo de la recta = = 1, pues conwerge al
atractor periddico ¢. Como todo el descenso ocurre en la region por encima
de lagra.ca de £, es decir u (t;7,0) > -"{f), entonces entre a (7) y donde esta
solucion encuentra nuevamente la recta z = 1, se tiene que 4 intersecta, en
forma descendente, la recta x = 1, digamos en el punto (¢, 1) . Trasladando,
si es necesario, la solucion w« (¢;7,0) podemos suponer que ¢ € [0, 1], asi
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tenemos que v (t) < u (;¢',1) < w (t;7,0) para toda ¢, por lo tanto v (1) <
u(r;7,0) =0.Comot' > a(r) >7ywv () <1t <t tenemos que 7 < t*
contradiciendo la suposicion del caso a).

Es claro que en el caso b) el dominio no es vacio. Sea ¢, < t* tal que
u(t;te, 1) = v(t), es decir, ¢, es un tiempo de disparo por el que pasa la solu-
cion v(t). Probaremos que D, es de la forma iii) del teorema. Para simpli-
..car la notacion, denotaremos por v (¢) a la funcién v restringida al intervalo
(—o0,t4]. Como v es continua, el conjunto

o (—00,0] = {t < t,:v(t) <0}

es cerrado (en R). Las componentes conexas de ! (—oo,0] son intervalos
cerrados (posiblemente degenerados en un punto). Sea

C={ts—1<t<ti:v(t)<0} =0 (—00,0]N[ts — 1,1

C' es cerrado, por la observacién 31, no vacio y, por ser v analitica, por la
observacion 26, es union ..nita de intervalos cerrados. Es claro que C' C D,,
pues si 7 € C, entonces u(t;7,0) > v(t) y por tanto u(t.;7,0) > 1.

Si 7 € D,, existe i, entero, tal que el maximo local de « (¢;7,0), justo
después de a (1), se alcanza en el intervalo [0,1] + ¢ de donde la solucion
u (t; 7 — 1, 0) alcanza un méximo local en [0, 1]. Por la de..nicion de la solucién
U,

u(t;m—1,0) >wv(t),

de donde v(7 —i) < wu(r —i;7 —4,0) =0, por lo tanto 7 — i € 7! (—00,0] .
Ademas, por la observacion 27, 7 —i € [t,—e— 1,t, —¢], donde e = 0,1 0

—1. De esto se sigue que D, = |J [C +i], lo cual prueba el teorema. [J
=/

2.3. Regularidad de la Funcion de Disparos

Al trabajar sistemas con parametros, se tiene una familia parametrizada
de funciones de fases de disparo {«,}. En el espacio de parametros podemos
considerar las siguientes regiones, de acuerdo a la regularidad de las funciones
de fases de disparo:

I. Donde {ay (t)} es un homeomor..smo,

II. donde {«, (t)} es continua,

III. donde {«, (t)} es inyectiva

IV. donde {«, (t)} no es ni continua ni inyectiva.
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Enla..gura 30 A) se muestra un ejemplo en el que una funcién de disparos
a (t) es discontinua y en la ..gura 30 B) se muestra otro ejemplo en que la
funcién de disparos es no inyectiva.

B |~ &

;,-d" =

Figura 30: A) Funcién de disparos no continua. B) Funcion de disparos no inyec-
tiva.

El discernimiento de estas regiones de regularidad tiene importancia para
aplicar las teorias de rotacion y asi poder determinar el tipo de dindmica (i.e:
cadtica o con algun tipo de comportamiento ordenado).

Los siguientes teoremas son importantes, pues son condiciones a priori que
nos proporcionan elementos para determinar la regularidad (continuidad e
inyectividad) de las funciones de fases de disparo en funcién de los pardmetros
del sistema.

Teorema 32 Supongamos que D, = R. La funcion de disparo a es continua
si y solo si g(t) > o para toda t.

Teorema 33 Supongamos que D, = R. Lafuncién de disparo a es monétona
creciente (de hecho estrictamente mondtona) si y sélo si g (t) > 0 para toda
t.

Estos resultados generalizan el método de analisis de las propiedades de
regularidad de las funciones de disparo empleado por Keener, Hoppensteadt
y Rinzel en [15]. Estos autores consideraron un sistema de acumulacion lineal
sometido a un forzamiento sinusoidal y, aprovechando la disponibilidad de
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una solucion analitica de la ecuacion diferencial, fueron capaces de determinar
las condiciones que deben de cumplir los parametros de la ecuacion diferencial
para que las funciones de disparo subyacentes cumplan condiciones de regu-
laridad (continuidad e inyectividad) que son importantes para entender los
fendmenos de sincronizacion y comportamiento desordenado del oscilador. El
analisis se basa en la observacion cuidadosa de las gré..cas de dos funciones
auxiliares, F' 'y G, de..nidas mas adelante. En la secuela se observara que
las propiedades de monotonia de estas funciones tienen implicaciones en las
propiedades de regularidad de la funcién de disparo.

2.3.1. Demostracion de los Teoremas 32 y 33

Lema 34 Si u (t; 7,0) es una solucion de la ecuacion (10), entonces para
todo ¢ y 7 € R se tiene que

G(r)=F @)+ (1 —u(t;7,0)),
donde F'(t) es una primitiva de e (g(t) — o) y
G(t)=F(t)+ e (16)

Demostraciéon. Por la linealidad de la ecuacion, dada cualquier 7, la solu-
cion u (t;7,0) esta de..nida para todo ¢ € R como

t
u(t;7,0) = e_"t/ e’g (s)ds.

Entonces .

et (t;7,0) = / e”%g(s)ds.
Luego
t ¢
eu(t;T,0) — (7 —e77) = / g (s)ds — / oe”ds,
0 equivalentemente
t
—e?" (1 —u (t;7,0)) +e7" = / e (g(s) —o)ds=F(t)— F (7).

Finalmente
F(r)+¢em =F () +e"t(1 —u(t;7,0)).

Por lo tanto V7,t € R, G (1) = F (t) + ¢t (1 — u(t;7,0)) . O

37



Proposicion 35 7 € D, siy sdlo si existe p > 7 tal que F' (p) = G (7).

Demostracién. Para probar la necesidad, sea 7 € R. Aplicando el lema 34
ent = p tenemos

G(r) = F(p)+ e (1 —ul(p;7,0),

de donde
F(p)=F(p)+e"(1—u(p;7,0)),

y por lo tanto,
u(p;7,0)=1con p> .

Para probar la su..ciencia, aplicando el lema 34 en ¢t = a (7) se tiene que
F(a(r))=F (1)+e" @an
y la proposicion se sigue con p = a (7). O

Observacién 36 Por la de..nicion de la funcion de disparo a, p es el minimo
namero mayor que 7 que satisface

Teorema 37 Para todo 7 € D,, la funcion de disparos a esté determinada
implicitamente por la ecuacion

a(7)
/ e”(g(s) — o)ds = €. (18)
Demostracion. La solucion general de la ecuacion diferencial (10) es

¢
u(t;T,m) = e_”t/ g (s)ds + e,

Entonces .
u(t;7,0) = e_ct/ e’g (s)ds.
Por de..nicion a (7) es el minimo real mayor que 7 que satisface

u(a(r);r,0)=1.
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De esto se sigue que
a(T)
/ g (s) ds = 7).

Entonces

a(r)
/ 6039 (8) ds + ¢ — eaa(T)

y asi,
a(r)
/ e (g(s) —o)ds =¢€7. O
Supongamos que ¢ () es no constante. Entonces tenemos el siguiente

Lema 38 F'(t) es estrictamente creciente si y sélo si g (t) > o Vt € R.

Demostracion. Para probar la necesidad, si F'(t) es estrictamente creciente,
entonces £’ (t) = e% (g (t) — o) > 0. Por lo tanto g (t) > o Vt € R.

Para probar la su..ciencia, supongamos que £’ no es estrictamente cre-
ciente. Entonces hay dos posibilidades. La primera es que F’ se anule en
algun intervalo, pero eso no es posible, pues por hipdtesis F' es analitica y no
constante. Si fuera constante en un intervalo, tendria que serlo en todo R.
La otra posibilidad es que F’ (t) < 0 para algun ¢. Entonces g (t) < o. O

Lema 39 G (t) es estrictamente creciente si y sélo si g (¢) > 0 ¥Vt € R.

Demostracion. Supongamos que G (t) = F (t) + ¢°* es estrictamente cre-
ciente. Entonces V71,72 € R, 71 < 7o,

G(72) =G (1) = (F(72)+e"7) = (F(r1)+e™)
= F () = F(r1) +e™ —e

T2 T2
= / e’ (g(s) —o)ds +/ oe’?
7—:’[7-2 T1
= / e”g(s)ds.

Por lo tanto G (¢) es una primitiva de e”’g (¢) y asi la demostracién de
este lema es similar a la del lema 38. OJ
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Proposicion 40 Para toda 7' € R y para toda M > 0 existe ¢t > T tal que
F(t) > M siy solo si D, =R.

Demostracion. Probaremos primero la necesidad. Sea 7 € R, entonces ex-
iste t > 7 tal que F'(t) > G(7). Como F(1) < G(7), por el teorema del valor
intermedio existe 7 < p < t tal que F(p) = G(7). Porellema 357 € D,.
Para probar el reciproco, sean T € R, M > 0y 7¢ ..jo. Como D, = R
por el lema 35 existe 7; > 7, tal que F'(1,) = F(7() + e?"°. Procediendo por
induccion construimos una sucesion 7o < 71 < ... < Tpo1 < T < ... tal que

F(ry) = F(rp) + e,
para toda n, entonces
F(rn) = F(r0) + e + e + ... +e7™ ' > F(71g) +ne’,

por lo tanto existe n tal que F(r,,) > M para toda m > n. Como F' es
analitica un sencillo argumento de continuidad muestra que la sucesion {7,}
no puede estar acotada, luego existe n tal que =, > T'y, con ¢t = 7, queda
demostrada la proposicion. [

La proposicion anterior es una importante caracterizacion sobre el do-
minio de la funcion de disparo de los modelos MAL. Usaremos esta proposi-
cion para probar los siguientes teoremas.

Demostracion (del teorema 32). Para probar la necesidad, supongamos
que g (t) < o para alguna ¢t € R. Por el lema 38, F'(¢) no es monétona y, por
ser analitica, F' tiene maximos locales aislados.

Observacion 41 Sipe Ry

NP |
r = mix G (F(p))

entonces existe § > 0 tal que G(¢) es estrictamente creciente en [r,7 + 0),
de otro modo, como G > F, si para algin ¢, con 7 < t < p, se tiene G(t) <
G(1) = F(p) < G(p), existe n, t < n < p, tal que G(n) = F(p), luego 7 no
seria elemento maximal.

Observacion 42 Por la proposicion 40, si D, = R, existe 71 € R con
F(71) >0y tal que el conjunto

A ={t:t>m7,yF alcanza un maximo local en ¢}
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es no vacio. Sea p = min A. Se tiene que p esta en la imagen de la funcién
de disparo A. En efecto, como lim;._, F'(t) = 0, entonces G(7) — 0 si
T — —o00, recuérdese ademas que G(p) > F(p). Sea 7 tal que G(7) = F(p)
y elegimos 7 como en la observacion 41, tenemos que a(7) < p. Si a(T) < p,
entonces, como en p la funcion £ alcanza un méaximo local, existe a(r) <
t < ptal que F(t) < F(p) = F(a(r)). Por el otro lado, como F(7) < G(1) =
F(a(T)), entonces en el intervalo (7,¢) F alcanza un méximo local, pero p
era el minimo mayor que 7; esta contradiccion implica que p = a(7).

Sea ahora 7 como en la observacion 41 y tal que F' alcanza un méximo
local en a(7). Sea § > 0 tal que G es estrictamente creciente en el intervalo
[T,7+ ), seaT1 € (1,7 +3d)y e > 0 tal que F(t) < F(a(r)) para toda
t € (a(r) —e,a(1) +¢). Como G(r,) > G(7) entonces, por la proposicion 35

Fa(m1)) = G(11) > G(7) = Fla(7)),

por lo tanto a(71) ¢ (a(7) —e,a(7) + ¢), luego a no es continua en 7. Esto se
ilustra en la ..gura 31 C) con las gré..cas de F' y G del modelo KHR.

Para probar la su..ciencia, supongamos que g (t) > o Vt € R. Por el lema
38, F'(t) es estrictamente creciente y por lo tanto es inyectiva. Luego F (t) es
invertible y como tgmoo F(t) =0, F(t+¢°) esta en la imagen de F para toda

t, de donde a (t) = F~1(F (t) + ¢°') es una funcién moné6tona y continua. [J
Demostracion (del teorema 33). Para demostrar la necesidad, supong-
amos que g (t) < 0 para algun t € R. Entonces, por el lema 39, G (¢) no es
inyectiva y de aqui que existan 7,7, € R tales que G (7;) = G (75) . Supong-
amos ademas que en 71 la funcién G alcanza un méaximo local. Como G es
analiticay D, = R, por la proposicion 40, G satisface que para toda 7" € R
y para toda M > 0 existe t > T tal que G(t) > M, podemos tomar

To=min{7>71:G(7) =G(11)}.

Como F(1) < G(72) = G(71) paratoda 7 € (71, 72), entonces a(71) > 2.
Pero entonces por la observacion 36, y como G(72) = G(11) = F(a(r1)),

a(t2) = a(11).

Por lo tanto a¢ no es mono6tona creciente.
Reciprocamente, si a(71) = a(r2), con 71 # T2, entonces

G(r1) = Fla(t1)) = Fla(r2)) = G(72),
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Figura 31: Funciones F'y GG de KHR con 0 = 0,375, S = 1. A) Para H = 0,5
la funcion de disparos es un homeomor..smo. B) Con H = 0,625, la funcién a de
disparos comienza a dejar de ser continua. C) Si H = 0,95, la funcién de disparos
no es continua pero es inyectiva. D) Por ultimo, funciones F'y G con o = 0,25,
S =1, H = 4. En este caso la funcién a de disparos no es ni continua ni inyectiva.

por lo tanto G no es inyectiva. El lema 39 implica que existe ¢ tal que g (¢) < 0.

O
En la ..gura 31 D) se muestra un ejemplo de una funcién de disparos no

inyectiva.
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3. Sincronizacion y Teoria de Rotacion

3.1. Secuencias Sincronizadas

Hemos visto que la muerte del oscilador no se produce bajo la condicion
D, = R Eneste caso las sucesiones {t,,} de tiempos de disparos no son ..nitas
y tienden a in..nito con n. Es de nuestro interés analizar el comportamiento
asintotico de estas sucesiones y determinar si es sincronizado o no.

De...nicion 43 Una secuencia de disparos {t,} estd sincronizada con re-
specto a un forzamiento de duracion 7' = 1, con sincronizacion (q : p), Si ¢
y p son enteros positivos tales que

tntq = tn+ p Yn > 0.
En este caso se dice que el oscilador tiene sincronizacion (q : p) .
Observacion 44 Bajo las condiciones de la de..nicion 43, existe
(D = {¢07¢17 -.-,qu,l} C [07 1)
tal que
n
ln = ¢nmodq + g b, Vn > 0.

® es llamado el conjunto de fases generadoras normalizadas.
Efectivamente, sea {to, t1, ..., t;} un conjunto de ¢ + 1 disparos sucesivos.
Entonces, si hacemos

tenemos

Esto nos garantiza que ¢, € [0,1) si k = 0,...,¢ — 1. Luego, sea t,, N n
arbitrario. El indice n puede ser expresado como

n=mq+r, r=nmodq.
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Entonces

tn = tWQ+r

tr +mp

= (¢ +m)p

= (Pumodq +m) P

y ademas, como

es inmediato que

n
ln = (¢nm0dq + |:;:|> b

Ejemplo 45 Tenemos el caso de que la envolvencia es p = 1 y el periodo
es ¢ = 1. Entonces, el conjunto de fases generadoras consiste exactamente
de un disparo por cada ciclo del forzamiento. En la ..gura 32 se muestra una
secuencia de disparos que tiene esta caracteristica.

ANANNNANNANNNAN
VVVVVVVV VY

Figura 32: Por cada ciclo del forzamiento se produce un solo disparo. En la parte
superior se muestra una gra..ca auxiliar para ilustrar en qué fases del forzamiento
se producen los disparos.

44



Ejemplo 46 En la ..gura 33 se muestra un MAL para el que p = 1, ¢ >
1. Todo el conjunto de fases generadoras se produce en un solo ciclo del
forzamiento.

1 g N i
0 ult)

Figura 33: Sucesion periédica en la que por cada ciclo del forzamiento se efectan
4 disparos. Modelo KHR con parametros 0 = 5, S = 6,8, H = 5. En este y en los
siguientes ejemplos, se traza una gra..ca del forzamiento periodico aplicado ¢ (t)
para ilustrar el comportamiento sincronizado del oscilador.

Ejemplo 47 En la ..gura 34 se muestra un ejemplo en el que p > 1, ¢ > 1.
Tenemos que en cada ciclo del forzamiento se producen alternadamente dos
y tres disparos.

FAJAWAWAWAWAY
VRN N

Figura 34: Por cada dos ciclos del forzamiento hay cinco disparos. KHR con
c=35,5=42 H =5.

-

Ejemplo 48 Uncaso enelque p > 1y ¢ > 1. En p ciclos del forzamiento se
recorre el conjunto de ¢ fases generadoras completo. Puede haber saltos (ciclos
sin disparo) o no, dependiendo de que el lapso entre tiempos de disparos
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consecutivos sea mayor que el periodo 7" = 1 del forzamiento o no. (Ver

.gura 35).
e\ V) Jm AN

1 /|
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Figura 35: Ejemplo de una sucesion de disparos en la que por cada dos ciclos del
forzamiento se efectta un solo disparo. KHR cono =1,5, S = 0,5, H = 5.

3.2. Regiones de Sincronizacion en Sistemas con Paramet-
ros

Si la sucesion de tiempos de disparo estd de..nida para todo n» € N, la
sucesion de fases de disparo estara bien de..nida también para todo n € N.
La principal informacion que nos da esta sucesion de fases de disparo es si el
sistema responde de manera sincronizada o no al forzamiento periodico, asi
como los distintos tipos de sincronia y aperiodicidad que pueden presentarse
y las condiciones que los determinan.

Los comportamientos sincronizados (¢ : p) del oscilador se correspon-
den con la existencia de oOrbitas periddicas de periodo ¢ y envolvencia p
de la funcion de fases de disparo. La teoria del nUmero de rotacion inicia-
da por Poincaré es Util para determinar la existencia de dérbitas periddicas
y por lo tanto resulta ser una herramienta poderosa para los estudios de
sincronizacion.

Las regiones del espacio de parametros donde los niUmeros de rotacion
de una familia {f,} de funciones de la circunferencia son racionales p(f)) =
‘21 son llamadas lenguas de Arnold, y por el teorema 5 sabemos que estan
contenidas en las zonas donde las neuronas pueden producir sucesiones de
disparos con sincronizacion (q : p), es decir, en estas regiones las neuronas
producen ¢ disparos en el tiempo que el estimulo externo realiza p ciclos.
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Mas generalmente (cuando las funciones de fases de disparo no tienen su-
..ciente regularidad para aplicar la teoria de nUmero de rotacion de Poincaré)
la existencia de atractores periddicos de indice (¢ : p) (de periodo ¢ que en-
vuelve p veces a la circunferencia), revela comportamientos con sincronizacion

q:-p.

3.3. Célculo de Regiones de Sincronizacion.
3.3.1. Meétodo de Carrillo y Guzman

Fuera de la region donde la funcion de disparos es un homeomor..smo,
el nimero de rotacion no esta de..nido, y extender la nocion de lenguas de
Arnold se vuelve problemaético. Varios autores se han ocupado del problema
de la continuacion de las lenguas a la region donde la funcién de disparos
pierde regularidad, por ejemplo Glass y Belair en [20]. En [4] y en [12], pro-
ponen una forma de generalizar el concepto de lenguas de Arnold que aplica
en todo el espacio de parametros y coincide con la de..nicion de Poincaré en
la region donde esta bien de..nido el numero de rotacion.

Usando la siguiente proposicion, Carrillo, Ongay y Guzman producen
también un algoritmo para el calculo de las regiones de sincronizacion. Este
algoritmo esta implementado en la rutina que aparece en la seccion 6.1.2 del
Apéndice.

Proposicion 49 Una funcion « de la circunferencia S tiene una orbita per-
iodica de indice (¢, p) si y s6lo si existen x € S'y m, n enteros positivos tales
que

a” (r) —[a" ()] = a"(x)—[a" (z)], (19)
[@" ()] = [a" (2)] = p, (20)
m-n = gq, (21)

con a un levantamiento de o.
La condicion (19) es equivalente a que exista un x € S tal que
a™(z) = a"(z),

lo cual implica que x pertenece a una érbita periodica de periodo g = m —n.
La condicién (20) muestra el nimero de periodos del forzamiento en que
las iteraciones completaron la drbita y la condicion (21) dice en cuantas
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iteraciones se cerro la orbita (el periodo de la érbita). El resultado del teorema
49 es vélido para calcular el nimero rotacional si o es un difeomor..smo que
preserve orientacion, pero aln si « no es un homeomor..smo, la existencia de
las condiciones de la proposicién nos garantiza la existencia de alguna orbita
de indice (g,p). Si no hay sincronizacion, todas las sucesiones de fases {z,},
seran aperiodicas, excepto posiblemente las que tienen tiempos iniciales 7 en
un conjunto denso en ninguna parte.

Ejemplo 50 Es conveniente trazar diagramas de bifurcaciones donde se de-
splieguen estas lenguas de Arnold generalizadas, pero para un oscilador de
integracion y disparo, las funciones de fases de disparo generalmente resul-
tan inaccesibles analiticamente. Esto di..culta el analisis de las propiedades
de sincronizacion de estos sistemas y obliga a usar una combinacién de méto-
dos analiticos con simulaciones numéricas para poder hacer una clasi..cacién
cualitativa de los posibles comportamientos dinamicos. En la ..gura 36 se
muestran algunas de las regiones de sincronizacion obtenidas

Figura 36: Regiones de sincronizacion de la familia clasica de funciones de la
circunferencia.

3.3.2. Meétodo de Coombes y Bressloa

En esta seccion se muestra un método desarrollado por S. Coombes y
P.C. Bressloa en [6] para calcular sucesiones sincronizadas en los modelos de
acumulacion lineal. En ese articulo se considera un MAL representado por la
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ecuacion:
. x
-

y se de..ne la funcion G' mediante

Es un hecho que

1 1 0
/ eig(t—i—s)ds—/ eig(t+s)ds—/ emg(t+s)ds.
0 — —o0

o0

Aplicando el cambio de variable ¢ (s) = s+ 1 a la integral

1
/ erg(t+s)ds,

—0o0

se ve que

1 0
/efg(t-l—s)ds = / e g(t+s+1)ds

0
= e_fl/ emg(t+s)ds.

—00
Entonces, (23) es equivalente a

0

1
/eﬁg(t—l—s)ds:(e'l—l)/ evg(t+s)ds,
0

—0o0

y asi
—d
e T

1
G(t) = / et (t+s)ds.
1—e~Jo

Si se de..ne .
F(t)=c" (G(t)-1),

(22)

(23)

en forma similar a la ecuacion (17), dado un tiempo de disparo, este esta

relacionado con el siguiente tiempo por medio de la ecuacion implicita

F(tns1) = F(ta) +e7,
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0 bien
(G ) —1) = €T (G(t) — 1) +€F (24)
= €7 G (tn).

Recordemos que si ¢, y t,,; pertenecieran a alguna sucesion sincroniza-
da con sincronizacién (q : p), entonces t, Y t,+1 podrian ser expresados en
términos de los elementos del conjunto de fases generadoras normalizadas

como
n
(o )
n+1
tht1 = <¢(n+1)modq + |:T:| ) p

En este caso, (24) es equivalente a

_n;l:l:|
q

exp

D+ (I)(n—i-l)modqp G n+1
T q

:| D+ (I)(n+1)modqp) - 1)

/ -qn] p — (I)nmodqp\

sl e (G BEE0)

Usualmente p € Z, y como G(t+1) = G(t), la ecuacion anterior es
equivalente a

/ &;—1} P+ Pnt) modqp) (G (® (s 1) modqp) — 1)

T

\
( _%] P+ q)nmodqp\
\

= exp } G((I)nmodqp)'
T
Luego,
( .'u.;l p+<I>nrnod qp>
exp
G ((I)(n+1)mod qp) —1 _ T . (25)
G ((I)n mod qp) [.u.;[‘]»_l]er(I)("+l) mod qp>
exp -
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Con esto pueden de..nirse sistemas de ecuaciones algebraicas de la forma

exp( P®s mod p)
G(®(e41)mod gP) =1 . —0
G((bsmodqp) exp [ﬁzz—_l]p+(b('+l\ modgP ’
T
[= P+ (1) mod gP

G(¢(5+2)mod qp)_l o P T _ O
CTY((I:'(s+1) modqp) & [d%ﬁ]p+q>(s+2) modgP S

P v (26)

exp([ﬁut;_l]p+q’(s+q—1)mod qp>
G(¢(s+q)mod qp)—l o i — O
G(q>(_9+q—1)mod{1p> exp< [i(;ﬁ ]P+‘1>(s+q)mod qp> )

T

tq_t[):pu

para los cuales, si el MAL a partir de alguna condicién inicial ¢5 genera una
sucesion sincronizada con sincronizacion (g : p), entonces {ts,tsi1, ..., ts4q}
serd una solucion del sistema. Con esto es posible implementar un algoritmo
con el que, bajo ciertas condiciones, es posible determinar si el MAL en turno
da lugar a orbitas sincronizadas del periodo y la envolvencia deseados. En
efecto, alguna orbita sincronizada {ts, ts+1,...,ts4+q—1} de periodo ¢ debe de
satisfacer las primeras n ecuaciones de (26), ademas de la (¢ + 1) —ésima
condicion t, = to + p, que nos garantiza que la oOrbita tiene la envolvencia
deseada.

Observaciéon 51 Es importante recalcar que si alguna sucesion de tiempos
de disparos esta sincronizada (¢ :p) con respecto al forzamiento, entonces
cualquier subconjunto {t, ts41, tet2, ..., tsq} de g+ 1 tiempos sucesivos de dis-
paros sera solucion de (26), pero que no con cualquier solucion de (26) puede
construirse una sucesion de tiempos de disparo sincronizada. Esto es equiv-
alente a a.rmar que el hecho de que el sistema (26) tenga solucion, es una
condicion necesaria pero no su..ciente para garantizar la existencia de suce-
siones sincronizadas de tiempos de disparos. Mas adelante, en las secciones
4.1.8 y 4.2.3, se mostraran contraejemplos que ilustran esta a..rmacion.

Estabilidad de las Orbitas Periddicas. Determinacion de Fronteras
de las Lenguas de Arnold
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Para analizar la estabilidad de la orbita periodica encontrada, derivando
17
Fa(r)) = F (1) + €7,
vemos que
Fla)a () = F'()+= = (g -7+
= evg(t)
y es inmediato que
L
g (t
a/ (t) o € g( )
F' (a(t))
_ €7 g (t)
alt)

q—1
y por lo tanto, como < (a? (t)) = []
tenemos:

Si t =ty es periodico tal que ¢, = to + p, se obtiene (27). Se de..ne

q—1

/-@:e_fH{ g (tm) 1}

m=0 g (tm+1) - T

@27)
Observaciéon 52 En [6] y en [7] se muestra otra forma de obtener (27),
utilizando perturbaciones alrededor de la drbita periodica.

La ecuacion (27) determina cudndo la sucesion periddica es atractora.
Como « es el multiplicador de cada punto de la érbita periddica, por ejemplo
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si |k| < 1, esto implica que dada la sucesion periddica y alguna otra sucesion
de disparos que comience con una condicion inicial distinta, los elementos
de la sucesién perturbada convergeran a los de la orbita periddica. Por el
contrario, si |k| > 1, la Orbita periddica es inestable y cualquier otra orbita
cercana no convergera a ésta. Los puntos del espacio de parametros que
determinen x tal que

k| =1, (28)

constituyen las fronteras que delimitan las regiones donde existen oOrbitas per-
iodicas atractoras. Mas adelante, en las ..guras 44 y 48 se mostraran ejemplos
de regiones delimitadas por valores de parametros donde se cumple (28).
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4. Modelos de Acumulacién Lineal

En este capitulo se consideran y analizan en detalle dos modelos de os-
ciladores de acumulacién lineal que han sido discutidos en la literatura por
otros autores, nos referimos especialmente a los modelos de Keener - Hoppen-
steadt - Rinzel y de Coombes - Bressloa. En la secuela se ilustra la fuerza de
los teoremas del capitulo 2 para llevar a cabo el analisis de estos sistemas, de
una manera simple y directa, sin tener que recurrir a métodos méas complica-
dos y tediosos como los que han aparecido antes en la literatura. Se llevaran a
cabo también simulaciones computacionales para revelar algunos problemas
conceptuales que no han sido atendidos de manera adecuada y han llevado a
calculos y conclusiones errdneas en articulos recientes.

4.1. Modelo de Keener - Hoppensteadt - Rinzel

En esta seccion retomamos el modelo KHR presentado en la seccion 1.2.5
y dado por la ecuacion diferencial (7)

U= —ou+ S+ H cos (27t) .

Este modelo involucra tres parametros. Vamos a hacer un estudio en el
espacio de parametros (o, S, H) , en el octante donde estos son no negativos,
para determinar las regiones donde el sistema presenta diferentes compor-
tamientos (propiedades). Como el espacio es tridimensional, estas regiones
estaran determinadas por varias super..cies. Primero usaremos los teoremas
de la seccion 2.2.2 para determinar la regién donde el oscilador no se muere,
i.e, dispara permanentemente desde cualquier condicion inicial, esto es, donde
el dominio de la funcion de disparos es todo R. Después aplicaremos los teo-
remas de la seccion 2.3 para determinar las regiones donde diversas teorias
de rotacidn pueden ser aplicadas para hacer estudios de sincronizacion.

Es importante observar que gracias a la teoria presentada en el capitulo
2, todas las regiones anteriormente mencionadas, pueden obtenerse con gran
facilidad.

4.1.1. Solucién analitica de la ecuacién diferencial del Modelo

Al resolver la ecuacion diferencial 7

U= —ou+ S+ H cos (27t),
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del modelo KHR por medio del método de variacion de parametros, se obtiene

la solucion general:

S 7" (o cos(2mT) + 27 sin(277)) LK

e
u(r) =e 77 |—e’"+ H
(7) o o2+ 4m?

De..nimos la funcién
X(71) = o cos(2n7) + 27 sin(277).

Entonces, reemplazando X (7) en (29), tenemos

S H

=—4+—7-X Ke 7.
u(T) a+a2+47r2 (1) + Ke

Aplicando la condicion inicial u(7,) = 0 se tiene:

S H
2 ———X(r,) + Ke "™ = 0.

+
o o2+ 4n?
Por lo tanto
S H _
u(T;7p,0) = P mX(T) + Koe 7,
con
S H

Ko = - mX(Tn) e’™.

(29)

La expresion para la solucion periddica, ¢(7), que es globalmente atrac-

tora es g I
A )
#(7) o + 02 + 472 (7)

Por medio de la identidad trigonométrica

sin (277 + ) = sin (27t) cos 3 + sin 3 cos (27t) ,

obtenemos la expresion simpli..cada

S H
——=sin(277 + ),

T)=—+
#(7) o 02 + 472

donde

, o
sin f = ——.
P Vo2 + Ar2

El angulo 5 esta determinado por el triangulo de la ..gura 37.
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Figura 37:

4.1.2. Condicidon de Disparos

Hemos hecho mencion que nos interesa especialmente el caso en el que
D, = R, pues asi tenemos la certeza de que la neurona genera sucesiones
in..nitas de disparos a partir de cualquier condicion inicial, con las cuales
se determinan semisistemas dinamicos en la circunferencia. Por ello es de
utilidad tener condiciones en funcion de los pardmetros del sistema que de-
terminen D, = R.

Figura 38: Super..cie reglada del modelo KHR. Los puntos a la izquierda de la
super..cie corresponden a neuronas con D, = Ry ala derecha con D, ¢ R.

De acuerdo con el teorema 13, tenemos la siguiente dicotomia: si
max p > 1, (31)

el sistema dispara una vez que ha sido establecida cualquier condicion inicial

56



(D, = R), mientras que si
méx g (t) < 1, (32)

para algunas condiciones, el sistema no dispara o, por el teorema 21, sola-
mente puede producir secuencias ..nitas de disparos. Para este modelo

) S H
max ¢ (t) =7 —I—m.
La condicion g "
-t ——==1 (33)
o Vo?2+4r?

de..ne una super..cie contenida en el espacio de pardmetros. Esta se ilustra
en la ..gura 38. En la ecuacion (33) podemos despejar a H en términos de S
yo:
S —_—
H(o,S) = <1—;> Vo2 4 472, (34)
Lagra.cade H(o, S) esunasuper..cie reglada, pues haciendo o = constante

en la ecuacion (34) vemos que H depende linealmente de S (ver ecuacion
(34)). Cualquier punto del espacio de parametros (o, S, H) que se encuentre
del lado de esta super...cie reglada donde max ¢ (t) > 1, determina un sistema
que produce sucesiones de disparos in..nitas (D, = R). Del otro lado de la
super..cie reglada e incluso sobre ella tenemos que max ¢ (¢) < 1y por lo tan-
to tendremos que el sistema no dispara (D, = @) o para algunas condiciones
no dispara y para otras produce solamente una serie ..nita de disparos.

4.1.3. Condicién de Continuidad

En esta seccion se usard el teorema 32 para hallar la super..cie en el
espacio de parametros que delimita la region donde la funcién de disparos es
continua.

Por el teorema 32, la region del espacio de pardmetros donde la funcion
de disparos a es continua en todo R queda delimitada por las condiciones:

glt) > oVt
>

max (t) 1. (35)

Como
g(t) = S+ H cos(2nt),
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estas condiciones son equivalentes a

S—H > o, (36)
S H
o o2+ 4n? S

En [15] obtuvieron esta misma condicién (36) por un método mucho mas
laborioso, sin percatarse que esta desigualdad no es otra cosa que la condicion
g (t, S, H) > 0. Laigualdad

S—H=o, (38)

(o equivalentemente H = S — o), determina un plano en el espacio de
parédmetros (0,5, H) que cruza el plano o = 0 alo largo de la recta S = H
y el plano H = 0 a lo largo de la recta S = o (..gura 39).

Tenemos entonces la siguiente dicotomia: los puntos del espacio de paramet-
ros que se encuentren en o por abajo del plano (38) y a la izquierda de la
super..cie reglada (condicion (35)), cumplen la desigualdad (37), y para ellos
la funcién de disparos es continua en todo R. Obsérvese que si detras de la
super..cie reglada, hubiera puntos donde D, = @ (teorema 12) en ellos ten-
driamos también la continuidad de la funcién de disparos, a, por vacuidad
(teorema 32).

Figura 39: Super..cie que de..ne la regién de continuidad.

Observaciéon 53 Para el modelo KHR, si H > 0, entonces la condicién
S — H > o implica que méax ¢ (t) > 1. Asi, si H > 0, la condicion g (t) > o
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Vt es su..ciente para tener la continuidad de la funcion de disparos a (t) en
todo R.

4.1.4. Condicién de Inyectividad

En esta seccion se determina la region del espacio de pardmetros donde
las funciones de disparos son inyectivas. Observemos que esto implica que la
neurona no puede disparar en la misma fase del forzamiento a partir de dos
condiciones iniciales que correspondan a distintas fases. Esto es de importan-
cia, pues la propiedad de que la funcién de disparos sea inyectiva, determina
las propiedades de sincronizacion que podrian esperarse de la neurona.

Observamos primeramente que la funcion

g(t,\) =g (t,S,H) =S+ Hsin (27t)

del modelo K H R es analitica y es la constante cero cuando S'y H se anulan.
En este caso D, = @ y a (t) resulta inyectiva por vacuidad.

La funcién ¢(t, S, H) es localmente constante si y solo si es globalmente
constante. Cuando ¢ (t,.S,H) no es la constante cero (i.e.: fuera del eje o
en el espacio de parametros (o, S, H)), el teorema 33 garantiza que todos los
puntos (o, S, H) del espacio de pardmetros para los cuales g (¢, .S, H) > 0, de-
terminan un sistema con funcion de disparos a (¢) inyectiva. Adicionalmente,
el teorema 33 nos garantiza que todo punto (o, S, H) que esté a la izquier-
da de la super..cie reglada (méx ¢ (t) > 1), y no sobre ella, que cumpla la
condicion ¢ (¢, .S, H) > 0, determina un sistema con « (t) inyectiva en todo
R.

Como ¢(t,S,H) > 0 si y solo si

S > H,

entonces los puntos (o, S, H) que estan sobre, o bajo, el plano S = H, deter-
minan sistemas con « (¢) inyectiva (..gura 40).

También del teorema 33 tendremos que un punto (o, S, H) determina un
sistema con a (¢) inyectiva en todo R si y solo si esté sobre o bajo este plano

(S > H)y alaizquierda de la super..cie reglada (f +

H
Vo2 +4m? < 1) '

4.1.5. Analisis Cualitativo en el Espacio de Parametros

En la ..gura 41 se combina la informacién obtenida en las secciones ante-
riores para mostrar cinco regiones I, I, I11, IV, V en las cuales la funcion
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Figura 40: Super..cie que de..ne la regién de inyectividad.

de disparos a tiene distintas propiedades:

Figura 41: Particion del espacio de parametros del modelo KHR.

Region 1. a es un homeomor..smo en R.

S H
o \o?+4n? T y -

Region 1. a es discontinua e inyectiva en R.

S H
o \o?+4n? Y
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Region I11. a es discontinua y no inyectiva en R.

S H
o Vo? 4 4n? Y

Region IV. D, es un subconjunto propio de R (vacio o unién de interva-
l0s).

§+—H— <lyS<H

o o?+4n2 y '
Region V. D, = @.

S

H
=<1y S>H.

o Vo?+4r?

4.1.6. Lenguas de Arnold de los Modelos de Acumulacién Lineal
con una Estimulacion Constante

Las regiones de sincronizacion (lenguas de Arnold) de este sistema son
objetos tridimensionales que no son faciles de imaginar. Para tener una idea
de la estructura de estas regiones en el espacio de tres dimensiones, consider-
aremos la interseccion de algunas de ellas con algunos planos. En esta seccion
comenzaremos considerando la interseccion con el plano H = 0. Como se vera
en la discusion siguiente, en este plano es posible obtener interesantes resul-
tados analiticos. Esto corresponde a una neurona que recibe una estimulacion
constante.

De acuerdo a la teoria previamente discutida, los comportamientos sin-
cronizados ocurren cuando el semisistema dinamico que gobierna las fases de
disparo tiene oOrbitas periddicas atractoras. Es importante notar esto, pues
los comportamientos sincronizados seran observables sélo cuando estos sean
persistentes bajo perturbaciones de los parametros. Esto signi..ca que deben
producirse en regiones que tengan medida positiva en dicho espacio. En el
caso limite en que el forzamiento periddico aplicado al sistema sea constante,
es posible obtener una expresién analitica de las lenguas de Arnold.

En el plano H = 0 la funcion de disparos, a(t), es una rotacion cuya
expresion andlitica esta dada por

1 S
= -1 .
a(T) T+O'HS—O'
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En este plano el nimero de rotacion es

1. S
==1 .
p(8,0) = —In——

Las curvas del plano S, o donde el nUmero de rotacion rotacional p per-
manece constante (p = py) son

oe%Po

ero — 1

Ahora analicemos estas curvas cuando se aproximan al eje S. Sea Sy algun
punto ..jo en el eje S y sea ¢ variable. Para aproximar o -por la curva donde
el nimero de rotacion es constante- al eje S hay que hacer que ¢ tienda a 0.
El punto donde la curva p = p, toca al eje S esta dado por el limite

1 S
imptsuo) =l (7 (527) )

El valor de este limite se obtiene aplicando la regla de L’Hépital

d

— In S
Hm(lln 50 > _ iy | 4TS
o—0 \ o SO—U - UHOK d )

—0
do
, (So — 0 S() >
= lim 5
o—0 SO (So — U)
, 1
= lim
oc—0 S() — 0
1
= 50

Entonces la lengua con namero de rotacion p = p, toca al eje S en el
punto S = -L. Otra observacién importante es que el nimero rotacional p es
- 0 ’
creciente a fo largo de la linea S = S, puesto que

d

So
P50

- —=0 =
S=So0 (SO_U)

Esto implica que el numero de rotacion es creciente mondtono, y como

. . (1 So )
lim p(Sp,0) = lim (Uln SO—U) = 00,

o—Sy o—Sp
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a lo largo de cualquier linea S = Sy existen nimeros rotacionales arbitraria-
mente grandes cuando S se aproxima a la diagonal S = ¢. En la ..gura 42 A)
se muestra una gra..ca de las lenguas de Arnold correspondientes a sistemas
con forzamiento constante.

4.1.7. Lenguas de Arnold

En la ..gura 42 B) se muestra un diagrama de lenguas de Arnold calcu-
ladas en un plano (o, H) para un valor de S=constante. Los diagramas de
lenguas de esta seccion han sido calculados mediante la implementacion de
un algoritmo (ver codigo en C en el apéndice 6.1.2) de Carrillo - Guzman
basado en la proposicion 49.
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Figura 42: A) Lenguas de Arnold para forzamiento constante. De acuerdo a la
discusion, los pardmetros pertenecientes a las curvas que nacen en S = 71) = f,
determinan sistemas sincronizados (¢ : p) . B) Lenguas de Arnold del modelo KHR
en el plano o— H y manteniendo S con un valor constante igual a 8. Los parametros
oy H varianentre 0y 10. Las regiones corresponden a las sincronizaciones (1 : 1),
(2:1),(3:1),... comenzando desde la derecha. Los valores de pardmetros que se
encuentran por debajo de la diagonal trazada determinan sistemas cuya funcion

de disparos es un homeomor..smo.

En la ..gura 43 A) se muestran las lenguas en el plano (5, o).
Finalmente, en la .gura 43 B) se muestran las lenguas de KHR en el
plano (S, H).
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Figura 43: A) Lenguas de Arnold de KHR en el plano S — o, con H = 5 con-
stante. S'y o varian entre 0 y 10. B) Diagrama de Lenguas de Arnold del modelo
KHR. Corte del espacio de parametros, con ¢ constante e igual a 4, S'y H varian
entre 0 y 10. Las sincronizaciones que se muestran son (1:1),(2:1),(3:1),...
comenzando desde la izquierda. En ambas ..guras la regién de homeomor..smos se
encuentra por debajo de la linea diagonal punteada. La regién que se encuentra a
laizquierda de la lengua (1 : 1) determina sistemas cuya funcién de disparos tiene
D, # R.

4.1.8. Discusion y Correccion al Método de Coombes y Bressloo

En esta seccibn mostraremos que el método propuesto por Coombes y
Bressloa en [6] y descrito en la seccidén 3.3.2 de este trabajo, adolece de una
falla conceptual que puede llevar a serios errores en el calculo de sincroniza-
ciones y se presentan algunas alternativas para superarlo.

En [6] se analiza un MAL similar al modelo KHR. Este modelo se repre-
senta con la ecuacion diferencial

b= 4 Ip+esin(27t) . (39)
T

En [6] se muestra el diagrama de lenguas de Arnold de la ..gura 44 A).
Este diagrama fue trazado determinando para cada valor de los pardmetros,
si el sistema de ecuaciones (25) tiene alguna solucién, y una vez hallada dicha
solucion, veri..cando si se cumple la condicion (28) segun el método descrito
en la seccion 3.3.2. En [6] se a.rma que las regiones delimitadas por las
curvas de la ..gura 44 A) corresponden a regiones del espacio de parametros
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donde el sistema genera oOrbitas sincronizadas. Sin embargo, dichas regiones
son erréneas.
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Figura 44: Diagramas de lenguas de Arnold del modelo con forzamiento sinu-
soidal. En ambos, el eje horizontal corresponde al parametro 7 y toma valores
entre 0,5y 2,0. El eje vertical representa al pardmetro ¢ y toma valores entre 0 y
3. A) Diagrama erroneo. Se calcularon las regiones de sincronizacion mediante el
algoritmo de Coombes y Bressloz, veri..cando si los parametros de las fronteras de
las lenguas determinan soluciones al sistema (26) y ademéas cumplen la condicién
(28). B) Diagrama correcto. Se efectdo un procedimiento similar, pero determi-
nando si los parametros dan lugar a Orbitas sincronizadas, utilizando el algoritmo
proporcionado por Carrillo, Ongay y Guzman. La regién que queda por debajo de
la linea punteada corresponde a los parametros donde las funciones de disparos
son homeomor..smos.

El error en estas lenguas se debe a la existencia de orbitas periodicas
espurias como la que se muestra en la ..gura 45, en la cual, un andlisis cuida-
doso muestra que en realidad el tercer tiempo, en que supuestamente hay
un disparo, es erroneo. Este diagrama muestra una solucion al sistema de
ecuaciones (27) que cumple el nimero de disparos y la envolvencia deseados,
pero el tercer tiempo de disparo no cumple la condicion (12).

En el diagrama 44 B) se muestra el diagrama correcto de lenguas de
Arnold. Hay que hacer notar que ambos diagramas coinciden al menos en
la region donde la funcion de disparos es un homeomor..smo, pues en esta
region no es posible que se presente una situacion como la de la ..gura 45.
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Figura 45: Solucién de un sistema de ecuaciones de la forma indicada por (26),
que muestra una érbita periédica espuria. Se buscd una Orbita sincronizada con
sincronizacion (g : p) = (5 : 3), con valores de los parametros 7 = 1,6, [y = 2,
e = 2,5. Los primeros 5 elementos de la orbita son t, = 0,11887512, t; =
0,37394849, to = 1,19351461, t3 = 1,72429478, t, = 2,27117296. Como era de
esperarse, t5 = 3,11887512 = to+p = to+ 3. t* denota el tiempo real de disparo
y t3 el tiempo erréneo.

Para trazar este diagrama fueron calculadas correctamente las oOrbitas
periddicas, utilizando la implementacion del método de la proposicion 49,
y después se determino, utilizando la ecuacion 28, si éstas corresponden a
la frontera de la lengua. EI programa listado en la seccion 6.1.1 calcula el
diagrama de la ..gura 44 B).

4.2. Modelo de Coombes y Bressloa

En esta seccion analizaremos el modelo de Coombes y Bressloa (CB), el
cual es representado mediante la ecuacion diferencial

i= =+ Ig+eBs(t), £ <0, (40)
T
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con

y
as(t) = Be O (1),
o - {1s!t>0'
0stt<0

Observacion 54 La funcion E (t) tiene las siguientes propiedades:
i) Eg(t) es periodica de periodo uno.

i) Parat € [0,1), Ej(t) = £ [t+ 15;2].

Demostracion:

i) En efecto, sea n = k — 1. Entonces:

Eg(t+1) = i ag(t+1—k)
k=—o00
= Z ag(t—n)
— By(t).0

ii) Si k> 1 entonces Vt € [0,1) ag(t — k) = 0. Por lo tanto

o

0 0
> apt—k) = > aglt—k —1—2043 (t—k)= Y ag(t—k)
k=—00

k=—00 k=—00

= Z ag(t+k)= Z B (t+k) e~ Pl+R)
k=0 k=0

N

= Y ) () @)

Esta Ultima es una serie aritmético-geométrica de la forma
(o.]
Z (a+kd)r
k=0
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cona=t d=1,r=e¢". Esun resultado conocido que

i
L

(@a+kd)r* = a+@+d)r+(a+2d)r*+ ..+ (a+(n—1)d)r"*
0

B
I

oa(l—=rm) rd(A—nr" 4 (n—1)r")
N 1—7r * (1-— 7")2 ‘ (42)

Cuando n — oo, Si |r| < 1, entonces (42) tiende a

a N rd
1—r  (1—7r)*

Por lo tanto, (41) es igual a

o0

Y oat-k) = Bl [1 _te—ﬁ + a _6_65_5)2}

k=—o00
526—&? e—ﬂ
= t + .4
1—e? 1—ehb

En la .gura 46 se muestran dos gra..cas que ilustran la funcion Ej (1)
para distintos valores de S.

L. . " "R R |

- = - L u - w - -

-
B
]
o
o
-

Figura 46: Gra..cas de Eg(t) para = 5y [ = 20 respectivamente.

4.2.1. Solucion Analitica de la Ecuacion Diferencial del Modelo

La solucién general de la ecuacion diferencial (40) valida en el intervalo
[0, 1) esta dada por:

68



con

La ecuacion diferencial (40) tiene una solucién periédica que es un atrac-
tor global. Solamente hace falta determinar el valor xj tal que

u(1;0,z9) = .
Unos céalculos sencillos muestran que
2| — 1 1 - —5 —B_e~7
ef [e ﬁ(;—;) + ST ( =< H
<1 - e‘i) (1 —eh).

Por lo tanto la expresion para el atractor periddico ¢~ del modelo CB
es

338: IoT +

- -7 -5 —pt_o—2
A (s) st ()

vep (t) = IoT +

0 bien
eEz(t) ef er—e Pt BT eEz (1)
) = Ior+ -
vcp (1) 0T 5 + [ _ o5 2 T N
g e o)
e -3 -8 2 1P
L (1 —e T> (1—eF) J

Observacion 55 @5 (1) = @5 (0) .
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4.2.2. Regiones de Continuidad y de Inyectividad

Por los teoremas 32 y 33, que determinan las condiciones de regularidad,
la region del espacio de pardmetros donde la funcion de disparos a es continua
en todo R queda delimitada por las condiciones:

A%

o) = ~ vy @)
g(t) > 0Vt (44)
Como
g(t)=1Iy+ckEp(t), e <O,
entonces las condiciones (43) y (44) son equivalentes a
=

I )
0+€t12[3}1<)1—6*/3 1—ef

526*& e P
Iy + € méax {t + } > 0

.
> -y

teo,1) 1 — e P 1—e?

. ., BReBt e—B . .
respectivamente. Para hallar el t‘él[&’f) P (t + 176,5> , por el criterio de la
derivada,

626_5t 6—6
Ej(t) = —Bt+1].
5 () l—e P \1—eh &
Como [ debe de ser mayor que cero, esta Ultima ecuacion tiene la Gnica
solucién
A
CB =Py

Para veri..car que ¢, es un maximo de la funcion £z (t) , hay que calcular
la segunda derivada de Ej (t):

3, —pt -3
El(t) = —f_ee_ﬁ (156_5 —5t+2> .
Al evaluar E” en t,, se obtiene
C e——
B(1—eh) 1—eF
< 0
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o 1 ., ;-
Por lo tanto, en ¢, = A7) la funcion Ej (t) alcanza su maximo. Al

evaluarla en ¢, para cada valor de 3, la funcion E3 () toma el valor

<ﬂ€_1*676> (1 + ﬁe‘ﬁ)
(1—e) '
En la ..gura 47 se muestra la gra..ca de K para diferentes valores de 3.

Ks=

Figura 47: Gra..ca de la funcion Kpg.

Por lo tanto,
[ e’
-ty [ (1 755) | =o-em

Las regiones donde las funciones de disparos del modelo CB son continuas
e inyectivas estan dadas por las condiciones

IO — €Kﬁ
Iy — 8Kﬁ >

\%
SN I

respectivamente. Las igualdades
Ip—2
Kp
Jo
Kg
para 5 constante determinan planos en el espacio de parametros (7, /y,¢) que

divide el espacio de parametros en regiones, una en donde las funciones de
disparos son continuas y otra donde son inyectivas.

£ =
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4.2.3. Correccion al Estudio de las Regiones de Sincronizacion

El error discutido en la seccién 24 nuevamente lleva a estos autores a
obtener diagramas erréneos. Para el modelo de Coombes y Bressloa también
han sido calculadas las lenguas de Arnold. El diagrama de la ..gura 48 A)
fue publicado en [6] y muestra algunas regiones de sincronizacion.

=S I|| ' T |

I"_‘: 1z - TR ! ! |

R

(=
[=4

Figura 48: Fronteras de las lenguas de Arnold del modelo de Coombes y Bressloz.
Los parametros 7 y Iy permanecen constantes en 7 = 1y [g = 2.A) Diagra-
ma erréneo. Se determinaron las regiones de sincronizacion determinando si los
parametros de las fronteras de las lenguas determinan soluciones al sistema (26) y
ademas cumplen la condicion (28). B) Se efectlo un procedimiento similar, pero
determinando si los parametros dan lugar a 6rbitas sincronizadas utilizando el
algoritmo proporcionado por Carrillo, Ongay y Guzman.

Estas también son errdneas, pues las orbitas periddicas fueron calculadas
mediante la solucion de sistemas de ecuaciones de la forma (26), pero si los
pardmetros no determinan una funcion de disparos inyectiva, las soluciones
del sistema no necesariamente corresponden a alguna secuencia de disparos.

Esto da lugar a sincronizaciones espurias.
En la ..gura 48 B) se muestran las lenguas del modelo de Coombes y

Bressloa trazadas correctamente. Para ello fueron calculadas correctamente
las orbitas periddicas implementando el método de la proposicién 49, y de-
spués se determind, utilizando la ecuacién (28), si éstas corresponden a la
frontera de la lengua.
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5. Discusion y Conclusiones

En este trabajo se realiz6 un analisis de los modelos de acumulacién lin-
eal sujetos a un forzamiento periodico, representados mediante ecuaciones
diferenciales de la forma

uw=—ou-+g(t,A).

Entre las contribuciones originales de este trabajo cabe mencionar que
se determiné la topologia del dominio D, de la funcién de disparos de estos
modelos, pues se demostré que el D, es un conjunto cerrado para el cual
puede haber dos posibilidades:

i)D, = R
ii) Dy # R,

En el caso en que D, # R, existen otras dos posibilidades:

i)Dg, = @
ii) Dg = U I+ n, donde I es union ..nita de intervalos cerrados.
neZ

Para realizar este andlisis fue necesario emplear el atractor periodico ¢ ()
de las soluciones de la ecuacion diferencial. Ademés se determind que en el
caso en que D, # R, el oscilador, dada cualquier condicién inicial, nunca
dispara o solamente puede generar secuencias ..nitas de disparos.

En el caso en que D, = R, si el oscilador dispara sincronizadamente con
respecto al forzamiento periddico, los disparos ocurren en un nimero ..nito de
fases del forzamiento. En las aplicaciones, este comportamiento de la neurona
es determinado mediante la utilizacion de una adecuada teoria de rotacion.

En la regidén de parametros donde las funciones de fases de disparos son
homeomor..smos, la teoria del nUmero de rotacion desarrollada por Poincaré
es util para la determinacion de atractores periddicos de la funcion o de fases
de disparos. En esta regién el nimero de rotacion esta bien de..nido y existen
regiones donde éste es constante (lenguas de Arnold).

Si la funcion de fases de disparo no es un homeomor..smo, existen gener-
alizaciones utiles del concepto de numero de rotaciéon. Por ejemplo, cuando
la funcion es continua pero no mondtona, el numero de rotacion depende del
punto donde es calculado. Esto nos da un intervalo cerrado de nimeros de
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rotacion. Por cada numero racional 5 en este intervalo, la funcion de fases de
disparo tiene al menos una 6rbita periddica de periodo ¢, pero la mayoria de
ellas son inestables. Algunos resultados, en su mayoria numéricos, muestran
que es posible la coexistencia de drbitas periddicas atractoras, de diferente
periodo, fenébmeno conocido como multiestabilidad. En este caso, la teoria
nos muestra la posibilidad de tener diferentes sincronizaciones, dependiendo
de la condicion inicial del oscilador forzado. Ademas, cabe la posibilidad de
tener osciladores forzados para los cuales algunas condiciones iniciales daran
lugar a sincronizacion y otras a comportamiento cadtico (es decir, un com-
portamiento impredecible y sensible a condiciones iniciales).

La principal contribucion de este trabajo la constituye la caracterizacion
de las condiciones que determinan la regularidad (continuidad e inyectividad)
de las funciones de disparo. Es de vital importancia el conocimiento de estas
regiones, pues como hemos visto, lo contrario lleva a cometer errores en el
calculo de las sincronizaciones.

Quedan problemas abiertos, como el de determinar en la region del espa-
cio de parametros donde ocurre la muerte del oscilador, las zonas donde el
dominio de la funcién de disparos se compone de intervalos cerrados. Los di-
agramas erroneos de lenguas de Arnold presentados por Coombes y Bressloa
dejan plantear un problema mas importante: delucidar si existen condiciones
para los MAL que den lugar al fendmeno de multiestabilidad.
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6. Apéndice. Rutinas y Programas Utilizados

En este capitulo se exhiben los listados de los programas que se emplearon
para trazar los diagramas de lenguas de Arnold de los MAL del capitulo
anterior. Para el modelo con forzamiento sinusoidal

. L .
&= —— 4 Iy + esin (27t)
T

se muestra el listado completo de las rutinas usadas para trazar los diagramas
correctos y los erréneos. Para el modelo CB

S S A P
S e R T 1—eF

los listados son similares y por lo tanto solamente es de utilidad mostrar las
rutinas propias del modelo.

6.1. Rutinas del Modelo con Forzamiento Sinusoidal

6.1.1. Caéalculo de sincronizaciones resolviendo el sistema de ecua-
ciones (26)

Se muestra el listado de una versién del programa empleado para el calculo
de regiones de sincronizacion por medio del algoritmo de Coombesy Bressloa.
I1/1711177177717717771771777777777777111777777777777777771777717771771/77771177
// Traza las fronteras de las lenguas de Arnold que aparecen en la ..gura 3 del articulo
//

// [1] "Mode locking and Arnold tongues in integrate-and-..re neural oscillators”
// S. Coombes y P.C. Bressloa. Physical Review E Vol. 60, Num. 2, Agosto 1999.
//

// El modelo de acumulacion y disparo tiene forzamiento sinusoidal

// Guarda los puntos encontrados en el archivo de datos cmbsfrnl.dat

//

#include <math.h>

#include <stdlib.h>

#include <dos.h>

#include <stdio.h>

int NewtonSistemas(int m,int Enwlvencia,long double** Matriz,long double* Tk,long dou-
ble Tau,long double 10,long double Epsilon,int Maxlter,long double Tol);
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void CreaSistema(int m,int Envolvencia,long double** Matriz,long double* Tk,long double
Tau,long double 10,long double Epsilon);

void SolveLineal(int m,long double* Y ,long double** Matriz);

long double frontera(int envolvencia,int periodo,long double* Tk,long double Tau,long
double 10,long double Epsilon);

long double A(long double T,long double 10,long double Epsilon);

long double HH(long double T,long double Tau,long double 10,long double Epsilon);
long double DHH(long double T,long double Tau,long double 10,long double Epsilon);
long double F(long double T,long double Tau,long double 10,long double Epsilon);
long double DF(long double T,long double Tau,long double 10,long double Epsilon);
long double norma(int m,long double* Vector);

long double** CreaMatriz(int m);

long double* CreaVector(int m);

void DestruyeMatriz(int m,long double** Matriz);

void DestruyeVector(long double* Vector);

long double solve(long double 10,long double Q,long double P);

long double max(long double x1,long double x2);

long double min(long double x1,long double x2);

int Protect;

const int MaxPer = 7, MinPer = 1;

long double cotaSuperior = 1.0e2;

long double temp[MaxPer*3];

void main()

{

// Numero de resonancias que se desean detectar

const NumRes = 4;

// Maximo numero de iteraciones para el metodo de Newton para sistemas

const int MaxiterNewtonSist = 25;

const long double TolNewtonSist = 1.0e-09; // Tolerancia del metodo de Newton

int lado; // Determina que lado de frontera de cada lengua se debe de calcular

int i,j,k; // Contadores de iteraciones

int i2,j2; // Contadores de iteraciones

// Intentos para determinar si un punto del espacio de parametros determina

//una solucion del sistema de ecuaciones

int intentos=50;

int MaxIterBisec = 250; // Iteraciones para aproximar la frontera de la lengua

// Almacenan las sincronizaciones (periodo y envolvencia deseados, respectivamente)
int P[NumRes],Q[NumRes];
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int found; // Bandera para indicar que los parametros en turno determinan una orbita
periodica

long double Ptolnic; // Condicion inicial para iniciar la continuacion numerica

const long double delta = 0.01; // longitud de la vecindad inicial para detectar la frontera
de la lengua

long double delta2; // delta auxiliar para hacer las aproximaciones

// tolerancia para determinar si el multiplicador de una orbita es su..cientemente cercano
al

long double eps = 0.01;

long double NumPtsY=480.0; // Numero de puntos de la malla en el eje vertical de
parametros

// Dimensiones reales de la region donde se desean hallar las fronteras de las lenguas
long double MaxVarl=2.0,MinVarl1=0.5,MaxVar2=3.0,MinVar2=0.0;

long double incY=(MaxVar2-MinVar2)/NumPtsY; // Incrementos del parametro enel eje
vertical

long double aux; // Variable auxiliar

long double Taul,TauR,l0=2.0,Epsilon; // Parametros del modelo de acumulacion lineal
en turmno

// Apuntador a la matriz donde se almacenan las linealizaciones del sistema de ecuaciones.
// Se utiliza en el metodo de Newton para sistemas

long double** Matriz=NULL,;

// Apuntador al vector donde se almacenan las soluciones del sistema linealizado

long double* Tk=NULL,

// y que se considera que pertenecen a la frontera de las lenguas

FILE *datos=fopen(”cmbsfrnl.dat”,”wb”);

QJ[0] = 1; P[0] = 1; // Resonancias en turno

Q] =3; P[] =4

Q2] =2; P2] =3;

Q[3] = 3; P[3] = 5;

Matriz = CreaMatriz(2*MaxPer); // crea la matriz aumentada donde se metera el sistema
Tk = CreaVector(2*(MaxPer+1)); // crea un vector de incognitas (en ceros)

for (lado=0; lado<2; lado++) // para cada lado de la lengua en turno

{

for (i=0; i<NumRes; i++) // Para cada sincronizacion Q : P

{

// Calcula el punto donde la lengua en turno toca el eje horizontal
Ptolnic = solve(10,Q[i], P[i]);
Epsilon = MinVar2 + incY; //
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for (j=0; j<NumPtsY; j++) // Para cada valor del parametro en el eje vertical

{

found = 0;

if (lado == 0) TauL = Ptolnic; // Si se traza el lado izquierdo de la curva

else TauR = Ptolnic; // Si se traza el lado derecho de la curva

delta2 = delta; // Vecindades iniciales

// Ciclo para hacer una biseccion para aproximar a la frontera de las lenguas

for (k=0; ((k<MaxlterBisec) && (Ifound)); k++)

{

// Ciclo para tratar de hallar alguna solucion al sistema de ecuaciones

for (i2=0; ((i2<intentos) && (found)); i2++)

{

Protect = 1; // Bandera para evitar errores de overfow y ciclos in..nitos

TK[0] = random(1000)/1000.0; // Elige una condicion inicial aleatoria

// Condiciones iniciales aleatorias para calcular una solucion al sistema de ecuaciones
for (j2=1; j2<=PJi]; j2++) Tk[j2] = TK[j2-1] + random(1000)/1000.0;

if (lado == 0) // Si se esta calculando la frontera del lado izquierdo de la lengua

// Trata de hallar una solucion del sistema, con las caracteristicas

// de la orbita deseadas y en los parametros en turno

found = NewtonSistemas(P[i]+1,Q[i],Matriz, Tk, TauL,l0, Epsilon, MaxiterNewtonSist, ToINewtonSist);

else // Si se esta calculando la frontera del lado derecho de la lengua

found = NewtonSistemas(P[i]+1,Q[i],Matriz, Tk, TauR,l0,Epsilon,MaxiterNewtonSist, ToINewtonSist);
}

if (ffound) // Si el sistema no tiene solucion

{

delta2 /= 2.0;

// Modi..ca el parametro en el eje horizontal para tratar de caer dentro de la lengua

if (lado == 0) TauL += deltaz,

else TauR -= deltaz;

}

else // Si el sistema tiene solucion (se considera que esta dentro de la lengua)
{

// Determina el multiplicador de la solucion del sistema

if (lado == 0) aux = frontera(Q]i],P[i], Tk, TauL,10,Epsilon);

else aux = frontera(Q|[il,P[i], Tk, TauR,l10,Epsilon);

found = (fabsl(aux - 1.0) < eps); // Determina si esta cerca de uno

if (found) // Se considera que el punto pertenece a la frontera de la lengua
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{

if (lado == 0) // Almacena los parametros en el archivo de datos
{

aux = Taul-delta2;

fwrite (&aux,sizeof(long double),1,datos);

fwrite (&Epsilon,sizeof(long double),1,datos);

}

else // Almacena los parametros en el archivo de datos
{

aux = TauR+delta2;

fwrite (&aux,sizeof(long double),1,datos);

fwrite (&Epsilon,sizeof(long double),1,datos);

}

}

else

{

if (lado == 0) TaulL -= delta2;

else TauR += delta2;

}

}

// Si se ha alcanzado algun extremo de la region donde se desean
// calcular las lenguas, se continua con la siguiente lengua

if ((lado == 0) && (TauL<MinVarl)) j = NumPtsY;

else if ((lado == 1) && (TauR > MaxVarl)) j = NumPtsY;

}

// Si se hallo un punto en la frontera, se modi..ca la condicion inicial para buscar el
siguiente

if (found)

{

if (lado == 0) Ptolnic = TauL;

else Ptolnic = TauR;

}

Epsilon +=incY;

// Reporta a la salida estandar el avance obtenido
printf(”Avance: Epsilon=%Lf Lengua: %d lado: %d\n”,Epsilon,i,lado);
}

}

}
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// Cuando se han calculado todas las lenguas, se libera el espacio de memoria

// utilizado para la linealizacion del sistema y sus soluciones
DestruyeMatriz(2*MaxPer,Matriz);

Destruye Vector(TK);

fclose(datos); // Cierra el archivo de datos

}

long double solve(long double 10,long double Q,long double P)
LI711777177717771177177711777177717771177177777777777717777777717711777/77/71177/
// Utiliza el metodo de Newton - Raphson para resolver la ecuacion (ver [1])

// Q/P = Tau*In(10/Tau/(10*Tau-1))

// en funcion de Tau. Esto permite calcular el punto donde esta posada una

// lengua de Armold como las del diagram 3 de [1], de acuerdo al valor del

// parametro 10 constante y de la resonancia (ya conocida) de la lengua. Una vez
// hecho esto, es posible realizar el proceso de continuacion numerica.
II7117771777177711771777177777777177717771777777777777177777/7117711777/77/71177/
{

int found=0,i;

long double Tau=0.5,T1,

long double eps = 1.0e-09;

long double ro = Q/P;

long double f,fp;

for (i=0; ((i<100) && (!found)); i++)

{

f = (10*Tau-1.0)*expl(ro/Tau) - 10*Tau;

fp = 10*expl(ro/Tau) + (10*Tau-1.0)*expl(ro/Tau)*(-ro/powl(Tau,2))-I10;

T1 = Tau - f/ip;

found = (fabsl(T1-Tau) < eps);

Tau = T1;
}
return(Tau);
}

long double frontera(int envolvencia,int periodo,long double* Tk,long double Tau,

long double 10,long double Epsilon)

L111111177771111 117777771 11TTTTE0777777711711111777777711100777777777177711177
// Devuelve el valor del multiplicador de alguna solucion del sistema linealizado.
L11177777777171717 17777777 777771117770710777777771717777777717111777777777111711777
{

int i
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long double aux,aux2;
long double prod = 1.0;
Tk[periodo]=Tk[0]+envolvencia;

Protect = 1;

for (i=0; ((i<periodo) && Protect); i++)
{

aux2 = A(TKk][i+1],10,Epsilon)-1.0/Tau;

if (aux2 1= 0.0)

{

aux = A(TK]i],10,Epsilon)/aux2;

prod *= aux;

}

else

{

Protect = 0;

prod = -9999.0;

}

}

if (Protect) prod *= expl(-envolvencia/Tau);
return(prod);

}

int NewtonSistemas(int m,int Envolvencia,long double** Matriz,long double* Tk,

long double Tau,long double 10,long double Epsilon, int Maxlter,long double Tol)
IIT11171177717771077177777777777717771177177777777777777717177777/7717/77//771/77/
// Implementacion del metodo de Newton para resolver sistemas no lineales de

// ecuaciones
LI711777177717771177177717777177717771777777777777777717777777771777117717/7771177/
{

int found=0, acotado=1;

long double cota = 1000.0,temp;

long double Y[3*MaxPer];

for (int k=0; ((k<Maxlter) && 'found && Protect && acotado); k++)

{

CreaSistema(m,Enwlvencia,Matriz, Tk, Tau,l0,Epsilon);

SolveLineal(m,Y,Matriz);

for (int j=0; j<m; j++) TK[j] += Y[j];

temp = norma(m,Y);

found = (temp < Tol);
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acotado = (temp < cota);

}

return(found);

}

void SolveLineal(int m,long double* Y,long double** Matriz)
II711777177717771117177777777777717771177177777777777717717/77/7/77/7717/71/7/7/71/77/
// Implementacion del metodo de eliminacion gaussina con pivoteo maximal para
// resolver sistemas de ecuaciones lineales
IIT11171177717771077177717777777717771177177777777777777717177777/7717/77/7/771/71/
{

int conta,i,j,k;

long double div, max, suma;

for (i=0; i<m-1; i++)

{

// hace un pivoteo maximal

max = fabsl(Matriz[i][i]);

conta = i;

for (k=i+1; k<m; k++)

if (max < fabsl(Matriz[K][i]))

{

conta = k;

max = fabsl(Matriz[K][i]);

}

if (conta I=1)

{

for (k=i; k<=m; k++)

{

templ[k] = Matriz[i][k];

Matriz[i][k] = Matriz[conta][K];

Matriz[conta][k] = temp[k];

}

}

if (Matriz[i][i] '= 0.0)

{

for (j=i+1; j<m; j++)

{

// eliminacion gaussiana

div = Matriz[j][i]/Matriz[i][i];
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for (k=i ; k<=m; k++) Matriz[j][k] -= Matriz[i][K]*div;
}
}

else

{

Protect = 0;

}

}

//sustitucion hacia atras
if (Matriz[m-1][m-1] == 0)
{

Protect = 0;

}

else

{

Y[m-1] = Matriz[m-1][m]/Matriz[m-1][m-1];

for (i=m-2; i>=0; i-)

{

suma = 0;

for (j=i+1; j<m; j++) suma += Matriz[i]jI*Y[];

Y[i] = (Matriz[i][m] - suma)/Matriz[i][i];

}

}

}

void CreaSistema(int m,int Envolvencia,long double** Matriz,long double* Tk,
long double Tau,long double 10,long double Epsilon)
II7117771777177711771777177771777177717777777777777777177777/77717771771/77/71177/
// Calcula la linealizacion del sistema de ecuaciones no lineales (12) de [1]
II71177717771777117717771777777771777177717777777777771771777/7777/7117/71/77/7/177/
{

intij;

// recibe como entrada una matriz de dimensiones m x (m+1) que constituye el
// sistema aumentado

for (i=0; i<m-1; i++)

{

for (=0; j<=m; j++)

{

if (i == j) Matriz[i][jl] = -DHH(TK[i], Tau,l0,Epsilon);
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else if (i+1 == j) Matriz[i][j] = DF(TK[j], Tau,l0,Epsilon);

// Construye el vector del lado derecho del sistema

else if j == m)

Matriz[i][j] = HH(TK[i],Tau,10,Epsilon) - F(Tk[i+1],Tau,l0,Epsilon);
// si no se cumple ninguna condicion

else Matriz[i][j] = 0.0;

}

}

// asigna las entradas del ultimo renglon de la matriz aumentada
for (j=0; j<=m,; j++)

{

if (j == 0) Matriz[m-1][j] = -1.0;

else if (j == m-1) Matriz[m-1][j] = 1.0;

else if ( == m) Matriz[m-1][j] = -(Tk[m-1] - TK[O] - Envolvencia);
else Matriz[m-1][j] = 0.0;

}

}
long double G(long double T,long double Tau,long double 10,long double Epsilon)

LITTT177777711 1077711777177 71771777177777711717177717717771771/7711717/7771111/
// Retorna el valor de la funcion G, de..nida en [1], en el punto T

T1111771177777771 1717771777777 11777777171777777777777717177711171777717/177777/1/17
{

long double raiz=sqrtl (1.0+powl(2.0*M_ PI*Tau,2));

long double cosB=1.0/raiz,sinB=2.0*M__PI*Tau/raiz;

if (fabsl(T) < cotaSuperior)

return(10*Tau-Epsilon*Tau/raiz*(sinB*cosl(2.0*M__PI1*T)-sinl (2.0*M__PI*T)*cosB));

else

{

Protect = 0;
return(1.0);
}

}

long double F(long double T,long double Tau,long double 10,long double Epsilon)
III711171177711 707771777717 77777777717777771777777777771777771717777777/7/777777/
// Retorna el valor de la funcion G, de..nida en [1], en el punto T

IIITIT17TTT7711 7077107171777 1777777177777711777777717717771777/7711777/7771717/

{
if (T/Tau<100.0) return(expl(T/Tau)*(G(T, Tau,10,Epsilon)-1.0));

84



else

{

Protect = 0;
retumn(1.0);

}

}
long double HH(long double T,long double Tau,long double 10,long double Epsilon)

T11117711777 777710717771 777 7771771777 717777777777777711717771111777717777777/71717
// Funcion que representa la funcion (6) de..nida en [1]

LI1117711777 7777107177717 77711717777171777771777777117177711117777171717/777/1717
{

if (T/Tau<100.0) retum(F(T,Tau,10,Epsilon)+expl(T/Tau));

else

{

Protect = 0;

retum(1.0);

¥

}
long double DHH(long double T,long double Tau,long double 10,long double Epsilon)

I1117177177177177171771771771777777771717777777717777777117177177/77/7/77//777/177/
// Retorna el valor de la derivada de la funcion HH de..nida anteriormente
T1117177177777777171771771771777777771717717777717777777177177777/77//77/777177/
{

if (T/Tau<100.0) return(DF(T,Tau,10,Epsilon)+expl(T/Tau)/Tau);

else

{

Protect = 0;

retum(1.0);

}

}
long double A(long double T,long double 10,long double Epsilon)

TIITI1I7T17771 7077717777177 71777777171777771777777771771777777177777777/7777/77/
// Retorna el valor del forzamiento sinusoidal en el punto T aplicado al modelo

// de acumulacion lineal.

// Tau, 10, Epsilon son los parametros del modelo de acumulacion lineal con

// forzamiento sinusoidal
I11171117177771771077717771777777717771717177717717777777777777777/7777771/7771711//7

{
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return(10 + Epsilon*sinl(2.0*M__PI1*T));

}

long double DF(long double T,long double Tau,long double 10,long double Epsilon)
II71177717771777117717771777777771777177717777777777771777777/7777777/7/71/77/7/7/77/
// Retorna el valor de la derivada de la funcion F en el punto T

// Tau, 10, Epsilon son los parametros del modelo de acumulacion lineal con

// forzamiento sinusoidal
LI71177717771777117717771177717771777117717771777777771777177/7717771777/77/71177/
{

if (T/Tau<100.0) return(expl(T/Tau)*(A(T,I0,Epsilon)-1.0/Tau));

else

{

Protect = 0;

return(1.0);

}

}

long double norma(int m,long double* Vector)
T11171771777777711717717717717777777777177177777177777771771777/7/7/77/77//7771/7/
// Retorna la norma de un vector de dimension m
I1117177177177177171771771771777777771717777777717777777177177177/77/7/7//777/177/
long double res = 0.0;

for (int i=0; i<m; i++)

{

if (Vector][i]<cotaSuperior) res += powl(Vector[i],2);

else

{

Protect = 0;

return (1.0);

}

}

return(sqrti(res));

}

long double max(long double x1,long double x2)
II7117771777177711771777177777777177717771777777717777177177777/77/7717/71/7/771/71/
// Retorna el maximo entre dos numeros X1 y x2
LI7117771777177711771777117771777177711771777717777777177771777717771777/7771177/

{
if (x1 >= x2) return(x1),
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else return(x2);

}

long double min(long double x1,long double x2)
II7117771777177711771777177777777177717771777777777777777777/7777771771/77/71177/
// Retorna el minimo entre dos numeros X1y x2
II71177717771777117717771777777771777117717777777777777771717/77717/771771/7/7/717/77/
{

if (x1 <= x2) return(x2);

else return(x2);

}

long double** CreaMatriz(int m)
II711777177717771777177717777777717771177177777777777777717177777/7717/71//771/71/
// Retorna un apuntador al espacio en memoria utilizado por una matriz cuadrada

// creada dinamicamente

//

// Parametros:

// m: numero de columnas de la matriz
II711777177717771177177717777777717771177177777777777717717777777/7717/71/7/771/71/
{

long double** M=NULL;

int i

M = new long double*[m];

for (i=0; i<m; i++) MJi] = new long double[m+1];

return(M);

}

long double* CreaVector(int m)
II71177717771777117717777777777771777117717777777777771771777/7777771771/77717171/
// Retorna un apuntador al espacio en memoria utilizado por un vector creado

// dinamicamente

//

// Parametro:

// m: dimension del vector
LI7117771777177711771777177771777177717771777777777777177777777717771771/7771177/
{

long double* V=NULL;

V = new long double[m];

return(V);

}
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void DestruyeMatriz(int m,long double** Matriz)
I1117111111777177077717771777777717771171777177177777777777777717777771//77711//
// Libera el espacio en memoria utilizado por una matriz creada dinamicamente

//

// Parametros:

// m: numero de columnas de la matriz

// Matriz: apuntador a la memoria empleada por la matriz

II1IT11177177711 707771077717 77177177717777771777777771771777177177771777/777/77/
{

for (int i=0; i<m; i++) delete[]] Matriz[i];

delete[] Matriz;

}

void DestruyeVector(long double* Vector)
I1/171117117771771077717711771777717771171777177177777777777777717771771/777171177
// Libera el espacio en memoria utilizado por un vector creado dinamicamente

//

// Parametro:

// Vector: apuntador a la memoria empleada por el vector
I1/171117117771771077717711777777717771171777177177777777777777777771771/77711177
{

delete[] Vector;

}

6.1.2. Implementacién de un Algoritmo para Calcular Sincroniza-
ciones Basado en la Proposicion 49

El siguiente es un listado de una version de la rutina empleada para la
deteccion de orbitas periddicas con sincronizacion (q : p)
int Resonancias2(int M,int N,int Ciclos,int Trans,long double IncT, long double Sigma,long
double S,long double H1,long double H2,
long double K1,long double K2,long double Eps, int Envolvencia,int Periodo)

{

/***************************************************************************

* Resonancias? busca una orbita periodica con la resonancia indicada *
**************************************************************************/

int Found=0; /*** Variable auxiliar para determinar si se encontro
alguna resonancia ***/
int 1I=0; /*** Contador de iteraciones ***/

88



int J,12; /*** Contador de iteraciones ***/

long double aux; /*** Variable auxiliar para obtener partes fraccionarias ***/
long double aux2; /*** Variable auxiliar para obtener partes fraccionarias ***/
long double X; /7*** Auxiliar para almacenar las iteraciones de la funcion de disparos ***/
long double X0; /*** Almacena el primer valor de las iteraciones para buscar las resonan-
cias ***/

int K; /*** Contador de ciclos ***/

X0=random(1000.0)/1000.0; // Condicion inicial aleatoria

do

{ // Transitorios
X0=mod}(FtsEcDif(M,N,IncT,X0,0.0,Sigma,S,H1,H2,K1,K2),&aux);

|++;

} while ((I<Trans) && (Protect!=0));

K=0;

X=Xa0;

do

{ // Comienza otro ciclo

do

{ // Busca una primera aproximacion

1=0;

while (!Found && (I<Periodo) && Protect) // busca la resonancia

{ // y halla una primera orbita

X=mod}(X,&aux); // periodica
X=FtsEcDif(M,N,IncT,X,0.0,Sigma,S,H1,H2,K1,K2);

Found=((fabsl (X0-mod1(X,&aux)) < Eps) ||
(fabsl(fabsl(X0-modt (X, &aux))-1.0) < Eps));

I++; // Almacena el periodo de la orbita en la variable |

}

if ((I>=Periodo) && !Found)

{

K++;

X0=X; //Transitorio variable si no encontro una orbita periodica

}

} while (IFound && (K<Ciclos) && Protect);

if (Found && Protect)

{ // Comienza comprobacion de la resonancia hallada

Found=0;

if (Protect)
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{

X=modt(X,&aux);

X0=X;

aux=0.0;

for (J=0; ((J<Periodo) && (Protect)); J++) //Ciclo de check
{

X=modt(X,&aux);
X=FtsEcDif(M,N,IncT,X,0.0,Sigma,S,H1,H2,K1,K2)+aux;
}

Found=((fabsl (X0-mod+(X,&aux2)) < Eps) ||
(fabsl(fabsl(X0-modt (X, &aux2))-1.0) < Eps));

Found = (Found && (fabsl (X-X0-Envolvencia) < Eps));
if (Found && Protect)

{ // Se encontro resonancia y paso el check
X=mod}(X,&aux);

for (12=0; 12<Periodo; 12++)

{

TK[12] = X;

X = modf (X, &aux);

X = FtsEcDif(M,N,IncT,X,0.0,Sigma,S,H1,H2,K1,K2) + aux;
}

return(Found);

}

}

}

X0=mod$ (X &aux); // Si no detecto periodicidad toma otro punto
X=XG0; // mas avanzado de una probable orbita y lo

// utiliza al volver a entrar al loop.

K++;

} while (IFound && (K<Ciclos) && (I<Periodo) && (J<Periodo) && Protect);
return(Found);

}
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