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I n t r o d u c c i ó n 
 
 
El presente trabajo trata de los osciladores geométricos de integración y disparos, de sus 
modelos matemáticos y del uso de la computadora para hacer análisis numérico y 
simulaciones de ellos. 
 
El trabajo está constituido por 2 partes fundamentales: 
 
La primera parte lo integran los capítulos siguientes 
 
• En el primer capítulo, se discuten de manera amena, conceptos básicos de sistemas 

dinámicos, necesarios en los capítulos posteriores. 
 
• En el segundo capítulo, se muestran algunos conceptos y resultados de los sistemas 

dinámicos discretos en la circunferencia. Generalizando algunos de ellos. 
 
• En el tercer capítulo, se describe un sistema mecánico simple, que permite observar 

claramente el origen de la familia clásica de funciones de la circunferencia, y su 
relación con la modelación de neuronas biológicas. 

 
La segunda parte está integrada por: 
 
• El cuarto capítulo, que proporciona información del software construido desde el punto 

de vista del usuario, y se discute la forma en que fueron implementados los algoritmos 
utilizados. 

 
• En el quinto capítulo, se muestra el manual del software. 
 
• En el último capítulo, se exhibe el uso el software, a través de un tutorial, permitiendo: 
 Ejemplificar la teoría expuesta. 
 Motivar a la investigación de este tipo de sistemas, y 
 Reproducir resultados numéricos obtenidos y publicados en libros y revistas 
especializados en el tema. 
 
• Por último, se proporciona un apéndice, con los temas no tratados explícitamente en 

el trabajo, pero que de alguna manera se utilizan en él. 
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1. Sistemas Dinámicos
En muchas ramas de las ciencias se utilizan ecuaciones para describir cuantitati-
vamente fenómenos de la naturaleza, pero no todas las ecuaciones que se plantean,
pueden resolverse y, por lo tanto, no podemos obtener facilmente de ellas la in-
formación que se desea.

Las llamadas ecuaciones lineales permiten un tratamiento algebraico, cuyas
soluciones tienen un comportamiento relativamente simple y pueden ser analizadas
con cierta facilidad. Pero existen otras ecuaciones, las llamadas ”no lineales” que
pueden dar lugar a dinámicas muy complejas y por lo mismo su ánalisis resulta
muy difícil. La mayoría de los procesos de interés en las ciencias naturales son
procesos no lineales. La teoría matemática de los sistemas dinámicos, sirve para
proporcionarnos una mejor comprensión de los modelos que se emplean en difer-
entes ramas de la ciencia; sistemas de índole físico, químico, biológico, económico,
etc. que sufren cambios en el tiempo, y los podemos modelar de alguna forma
matemática.

En éste capítulo se pretende describir conceptos principales de la teoría de
los sistemas dinámicos, que serán relevantes en capítulos posteriores. Iniciaremos
con una de…nición formal de lo que entenderemos por un sistema dinámico, y
posteriormente nos restringiremos a un sistema dinámico en la circunferencia.

1.1. Sistemas Dinámicos

Por sistema se entiende usualmente un conjunto de partes operativamente in-
terrelacionados del que interesa considerar fundamentalmente su comportamiento
global. Un sistema real puede entenderse como una fuente de datos observables de
comportamiento. Un sistema dinámico se caracteriza por un conjunto de variables
relacionadas, que pueden evolucionar en el tiempo, suponiendo que las in‡uencias
externas que actúan sobre él, sean conocidas.

De…nición 1.1 Un Sistema Dinámico es una tripleta (X;G;') donde:
I. X es una variedad diferencial llamada espacio de estados o espacio fase,
II. G un grupo, y
III. ' función de clase Ck, con k > 0, llamado operador de evolución tal que:

' : G£X ! X.

Adoptemos la notación siguiente: 's(x) = '(s; x).
La función ' satisface que 8x 2 X y s, t 2 G lo siguiente:



1. '0(x) = x, y
2. 's('t(x)) = 's+t(x).
A partir de la de…nición 1.1 se tiene lo siguiente:
a. Si G = R , tenemos un Sistema Dinámico Continuo.
b. Si G = Z , tenemos un Sistema Dinámico Discreto.
En muchos casos el espacio fase es un espacio euclideano o un subconjunto de

él, pero puede no tener una estructura euclideana (circunferencia, esfera, toro o
alguna otra variedad diferenciable). En nuestro caso consideraremos a la Circun-
ferencia como el espacio fase en la de…nición de los sistemas de nuestro interes.

c. Si X es una variedad diferencial uno dimensional, y G = Z , tenemos un
Sistema Dinámico Discreto Unidimensional .

d. Si X es la Circunferencia, y G = Z , tenemos un Sistema Dinámico Dis-
creto en la Circunferencia.

Hasta ahora sólo hemos tratado con sistemas donde su comportamiento pasado
y futuro puede predecirse, es decir, el tipo de procesos considerados pueden ser
reversibles. Para estos casos podemos reconstruir toda la historia de dicho fenó-
meno. Sin embargo, existen sistemas que son irreversibles (e.g.: sistemas termod-
inámicos); dichos sistemas son conocidos como sistemas semi-dinámicos.

e. Si G es un semigrupo aditivo, tenemos un Sistema Semi-Dinámico: En este
caso, cuando G = R+ óG = R¡, lo conoceremos como un Sistema Semi-Dinámico
Continuo; y cuando G = N , tenemos un Sistema Semi-Dinámico Discreto.

f. Si X es una variedad diferencial uno dimensional, y G = N , tenemos un
Sistema Semi-Dinámico Discreto Unidimensional .

g. Si X es la Circunferencia, y G = N , tenemos un Sistema Semi-Dinámico
Discreto en la Circunferencia.

1.1.1. Sistemas Semi-Dinámicos Discretos

En la de…nición 1.1 't(x) representa la evolución de x después de t unidades de
tiempo; si pensamos una función f : X ! X como un vehículo que transporta
algún x 2 X una unidad de tiempo, entonces podemos repetir la aplicación t
veces mediante la composición de f consigo misma, obteniendo la evolución de x
después de t unidades de tiempo, que estará representado por f t(x).

En el caso discreto, ' y f describen el comportamiento de x después de t
unidades de tiempo, por lo que 't(x) = f t(x ). En consecuencia, 't(x) viene dada
por la t-ésima iterada de la función f .

Si denotamos por xt = f t(x), tenemos que:
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't+1(x) = f t+1(x) = f(f t(x)) = f(xt) = xt+1, donde t 2 Z o N .

Observación: Si ' es de clase Ck, entonces f también lo es.
Por un lado, dado que f es un vehículo de transporte para cada estado del

sistema, hace posible generar cambios. Por otro, nuestra intuición nos dice que,
para que algo cambie de un estado a otro es necesario aplicarle una fuerza; razón
por la cual la función f podría ser entendida en esta analogía como un operador
que toma en cuenta a las fuerzas involucradas en el sistema.

En lo sucesivo cuando hablemos de un Sistema Dinámico, entenderemos que
se trata de un Sistema Dinámico Discreto Unidimensional, y lo consideraremos
como aquel generado por alguna función f .

En el análisis del comportamiento de los sistemas dinámicos debemos entender
dos tipos de comportamientos importantes: Periódicos y Estables.

1.2. Comportamientos Periódicos

De…nición 2.1: Sea x 2 X, al conjunto °+
x = ffn(x)gn¸0 lo llamaremos: La

Semi-Órbita (o Semi-Trayectoria) Positiva de x.
Cuando f es invertible, podemos de…nir f¡n(x) = (f¡1)n(x), y en éste caso,

la órbita incluye la historia pasada de x, así que, de manera análoga de…nimos al
conjunto °¡

x = ffn(x)gn·0 como: La Semi-Órbita (o Semi-Trayectoria) Negativa
de x.

En consecuencia la órbita de x será la unión de las semi-órbitas positiva y
negativa. Es decir, es el conjunto °x = °+

x [ °¡
x = ffn(x)gn¸0 [ ffn(x)gn·0 =

ffn(x)gn2Z.
De…nición 2.2: Un punto x que cumple f(x) = x, lo llamaremos punto …jo

de f .
La órbita de un punto …jo consiste únicamente de ese punto.
De…nición 2.3: Un punto x que cumple fn(x) = x, lo llamaremos periódico.
Si n es el mínimo entero positivo que satisface la condición fn(x) = x, se le

llama periodo del punto periódico. A éstos puntos los denotaremos por Pern(f).
Al conjunto unión de Pern(f) con n > 1 lo denotaremos por Per(f).
De…nición 2.4: La órbita de un punto periódico de periodo n, está constituida

de los n diferentes puntos x; f(x); f 2(x); :::; fn¡1(x), y al conjunto de estos n
puntos se le llama órbita periódica de periodo n.

Las órbitas periódicas de periodo n, son también llamadas n-ciclos.
En consecuencia todos los puntos de una órbita periódica de periodo n son

periódicos de periodo n.
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De…nición 2.5: Un punto x se llama eventualmente periódico de periodo n, si
x no es periódico de periodo n, pero existe m > 0 tal que fn+i (x) = fn (f i (x)) =
f i (x) para toda i ¸ m.

Es decir, f i (x) es periódico de periodo n para i ¸ m, por ende la órbita
periódica de un punto eventualmente periódico de periódo n, está constituida de
los n diferentes puntos f i(x); f i+1(x); f i+2(x); :::; f i+n¡1(x). Este tipo de puntos
pueden sólo ocurrir en sistemas semi-dinámicos, pues en esta situación no hay
inyectividad de la función.

1.3. Comportamientos Estables

La estabilidad de un sistema dinámico se re…ere a la permanencia en el tiempo del
comportamiento de dicho sistema ante los cambios que puedan sufrir los diversos
elementos que lo componen.

Mencionaremos los conceptos de estabilidad en el sentido de Lyapunov, para
las dinámicas más fundamentales que encontramos en los sistemas dinámicos.

De…nición 3.1: Sea x¤ un punto periódico de f . Decimos que x¤ es estable
si para para toda V vecindad de x¤, existe una vecindad V 0 ½ V de x¤ tal que si
x 2 V 0, entonces fn(x) 2 V , 8n > 0.

De…nición 3.2: x¤ si además de satisfacer la de…nición 3.1, cumple que

lim n!1fn(x) = x¤,

para toda x en alguna vecindad de x¤, se dice que es asintóticamente estable.
De modo sencillo, podemos decir que un punto es estable si la sucesión ff t(x)g

no se aleja del equilibrio, para valores de x próximos al equilibrio; es asintótica-
mente estable si tiende hacia el equilibrio también para valores próximos.

De…nición 3.3: Puntos periódicos estables pero no asintóticamente estables
son llamados neutrales o simplemente estables.

De…nición 3.4: Un punto …jo que no es estable se dice que es inestable.
De…nición 3.5: Una órbita periódica de periodo n es estable (respectivamente

asintóticamente estable e inestable) si para cualquiera de sus puntos, como puntos
…jos de fn, satisfacen la condición correspondiente.

De…nición 3.6: Si x¤ es un punto periódico asintóticamente estable, la cuenca
de atracción de x¤ es el conjunto:

fx : limn!1 fn(x) = x¤g.
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A partir de la última de…nición, decimos que para cualquier órbita periódica
asintóticamente estable °, existe un abierto U , con ° ½ U , tal que si x 2 U ,
entonces

lim n!1d(fn(x);°) = 0.

1.3.1. Conjugación Topológica

De…nición 3.7: Sean f , g : X ! X funciones continuas. Si existe h : X ! X
homeomor…smo que cumpla g ± h = h ± f , decimos que f y g son funciones
conjugadas topológicas, y a h se le conoce como conjugación topológica.

Proposición 3.1: La relación de conjugación topológica tiene las propiedades
siguientes:

I. Es una relación de equivalencia; es decir, es re‡exiva, simétrica y transitiva,
y, por tanto, de…ne un espacio cociente o espacio de clases de equivalencia.

II. Se veri…ca que si f y g son conjugados topológicos, para cualquier n 2 N
se cumple que gn ± h = h ± fn.

De esto, se sigue que tienen igual número de puntos periódicos.
Por lo tanto, los puntos …jos y órbitas periódicas de la función f se correspon-

den con los puntos …jos y órbitas periódicas de la función g. Conduciendo a decir
que ambas funciones tienen la misma estructura bajo iteracción.

III. La conjugación topológica preserva las propiedades de estabilidad.
El concepto de conjugación topológica nos provee de una clasi…cación de los

sistemas dinámicos, de modo que en ciertos casos, es posible analizar la dinámica
de un sistema pasando a otro topológicamente equivalente más sencillo de estudiar.

1.3.2. Conjuntos Límites

Siempre será importante conocer el origen y el destino …nal de cualquier sistema
de estudio, razón por la cual se proporcionan los siguientes conceptos:

De…nición 3.8: El conjunto omega-límite de x, denotado por !(x), del
sistema dinámico generado por f , es el conjunto de puntos de acumulación de
ffn(x) : n 2 Ng.

De…nición 3.9: Si la función f tiene inverso, entonces podemos de…nir el
conjunto alfa-límite de x, denotado por ®(x), del sistema dinámico generado por
f , como el conjunto de puntos de acumulación de f , es decir ffn(x) : ¡n 2 Ng.
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Proposición 3.2: Dos funciones que son topológicamente conjugadas dan lu-
gar a sistemas dinámicos tal que sus correspondientes !-límites son homeomorfos.
[Ref. 2]

1.4. Bifurcaciones en Sistemas con Parámetros

Una cuestión de gran importancia que debe ser considerada para analizar la
dinámica de los sistemas es: ¿Qué tipo de cambios se pueden dar en la evolución
de un sistema dinámico ante una pequeña modi…cación de la función que gobierna
el sistema? Una posible respuesta la proporciona la teoría de las bifurcaciones.

Las bifurcaciones de sistemas ocurren al estudiar la dinámica generada por
familias de funciones que dependen de uno o varios parámetros (condiciones ex-
ternas al sistema).

Un diagrama de bifurcación es una representación visual de la iteración de una
familia de funciones dependiente de un parámetro que varía, mientras los demás
estan …jos.

Para observarlo con claridad, quizás sea conveniente considerar un ejemplo.
Supongamos la siguiente familia de funciones:

fr (x) = rx(1 ¡ x).

Podemos, para diversos valores del parámetro r 2 [1:0; 4:0], iterar la función
con un valor de r determinado y apartir de alguna condición inicial …jada de
antemano, pensemos en x0 = 0:16., poder observar como afecta modi…car r en el
comportamiento de la función.

Para ello, utilizamos un plano cartesiano, donde el eje horizontal mide el
parámetro r, y el vertical mide la distribución de la sucesión fkr (x0) con 300 ·
k · 400. Naturalmente los números 300 y 400 son arbitrarios, pero es conveniente
quitar los primeros puntos para que la iteración llegue a su posible régimen esta-
cionario y no queden representados puntos que no son relevantes. Vease la …gura
1.1 con la información proporcionada:

Del estudio del diagrama de bifurcación se desprenden las características de
la relación entre el parámetro y el comportamiento de la iteración de la función.
Cuando a cada valor del parámetro (eje horizontal) le corresponde un sólo valor en
el eje vertical, signi…ca que hay un único equilibrio; cuando son dos hay un ciclo
de orden dos, etc. Dentro de la zona densa hay ventanas periódicas (zonas que
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Fig. 1.1:

se van blancas), algunas distinguibles y otras que no se ven. Sin embargo, como
muchos de esos periodos son grandes, no se pueden distinguir en el diagrama de
aquellos valores que originan comportamientos caóticos.

Desde el punto de vista de las aplicaciones, basta ver el diagrama de bifurcación
para asegurar la complejidad de un determinado sistema dinámico.

Calcular analíticamente las bifurcaciones de sistemas generados por alguna
función, representa un esfuerzo formidable, pues para el caso en que la función
fuese un polinomio de grado dos, calcular las órbitas periódicas de periodo n,
equivale a resolver una ecuación polinomial de grado 2n¡ 1; trabajo imposible en
general. Sin embargo numéricamente se tienen más posibilidades para estudiar
estos sistemas.

1.5. Comportamientos Caóticos

A pesar de su orden fundamental, la naturaleza nos presenta un aspecto des-
ordenado, ya que está siempre sujeta a la intervención de fuerzas externas. El
crecimiento de un árbol puede ser reprimido por la sequía o el fuego, una onda
luminosa puede ser distorsionada por el calor, un panal puede ser destrozado por
un oso. El tejido de las apariencias externas no es fácil de penetrar. Parece
carecer de costuras, y su misma belleza es perturbadora, es por eso que una cosa
es sencillamente admirar y contemplar la fachada y otra, investigar lo que hay
detrás.

¿Por qué la realidad es difícil de comprender? La respuesta más general a esta
pregunta es, tal vez, porque dicha realidad está compuesta de muchas partes que
se interrelacionan entre sí, de modo que se hace difícil integrar lo escencial en unos
pocos conceptos. Esto tiene como consecuencia que para comprender esa realidad
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como un todo, como una unidad, haya que prescindir de algunos aspectos, o de
algunas partes de ella; y esa simpli…cación lleva a perder rasgos quizá escenciales.
Cuando, mediante un modelo simpli…cado, se capta lo básico de una situación, no
se puede a…rmar de modo rotundo que esa situación es compleja. En de…nitiva,
una primera aproximación, podríamos decir que algo es complejo cuando es claro
que se trata de una única realidad, de una sola cosa, pero que, al mismo tiempo,
está compuesta por muchas partes, todas ellas necesarias y difíciles de agrupar
bajo una sola idea.

Por tanto, de algún modo podemos decir que, aunque una realidad sea com-
pleja, cuando logramos un modelo que capta lo escencial, hemos llegado a de-
senmarañar la complejidad y la hemos hecho comprensible. Y una prueba uni-
versalmente aceptada de que esta tarea ha sido llevada a cabo con éxito es si
ese modelo sirve para predición en muchos casos. Diremos que una realidad es
compleja cuando, conociendo muy bién sus causas, su estructura, su fundamento,
etc., se hace difícil predecir cual va a ser su comportamiento.

1.5.1. Sistemas Dinámicos Caóticos

De…nición 5.1: Diremos que f : X ! X es una aplicación topológicamente
transitiva, si para cualesquiera dos abiertos de X ,U y V , existe un entero positivo
k, tal que fk(U) \ V 6= Á.

Señalando que el sistema no podrá descomponerse en dos subconjuntos dis-
juntos invariantes con interior no vacio. (Si f posee una órbita densa, entonces el
sistema es topologicamente transitivo).

De…nición 5.2: Decimos que f : X ! X tiene sensibilidad a las condiciones
iniciales, si existe un número a > 0 tal que para todo punto x 2 X, y para
todo abierto de x, U , existe un punto y 2 U y n entero positivo, veri…cando que
d[fn(x); fn(y)] > a.

Indicando que pequeños errores en la estimación de valores de la función se
pueden ampliar considerablemente al iterarla.

De…nición 5.3: (Devaney) Decimos que f : X ! X genera un sistema
dinámico caótico si cumple las siguientes condiciones:

I) Tiene sensibilidad a las condiciones iniciales, indicando que por muy cerca
que estén dos estados iniciales, la evolución de uno y otro, sometidos a la misma
ley evolutiva, puede ser totalmente distinta.

Este es quizá el más sorprendente de los rasgos del caos: la existencia de leyes
deterministas y prácticamente imprevisibles.
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II) Es topológicamente transitiva, señalando que el sistema comienze donde
comienze, pasará cerca de cualquier posible estado en algún momento.

III) El conjunto de puntos periódicos es denso en X, indicando que en las
cercanías de cualquier estado hay puntos periódicos.

1.5.2. Exponente de Lyapunov

Es un concepto útil para determinar si un sistema es caótico. Pues mide una
de las características que de…nen al caos: sensibilidad con respecto a condiciones
iniciales.

Consideremos f : S1 ! S1, veamos cual es el exponente de Lyapunov para
f . Eligamos dos puntos que distan ², a saber x0 y x0 + ², tal que en la N-ésima
iterada estan en fN(x0) y fN(x0 + ²) respectivamente(ver …gura 1.2):

Fig. 1.2:

Sea F (x0; ²; N) =
¯̄
fN(x0) ¡ fN(x0 + ²)

¯̄

Supongamos que el comportamiento de F es el siguiente: F (x0; ²; N) = ²eN¸(f;x0),

) ²eN¸(f;x0) =
¯̄
fN (x0 + ²) ¡ fN (x0)

¯̄

) eN¸(f;x0) =
¯̄
¯̄f
N(x0 + ²) ¡ fN(x0)

²

¯̄
¯̄

) N¸(f; x0) = ln
¯̄
¯̄f
N (x0 + ²) ¡ fN (x0)

²

¯̄
¯̄

) ¸(f; x0) =
1
N

ln
¯̄
¯̄f
N(x0 + ²) ¡ fN(x0)

²

¯̄
¯̄

) ¸(f; x0) =
1
N

ln
¯̄
(fN)¶(x0)

¯̄
=

¡ 1
N

¢PN¡1
i=0 ln j((f i)¶(x0))j

Cuando N ! 1, tenemos:
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) ¸(f; x0) = limN!1
¡
1
N

¢PN¡1
i=0 ln

¯̄
¯̄df
i(x0)
dx

¯̄
¯̄

Se sabe que, bajo ciertas condiciones bastante usuales, el límite anterior no
depende de la condición inicial x0.

Para el caso en que el exponente de Lyapunov no depende de condiciones
iniciales, se de…ne en términos de la función.

De…nición 5.4: El exponente de Lyapunov asociado a un sistema dinámico
generado por una función f es:

¸(f) = limn!1 1
n

Pn¡1
i=0 ln

¯̄
¯̄df
i(x)
dx

¯̄
¯̄

Si el exponente de Lyapunov es positivo, indica que el sistema es sensible
con respecto a las condiciones iniciales; en caso contrario(cuando es negativo) el
sistema tiene por lo menos una órbita estable.

2. Dinámica de las Funciones de la
Circunferencia

Las funciones de la circunferencia determinan sistemas dinámicos útiles para mod-
elar diversos procesos naturales donde se mani…esta una actividad cíclica. En éste
capítulo llevaremos a cabo una revisión de las principales herramientas teóricas
para estudiar la dinámica de estas funciones. Como se verá en el capítulo sigu-
iente, varios modelos de osciladores de integración y disparo, tienen funciones de
la circunferencia como funciones de fase de disparos. El análisis de la dinámica de
estas funciones revela información importante sobre la forma en que estos sistemas
responden a forzamientos externos.

2.1. Funciones de la Circunferencia

Denotaremos por S1 a la circunferencia, identi…cada con el conjunto fz 2 C :
jzj = 1g.

En rigor, debemos decir que S1 es la clase de equivalencia topológica de la cir-
cunferencia unitaria del plano complejo. Todo aquél conjunto que sea homeomorfo
a esta circunferencia será también una representación de ella.

Para nuestros propósitos, una representación útil de S1, la obtenemos del
espacio cociente S1 = R=Z, mediante la relación x » y , x¡ y 2 Z.
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De…nición 1.1:
I. Una función f : S1 ! S1 se llama función de la circunferencia.
II. Si f es continua, la llamaremos endomor…smo.
III. Si f es continua con inversa continua, la llamaremos homeomor…smo.
La grá…ca de una función de la circunferencia es un subconjunto de T 2 =

S1 £ S1, super…cie conocida como el Toro.
Cada punto de S1, mediante la identi…cación que nos ofrece el espacio cociente

R=Z, tiene un representante en el intervalo [0; 1], donde el 1 es identi…cado con
el 0, por ende cada punto de S1 £ S1 puede representarse por un punto en el
cuadrado unitario [0; 1] £ [0; 1]; en donde además los lados opuestos de dicho
cuadrado quedan identi…cados. Fig 2.1.

Fig. 2.1: Visualización en el Toro plano

Llamaremos a dicho cuadrado unitario el Toro Plano.
La grá…ca de un endomor…smo es una curva continua en S1 £ S1. Esta curva

envuelve al toro una vez en la dirección de los paralelos y un cierto número de
veces en la dirección de los meridianos. Pudiéndose visualizar en el Toro Plano,
como se muestra en las Figs. 2.2 y 2.3:

Fig. 2.2: Curva continua que envuelve al toro 1 vez en la dirección de los paralelos y 1
vez en la dirección de los meridianos.
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Fig. 2.3: Curva continua que envuelve al toro 1 vez en la dirección de los paralelos y 2
veces en la dirección de los meridianos.

2.1.1. Iteraciones de Funciones de la Circunferencia

La dinámica generada por una función de la circunferencia, pueden ser analizada
gra…camente a traves de sus iteraciones en el toro plano, mediante el procedimiento
siguiente (Fig. 2.4):

Fig. 2.4: Iteración

Dado que cada punto x 2 [0; 1] puede identi…carse con el punto (x; x) de la
diagonal del toro plano, la evolución de las trayectorias estará descrita así:

I. A partir de un punto inicial (x0; x0), trazamos una recta vertical hasta
intersectar la grá…ca de f , dicha intersección tendrá coordenadas (x0; f(x0)), y

II. apartir de ahí, trazamos una recta horizontal hasta intersectar nuevamente
la diagonal, obteniendo como punto de intersección (f(x0); f(x0)). El cual repre-
senta la imagen bajo f del punto inicial elegido.

Podemos seguir iterando de ésta manera y obtener una sucesión de puntos en
la diagonal, que se proyectan sobre una órbita en [0; 1].
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Los puntos …jos de la función son evidentemente las intersecciones de la grá…ca
con la diagonal. Del mismo modo, los puntos periódicos de periodo q, serán los
puntos de intersección de la grá…ca de la q-ésima iterada de la función con la
diagonal.

2.2. Levantamientos

Para estudiar funciones de la circunferencia, conviene asociarles una función real
de variable real, que re‡eje propiedades que posee la función original.

2.2.1. Proyección Canónica

De…nición 2.1: El conjunto S1 = fz 2 C : jzj = 1g puede ser parametrizado
mediante la función ¼ : R ! S1, de…nida por ¼ (t) = ei2¼t, la cual es llamada
proyección canónica. (Fig. 2.5)

Fig. 2.5: Proyección Canónica

Proposición 2.1: ¼ (t) es continua.
Demostración:
Identi…cando al plano complejo con R2, ¼ puede ser de…nida a través de la

correspondencia siguiente:

¼ : R! R2

t! (cos(2¼t); sin(2¼t))

Entonces
d¼
dt

= (¡ sin(2¼t); cos(2¼t)) existe para toda t 2 R, por lo que ¼ es
diferenciable en R, y por lo tanto es continua en R. }

Proposición 2.2: 8t; s 2 R, se tendrá que ¼ (t) = ¼ (s) , t ´ s mod(1), es
decir, ¼ (t) = ¼ (s) , t = s+ k, para algún k 2 Z.

Demostración:
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¼ (t) = ¼ (s)
e2¼it = e2¼is

e2¼i(t¡s) = 1
t = s + k, para algún k 2 Z

t = s mod(1) para algún k 2 Z:}

Proposición 2.3: ¼ (t1 + t2) = ¼ (t1)¼ (t2) 8t1; t2 2 R.
Demostración:
¼ (t1 + t2) = e2¼i(t1+t2) = e2¼it1e2¼it2 = ¼ (t1)¼ (t2). }

2.2.2. De…nición y Propiedades del Levantamiento

De…nición 2.2: Sea f un endomor…smo. Una función continua F : R ! R que
cumple ¼ ± F = f ± ¼, es llamada una representación o un levantamiento de f .

Es decir, F hace posible que el siguiente diagrama (Fig. 2.6)sea conmutativo:

Fig. 2.6: Diagrama Conmutativo

Proposición 2.4: Una función continua F : R! R, es un levantamiento de
una función de la circunferencia si y sólo si 8 t, s 2 R tal que t¡s 2 Z, se cumple
que F (t) ¡ F (s) 2 Z.

Demostración:
Si F es un levantamiento de una función de la circunferencia f , y t¡ s 2 Z,
) ¼(t) = ¼(s), de donde, ¼(F (t)) = f(¼(t)) = f(¼(s)) = ¼(F (s))
) F (t) ¡ F (s) 2 Z.
Reciprocamente, consideremos una rama cualquiera de ¼¡1, y f(x) = ¼(F (¼¡1(x))).
Ahora, dado t 2 R, sea s = ¼¡1(¼(t)), entonces t ¡ s 2 Z, pero como F (t) ¡

F (s) 2 Z, se concluye que:
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¼(F (t)) = ¼(F (s)) = ¼(F (¼¡1(¼(t)))) = f(¼(t)). }
De…nición 2.3: Decimos que una función continua real de variable real F :

R! R, tiene grado k, con k 2 Z, si 8t 2 R se cumple que F (t+ 1) = F (t) + k.
Observación:
- Si k = 0 entonces F es periódica.
- Denotaremos el Grado de un Levantamiento F como k(F ).
Proposición 2.5: Toda función continua real de variable real de grado entero

es un levantamiento de algún endomor…smo de la circunferencia.
Demostración:
Sea F una función continua real de variable real con k(F ) 2 Z, y s; t 2 R tal

que s¡ t 2 Z, es decir, existe m 2 Z tal que s = t+m.
Entonces F (s) = F (t+m) = F (t)+mk(F ), por lo que F (s)¡F (t) = mk(F ) 2

Z.
Entonces por la proposición 2.4, F es un levantamiento de una función de la

circunferencia.}
Veamos algunos ejemplos de levantamientos con grados distintos (Figs. 2.7,

2.8 y 2.9):

Fig. 2.7: Levantamiento de Grado Cero

Proposición 2.6: Sea f un endomor…smo de la circunferencia y F un lev-
antamiento continuo de f . F ¤ será otro levantamiento continuo de f si y sólo si
existe cF ¤;F 2 Z tal que F ¤(t) = F (t) + cF ¤;F , 8t 2 R.

Demostración:
))
Supongamos que F y F ¤ son distintos levantamientos de f , entonces:
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Fig. 2.8: Levantamiento de Grado Uno

Fig. 2.9: Levantamiento de Grado Dos

¼(F ¤(t)) = f(¼(t)) = ¼(F (t)), 8t 2 R

) F ¤(t) ¡ F (t) 2 Z, 8t 2 R
) F ¤(t) = F (t) + cF¤;F (t), siendo cF¤;F una función que toma valores enteros

8t 2 R.
La continuidad de F ¤ y F implican continuidad de la función cF¤;F y como

ésta sólo toma valores enteros, debe ser constante.
()
Supongamos que F ¤ es tal que existe cF¤;F 2 Z satisfaciendo
F ¤(t) = F (t) + cF¤;F , 8t 2 R
) ¼(F ¤(t)) = ¼(F (t) +m) = ¼(F (t)) = f(¼(t)) ) ¼(F ¤(t) +m) = f(¼(t))
en consecuencia F ¤ es también levantamiento de f . }
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Proposición 2.7: Sea f un endomor…smo de la circunferencia y F un levan-
tamiento continuo de f de grado k(F ). Si F ¤ es otro levantamiento continuo de
f de grado k(F ¤), entonces k(F ) = K(F ¤).

Demostración:
Dado que F es levantamiento continuo de f de grado k, entonces F (t+ 1) =

F (t) + k.
Como F ¤ es otro levantamiento de f , entonces F ¤(t) = F (t) +m,
) F ¤(t+ 1) = F (t+ 1) +m = F (t) + k +m = F (t) +m+ k = F ¤(t) + k.
Por lo tanto F ¤ también tiene grado k. }
Dado que el grado de los levantantamientos de un endomor…smo f de la cir-

cunferencia es el mismo, podemos hablar de dicho grado, como el grado del endo-
mor…smo.

De…nición 2.4: El grado de un endomor…smo f , denotado por k(f), es el
grado de sus levantamientos.

Proposición 2.8: Si f es un endomor…smo de la circunferencia de grado
k = k(f), entonces para todo levantamiento F de f se tiene:

F (t+m) = F (t) +mk, 8t 2 R y 8m 2 Z.

Demostración: ( Inducción sobre m)
Si m = 1, por de…nición de levantamiento de grado k, se cumple que:

F (t+ 1) = F (t) + k

Supongamos que se cumple para m¡ 1

F (t+ (m¡ 1)) = F (t) + (m¡ 1)k

Demostraremos que es valido para m.
F (t+m) = F (t+m¡ 1 + 1) = F (t+ (m¡ 1)) + k = F (t) + (m¡ 1)k + k =

F (t) +mk. }
Proposición 2.9: Para cada endomor…smo f , existe un entero k y una función

continua real de variable real F que es un levantamiento de f .de grado k = k(f).
Este levantamiento continuo de f es único salvo por la suma de constantes enteras.

Demostración:
Sea f un endomor…smo y F una función continua real de variable real de

grado k, tal que para ésta última, podemos de…nir FI como la restricción de F al
intervalo I = [0; 1] ½ R, entonces FI(0) = FI(1)mod 1, existiendo k 2 Z tal que
FI(1) = FI(0) + k y la extensión de FI(t) a todo R dada por:
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F (t+m) = FI(t) +mk

es continua y de grado k.
Además F es levantamiento de f , ya que dado cualquier ¾ = t+m con t 2 I

y m = [¾], se tiene:

¼(F (¾)) = ¼(F (t+m)) = ¼(FI(t) +mk) = ¼(FI(t))
= ¼(¼¡1(f(¼(t)))) = f(¼(t)) = f(¼(¾)).

Mostrar que dos levantamientos F yG continuos de un endomor…smo f di…eren
necesariamente por una constante entera, es consecuencia de la proposición 2.6.
}

Proposición 2.10: Si F es un levantamiento de un endomor…smo f de grado
k, entonces F n es un levantamiento de fn y tiene grado kn.

Demostración: ( Inducción sobre n)
Para n = 1 es valido, pues como F es levantamiento de f , se tiene que:

¼ ± F = f ± ¼,

Supongamos que la proposición es valida para n, es decir

¼ ± F n = fn ± ¼,

demostraremos que es valido para n+ 1,

¼ ± F n+1 = ¼ ± F n ± F = fn ± ¼ ± F = fn ± f ± ¼ = fn+1 ± ¼.

Además como f es continua y claramente Fn(t+ 1) = Fn(t) + k(f), entonces
F n es un levantamiento de fn.

Resta probar que fn tiene grado kn, para ello procedamos por inducción sobre
n.

Para n = 1, es valido pues dado que f es de grado k, entonces F (t + 1) =
F (t) + k

Para n = 2, entonces F 2(t+ 1) = F (F (t+ 1)) = F (F (t) + k) = F 2(t) + k2.
Supongamos que la proposición es valida para n, es decir

F n(t+ 1) = Fn(t) + kn,
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demostraremos que es valido para n+ 1,
F n+1(t+1) = F (Fn(t+1)) = F (F n(t)+kn) = F (F n(t))+kkn = F n+1(t)+kn+1

.}
Observación: Sean F y G levantamientos de un endomor…smo de grado k,

entonces F ±G y G ± F son levantamientos de f 2 con grado k2.
La proposición 2.10 relaciona los puntos periódicos de una función de la circun-

ferencia y sus levantamientos. Grá…camente, la proposición indica que la grá…ca
del levantamiento F n intersecta a la recta s = t+k, siendo k el grado de la función
(Fig. 2.10).

Fig. 2.10: Gra…ca de F n

Para conocer la grá…ca de un levantamiento en toda la recta, bastará conocerla
en un intervalo de longitud uno, pensemos en [0; 1].

Si el grado de la función es k, entonces el punto …nal en 1 está k unidades
arriba que el punto en 0. Ahora, a partir del punto (1; F (1)) repetimos el mismo
razonamiento, obteniendo que F (2) ¡ F (1) = k. Por lo tanto repitiendo éste
proceso, a izquierda y derecha del trozo de la grá…ca conocido, se obtiene la
grá…ca del levantamiento.

De…nición 2.5: Llamaremos al intervalo de la grá…ca de un levantamiento
que asume valores en [0; 1], un intervalo fundamental. (Fig. 2.11)

Apartir del intervalo fundamental, la grá…ca de una función en la circunferen-
cia puede obtenerse considerando cualquiera de sus levantamientos continuos en
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Fig. 2.11: Intervalo Fundamental

dicho intervalo. Dicha grá…ca cruzará verticalmente un número entero de cuadra-
dos de lado uno; estos nos determinan un rectangulo de base uno y altura igual a
un entero, digamos k, que resultará ser el grado de la función de la circunferen-
cia. Cortemos ahora este rectángulo en k cuadrados unitarios y superponiéndolos
obtenemos la grá…ca de f .

Proposición 2.11: Sea f un endomor…smo de la circunferencia. Entonces f
tiene una órbita periódica de periodo q si y sólo si para todo levantamiento F de
f , existen t 2 R y pF;t 2 Z que cumplen:

F q(t) = t+ pF;t

Demostración:
))
Dado que f tiene una órbita periódica de periodo q, existen x 2 S1 y t 2 R

tal que:

¼(t) = x y f q(x) = x) f q(¼(t)) = ¼(t)

Si F es un levantamiento de f entonces

f(¼(t)) = ¼(F (t)) ) f q(¼(t)) = ¼(F q(t)),

y como:

f q(¼(t)) = ¼(t) ) ¼(F q(t)) = ¼(t),
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entonces existe pF;t tal que:

F q(t) = t+ pF;t

()
Si existen t 2 R y pF;t 2 Z, tal que:

¼(t) = x y F q(t) = t+ pF;t
) f q(x) = f q(¼(t)) = f q¡1(f(¼(t))) = f q¡1(¼(F (t)))

= ::: = ¼(F q(t)) = ¼(t+ pF;t) = ¼(t) = x,
) f q(x) = x. }

Proposición 2.12: Sean F y F levantamientos de un endomor…smo f , tal
que 8t 2 R, F (t) = F (t)+cF;F , con cF;F 2 Z. Suponiendo que k(f) = k, entonces:

F n(t) = F n(t) + cF;F
Pn¡1
i=0 k

i

Demostración: (Inducción sobre n)
Para n = 1 es obvio, pues por de…nición: F (t) = F (t) + cF;F
Para n = 2 se tendrá:

F 2(t) = F (F (t)) = F (F (t) + cF;F ) = F (F (t) + cF;F ) + cF;F =
F (F (t)) + cF;Fk + cF;F

Por lo tanto:F 2(t) = F 2(t) + cF;Fk + cF;F
Supongamos que la proposición es valida para m < n
Demostremos que la proposición también es valida para n:

Fn(t) = F (F n¡1(t)) = F (F n¡1(t)) + cF;F =
F (F n¡1(t) + cF;F

Pn¡2
i=0 k

i) + cF;F = F (F n¡1(t)) + (cF;F
Pn¡2
i=0 k

i)k + cF;F =
F n(t) + cF;F

Pn¡1
i=1 k

i + cF;F = F n(t) + cF;F
Pn¡1
i=0 k

i

Por lo tanto tenemos que:

F n(t) = F n(t) + cF;F
Pn¡1
i=0 k

i }
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Corolario 3.5.1: Cuando k(f) = 1 ) F n(t) = F n(t) + cF;Fn.
Demostración Pues n =

Pn¡1
i=0 1i.

Corolario 3.5.2: Particularmente cuando f tiene un punto periódico, de
periodo q, entonces para todo levantamiento F y toda t, existe pF;t y cF;F tales
que:

F q(t) = f t+ pF;t + cF;F
¡
1¡kq
1¡k

¢
cuando k 6= 1

t+ pF;t + cF;Fq cuando k = 1 .

Demostración
Dado que f tiene un punto q-periódico, existe pF;t, tal que: F q(t) = t + pF;t,

entonces:
Caso I) Si k 6= 1 se tendrá:
F q(t) = F q(t) + cF;F

Pq¡1
i=0 k

i = t+ pF;t + cF;F
¡1¡kq
1¡k

¢
, y

Caso II) Si k = 1 se tendrá:
F q(t) = F q(t) + cF;F

Pq¡1
i=0 k

i = t+ pF;t + cF;F
Pq¡1
i=0 1

i = t+ pF;t + cF;Fq }.

2.3. Homeormor…smos de la Circunferencia

De…nición 3.1: Sea f un homeomor…smo de la circunferencia y F un levan-
tamiento continuo de f . Diremos que: f es monótono creciente o decreciente si
F lo es.

Proposición 3.1: Si f es un homeomor…smo de la circunferencia y F es
un levantamiento de f , entonces F es un homeomor…smo y ademas F¡1 es un
levantamiento de f¡1.[Ref. 2]

Proposición 3.2: Sean f , g funciones continuas de la circunferencia y F , G
sus levantamientos respectivos. Si f y g son topológicamente conjugadas entonces
F y G son topológicamente conjugadas.

De…nición 3.2: Decimos que S1 esta orientada positivamente (Fig. 2.12),
si la recta tangente en el punto de referencia es el vector unitario (¡ sin(0) ,
cos(0)) = (0; 1)

Intuitivamente ésta orientación es simplemente recorrer la circunferencia en el
sentido contrario a las manecillas del reloj. De aquí en adelante supondremos que
la circunferencia esta orientada positivamente.

De…nición 3.3: Dados x, y 2 S1, con x = e2¼itx e y = e2¼ity , decimos que
x < y , 9® 2 R+ tal que ty = tx + ®.
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Fig. 2.12: Orientación Positiva

De…nición 3.4: Decimos que una función continua de la circunferencia preserva
orientación si para cualquier x, y 2 S1, se satisface la de…nición 3.3

De…nición 3.5: El arco que va de x a y, con x; y 2 S1 es:

arc (x; y) = fz 2 S1 : x · z · yg.

Abreviaremos ”homeomor…smo que preserva orientación” por HPO.

Proposición 3.3: Cualquier levantamiento de un HPO es estrictamente cre-
ciente.

Demostración: Consecuencia de la de…nición 3.4 }
Proposición 3.4: Sea f un HPO, entonces k(f) = 1.
Demostración:
Pues, como los levantamientos de f son estrictamente crecientes, su grado es

mayor o igual a 1. Si fuese mayor que uno, entonces, por el teorema de valor medio
para funciones continuas, entre t y t+1, existiría s tal que F (s) = F (t)+1, siendo
F un levantamiento cualquiera; entonces f(¼(s)) = ¼(F (s)) = ¼(F (t) + 1) =
¼(F (t)) = f(¼(t)), y por lo tanto f no sería inyectiva.

En consecuencia k(f) = 1. }
Proposición 3.5: Sea f es un homeomor…smo que invierte orientación. Si

F es un levantamiento de f , éste resulta ser decreciente y F (t+ 1) = F (t) ¡ 1 ,
8t 2 R y 8k 2 Z.

Proposición 3.6: Dada una función continua y sobre de la circunferencia, de
grado 1 ó ¡1, cuyos levantamientos son estrictamente monotonos, es un homeo-
mor…smo.

Un resultado que permite caracterizar a los HPO´s es el siguiente:
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Proposición 3.7: f es una función continua de la circunferencia, inyectiva y
de grado 1 si y sólo si f es un HPO.

2.3.1. Funciones Diferenciables

De…nición 3.6: Decimos que f es diferenciable si cualquier levantamiento F de
f lo es.

Proposición 3.8: Si f es diferenciable, entonces las derivadas de todos sus
levantamientos son iguales.

Demostración: Consecuencia de que, distintos levantamientos di…eren en con-
stantes. }

Proposición 3.9: Sea x un punto periódico de periódo q, y t 2 R tal que
¼(t) = x, entonces:

I. Si j(f q)0(x)j < 1 entonces la órbita de x es estable.
II. Si j(f q)0(x)j > 1 entonces la órbita de x es inestable.
De…nición 3.7: Sea x un punto periódico de periodo q, es llamado hiperbólico

si j(f q)0(x)j 6= 1.
De…nición 3.8: Si x es hiperbólico, su órbita es llamada hiperbólica.
De…nición 3.9: El número (f q)0(x) es llamado el multiplicador del punto

periódico.
Proposición 3.10: Si x es un punto periódico hiperbólico de periodo q y

j(f q)0(x)j < 1, entonces la órbita °x¤ es asintóticamente estable. En éste caso,
°x¤ se llama atractor periódico exponencial.

De…nición 3.10: Sea x un punto periódico de periodo q. Si f 0(x) = 0,
entonces es llamado super-estable.

Proposición 3.11: Si x¤ es un punto periódico hiperbólico de periodo q y
j(f q)0(x)j > 1, entonces existirá una vecindad V de x tal que si x0 2 V , x 6= x0
entonces existe k tal que fn(x0) =2 V para todo n ¸ k. En tal caso, x es llamado
repulsor periódico exponencial.

De…nición 3.11: Si en un homeomor…smo, tanto f como f¡1 son diferencia-
bles, diremos que es un difeomor…smo.

2.4. Número y Conjunto de Rotación

Trataremos de encontrar un invariante que nos determine a que rotación esta
relacionado un homeomor…smo dado, con la posibilidad de que pueda de…nirse
para el caso en que el homeomor…smo no tenga órbitas periódicas.
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Cuando tenemos una órbita con rotación de ángulo
¡m
n

¢
2¼, n determina el

periódo de sus órbitas y m determina el número de vueltas que la órbita da a
la circunferencia antes de regresar al punto de partida. Este tipo de órbitas, le
imponen un orden determinado a todas las restantes órbitas.

A cada homeomor…smo le asociaremos un número, que llamaremos número de
rotación, que determina a que rotación está asociado dicho homeomor…smo.

Fig. 2.13: Órbitas Periódicas con distinto Número de Rotación.

Haciendo referencia a la parte izquierda de la Fig. 2.13, sea ®i el ángulo
formado por f i¡1 (p), c, f i (p) donde c es el centro del círculo. Análogamente
en la parte derecha de la Fig. 2.13 sean ¯i los ángulos correspondientes para la
función g.

El promedio de las ®i es 1
3§®i =

1
32¼ y el de las ¯i es 1

5§¯i =
2
52¼.

Si g tuviera otra órbita periódica, ésta sería de periodo 5 y el promedio de los
ángulos de rotación también sería 2

52¼, ya que al recorrerse en el mismo orden
implica que la suma de los ángulos es 4¼ y por tanto el promedio es 2

5 (2¼).
El promedio mencionado es un buen candidato para ser el número de rotación,

pues es de esperarse que atraves de él podamos asociar a un homeomor…smo la
rotación correpondiente, sin recurrir a la geometría de ninguna órbita.

Veamos como podemos calcularlo, para ello haremos uso de la información que
nos proporcionan los levantamientos. (Fig. 2.14)

Sea F algún levantamiento de un HPO f , y sea ¼(t) = x, entonces el án-
gulo determinado por fk¡1 (x), fk (x) con respecto al centro del circulo mide
2¼

¡
F k (t) ¡ F k¡1 (t)

¢
, siendo el promedio de los ángulos en las n primeras iter-

adas el siguiente:

2¼
n §
n
k=1

¡
F k (t) ¡ F k¡1 (t)

¢
= 2¼
n (F n (t) ¡ t)
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Fig. 2.14: Representación de una iteración en la circunferencia a través de f y en el
plano cartesiano a través de F .

en consecuencia el promedio de todos los ángulos de rotación será:

2¼ limn!1 Fn(t)¡t
n = 2¼ limn!1(F

n(t)
n ¡ t

n) = 2¼ limn!1 Fn(t)
n .

De…nición 4.1: Sea f : S1 ! S1 un HPO y F cualquier levantamiento
continuo de f . Entonces de…nimos:

½¤(F; t) = limn!1
Fn(t)
n .

Lema 4.1: El límite anterior existe y no depende del valor de t elegido.
Demostración: [Ref. 2]
Lema 4.2: Sea f un HPO. Para distintos levantamientos F1 y F2 de f se tiene

que:
½¤(F2; t) = ½¤(F1; t) + c, con c 2 Z.
Demostración:
Si F1 y F2 son distintos levantamientos de f , entonces: F2(t) = F1(t) + cF1;F2,

8t 2 R.
Entonces F n2 (t) = F n1 (t) + cF1;F2§

n¡1
i=0 ki, como f es HPO, entonces su grado es

1, en consecuencia F n2 (t) = F n1 (t) + cF1;F2n, entonces ½¤(F2; t) = limn!1
Fn2 (t)
n =

limn!1
Fn1 (t)+cF1;F2n

n = limn!1
Fn1 (t)
n + limn!1

cF1;F2n
n

= ½¤(F1; t) + cF1;F2 limn!1
n
n = ½¤(F1; t) + cF1;F2 , 8t 2 R.

Como lo anterior es valido, independiente de la t elegida, podemos escribir
sólo: ½¤(F2) = ½¤(F1) + cF1;F2 . }

Observación: La constante por la que di…eren los levantamientos F1 y F2, es
la misma por la que di…eren ½¤(F1) y ½¤(F2).
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Con ayuda de los lemas 4.1 y 4.2, podemos de…nir el número de rotación.
De…nición 4.2: El número de rotación de un HPO f , denotado por ½(f),

es la parte fraccionaria de ½¤(F ) siendo F algún levantamiento elegido de f . Es
decir:

½(f) = ½¤(F )mod(1) = lim
µ
F n(t)
n

¶
mod(1).

Proposición 4.1: El concepto anterior está bién de…nido, pues no depende
del levantamiento elegido.

Demostración:
Sean F1 y F2 distintos levantamientos de f , entonces ½¤(F2) = ½¤(F1) + cF1;F2,

entonces ½(f) = ½¤(F2)mod(1) = ½¤(F1)mod(1). }
Por ejemplo, el número de rotación de una rotación con ángulo 2¼µ, siendo

0 · µ < 1, es precisamente µ.
De…nición 4.3: Sean f , g y h HPO´s, siendo h el conjugado topológico entre

f y g. Decimos que h es una conjugación que preserva orden si ½(g) = ½(f).
Proposición 4.2: El número de rotación es invariante bajo conjugaciones que

preserven orden.
Demostración: Ver referencia [2].
Proposición 4.3: Si f tiene puntos …jos, entonces ½ (f) = 0.
Demostración:
Si t es el punto …jo, entonces:

½ (f) =
³
limn!1

¡Fn(t)
n

¢´
mod (1) =

¡
limn!1

¡ t
n

¢¢
mod (1) = 0. }

2.4.1. Comportamiento del Número de Rotación

El número de rotación determina, en gran medida, la dinámica generada por los
homeomor…smos, como lo muestran los resultados siguientes. Para los resultados
no demostrados en esta sección consultar las referencias [2] y [3].

Proposición 4.4: Un HPO f tiene puntos periódicos si y sólo si ½(f) es
racional.

De esta proposición se sabe que:
a) Si ½(f) =

p
q
, con p y q primos relativos, entonces todas sus órbitas periódicas

tienen igual periodo y éste es multiplo de q.
b) El !-límite de cualquier órbita será una órbita periódica.
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c) El conjunto de puntos recurrentes y de puntos no-errantes, coinciden con
el conjunto de puntos periódicos de la función f . Es decir R (f) = ! (f) = ­ (f).
[Ref. 3]

Proposición 4.5: Si el número de rotación de un HPO es irracional, entonces
todos los !-límites son el mismo, y éste puede ser todo S1 o un conjunto de cantor.

Acerca de esta proposición se sabe que:
a) Si ! (x) = S1, entonces el sistema es llamado transitivo.
Todos los puntos de la circunferencia son recurrentes, y se cumple que R (f) =

! (f) = ­ (f), ésto entre otras cosas implica que todas sus órbitas son densas en
S1.

b) Si ! (x) es un conjunto de cantor se llama intransitivo.
Estos conjuntos coinciden entre sí, y con el ternario de cantor, si además

se cumple que el HPO f 2 C2, entonces se tendrá que f es topológicamente
conjugada a una rotación de ángulo 2¼½(f).

De las proposiciones 4.4 y 4.5 podemos decir que, el número de rotación deter-
mina el comportamiento del sistema a largo plazo, es decir determina la estructura
de los !-límites.

Es interesante notar como para HPO con número de rotación irracional, los !-
límites no dependen de las órbitas; bajo ciertas condiciones la situación es todavía
más interesante, pues se encuentran estructuras complejas, como conjuntos de
cantor.

Reciprocamente ¿Dado un conjunto de cantor, puede uno encontar una función
de la circunferencia cuyo conjunto !-límite sea precisamente ese conjunto?. La
proposición siguiente responde a tal cuestión:

Proposición 4.6: Sea K un conjunto de cantor en la circunferencia, y sea
¾ =2 Q. Entonces existe un HPO f , tal que ½(f) = ¾ y !(f) = K.

Veremos ahora como se podrá de…nir el número de rotación en el caso de no
homeomor…smos.

2.4.2. Conjunto de Rotación

De…nición 4.4: Sea f un endomor…smo de la circunferencia, de grado 1 y F un
levantamiento de f , entonces el número de rotación de F en el punto t es:

½(F; t) = lim supn!1
F n(t)
n

Observaciones: Sean f , g endomor…smos de la circunferencia de grado uno,
F y G sus respectivos levantamientos, entonces:

28



1) ½(F; ) : R! R, es de grado cero y en general no constante.
2) ½(R® ± F; t) = ½(F; t) + ®, si ® 2 Z
3) ½(R®; t) = ®, 8t 2 R
4) Si h ± g = f ± h, con h homeomor…smo de la circunferencia, entonces

½(G; t) = ½(F;H(t)). En particular si F = R®, se tiene ½(G; t) = ® 2 R.
Demostración: [Ref. 2].
De…nición 4.5: Sea f un endomor…smo de la circunferencia, de grado uno

y F un levantamiento de f entonces el conjunto de rotación determinado por el
levantamiento F está dado por:

C(F ) = f½(F; t) : t 2 Rg

De…nición 4.6: Sea f un endomor…smo de la circunferencia, de grado uno y
F un levantamiento de f . El conjunto de rotación de f es C(f) = C(F )mod(1)

Proposición 4.7: (Newhouse, Palis, Takens e Ito) C(f) es un intervalo cer-
rado.

Cuando f es un endomor…smo de la circunferencia, monótono, de grado uno,
C(f) se reduce a un punto, conocido como el número de rotación de f . En este
caso C(f) = f½(f)g, 8t 2 R.

2.5. Sincronización

En la presente sección, cuando hablemos de una función f , entenderemos que se
trata de un endomor…smo que tiene un punto periódico de periodo q, x. Entonces
para cualquier levantamiento F de f , existe t 2 R tal que ¼(t) = x y un entero
pF;t que cumple

F q(t) = t+ pF;t.

Lema 5.1: Sean F yG levantamientos de f cuyo grado es k = k(f). Entonces:

pG;t ´ pF;t(mod
¡
1¡kq
1¡k

¢
), si k(f) 6= 1

pG;t ´ pF;t(mod q), si k(f) = 1

Demostración:
Dado que F y G son levantamientos de f , entonces existe cF;G 2 Z, tal que

G = F + cF;G .
Por el corolario 3.5.2 se tendrá:
I. Cuando k(f) = 1:
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Gq(t) = F q(t) + cF;Gq = t+ pF;t + cF;Gq.

Por otro lado, Gq(t) = t+ pG;x, por lo tanto pG;t ¡ pF;t = qcF;G.
II. Cuando k(f) 6= 1:

Gq(t) = F q(t) + cF;G
¡
1¡kq
1¡k

¢
= t+ pF;t + cF;G

¡
1¡kq
1¡k

¢
.

Por otro lado, Gq(t) = t+ pG;t, por lo tanto pG;t ¡ pF;t = cF;G
¡
1¡kq
1¡k

¢
. }

Observación: La constante utilizada para la demostración del lema 5.1, es
la misma constante por la que di…eren los levantamientos G y F . A saber cF;G.

De…nición 5.2: Sea f : S1 ! S1 una función de la circunferencia con grado
k = k(f), y sean q y p enteros, satisfaciendo:

0 · p <
¡
1¡kq
1¡k

¢
, si k 6= 1

0 · p < q, si k = 1
.

Decimos que f tiene sincronización q : p si existe una órbita periódica asin-
tóticamente estable de periodo q, tal que, si F es un levantamiento de f , y x es
cualquier punto de la órbita, entonces:

p ´ pF;t mod
¡
1¡kq
1¡k

¢
si k 6= 1

p ´ pF;t mod q si k = 1

De…nición 5.3: Al número entero p determinado en la de…nición anterior, lo
llamaremos la envolvencia de la órbita.

Intuitivamente este número, cuenta la cantidad de vueltas que la órbita per-
iódica da a la circunferencia, a partir de algún punto de la órbita, hasta …nalmente
retornar al mismo punto.

La proposición siguiente, a…rma que existe un único levantamiento F , para el
cual pF;t = p.

Proposición 5.1: Sea un f endomor…smo de la circunferencia con k(f) = k.
f tiene una órbita periódica de período q, si y sólo si existe un único levantamiento
F de f , tal que:

F q(t) = t+ pF ;t = t+ p, pues p = pF ;t

donde
0 · p <

¡
1¡kq
1¡k

¢
, si k 6= 1

0 · p < q, si k = 1
.

Demostración.
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()
Es el regreso de la proposición 3.4
))
Sea t 2 R tal que ¼(t) = x, entonces:

f q(¼(t)) = ¼(t),

así para cualquier levantamiento F de f , se tendrá:

f q(¼(t)) = ¼(F q(t)) = ¼(t),

Entonces: F q(t) = t+mF , así mF lo podemos descomponer como:

mF = p+ cF

µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
, con 0 · p <

µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
, si k 6= 1

mF = p+ cF q, con 0 · p < q, si k = 1

de donde:

F q(t) = t+mF = t+ p+ cF

µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
, con 0 · p <

µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
, si k 6= 1

F q(t) = t+mF = t+ p+ cF q, con 0 · p < q, si k = 1

Consideremos otro levantamiento F¶para f , entonces existe cF;F¶2 Zn f0g, que
la podemos elegir como la cF anterior, tal que:
F = F¶+ cF ) F¶= F ¡ cF , entonces:

(F¶)q(t) = F q(t) ¡ cF
µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
= t+ pF + cF

µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
¡ cF

µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
= t+ pF , si k 6= 1

(F¶)q(t) = F q(t) ¡ cF q = t+ pF + cF q ¡ cF q = t+ pF , si k = 1

De modo que en cualquier caso (F¶)q(t) = t + pF , independientemente del grado
de la función, por lo tanto F¶satisface la condición buscada.

Sólo resta demostrar la unicidad de F¶.
Supongamos que existe otro levantamiento ¹F , distinto de F¶, que cumple con

la condición:

( ¹F )q(t) = t+ p ¹F , con 0 · pF <
µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
, si k 6= 1

( ¹F )q(t) = t+ p ¹F , con 0 · pF < q, si k = 1
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como ¹F = F¶+ c ¹F ;F¶, con c ¹F;F¶ 2 Znf0g (pues los levantamientos son distintos),
entonces:

( ¹F )q(t) = F¶q(t) + c ¹F;F¶

µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
= t+ pF¶+ c ¹F;F¶

µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
, si k 6= 1

( ¹F )q(t) = F¶q(t) + c ¹F;F¶q = t+ pF¶+ c ¹F ;F¶q, si k = 1

pero como ( ¹F )q(t) = t+ p ¹F , con 0 · p ¹F < q, entonces:

t+ pF¶+ c ¹F ;F¶

µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
= t+ p ¹F , si k 6= 1

t+ pF¶+ c ¹F;F¶q = t+ p ¹F , si k = 1

Implicando:

pF¶+ c ¹F ;F¶

µ
1 ¡ kq
1 ¡ k

¶
= p ¹F , cuando k 6= 1

pF¶+ c ¹F;F¶q = p ¹F , cuando k = 1

Dado que c ¹F;F¶ 6= 0, tendríamos que p ¹F no cumpliría la condición deseada.
Po lo tanto el levantamiento es único. }
De…nición 5.4: Al levantamiento F que hace posible la proposición 5.1 lo

llamaremos levantamiento mínimo.
Dados dos levantamientos, el resultado siguiente exhibe la relación existente

entre la constante por la que di…eren ellos y la cantidad de vueltas que recorre la
órbita cuando se le asocia a cada uno de estos.

Proposición 5.2: Sean F y G levantamientos de f cuyo grado es k = k(f).
Si f es un punto periódico de periodo q, x = ¼(t), tal que:

Gq(t) = t+ pG;t
F q(t) = t+ pF;t

y

Gq(t) = F q(t) + cG;F
¡1¡kq
1¡k

¢
, si k(f) 6= 1 ó

Gq(t) = F q(t) + cG;F q, si k(f) = 1
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entonces:

cG;F =
¡pG;t¡pF;t
(1¡kq1¡k )

¢
, cuando k(f) 6= 1

cG;F =
¡pG;t¡pF;t

q

¢
, cuando k(f) = 1

Demostración:
A partir de las hipotesis, se tendrá:

Para k(f) 6= 1, Gq(t) = F q(t) + cG;F
¡1¡kq
1¡k

¢
) t+ pG;t = t+ pF;t + cG;F

¡1¡kq
1¡k

¢

Para k(f) = 1, Gq(t) = F q(t) + cG;F q ) t+ pG;t = t+ pF;t + cG;Fq

de donde

Para k(f) 6= 1, pG;t = pF;t + cG;F
¡
1¡kq
1¡k

¢
) cG;F =

¡pG;t¡pF;t
(1¡kq1¡k )

¢

Para k(f) = 1, pG;t = pF;t + cG;Fq ) cG;F =
¡pG;t¡pF;t

q

¢ }.

Dado algún levantamiento G (y sus respectivos pG;t), nos preguntamos si es
posible encontrar el levantamiento mínimo. El siguiente corolario nos dice como
se comportará la constante por la que di…eren el levantamiento mínimo y el lev-
antamiento dado G.

Corolario 5.2.1: Si en la proposición 5.2 F es el levantamiento mínimo,
entonces:

Para k(f) 6= 1,
¡ pG;t
(1¡kq1¡k )

¢
¡ 1 · CG;F ·

¡ pG;t
(1¡kq1¡k )

¢

Para k(f) = 1,
¡pG;t
q

¢
¡ 1 · CG;F ·

¡pG;t
q

¢

Demostración:
Dado que F es el levantamiento mínimo se tiene: F q(t) = t+ pF;t, donde:

0 · pF;t ·
¡
1¡kq
1¡k

¢
, si k(f) 6= 1

0 · pF;t · q, si k(f) = 1

entonces:

0 ·
¡ pF;t
(1¡kq1¡k )

¢
· 1, si k(f) 6= 1

0 ·
¡pF;t
q

¢
· 1, si k(f) = 1

)
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0 ¸ ¡
¡ pF;t
(1¡kq1¡k )

¢
¸ ¡1, si k(f) 6= 1

0 ¸ ¡
¡pF;t
q

¢
¸ ¡1, si k(f) = 1

)
¡ pG;t
(1¡kq1¡k )

¢
¸

¡ pG;t
(1¡kq1¡k )

¢
¡

¡ pF;t
(1¡kq1¡k )

¢
¸

¡ pG;t
(1¡kq1¡k )

¢
¡ 1, si k(f) 6= 1

¡pG;t
q

¢
¸

¡pG;t
q

¢
¡

¡pF;t
q

¢
¸

¡pG;t
q

¢
¡ 1, si k(f) = 1

)
¡ pG;t
(1¡kq1¡k )

¢
¸

¡ pG;t
(1¡kq1¡k )

¢
¡

¡ pF;t
(1¡kq1¡k )

¢
¸

¡ pG;t
(1¡kq1¡k )

¢
¡ 1, si k(f) 6= 1

¡pG;t
q

¢
¸

¡pG;t
q

¢
¡

¡pF;t
q

¢
¸

¡pG;t
q

¢
¡ 1, si k(f) = 1

)
¡ pG;t
(1¡kq1¡k )

¢
¸ cG;F ¸

¡ pG;t
(1¡kq1¡k )

¢
¡ 1, si k(f) 6= 1

¡pG;t
q

¢
¸ cG;F ¸

¡pG;t
q

¢
¡ 1, si k(f) = 1

}.

La siguiente proposición nos provee de un algoritmo para calcular sincroniza-
ciones, que será explicado en el primer caíptulo de la segunda parte de la tesis.
Tal algoritmo es utilizado en el software DIENTE DE SIERRA.

Proposición 5.3: Sea f : S1 ! S1 una función de la circunferencia y F un
levantamiento de f , con k(f) = k. Entonces f tiene sincronización q : p si y sólo
si existe t 2 R y m;n 2 Z+ tal que:

Fm(t) ¡ F n(t) = p0
m¡ n = q

con:

p ´ p¶(mod
¡
1¡kq
1¡k

¢
) cuando k 6= 1

p ´ p¶(mod q) cuando k = 1

Demostración:
Para el caso cuando la función es de grado 1, ver Ref [2].
En el caso de que la función sea de grado distinto de 1, se conjetura por las

proposiciones que se han venido mostrando en ésta sección que debería ser cierta.
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3. Osciladores de Integración y Dis-
paro

En varios campos de la ciencia, se estudian fenómenos los cuales exhiben compor-
tamientos periódicos, pues después de cierta evolución retornan a sus condiciones
iniciales. A tales comportamientos se les conoce como osciladores.

En algunos de ellos, es característico la existencia de algún proceso de acumu-
lación, que lo lleva hasta alcanzar un umbral, inmediatamente después libera toda
la energía acumulada, pero en un lapso de tiempo mucho menor que el tiempo
requerido en el proceso de acumulación, repitiéndose este comportamiento una y
otra vez de la misma forma.

A éste tipo de procesos se les conoce como osciladores de integración y disparo.
Los cuales constituyen parte de una amplia gamma de otros, conocidos con el
nombre de osciladores de relajación.

Existen fenómenos periódicos que pueden ser modelados con éste tipo de os-
ciladores, los encontramos en dispositivos mecánicos, circuitos eléctricos no lin-
eales y en economía entre muchos otros. En Geofísica, los geysers y los terremotos,
son claro ejemplo de éste tipo de fenómenos, pues en ambos casos cierta cantidad
de energía se va acumulando a lo largo de un tiempo característico para posteri-
ormente liberarse, cuando ha alcanzado un cierto umbral, en un lapso de tiempo
menor. En Fisiología, el comportamiento de las células nerviosas constituye tam-
bién un ejemplo de tales fenómenos, como lo veremos posteriomente.

Examinaremos la respuesta a un forzamiento externo de una clase de os-
ciladores de integración y disparo. La dinámica de los sistemas determinados
por éste tipo de osciladores se puede conocer mediante las iteraciones de una
función de la circunferencia.

3.1. Análisis del Comportamiento de las Células Nerviosas

El cerebro humano tiene unas 1011 células nerviosas llamadas neuronas. Aunque
no hay dos neuronas idénticas, se categorizan según su forma determinando una
morfología típica. Distinguiendose: el cuerpo de la neurona o soma, las dendritas
y el axon. Cuyas características son:

Soma: tiene una forma esférica o piramidal, contiene al núcleo de la célula,
en cuyo interior actúan los mecanismos bioquímicos sintetizadores de enzimas y
ocurren los demás procesos esenciales para la vida de la célula.

Dendritas: son los delgados brazos que se rami…can, formando una red que
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rodea a la célula. Constituyen los canales físicos principales por los cuales la
neurona puede recibir señales provenientes de otras células.

Axón: es una …bra cuya longitud puede variar entre milímetros y metros, y
cuyo diámetro tiene entre una y veinte micras (1¹m=10¡6m). Es el camino por
el cual viajan las señales que la neurona envía a otras partes del sistema nervioso.

Una neurona puede interactuar con otra en puntos llamados sinapsis. En las
sinapsis las neuronas no se tocan físicamente, sino que dejan un pequeño espacio,
llamado espacio intersináptico. La información es transmitida a lo largo de los
axones en forma de pulsos eléctricos. Cuando la señal llega a una sinapsis se
liberan agentes químicos, llamados neurotransmisores, que se difunden a través
del espacio intersináptico.

El ”disparo” de un impulso nervioso depende de la actividad simultánea de
cientos de sinapsis en la neurona receptora. Algunas sinapsis son excitatorias,
promueven que se dispare un impulso; otras son inhibitorias, cancelan las señales
que de otra manera excitarían a la célula.

3.1.1. Excitabilidad

El impulso nervioso se desarrolla como respuesta a una estimulación eléctrica
hasta alcanzar un cierto umbral. También se le conoce como potencial de acción.
Suele originarse en el cuerpo celular en respuesta a la actividad de las sinapsis
dendríticas. Al iniciarse, el voltaje a través de la membrana del axón aumenta
localmente (en la base del axón).

El fundamento físico-químico del impulso nervioso está en las diferencias de
concentración de sodio y potasio a ambos lados de la membrana. Esta situación
crea una diferencia de potencial de aproximadamente -70 mv (milivolts), negativos
con respecto al exterior de la célula, que se conoce como potencial de reposo. El
fenómeno se observa midiendo la actividad eléctrica en un punto especi…co del
axón, utilizando un osciloscopio. El paso de un impulso nervioso se mani…esta
como un pico de voltaje: de -70 mv hasta aproximadamente +40 mv, luego decrece
hasta unos -90 mv y después recupera más lentamente el nivel original de -70
mv. Esta última etapa en la cual se recupera más lentamente es llamada período
refractario y mientras dura no es posible que se registre otro pico de voltaje, sin
importar la amplitud de la estimulación eléctrica. Todo el proceso dura de 1 a 2
milisegundos.

El potencial de acción es un mecanismo e…ciente en términos de la transmisión
de información ya que no permite que la señal se deforme o se amortigüe, pues
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viaja con amplitud y forma …jas. Por otro lado, el tamaño de la señal (»130 mv)
suprime los efectos del ruido, presente en forma de pequeñas ‡uctuaciones de los
voltajes.

3.1.2. Respuestas Periódicas

Las neuronas son capaces de generar potenciales de acción con frecuencias muy
diversas, desde sin disparos hasta varios cientos de disparos por segundo. Esto es
muy relevante, pues todos los impulsos tienen la misma amplitud, y por lo tanto
la información que transmite una neurona está representada por el número de
señales por segundo que produce. Esta codi…cación por frecuencias implica que,
por lo menos en algunos casos, un estímulo de mayor intensidad se traduce en
una mayor frecuencia de disparo; ocurriendo espontáneamente (marcapasos neu-
ronales), o en respuesta a una corriente constante aplicada, las células nerviosas
pueden responder con un tren de potenciales de acción que se repite periódica-
mente. Se observa experimentalmente que la frecuencia de la respuesta es una
función creciente de la intensidad del estímulo aplicado.

3.1.3. Modelos del Impulso Eléctrico

El Modelo de Hodgkin y Huxley (HH) Este modelo es el resultado de
una combinación de experimentación y análisis teórico. Interesados en modelar
los cambios de permeabilidad de la membrana, concibieron la existencia de poros
o canales iónicos, constituidos a su vez por ciertas partículas hipotéticas. La
dinámica de las corrientes iónicas a través de estos canales y del voltaje a través
de la membrana es modelada por un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales
no lineales.

Por este trabajo Hodgkin y Huxley obtuvieron el premio Nobel de …siología
en 1963. Si bien el modelo HH tiene limitaciones, ha contribuido a la modelación
matemática en neurociencias.

El Modelo de FitzHugh-Nagumo(FHN) Intentando construir un modelo
más simple que re‡ejara las características básicas del impulso nervioso, Richard
FitzHugh (1968) formuló un sistema con sólo dos ecuaciones diferenciales que
ha resultado muy útil para comprender los aspectos esenciales del fenómeno de
excitabilidad.

Aunque FitzHugh originalmente derivó su modelo a partir del oscilador de
Van der Pol, es posible también deducir sus ecuaciones haciendo simpli…caciones
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y límites biofísicos a partir del modelo de Hodgkin-Huxley. [Ref. 7 y 8]
A partir de este modelo FitzHugh logró interpretar el potencial de acción, el

período refractario, el estado de reposo y otras características que son fácilmente
identi…cables en términos de la geometría del espacio de fases (w vs v). El sis-
tema constituye un modelo genérico del fenómeno de la excitabilidad de utilidad
en diversos contextos de la ciencia y la ingeniería. Se conoce como el sistema de
FitzHugh-Nagumo (FHN) porque este último también construyó y estudió, inde-
pendientemente, un análogo electrónico de una neurona cuya dinámica obedece
el mismo sistema de ecuaciones.

Existen analogías mecánicas de las neuronas biológicas con dispositivos en los
que se pueden estudiar comportamientos del tipo ”todo o nada”.

Uno de los sistemas más simples que exhiben éste comportamiento, es el que de-
scribiremos en el presente capítulo, conocido también, en relación con la analogía
mencionada, como “neurona mecánica”.

3.2. Sistema Mecánico Simple

Supongamos que tenemos un ”Sube y baja”, en el cual de un lado existe un objeto
cuyo peso, denotado por w0, es constante, y del otro lado un tanque de agua, cuyo
peso, denotado por w(t), es variable.

Fig. 3.1: Sistema Mecánico Simple

1) En la etapa inicial (Fig. 3.1 Etapa 1), el tanque posee cierta cantidad
de agua, la cual representa el residuo de agua que permanece después de que el
tanque se llena, baja y derrama el agua. Tal residuo de agua lo denotaremos por
wr.

2) Gradualmente el tanque se llena (Fig. 3.1 Etapa 2), lo que constituye el
proceso de acumulación. Supongamos que dicho proceso ocurre linealmente, es
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decir la caida de agua al tanque ocurre a una razón constante de m litros de agua
por unidad de tiempo.

Conforme el tanque se llena, aumenta el valor de w(t), hasta alcanzar un valor
umbral w0, inmediatamente después, el peso del agua desequilibra al sistema,
elevando al contrapeso.

3) Posteriormente, el agua del tanque se derrama rapidamente (Fig. 3.1 Etapa
3), hasta quedarse con el residuo de agua inicial.

Entonces, se vuelve a elevar el tanque para recibir más agua y reiniciar el
proceso, que se repite periódicamente. En éste ejemplo, se puede apreciar como
hay un largo tiempo de acumulación y una transición rapida, que al …nal devuelve
al sistema a su situación original.

El comportamiento de éste sistema mecánico, puede ser modelado matemáti-
camente de la siguiente manera: Al evolucionar dicho sistema, se mani…esta una
sucesión de eventos que se alternan periodicamente:

A. Uno de ellos es, un proceso lento de acumulación, y
B. el otro, un proceso rapido de derrame de agua.
De acuerdo a la analogía de las neuronas biológicas, las variaciones del poten-

cial de membrana de la célula queda simulado por las variaciones de la cantidad
de agua en el recipiente del sube y baja; los potenciales de acción quedan repre-
sentados por las descargas del recipiente.

Así, la dinámica de sistema estará descrita por la sucesión de tiempos t0; t1; t2; :::; tn; :::
en los cuales ocurre el derrame de agua del recipiente. Esta sucesión ftng es lla-
mada la sucesión de tiempos de disparo del sistema.

3.2.1. Modelo Geométrico

Podemos dibujar la evolución del sistema en el plano (t; w(t)) (Fig. 3.2), de la
manera siguiente:

Dado que el peso del contrapeso w0 es constante, lo representamos mediante
la recta horizontal y = w0.

El peso del residuo de agua que permanece en el tanque wr, también constante,
lo representamos por y = wr.

Imaginemos que nos encontramos en el tiempo tn, y deseamos calcular el sigu-
iente tiempo de disparo tn+1.
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Fig. 3.2: Modelo Geométrico

Iniciando en tn, el nivel de agua en el tanque tiene peso wr. Representándolo
geométricamente por el punto (tn; wr). Apartir de ahí, como w(t) aumenta lineal-
mente a razón m, lo representamos mediante una recta de pendiente m que pasa
por el punto mencionado,dicha recta es:

w(t) = m(t¡ tn) + wr

Prolongando tal recta, hasta intersectar la recta horizontal w0, que representa
el valor umbral constante, podemos encontrar el siguiente tiempo de disparo.
Dicha intersección se obtiene al resolver la ecuación w(t) = w0.

Para éste caso es posible resolverla. Pues:

w(t) = m(t¡ tn) + wr = w0 ) t = tn +
1
m
(w0 ¡ wr)

Así, el punto de intersección es: (tn +
1
m
(w0 ¡ wr); w0).

En el instante siguiente existe una caida rapida, la cual es dibujada mediante
un segmento de recta vertical, que va desde la intersección que se tuvo hasta el

punto (tn +
1
m
(w0 ¡ wr); wr), que representa la cantidad de residuo de agua que

se tenía.
En consecuencia: tn+1 = tn +

1
m
(w0 ¡ wr), constituyendo el nuevo punto a

partir del cual se repetirá el proceso una y otra vez.
La grá…ca obtenida de ésta manera, es el modelo geométrico del sistema.
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Con lo mencionado anteriormente, dada t0 2 R, podemos consideremos la
función F : R ! R cuyas iteraciones esta determinada por la regla tn = F n(t0),
8n 2 N , es decir la función F está dada por:

F : R! R
F (t) = t+

w0

m
¡ wr
m

La función F (t), generadora de la sucesión de disparos, es llamada función de
disparos del sistema.

3.3. Sistema Mecánico con Nivel de Reposo Variable

Consideremos el sistema físico descrito anteriormente. Con la adición de un dis-
positivo mecánico que oscila de manera periódica, colocado bajo el tanque con
agua.

De tal manera que cuando el ”Sube y baja” oscila, la altura en la cual el
tanque derrama su agua, estará determinada por la altura que en ese momento
tenga el dispositivo mecánico. Dicha altura la llamaremos Nivel de Reposo.

Fig. 3.3: Sistema Mecánico con Nivel de Reposo Variable

1) Conforme el tanque se llena (Fig. 3.3 Etapa 2), se incrementa linealmente
el valor w(t), hasta alcanzar un valor umbral w0, desequilibrando al sistema.

2) Inmediatamente despues w(t) cae hasta el Nivel de Reposo (Fig. 3.3 Etapa
3), momento en que el tanque derrama el agua y vuelve a ascender.

Posteriormente se vuelve a elevar el tanque, y apartir de ahora el proceso se
repetirá.
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3.3.1. Modelo Geométrico

Nuevamente la evolución del sistema la representamos en el plano (t; w(t)) (Fig.
3.4).

Fig. 3.4: Modelo Geométrico

Situandonos en el tiempo tn, apartir de ahí trataremos de encontar el tiempo
tn+1. Ahora:

- El peso del contrapeso constante w0, lo representaremos mediante la recta
y = w0.

- El nivel de reposo es variable N(t), lo representamos mediante una función
continua.

Así, en el tiempo tn, nos encontramos geométricamente en el punto (tn; N(tn)).
A partir de ahí, como w(t) aumenta linealmente con razón m, dicho incremento
lo representamos por la recta de pendiente m que pasa por el punto dado.

Tal recta es: w(t) = m(t ¡ tn) + N(tn). Prolongándola hasta intersectar la
recta horizontal w0, que representa el valor umbral constante, podremos encontrar
el siguiente tiempo de disparo.

Dicha intersección se obtiene al resolver la ecuación w(t) = w0. Para éste caso,
también es posible resolverla. Pues:

w(t) = m(t¡ tn) +N(tn) = w) t = tn +
1
m
(w0 ¡N(tn))

De modo que el punto de intersección es (tn +
1
m
(w0 ¡N(tn)); w0).

En el instante siguiente existe una caida rapida, la cual es dibujada mediante
un segmento de recta vertical, que va desde la intersección que se tuvo hasta el
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punto (tn+1 = tn +
1
m
(w0 ¡N(tn));N(tn+1)). Representando N(tn+1) el residuo

de agua que permanece en el tanque en ese momento.
Dicho punto, constituirá el nuevo punto a partir del cual se repetirá el proceso

una y otra vez.
Aquí, la función de disparos es:

F (t) = t+
w0

m
¡ N(t)
m

= t+ k1 +H(t)

donde k1 =
w0

m
y H(t) = ¡N(t)

m
.

3.4. Sistema Mecánico con Contrapeso Variable

Supongamos ahora que el peso del contrapeso es variable, denotándolo por w0(t).

Fig. 3.5: Sistema Mecánico con Contrapeso Variable

Su modelación, la realizaremos de manera similar a las secciones anteriores.
1) Conforme el tanque se llena se incrementa linealmente el valor de w(t) (Fig.

3.5 Etapa 2), hasta alcanzar un valor umbral variable wm(t), lo que ocasiona elevar
al contrapeso variable.

2) Posteriormente w(t) cae (Fig. 3.5 Etapa 3).
Al …nal se vuelve a elevar el tanque para recibir más agua y reiniciar el proceso.

A partir de ahora el proceso se repetirá de la misma manera.

3.4.1. Modelo Geométrico
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Fig. 3.6: Modelo Geométrico

Situándonos en el tiempo tn, tratemos de encontrar el siguiente tiempo de
disparo tn+1. Ahora:

- w0(t) que es peso del contrapeso variable, lo representamos mediante una
curva continua, y

- wr que es el peso constante de agua existente de residuo, lo representamos
por la recta y = wr.

En el tiempo tn, nos encontramos geometricamente en el punto (tn; wr). A
partir de ahí, como w(t) aumenta linealmente con razón m, ese aumento lo
podemos representar mediante una recta de pendiente m. Dicha recta es: w(t) =
m(t¡ tn) + wr.

Prolongando dicha recta hasta intersectar la grá…ca de w0(t), que representa
el valor umbral variable, obtenemos el siguiente tiempo de disparo.

Dicha intersección se obtiene al resolver la ecuación w(t) = w0(t). Para éste
caso no es posible resolverla, pues:

w(t) = m(t¡ tn) + wr = w0(t) ) t = tn +
1
m
(w0(t) ¡ wr)

En el instante siguiente existe una caida rapida, la cual es dibujada mediante
un segmento de recta vertical, que va desde la intersección que se tuvo hasta
intersectar la recta wr.

Tal punto, constituirá el nuevo punto a partir del cual se repetirá el proceso
una y otra vez. En éste caso la relación de recurrencia implícita es de la forma:

F (t) = t+
w0(F (t))
m

¡ wr
m

= t+ k2 +G(F (t))
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donde k2 = ¡wr
m

y G(F (t)) =
w0(F (t))
m

.

3.5. Sistema Mecánico Combinado

Este es el caso combinado de las secciones 2 y 3.
Supongamos que existe un dispositivo mecánico que oscila de manera per-

iódica, colocado del mismo lado del tanque con agua, de tal manera que cuando
el ”Sube y baja” oscila, la altura en la cual el tanque con agua derrama su agua
estará determinada la altura del Nivel de Reposo y por el peso del contrapeso.

Fig. 3.7: Sistema Mecánico Combinado

1) Conforme el Tanque se llena (Fig. 3.7 Etapa 2), se incrementa el valor
de w(t) linealmente hasta alcanzar un valor umbral w0(t), lo que origina una
elevación del contrapeso.

2) Inmediatamente después, w(t) cae hasta el Nivel de Reposo (Fig. 3.7 Etapa
3).

Posteriormente se vuelve a elevar el tanque para recibir más agua, y apartir
de ahora el proceso se repetirá de la misma manera.

3.5.1. Modelo Geométrico

Situados en el tiempo tn, tratemos de encontrar el tiempo de disparo tn+1.
Tanto el peso del contrapeso variable w0(t), como el nivel de reposo N(t), lo

representamos mediante curvas continuas.
En el tiempo tn, nos encontramos situados en el punto (tn;N(tn)). A partir de

ahí, como w(t) aumenta linealmente con razón m, lo representamos mediante una
recta de pendientem. Dicha recta es: w(t) = m(t¡tn)+N(tn). Prolongando dicha
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Fig. 3.8: Modelo Geométrico

recta hasta intersectar la grá…ca de w0(t), que representa el valor umbral variable,
podemos obtener el valor del siguiente tiempo de disparo. Dicha intersección, se
obtiene al resolver la ecuación w(t) = w0(t). Pues:

w(t) = m(t¡ tn) +N(tn) = w0(t) ) t = tn +
1
m
(w0(t) ¡N(tn))

En el instante siguiente existe una caida rapida, la cual es dibujada mediante
un segmento de recta vertical, que va desde dicho punto de intersección, hasta
intersectar el nivel de reposo del tanque de agua N(t).

Este último punto, constituye el nuevo punto a partir del cual se repetirá el
proceso.

La relación de recurrencia también esta implicita, pues:

F (t) = t+H(t) +G(F (t)),

donde H(t) = ¡N(t)
m

y G(F (t)) =
w0(F (t))
m

.

3.6. Forzamiento Periódico

La sucesión de disparos codi…ca la respuesta del sistema al forzamiento.
En el caso de forzamiento periódico de periodo T , una importante simpli…-

cación en el análisis resulta al considerar, en lugar de la sucesión de tiempos de
disparo ftng, la sucesión de fases de disparo fSng, donde Sn es la clase residual
de tn módulo T .
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A partir de cada condición inicial tk, se da lugar a una sucesión de fases
sucesivas de disparo. Esta no tiene toda la información que contiene la sucesión
ftng, pero nos dice en que fases del ciclo del forzamiento ocurren los disparos del
sistema.

Si la sucesión de disparo está de…nida para todo n 2 N , la sucesión de fases de
disparo estará bien de…nida también para todo n 2 N , pero puede resultar …nita
(Caso periódico).

Se dice que el sistema tiene la propiedad de sincronización o respuesta sin-
cronizada, si existe un abierto de tiempos iniciales t, para los cuales la sucesión
de fases de disparo converge a una sucesión periódica. Si no hay sincronización,
todas las sucesiones fSng, serán aperiódicas, excepto posiblemente en un conjunto
de medida cero.

La función de fases de disparo será de…nida por:

f : S1¡ > S1
Sn = [tn]¡ > [F (tn)].

Analizaremos los casos de las secciones 1 y 2, considerando forzamientos per-
iódicos:

Caso del Sistema Mecánico Simple
Para F (t) = t + k, con k = cte, el sistema dispara periódicamente y modela

un oscilador autónomo.
Dado que F (t) = t+ k ) F (t+ 1) = t+ 1 + k = t+ k + 1 = F (t) + 1, por lo

que F resulta ser el levantamiento de una función de la circunferencia de grado 1.
Para éste caso, las funciones de la circunferencia estarán determinadas por la

función de fases de disparo: f(t) = t+ k mod(1), que constituyen las rotaciones.
Caso del Sistema Mecánico con Nivel de Reposo variable
Para F (t) = t+G(t), tenemos dos alternativas:
1. Si G(t) es constante tenemos el caso del sistema mecánico simple.
2. Si G(t) no es constante, se interpreta como el forzamiento del oscilador.
Suponiendo que G(t) es periódico de grado 1 (i.e. G(t+1) = G(t)), nuestro in-

terés será observar las propiedades de sincronización de los disparos con el periodo
del forzamiento.

Dado que: F (t) = t+G(t)

) F (t+ 1) = t+ 1 +G(t+ 1) ) t+ 1 +G(t) = t+G(t) + 1 = F (t) + 1,
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es decir F (t+ 1) = F (t) + 1.
De modo que F es el levantamiento de una función de la circunferencia de

grado 1.
Veamos ahora un tipo de osciladores de integración y disparo que tiene como

función de fase a la familia clásica de funciones de la circunferencia.

3.6.1. Oscilador Geométrico Asociado a la Familia de Arnold

Ya hemos descrito la relación recurrente para éste tipo de osciladores (Sistema
Mecánico con Nivel de Reposos Variable):

Si wO = Cte y wT (t) = ¡A sin (2¼t), entonces:

tk+1 = tk +
¡wO
m

¢
+

¡
A
m

¢
sin (2¼tk)

Si hacemos a =
¡wO
m

¢
y b =

¡
A
m

¢
, tenemos que:

tk+1 = tk + a+ b sin (2¼tk)

conocida como función de Arnold.
Los casos de los otros sistemas son complicados, pues sus expresiones son

implícitas.
Nota:
La analogía de la neurona mecánica ha sido de gran importancia cientí…ca.

Gracias a los resultados que se han obtenido estudiando este modelo se han podido
comprender distintas respuestas que la células pueden tener ante la aplicación de
un estímulo periódico, así como las condiciones que dan lugar a cada una de ellas.

Teniendo en cuenta que el modelo de la neurona mecánica es el más sencillo
que ha podido ser concebido, la investigación actual persigue el diseño y análisis
de modelos más ricos y apegados a la realidad biofísica de la neurona pero que
todavía sean tratables matemáticamente. En este sentido el modelo KHR [Ref. 6],
en donde el potencial de la neurona crece de acuerdo a una ecuación diferencial (no
necesariamente lineal) y no linealmente siguiendo un procedimiento geométrico
como ocurre en la neurona mecánica.
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4. Descripción del Software Diente
de Sierra

No cabe duda que la computadora ha incursionado en casi todas las áreas del
quehacer humano, en algunos casos sirve simplemente como un medio de trans-
porte de la información, en otros tantos, como una herramienta imprescindible
para acelerar y mejorar el avance en algún área; particularmente en Matemáticas
la computadora tiene dos perspectivas de trabajo:

a) la más común, es verla como un instrumento para apoyar alguna investi-
gación (tanto en docencia como en algún problema teórico en particular), y

b) la otra es considerar a la computadora como objeto de estudio.
Existen tres grupos de personas a las cuales les interesa conocer la docu-

mentación del programa, pues las necesidades de cada uno de ellos es distinta:
1. Usuarios: utilidad del programa,
2. Operadores: Datos de entrada y de salida, y
3. Programadores: Manual de mantenimiento del programa.
Para los objetivos de la tesis, sólo describiremos el programa para los Usuarios

y Operadores.

4.1. Descripción del Programa Desde el Punto de Vista del Usuario

DIENTE DE SIERRA fue desarrollado pensando en apoyar la investigación de los
sistemas dinámicos discretos en la circunferencia. Pues desde un ambiente grá…co
sencillo de operar, permite analizar éste tipo de sistemas, usando diferentes formas
de cálculo y visualización asociados a ellos. Cada uno de los cuales presenta una
forma diferente de analizar al sistema, pero que tienen interrelación entre sí.

Con éste programa se puede estudiar la dinámica de una familia clásica de
funciones de la circunferencia, conocida como la familia de Arnold :

fa;b(x) = x+ a+ b sin(2¼x) mod 1

Donde a y b son parámetros reales.
Esta familia codi…ca la dinámica de las fases de un tipo de osciladores de

integración y disparo, como observamos en el capítulo 3.
Realizaremos la descripción, mencionando diferentes tópicos para el estudio

de los sistemas dinámicos en la circunferencia.
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4.1.1. Dinámica del Oscilador

Permite visualizar el comportamiento de los Osciladores de Integración (Acumu-
lación) y Disparo, los cuales dan origen a funciones de la circunferencia. De
modo tal que para conocer el comportamiento, ya sea del oscilador o del sis-
tema dinámico generado por la función de la circunferencia, bastará con conocer
el comportamiento de alguno de los dos, para poder inferir comportamiento del
otro.

Con el objeto de observar el comportamiento de osciladores distintos, puede
variarse el umbral y la amplitud del forzamiento.

Apartir de una posición inicial elegida, permite llevar a cabo disparos hacia
adelante o hacia atrás, asociados al comportamiento futuro o pasado del oscilador.

4.1.2. Dinámica en la Circunferencia

Mediante las iteraciones de la función que gobiernan al sistema, podemos conocer
las órbitas, ya sean positivas, mediante el uso de la función directa ó negativas
utilizando la función inversa.

Através de dichas iteraciones, para cada punto, podemos conocer el destino
futuro de las órbitas u omega límite. De modo similar su origen o alfa límite.

En caso de no tener forma explícita de calcular la inversa, se recurre al uso de
algoritmos númericos para aproximarla.

4.1.3. Dinámica en el Toro Plano

La …nalidad de dibujar la grá…ca de la función aquí, es apreciar de forma clara
y sencilla el comportamiento de las órbitas, que al intentar observarlas en la
super…cie del toro en R3.

Permite analizar comportamientos del sistema, a partir de:
1) Diferentes condiciones iniciales, y
2) Distintos valores de los parámetros.
Con dicho análisis se puede:
a) Observar comportamientos futuros y pasado. En éste último caso se utilizan

métodos numéricos.
b) Apreciar las distintas formas geométricas que pueden adoptar las órbitas.

Donde posiblemente. Dichas formas posiblemente sea un camino para establecer
un orden en éste tipo de sistemas.
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4.1.4. Levantamientos

Su …nalidad es observar el comportamiento de la función de la circunferencia, a
través de una función real de variable real.

Al igual que en el Toro Plano, permite analizar comportamientos del sistema,
con:

1) Diferentes condiciones iniciales, y
2) Distintos valores de los parámetros.
Pero ahora con la función real de variable real.

4.1.5. Bifurcaciones

Este tipo de diagramas, permite visualizar el comportamiento del sistema, cuando
nos movemos en la dirección de uno de los parámetros, dejando …jos los demás.
Observándose regiones caóticas y de estabilidad.

Para el análisis cualitativo de cualquier sistema, bastará con observar éste tipo
de diagramas para inferir la complejidad del mismo.

4.1.6. Lenguas del Sistema Paramétrico

Este tipo de bifurcaciones son propios de sistemas en la circunferencia, pues in-
volucran conceptos sólo de dichos sistemas, tal como el concepto de: Envolvencia.

Permiten visualizar la solución de la cuestión siguiente:
¿Para que valores en el espacio de parámetros del sistema, se tienen órbitas

de periodo q y envolvencia p?.
De manera natural, el usuario de DIENTE DE SIERRA encuentra dos op-

ciones de trabajo:
I) Desarrollar tutoriales como apoyo para la docencia en sistemas dinámicos

discretos en la circunferencia, y
II) Concentrar su atención en las características de la dinámica de este tipo

de sistemas. Pues se han podido encontrar algunas ideas que relacionan Sistemas
Dinámicos, Teoría de Números y Geometría.

4.1.7. Requerimientos de Hardware

Para el buen funcionamiento de DIENTE DE SIERRA, se recomienda como mín-
imo:

1. Una computadora 386, pero que tenga un coprocesador matemático.
2. De preferencia contar con 4 Mgs de RAM en memoria.
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3. Contar como mínimo con una velocidad de 40 MHz. La velocidad es
importante pues algunos diagramas requieren enorme cantidad de cálculo para su
gra…cación.

4. Se debe de tener en cuenta que, al proporcionar una presentación que
abarque toda la pantalla de la máquina, de cualquier tópico, se requiere almacenar
las imagenes anteriores. Para ello se crea un archivo con extensión tmp. Razón
por la cual es necesario tener disponible en disco 162720 bytes.

5. Es recomendable tener un monitor a color, de preferencia VGA, para visu-
alizar correctamente cada uno de los diagramas elaborados.

6. Se debe tener un mouse, pues el funcionamiento del programa lo requiere.

4.2. Descripción de los Algoritmos Utilizados en el Programa

Una de las cosas que más interesa conocer al observar diversos fenomenos, gen-
eralmente son magnitudes cuantitativas, es decir, resultados numéricos. Todos
los cálculos se realizan con números, por eso los resultados siempre tienen, en
principio, un caracter aproximado. No es posible evitarlo, y lo que importa, es
lograr que los errores queden en los límites de la exactitud necesaria.

Así pues, vemos que para resolver un problema matemático es importante in-
dicar un sistema de reglas, que de una sucesión estricta de operaciones matemáti-
cas que lleven al resultado buscado. Tal sistema de reglas se denomina algoritmo.

Existen algoritmos cuyo resultado no es posible obtenerlo apartir de una
relación explícita. Para tales algoritmos se procede de la manera siguiente:

1. Se contruye un proceso in…nito que converge con la solución buscada.
2. El proceso se interrumpe en un paso (los cálculos no puden continuarse

in…nitamente), y el valor obtenido, se considera aproximadamente como la solu-
ción del problema considerado. La convergencia del proceso garantiza que, para
cualquier exactitud dada, se encontrará un cierto número de pasos N , tal que el
error en la determinación del problema no sea mayor que la exactitud dada en
este paso.

Las palabras ”solución aproximada” no deben interpretarse como ”solución de
segunda calidad”. Debe tenerse presente que en las investigaciones, la solución
exacta de un problema matemático da, sin embargo, resultados aproximados para
un objeto de estudio. Pues el modelo matemáticos es una simpli…cación del mundo
real.

El problema al aplicar algoritmos que utilizan el proceso convergente in…nito,
no consiste en el carácter aproximado del resultado, sino en los voluminosos cál-
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culos que se necesitan.
No es casual que tales algoritmos se llamen habitualmente algoritmos de cálculo

y los métodos de resolución de los problemas matemáticos que se basan en ellos,
métodos númericos.

La amplia aplicación de los algoritmos de cálculo, se hizo posible sólo gracias
a las computadoras. Antes de su aparición, los métodos númericos se utilizaban
rara vez, y solamente en los casos relativamente simples, pues el cálculo manual
es extraordinariamente tedioso.

Por razones ya mencionadas, hemos utilizado algoritmos y métodos de cálculo
en la construcción de DIENTE DE SIERRA.

Los algoritmos utilizados se escribierón en el lenguaje C++ con aritmética
de doble precisión. Cada uno ellos, está diseñado para funcionar con cualquier
función que se pueda de…nir en la circunferencia.

Los métodos númericos utilizados, sirvieron como punto de partida para enten-
der los problemas a que uno se enfrenta al analizar sistemas dinámicos generados
por funciones de la circunferencia.

Los problemas encontrados, dan una con…rmación de la complejidad: Sistemas
simples pueden mostrar un comportamiento complejo, e inversamente, sistemas
no lineales en apariencia complejos, pueden mostrar un comportamiento regular.

4.2.1. Métodos para Calcular Funciones Inversas

Contamos con 3 métodos para cálcular la inversa de la función de la circunferencia:
1. Método de Punto Fijo
El objetivo de éste método, es determinar la solución de una ecuación que se

expresa, para alguna función g, en la forma:

g(x) = x.

Y donde la solución, es llamad punto …jo de la función g.
Si para cualquier g, se puede encontrar un punto …jo, entonces cada problema

de busqueda de raíces podrá también ser resuelto.
Por ejemplo el problema de busqueda de raices de f(x) = 0, tiene soluciones

que corresponden a los puntos …jos de g(x) = x¡ f(x).
Para poder garantizar el buen funcionamiento del método, la función g necesita

satisfacer algunas condiciones, tales como:
- Si g 2 C[a; b] (Clase de funciones continuas en [a; b] ), y g(x) 2 [a; b] 8x 2

[a; b], entonces g tiene un punto …jo en [a; b].
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- Si además, g0(x) existe en (a; b), entonces g tiene un punto …jo único en [a; b].
Para aproximarse al punto …jo de la función g, se procede de la manera sigu-

iente:
i. Elegimos una aproximación inicial, x0.
ii. Generamos la sucesión fxng1n=0, considerando xn = g(xn¡1) para cada

n ¸ 1: Si la sucesión converge a x y g es continua, entonces:
x = limn!1 xn = limn!1 g(xn¡1) = g(limn!1 xn¡1) = g(x), por lo que x =

g(x).
2. Método de Newton-Raphson
Es uno de los métodos más poderosos para la resolución del problema de

busqueda de raíces.
Para garantizar el buen funcionamiento del método, es necesario que la función

f 2 C2[a; b] ( es la clase de funciones continuamente diferenciables 2 veces en
[a; b]).

Para aproximarse a la raiz de f , se procede así:
i. Elegimos una condición inicial, x0.

ii. Generar la sucesión fxng1n=0, donde xn = xn¡1 ¡ f(xn¡1)
f 0(xn¡1)

, con n ¸ 1.

iii. Veri…car que jxn ¡ xn¡1j < ².
Si es así, el método se completo en ese momento; en caso contrario seguir con

la sucesión fxng1n=0, hasta agotar la cantidad de iteraciones realizadas, en cuyo
caso el método no cumplio con su objetivo.

3. Método de Ste¤ensen
Es un método de convergencia acelerada, para la solución de g(x) = x.
Supongase que fxng1n=0 es cualquier sucesión que converge linealmente a un

limite x.
Sea x¤n = xn ¡ x 6= 0; 8n ¸ 0, entonces la sucesión fx¤ng1n=0, converge a x más

rapidamente que fxng1n=0, en el sentido que: lim n!1
x¤n ¡ x
xn ¡ x = 0.

Para encontrar tal aproximación, seguiremos los pasos siguientes:
i. Elegimos una condición inicial x¤0.
ii. Considerando x¤1 = g(x¤0) y x¤2 = g(x¤1) podemos generar la sucesión fx¤g

dada por:

x¤ = x¤0 ¡ (x¤1 ¡ x¤0)2
x¤2 ¡ 2x¤1 + x¤0

.

iii. Si jx¤ ¡ x¤0j < ², términa; en caso contrario se hace x¤0 = x¤, y el proceso
se repite, hasta agotar una cantidad determinada de iteraciones.
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Describiremos ahora el método utilizado para calcular el número de rotación
y la sincronización del sistema.

4.2.2. Algoritmo de Cálculo para el Número de Rotación

Las etapas consideradas fueron:
1. Información de Entrada:

Condición inicial, x0.
Cantidad de iteraciones a realizar.

2. Se evalúa la condición inicial en la función iterativamente.
3. El valor de la última evaluación realizada se divide entre la cantidad de

iteraciones:
Fn(x0)
n

4. Del valor obtenido en 3, se considera sólo su parte fraccionaria:
Fn(x0)
n

mod(1)

5. Logicamente se tendrá una mejor aproximación en el número de rotación,
si la cantidad de iteraciones es mayor, pues se acercaría a la de…nición de dicho
número:

limn!1
F n(x0)
n

mod(1)

4.2.3. Algoritmo para Calcular Bifurcaciónes

El objetivo es poder detectar zonas de estabilidad del sistema.

Bifurcación generada por la Función Directa Los etapas consideradas
fueron:

1. Elegir el parámetro que varia.
2. Establecer los límites y la longitud de paso de dicho parámetro.
3. Establecer la cantidad de iteraciones a realizar, y establecer cuantas de esas

iteraciones se deben pintar, de preferencia las últimas.
4. Establecer el orden de iterada de la función.
5. Llevar a cabo las iteraciones de la función, considerando sólo las partes

fraccionarias positivas de tales iteraciones.
6. Almacenando en un arreglo sólo las últimas y pintarlas.
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Bifurcación generada por la Inversa de la Función Los etapas consider-
adas fueron:

1. Elegir el parámetro que varia.
2. Establecer los límites y la longitud de paso de dicho parámetro.
3. Establecer la cantidad de iteraciones a realizar, y establecer cuantas de esas

iteraciones se deben pintar, de preferencia las últimas.
4. Establecer el orden de iterada de la función.
5. Elegir algún método numérico adecuado.
6. Llevar a cabo las iteraciones de la inversa, considerando sólo las partes

fraccionarias positivas.
7. Almacenando en un arreglo sólo las últimas y pintarlas.

4.2.4. Cálculo del Exponente de Lyapunov

El exponente de Lyapunov es:

¸ = limn!1
1
n

Pn¡1
i=0 ln

·
df i

dx

¸

es una medida importante para detectar la zonas de sensibilidad del sistema,
en la dirección de algún parámetro elegido.

Exponente de Lyapunov de la Función Directa Las etapas consideradas
fueron las siguientes:

1. Elegir el parámetro que varia.
2. Establecer los límites y la longitud de paso de dicho parámetro.
3. Establecer la cantidad de iteraciones a realizar y el orden de iterada.
4. Llevar a cabo las iteraciones de la función, quedandonos sólo con la parte

fraccionaria positiva de tales iteraciones.
5. Evaluar dichas partes fraccionarias positivas en la derivada de la correspon-

diente iterada de la función, esto cumpliría con la parte de:
·
df i

dx

¸

6. Veri…car si alguna de éstas evaluaciones negativa; Si lo es, entonces, cambiar
el signo. Inmediatamente después, examinar si el valor positivo es diferente de
cero:

Si lo es, calcular el logaritmo de ese resultado, ésto cumpliría con la parte:
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ln
·
df i

dx

¸

En caso contrario, evaluar otra parte fraccionaria.
7. Se suman las evaluaciones de los logaritmos, para cumplir con:

Pn¡1
i=0 ln

·
df i

dx

¸

8. Por último, el resultado obtenido en 7, se divide entre la cantidad de
iteraciones, con lo que se cumpliría:

1
n

Pn¡1
i=0 ln

·
df i

dx

¸

logicamente se tendrá mayor con…abilidad en la determinación de éste número,
si la cantidad de iteraciones realizadas es mayor. Pues se aproximaría cada vez
más a:

limn!1
1
n

Pn¡1
i=0 ln

·
df i

dx

¸

Exponente de Lyapunov de la Inversa de la Función Las consideraciones
fueron las siguientes:

1. Elegir el parámetro que varía.
2. Establecer los límites y la longitud de paso del parámetro que varia.
3. Establecer la cantidad de iteraciones a realizar y el orden de iterada.
4. Elegir algún método númerico adecuado, para cálcular las imagenes inver-

sas.
5. Realizar las iteraciones de la inversa de la función, a través del método

numérico elegido en el paso anterior, quedandose sólo con la parte fraccionaria
positiva de tales iteraciones.

6. Evaluar tales partes fraccionarias positivas en las derivadas de la función
directa, de la manera siguiente:

Dado que f¡1(f(x)) = x, calculando su derivada se tiene:

(f¡1)0(f(x))f 0(x) = 1 ) (f¡1)0(f(x)) =
1
f 0(x)
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Si hacemos yk = f(x) ) x = f¡1(yk); al cual llamaremos yk+1, es decir
yk+1 = f¡1(yk), por lo tanto: yk+1 = x. Entonces:

(f¡1)0(yk) =
1

f 0(yk+1)

A partir de esta última expresión, realizamos las evaluaciónes.
7. Posteriormente, seguimos los mismos pasos que en el caso anterior. Solo

que ahora con la inversa de la función.

4.2.5. Cálculo de Bifurcaciones en Sistemas Biparamétricos (Lenguas
de Arnold)

El objetivo es cálcular sincronizaciónes q : p, aún cuando los parámetros determi-
nen que la función no es homeomor…smo.

La Información de Entrada requerida es:
1. Proporcionar las sincronizaciónes q : p, para observar en que valores de los

parámetros (establecidos en el eje X, y en Y), digamos a y b, el sistema posee ésa
sincronización.

2. Elegir el par de parámetros que variarán.
3. De…nir los límites de dichos parámetros asociados a los eje X e Y, así como,

determinar la longitud de paso en cada una de las direcciones.
4. Cantidad de iteraciones a realizar.
5. El orden de iterada de las funciones.
6. Tolerancia para la exactitud deseada.
7. Determinar el incremento de la variable, para realizar un barrido de condi-

ciones iniciales, iniciando desde el valor mínimo en la dirección del eje X, hasta el
máximo en dicha dirección.

Con tal información de entrada, describiremos el proceso para cálcular las
sincronizaciones.

Tal descripción que haremos de cada una de las etapas consideradas, se en-
cuentra anidada, es decir la primer etapa abarca a todos los demás, la siguiente
a los restantes, y así sucesivamente, hasta llegar a la última etapa, la cual se
encuentra contenida en todas las etapas anteriores.

Etapa 1: Hacer variar el parámetro asociado al eje X, iniciando en el límite
inferior establecido, hasta su límite superior, con la longitud de paso establecida.

Etapa 2: Hacer variar el parámetro asociado al eje Y, iniciando en el límite
inferior establecido, hasta su límite superior, con la longitud de paso establecida.
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Etapa 3: Realizar un barrido de condicones iniciales, dentro de los límites
establecidos en la dirección del eje X, con el incremento de la longitud de paso
establecida especialmente para esta etapa.

Etapa 4: Realizar las iteraciones de la función, e irlas almecenando en un
arreglo.

Etapa 5: Revisar el cumplimiento del algoritmo que cálcula las sincroniza-
ciones, a saber:

m¡ n = q
fm ¡ fn = p

El cumplimiento del algoritmo se realizó así:
- Iniciando con m = 1, hasta la cantidad de iteraciones indicadas, m es incre-

mentada en una unidad, cada vez que se pasa por este punto.
- Recorrer cada una de las sincronizaciones establecidas. Si m es menor que

el valor de q de la correspondiente sincronización q : p continuar en la siguente
sincronización. Si no, entonces hacer n = m¡q para la correspondiente q estable-
cida.

- Veri…car si fm ¡ (fn + p) · TOL, para alguna p establecida por la sin-
cronización.

Si la respuesta es a…rmativa, entonces veri…car el cumplimiento de la condición
[fm]¡ [fn] = p, en caso de cumplirse, entonces se ha cumplido las condiciones del
algoritmo, por lo que se procede a pintar el punto.
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