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lntroduccidn

El presente trabajo trata de los osciladores geométricos de integracion y disparos, de sus
modelos matematicos y del uso de la computadora para hacer analisis numérico y
simulaciones de ellos.

El trabajo esta constituido por 2 partes fundamentales:
La primera parte lo integran los capitulos siguientes

En el primer capitulo, se discuten de manera amena, conceptos basicos de sistemas
dinamicos, necesarios en los capitulos posteriores.

En el segundo capitulo, se muestran algunos conceptos y resultados de los sistemas
dinamicos discretos en la circunferencia. Generalizando algunos de ellos.

En el tercer capitulo, se describe un sistema mecanico simple, que permite observar
claramente el origen de la familia clasica de funciones de la circunferencia, y su
relacion con la modelacion de neuronas bioldgicas.

La segunda parte esta integrada por:

El cuarto capitulo, que proporciona informacion del software construido desde el punto
de vista del usuario, y se discute la forma en que fueron implementados los algoritmos
utilizados.

En el quinto capitulo, se muestra el manual del software.

En el dltimo capitulo, se exhibe el uso el software, a través de un tutorial, permitiendo:
Ejemplificar la teoria expuesta.
Motivar a la investigacion de este tipo de sistemas, y
Reproducir resultados numéricos obtenidos y publicados en libros y revistas
especializados en el tema.

Por ultimo, se proporciona un apéndice, con los temas no tratados explicitamente en
el trabajo, pero que de alguna manera se utilizan en él.
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1. Sistemas Dinamicos

En muchas ramas de las ciencias se utilizan ecuaciones para describir cuantitati-
vamente fendmenos de la naturaleza, pero no todas las ecuaciones que se plantean,
pueden resolverse y, por lo tanto, no podemos obtener facilmente de ellas la in-
formacion que se desea.

Las llamadas ecuaciones lineales permiten un tratamiento algebraico, cuyas
soluciones tienen un comportamiento relativamente simple y pueden ser analizadas
con cierta facilidad. Pero existen otras ecuaciones, las llamadas ’no lineales” que
pueden dar lugar a dindmicas muy complejas y por lo mismo su analisis resulta
muy dificil. La mayoria de los procesos de interés en las ciencias naturales son
procesos no lineales. La teoria matematica de los sistemas dindmicos, sirve para
proporcionarnos una mejor comprension de los modelos que se emplean en difer-
entes ramas de la ciencia; sistemas de indole fisico, quimico, bioldgico, econémico,
etc. que sufren cambios en el tiempo, y los podemos modelar de alguna forma
matematica.

En éste capitulo se pretende describir conceptos principales de la teoria de
los sistemas dinamicos, que seran relevantes en capitulos posteriores. Iniciaremos
con una de..nicién formal de lo que entenderemos por un sistema dinamico, y
posteriormente nos restringiremos a un sistema dindmico en la circunferencia.

1.1. Sistemas Dinamicos

Por sistema se entiende usualmente un conjunto de partes operativamente in-
terrelacionados del que interesa considerar fundamentalmente su comportamiento
global. Un sistema real puede entenderse como una fuente de datos observables de
comportamiento. Un sistema dinamico se caracteriza por un conjunto de variables
relacionadas, que pueden evolucionar en el tiempo, suponiendo que las infuencias
externas que actuan sobre €l, sean conocidas.

De...nicidon 1.1 Un Sistema Dinamico es una tripleta (X; G; ) donde:

I. X es una variedad diferencial llamada espacio de estados o espacio fase,

Il. G un grupo, y

I11. = funcién de clase CX, con k > 0, llamado operador de evolucion tal que:

"IGEX I X.

Adoptemos la notacion siguiente: " (x) = " (s; X).
La funcién * satisface que 8x 2 X y s, t 2 G lo siguiente:



1 ") =X,y

2. "s(T (X)) = Tsut(X).

A partir de la de..nicion 1.1 se tiene lo siguiente:

a. Si G =R, tenemos un Sistema Dinamico Continuo.

b. Si G =2Z , tenemos un Sistema Dinamico Discreto.

En muchos casos el espacio fase es un espacio euclideano o un subconjunto de
él, pero puede no tener una estructura euclideana (circunferencia, esfera, toro o
alguna otra variedad diferenciable). En nuestro caso consideraremos a la Circun-
ferencia como el espacio fase en la de..nicion de los sistemas de nuestro interes.

c. Si X es una variedad diferencial uno dimensional, y G = Z , tenemos un
Sistema Dinamico Discreto Unidimensional.

d. Si X es la Circunferencia, y G = Z , tenemos un Sistema Dinamico Dis-
creto en la Circunferencia.

Hasta ahora s6lo hemos tratado con sistemas donde su comportamiento pasado
y futuro puede predecirse, es decir, el tipo de procesos considerados pueden ser
reversibles. Para estos casos podemos reconstruir toda la historia de dicho fené-
meno. Sin embargo, existen sistemas que son irreversibles (e.g.: sistemas termod-
inamicos); dichos sistemas son conocidos como sistemas semi-dinamicos.

e. Si G es un semigrupo aditivo, tenemos un Sistema Semi-Dinamico: En este
caso, cuando G = R* 6 G = R1, lo conoceremos como un Sistema Semi-Dinamico
Continuo; y cuando G = N, tenemos un Sistema Semi-Dinamico Discreto.

f. Si X es una variedad diferencial uno dimensional, y G = N, tenemos un
Sistema Semi-Dinamico Discreto Unidimensional .

g. Si X es la Circunferencia, y G = N , tenemos un Sistema Semi-Dinamico
Discreto en la Circunferencia.

1.1.1. Sistemas Semi-Dinamicos Discretos

En la de..nicion 1.1 *(X) representa la evolucion de x despues de t unidades de
tiempo; si pensamos una funcién £ : X ¥ X como un vehiculo que transporta
algin x 2 X una unidad de tiempo, entonces podemos repetir la aplicacion t
veces mediante la composicion de T consigo misma, obteniendo la evolucion de x
después de t unidades de tiempo, que estara representado por f(x).

En el caso discreto, * y T describen el comportamiento de x después de t
unidades de tiempo, por lo que " (x) = f'(x). En consecuencia, " «(X) viene dada
por la t-ésima iterada de la funcion f.

Si denotamos por x; = f(x), tenemos que:



" 100 = FL(X) = F(FE(X)) = F(Xe) = X1, dOnde t 2 Z 0 N.

Observacién: Si " es de clase CK, entonces f también lo es.

Por un lado, dado que T es un vehiculo de transporte para cada estado del
sistema, hace posible generar cambios. Por otro, nuestra intuicion nos dice que,
para que algo cambie de un estado a otro es necesario aplicarle una fuerza; razon
por la cual la funcion f podria ser entendida en esta analogia como un operador
gue toma en cuenta a las fuerzas involucradas en el sistema.

En lo sucesivo cuando hablemos de un Sistema Dinamico, entenderemos que
se trata de un Sistema Dinamico Discreto Unidimensional, y lo consideraremos
como aquel generado por alguna funcion f.

En el analisis del comportamiento de los sistemas dinamicos debemos entender
dos tipos de comportamientos importantes: Periddicos y Estables.

1.2. Comportamientos Periddicos

De..nicion 2.1: Sea x 2 X, al conjunto < = ff"(X)gn_o lo llamaremos: La
Semi-Orbita (0 Semi-Trayectoria) Positiva de x.

Cuando f es invertible, podemos de..nir £i"(x) = (Fi)"(x), y en éste caso,
la orbita incluye la historia pasada de x, asi que, de manera analoga de..nimos al
conjunto =1 = Ff"(x)g,.o como: La Semi-Orbita (o Semi-Trayectoria) Negativa
de x.

En consecuencia la orbita de x serd la unién de las semi-Orbitas positiva y
negativa. Es decir, es el conjunto <, = <7 [ <J§ = Fff"(X)9n_o [ FF"(X)gn-0 =
" (X)gn2z-

De...nicién 2.2: Un punto x que cumple f(x) = x, lo llamaremos punto ..jo
de f.

La orbita de un punto ..jo consiste Unicamente de ese punto.

De...nicidon 2.3: Un punto x que cumple f"(x) = X, lo llamaremos periodico.

Si n es el minimo entero positivo que satisface la condicién f"(x) = x, se le
Ilama periodo del punto periddico. A éstos puntos los denotaremos por Per,(f).

Al conjunto union de Per,(f) con n > 1 lo denotaremos por Per(f).

De...nicidn 2.4: La orbita de un punto periodico de periodo n, esta constituida
de los n diferentes puntos x;f(x);f?(x);:::;; f"i1(x), y al conjunto de estos n
puntos se le llama orbita periddica de periodo n.

Las orbitas periédicas de periodo n, son también llamadas n-ciclos.

En consecuencia todos los puntos de una érbita periddica de periodo n son
periddicos de periodo n.



De...nicién 2.5: Un punto x se llama eventualmente periddico de periodo n, si
X no es periddico de periodo n, pero existe m > 0 tal que f"*' (x) = " (f' (X)) =
£ (x) para toda i _ m.

Es decir, f'(x) es periodico de periodo n para i _ m, por ende la orbita
periddica de un punto eventualmente periddico de peridédo n, esta constituida de
los n diferentes puntos (x); FI*1(x); F*2(x); :::;; F*"il(x). Este tipo de puntos
pueden sélo ocurrir en sistemas semi-dindmicos, pues en esta situacion no hay
inyectividad de la funcion.

1.3. Comportamientos Estables

La estabilidad de un sistema dindmico se re..ere a la permanencia en el tiempo del
comportamiento de dicho sistema ante los cambios que puedan sufrir los diversos
elementos que lo componen.

Mencionaremos los conceptos de estabilidad en el sentido de Lyapunov, para
las dinamicas mas fundamentales que encontramos en los sistemas dinamicos.

De...nicidon 3.1: Sea x” un punto periodico de . Decimos que X es estable
si para para toda V vecindad de x*, existe una vecindad V'% V de x® tal que si
x 2 V! entonces f"(x) 2V, 8n > 0.

De...nicién 3.2: x® si ademas de satisfacer la de..nicién 3.1, cumple que

lim 1 (X)) = X7,

para toda x en alguna vecindad de x°, se dice que es asintoticamente estable.

De modo sencillo, podemos decir que un punto es estable si la sucesion Fft(x)g
no se aleja del equilibrio, para valores de x proximos al equilibrio; es asintotica-
mente estable si tiende hacia el equilibrio también para valores préximos.

De...nicidon 3.3: Puntos periddicos estables pero no asintdticamente estables
son llamados neutrales o simplemente estables.

De...nicidon 3.4: Un punto ..jo que no es estable se dice que es inestable.

De...nicién 3.5: Una érbita periddica de periodo n es estable (respectivamente
asintéticamente estable e inestable) si para cualquiera de sus puntos, como puntos
..jos de ", satisfacen la condicion correspondiente.

De...nicidn 3.6: Si x® es un punto periodico asintoticamente estable, la cuenca
de atraccion de x° es el conjunto:

x: limye 4 F7(X) = X°Q.



A partir de la ultima de...nicién, decimos que para cualquier orbita periddica
asintoticamente estable <, existe un abierto U, con < % U, tal que si x 2 U,
entonces

lim e 2d(f"(x); <) =0.

1.3.1. Conjugacion Topoldgica

De...nicién 3.7: Sean f, g : X ¥ X funciones continuas. Si existe h: X ¥ X
homeomor..smo que cumpla g+ h = h = f, decimos que f y g son funciones
conjugadas topologicas, y a h se le conoce como conjugacién topoldgica.

Proposicion 3.1: La relacion de conjugacion topologica tiene las propiedades
siguientes:

I. Es una relacion de equivalencia; es decir, es refexiva, simétrica y transitiva,
y, por tanto, de..ne un espacio cociente o espacio de clases de equivalencia.

1. Se veri..ca que si T y g son conjugados topoldgicos, para cualquier n 2 N
se cumple que g"th =h+f",

De esto, se sigue que tienen igual nimero de puntos periédicos.

Por lo tanto, los puntos ..jos y oOrbitas periddicas de la funcion f se correspon-
den con los puntos ..jos y Orbitas periddicas de la funciéon g. Conduciendo a decir
gue ambas funciones tienen la misma estructura bajo iteraccion.

I11. La conjugacion topologica preserva las propiedades de estabilidad.

El concepto de conjugacion topologica nos provee de una clasi..cacion de los
sistemas dinamicos, de modo que en ciertos casos, es posible analizar la dindmica
de un sistema pasando a otro topolégicamente equivalente mas sencillo de estudiar.

1.3.2. Conjuntos Limites

Siempre sera importante conocer el origen y el destino ..nal de cualquier sistema
de estudio, razon por la cual se proporcionan los siguientes conceptos:

De..nicion 3.8: El conjunto omega-limite de X, denotado por !(x), del
sistema dinamico generado por T, es el conjunto de puntos de acumulacion de
ff'(X) : n 2 Ng.

De...nicién 3.9: Si la funcion T tiene inverso, entonces podemos de..nir el
conjunto alfa-limite de x, denotado por ®(x), del sistema dinamico generado por
T, como el conjunto de puntos de acumulacion de T, es decir Ff"(X) : jn 2 Ng.



Proposicién 3.2: Dos funciones que son topoldgicamente conjugadas dan lu-
gar a sistemas dinamicos tal que sus correspondientes ! -limites son homeomorfos.
[Ref. 2]

1.4. Bifurcaciones en Sistemas con Parametros

Una cuestion de gran importancia que debe ser considerada para analizar la
dindmica de los sistemas es: ¢Qué tipo de cambios se pueden dar en la evolucién
de un sistema dindmico ante una pequefia modi..cacion de la funcién que gobierna
el sistema? Una posible respuesta la proporciona la teoria de las bifurcaciones.

Las bifurcaciones de sistemas ocurren al estudiar la dindmica generada por
familias de funciones que dependen de uno o varios parametros (condiciones ex-
ternas al sistema).

Un diagrama de bifurcacion es una representacion visual de la iteracion de una
familia de funciones dependiente de un parametro que varia, mientras los demas
estan ..jos.

Para observarlo con claridad, quizés sea conveniente considerar un ejemplo.

Supongamos la siguiente familia de funciones:

fr(X) =rx(1 i X).

Podemos, para diversos valores del parametro r 2 [1:0; 4:0], iterar la funcion
con un valor de r determinado y apartir de alguna condicion inicial ..jada de
antemano, pensemos en X, = 0:16., poder observar como afecta modi..car r en el
comportamiento de la funcién.

Para ello, utilizamos un plano cartesiano, donde el eje horizontal mide el
pardmetro r, y el vertical mide la distribucion de la sucesion fX(xo) con 300 -
k - 400. Naturalmente los nimeros 300 y 400 son arbitrarios, pero es conveniente
quitar los primeros puntos para que la iteracion llegue a su posible régimen esta-
cionario y no queden representados puntos que no son relevantes. Vease la ..gura
1.1 con la informacién proporcionada:

Del estudio del diagrama de bifurcacion se desprenden las caracteristicas de
la relacion entre el parametro y el comportamiento de la iteracion de la funcion.
Cuando a cada valor del parametro (eje horizontal) le corresponde un solo valor en
el eje vertical, signi..ca que hay un unico equilibrio; cuando son dos hay un ciclo
de orden dos, etc. Dentro de la zona densa hay ventanas periddicas (zonas que
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se van blancas), algunas distinguibles y otras que no se ven. Sin embargo, como
muchos de esos periodos son grandes, no se pueden distinguir en el diagrama de
aquellos valores que originan comportamientos cadticos.

Desde el punto de vista de las aplicaciones, basta ver el diagrama de bifurcacion
para asegurar la complejidad de un determinado sistema dinamico.

Calcular analiticamente las bifurcaciones de sistemas generados por alguna
funcion, representa un esfuerzo formidable, pues para el caso en que la funcién
fuese un polinomio de grado dos, calcular las 6rbitas periddicas de periodo n,
equivale a resolver una ecuacion polinomial de grado 2n j 1; trabajo imposible en
general. Sin embargo numéricamente se tienen mas posibilidades para estudiar
estos sistemas.

1.5. Comportamientos Caoticos

A pesar de su orden fundamental, la naturaleza nos presenta un aspecto des-
ordenado, ya que esta siempre sujeta a la intervenciéon de fuerzas externas. El
crecimiento de un arbol puede ser reprimido por la sequia o el fuego, una onda
luminosa puede ser distorsionada por el calor, un panal puede ser destrozado por
un oso. EI tejido de las apariencias externas no es facil de penetrar. Parece
carecer de costuras, y su misma belleza es perturbadora, es por eso que una cosa
es sencillamente admirar y contemplar la fachada y otra, investigar lo que hay
detras.

¢Por qué la realidad es dificil de comprender? La respuesta mas general a esta
pregunta es, tal vez, porque dicha realidad esta compuesta de muchas partes que
se interrelacionan entre si, de modo que se hace dificil integrar lo escencial en unos
pocos conceptos. Esto tiene como consecuencia que para comprender esa realidad



como un todo, como una unidad, haya que prescindir de algunos aspectos, o de
algunas partes de ella; y esa simpli..cacion lleva a perder rasgos quiza escenciales.
Cuando, mediante un modelo simpli..cado, se capta lo basico de una situacion, no
se puede a..rmar de modo rotundo que esa situacion es compleja. En de..nitiva,
una primera aproximacion, podriamos decir que algo es complejo cuando es claro
gue se trata de una Unica realidad, de una sola cosa, pero que, al mismo tiempo,
estd compuesta por muchas partes, todas ellas necesarias y dificiles de agrupar
bajo una sola idea.

Por tanto, de algin modo podemos decir que, aunque una realidad sea com-
pleja, cuando logramos un modelo que capta lo escencial, hemos llegado a de-
senmaranar la complejidad y la hemos hecho comprensible. Y una prueba uni-
versalmente aceptada de que esta tarea ha sido llevada a cabo con éxito es si
ese modelo sirve para predicion en muchos casos. Diremos que una realidad es
compleja cuando, conociendo muy bién sus causas, su estructura, su fundamento,
etc., se hace dificil predecir cual va a ser su comportamiento.

1.5.1. Sistemas Dinamicos Caodticos

De..nicién 5.1: Diremos que f : X ¥ X es una aplicacion topoldgicamente
transitiva, si para cualesquiera dos abiertos de X ,U y V, existe un entero positivo
k, tal que FK(U)\V & A.

Sefialando que el sistema no podra descomponerse en dos subconjuntos dis-
juntos invariantes con interior no vacio. (Si f posee una érbita densa, entonces el
sistema es topologicamente transitivo).

De...nicién 5.2: Decimos que f : X ¥ X tiene sensibilidad a las condiciones
iniciales, si existe un nimero a > 0 tal que para todo punto x 2 X, y para
todo abierto de x, U, existe un punto y 2 U y n entero positivo, veri..cando que
d[f"(x); f"(y)] > a.

Indicando que pequefios errores en la estimacion de valores de la funcién se
pueden ampliar considerablemente al iterarla.

De...nicion 5.3: (Devaney) Decimos que T : X ¥ X genera un sistema
dinamico caotico si cumple las siguientes condiciones:

1) Tiene sensibilidad a las condiciones iniciales, indicando que por muy cerca
gue estén dos estados iniciales, la evolucién de uno y otro, sometidos a la misma
ley evolutiva, puede ser totalmente distinta.

Este es quiza el mas sorprendente de los rasgos del caos: la existencia de leyes
deterministas y practicamente imprevisibles.



I1) Es topoldgicamente transitiva, sefialando que el sistema comienze donde
comienze, pasara cerca de cualquier posible estado en algiin momento.

I11) El conjunto de puntos periddicos es denso en X, indicando que en las
cercanias de cualquier estado hay puntos periddicos.

1.5.2. Exponente de Lyapunov

Es un concepto util para determinar si un sistema es cadtico. Pues mide una
de las caracteristicas que de..nen al caos: sensibilidad con respecto a condiciones
iniciales.

Consideremos f : S* ¥ S! veamos cual es el exponente de Lyapunov para
f. Eligamos dos puntos que distan 2, a saber Xy y X + 2, tal que en la N-ésima
iterada estan en TN (xo) y fN(xo + 2) respectivamente(ver ..gura 1.2):

Crecimiento en la separacidn de los
‘L puntos iniciales, después de N iteraciones
Mpts de la funcian f.

o | ) R, +5) A

Fig. 1.2:

Sea F(x0;2N) = fN(x0) i FN(xo+2)
Supongamos que el comportamiento de F es el siguiente: F (Xo;2; N) = 2eN-(fxo),

D) 2aN. (Fix0) ::_fN()(O +2) j fN(Xo):_
N (%o +2) § FN(xo)-
_ 2 -

D N, (F;Xo) = In:_fN(XO +22 i fN(XO):_

D . (Fixo) = % |anN(X0+22 i T"(x0)-

Z - it i .
> L) = I ) = (o)

) eN.(fxo) =

Cuando N ¥ 1, tenemos:



. i CPy ., —dfi(xo)-
D .(Fixo) =limyea & :\Lblln‘%‘

Se sabe que, bajo ciertas condiciones bastante usuales, el limite anterior no
depende de la condicion inicial Xo.

Para el caso en que el exponente de Lyapunov no depende de condiciones
iniciales, se de..ne en términos de la funcién.

De...nicidon 5.4: El exponente de Lyapunov asociado a un sistema dinamico
generado por una funcion T es:

EA0;
dx

P _.
L(F)=limpeq 2 Milin

Si el exponente de Lyapunov es positivo, indica que el sistema es sensible
con respecto a las condiciones iniciales; en caso contrario(cuando es negativo) el
sistema tiene por lo menos una Orbita estable.

>. DInamica de_las Funciones de la
Circunferencia

Las funciones de la circunferencia determinan sistemas dinamicos Utiles para mod-
elar diversos procesos naturales donde se mani..esta una actividad ciclica. En éste
capitulo llevaremos a cabo una revision de las principales herramientas teoricas
para estudiar la dindmica de estas funciones. Como se vera en el capitulo sigu-
iente, varios modelos de osciladores de integracién y disparo, tienen funciones de
la circunferencia como funciones de fase de disparos. El analisis de la dinamica de
estas funciones revela informacion importante sobre la forma en que estos sistemas
responden a forzamientos externos.

2.1. Funciones de la Circunferencia

Denotaremos por S! a la circunferencia, identi..cada con el conjunto fz 2 C :
jzj = 1g.

En rigor, debemos decir que S* es la clase de equivalencia topoldgica de la cir-
cunferencia unitaria del plano complejo. Todo aquél conjunto que sea homeomorfo
a esta circunferencia sera también una representacion de ella.

Para nuestros propositos, una representacion Gtil de S, la obtenemos del
espacio cociente S = R=Z, mediante la relacion x »y , xjy 2 Z.
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De...nicién 1.1:

I. Una funcion f : S ¥ St se llama funcién de la circunferencia.

I1. Si T es continua, la llamaremos endomor..smo.

I11. Si T es continua con inversa continua, la llamaremos homeomor..smo.

La gra.ca de una funcion de la circunferencia es un subconjunto de T2 =
St £ S, super..cie conocida como el Toro.

Cada punto de S, mediante la identi...cacién que nos ofrece el espacio cociente
R=Z, tiene un representante en el intervalo [0; 1], donde el 1 es identi..cado con
el 0, por ende cada punto de S* £ S! puede representarse por un punto en el
cuadrado unitario [0;1] £ [0;1]; en donde ademas los lados opuestos de dicho
cuadrado quedan identi..cados. Fig 2.1.

Cuadrado Unitario

Superficie del Toro = [01]=[0,1]
T=8'x5! ” = Toro Plarg

@

Identificacion
-%-- — de estos lados

Realizanda un corte del cuadrado
en la direccidn indicads “
Identificacidn Identificacion

de los extremos de estos lados
del cilindro del cuadrado

Realizando un corte
enla direceidn de uno
ot de log meridianos

Fig. 2.1: Visualizacion en el Toro plano

Llamaremos a dicho cuadrado unitario el Toro Plano.

La gra..ca de un endomor..smo es una curva continua en S* £ S*. Esta curva
envuelve al toro una vez en la direccién de los paralelos y un cierto numero de
veces en la direccion de los meridianos. Pudiéndose visualizar en el Toro Plano,
como se muestra en las Figs. 2.2y 2.3:

Fig. 2.2: Curva continua que envuelve al toro 1 vez en la direccién de los paralelos y 1
vez en la direccion de los meridianos.
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Fig. 2.3: Curva continua que envuelve al toro 1 vez en la direccion de los paralelos y 2
veces en la direccion de los meridianos.

2.1.1. Iteraciones de Funciones de la Circunferencia

La dinamica generada por una funcion de la circunferencia, pueden ser analizada
gra..camente a traves de sus iteraciones en el toro plano, mediante el procedimiento
siguiente (Fig. 2.4):

-

g, gl gl g
; //

#n T

Fig. 2.4: Iteracion

Dado que cada punto x 2 [0;1] puede identi..carse con el punto (x;Xx) de la
diagonal del toro plano, la evolucién de las trayectorias estara descrita asi:

I. A partir de un punto inicial (Xp;X), trazamos una recta vertical hasta
intersectar la gra..ca de f, dicha interseccion tendra coordenadas (Xo; f(Xo)), Y

I1. apartir de ahi, trazamos una recta horizontal hasta intersectar nuevamente
la diagonal, obteniendo como punto de interseccion (f(Xo); f(Xo)). El cual repre-
senta la imagen bajo T del punto inicial elegido.

Podemos seguir iterando de ésta manera y obtener una sucesién de puntos en
la diagonal, que se proyectan sobre una oOrbita en [0; 1].

12



Los puntos ..jos de la funcion son evidentemente las intersecciones de la gra..ca
con la diagonal. Del mismo modo, los puntos periddicos de periodo g, seran los
puntos de interseccion de la gra..ca de la g-ésima iterada de la funcién con la
diagonal.

2.2. Levantamientos
Para estudiar funciones de la circunferencia, conviene asociarles una funcién real
de variable real, que reteje propiedades que posee la funcion original.

2.2.1. Proyeccion Canonica

De..nicién 2.1: El conjunto S = fz 2 C :jzj = 1g puede ser parametrizado
mediante la funcién % : R ¥ S!, de..nida por % (t) = €2, la cual es llamada
proyeccion canodnica. (Fig. 2.5)

Fig. 2.5: Proyeccién Canobnica

Proposicion 2.1: % (t) es continua.

Demostracion:

Identi..cando al plano complejo con R?, % puede ser de..nida a través de la
correspondencia siguiente:

%:R ¥ R?
t ¥ (cos(2%t); sin(2v%t))

1
Entonces d—f = (i sin(2%t); cos(2%t)) existe para toda t 2 R, por lo que % es
diferenciable en R, y por lo tanto es continua en R. }
Proposicion 2.2: 8t;s 2 R, se tendra que % (t) =% (s) , t~ s mod(l), es
decir, Ys(t) =% (s) , t=s+k, paraalgink 2 Z.
Demostracion:
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V() =% (S)

p2#it — g2¥is
p2%i(tis) = 1
t=s+k,paraalgink 2 Z
t =smod(1) paraalgin k 2 Z:}

PrOpOSiCién 2.3: Y (tl + t2) =Y (tl) Y (tz) 8t 2 R.
Demostracion:
Y, (tl + t2) = p2i(ti+ta) — p2%hity o2%itz — 1/, (tl) Y, (tz)- }

2.2.2. De..nicion y Propiedades del Levantamiento

De...nicidon 2.2: Sea f un endomor..smo. Una funcion continua F : R ¥ R que
cumple %+ F = f £ %, es llamada una representacion o un levantamiento de f.
Es decir, F hace posible que el siguiente diagrama (Fig. 2.6)sea conmutativo:

=t L

f

Fig. 2.6: Diagrama Conmutativo

Proposicion 2.4: Una funcion continua F : R ¥ R, es un levantamiento de
una funcién de la circunferencia siy solosi 8t,s2 Rtal quet j s 2 Z, se cumple
que F(t) j F(s) 2 Z.

Demostracion:

Si F es un levantamiento de una funcién de la circunferencia f,yt j s2 Z,

D Yu(t) = Y(s), de donde, Y(F (t)) = F(%(t)) = F(%(S)) = %(F(s))

DFM® iF()22Z.

Reciprocamente, consideremos una rama cualquierade %1, y f(x) = %(F (%11(x))).

Ahora, dado t 2 R, sea s = %11(%(t)), entonces t j s 2 Z, pero como F(t) j
F(s) 2 Z, se concluye que:
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Y(F (1) = %(F (s)) = %(F (411 (A(1))) = F(A(D). 3

De...nicidon 2.3: Decimos que una funcién continua real de variable real F :
R ¥ R, tiene grado k, con k 2 Z, si 8t 2 R se cumple que F(t+ 1) = F(t) + k.

Observacion:

- Si k = 0 entonces F es periddica.

- Denotaremos el Grado de un Levantamiento F como k(F).

Proposicion 2.5: Toda funcion continua real de variable real de grado entero
es un levantamiento de algun endomor..smo de la circunferencia.

Demostracion:

Sea F una funcién continua real de variable real con k(F) 2 Z,y s;t 2 R tal
ques j t2Z,esdecir,existe m2 Z talques=t+m.

Entonces F (s) = F(t+m) = F(t)+mk(F), por loque F(s) j F(t) = mk(F) 2
Z.

Entonces por la proposicion 2.4, F es un levantamiento de una funcién de la
circunferencia. }

Veamos algunos ejemplos de levantamientos con grados distintos (Figs. 2.7,
2.8y 2.9):

Grafica en el Toro Grafica del Levantamiento

Mismo Mivel

‘\\ r ;/. .
_f"\\}_,.- ' f,’\\
: Sy (MFFD

., ‘-' L b h
- 4 kY . '\. Fl
R i L ot

Fi)=0.4 +0.35)5en(2 m)

Fig. 2.7: Levantamiento de Grado Cero

Proposicion 2.6: Sea f un endomor..smo de la circunferencia y F un lev-
antamiento continuo de . F® serd otro levantamiento continuo de f si y solo si
existe Cge=.p 2 Z tal que F°(t) = F(t) + Cr=¢, Bt 2 R.

Demostracion:

D)

Supongamos que F y F* son distintos levantamientos de f, entonces:
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_ Grafica en eI\TUru N . Grafica dell evantamienta
,"l.l T # z"'! g .’(
/ i
: L
3 # G
| v B St
e § s
;
O
_ A e k(F)=1
o g h ]
A / .
s § d
5 \\ ¥ )
s Y )
S \.‘ i
.'/ ‘r,r

h F(x);lxm.EﬂD.rd)Sen(Zm)

Fig. 2.8: Levantamiento de Grado Uno

Grafica en el Toro Grafic ?Iel Levantamients

b A

F(x)=2x+D.f15+(D;1)Se n(2m)

Fig. 2.9: Levantamiento de Grado Dos

Y(F°(t)) = (L) = %(F (), 8t 2 R

DR iFM)22Z,8t2R
D F%(t) = F(t) + ce= (1), Ssiendo cg=.¢ una funcion que toma valores enteros

La continuidad de F® y F implican continuidad de la funcion cg=.r y como
ésta sdlo toma valores enteros, debe ser constante.

O

Supongamos que F* es tal que existe cg=.r 2 Z satisfaciendo
Fn(t) = F(t) + Cpo.p, 8t2R
D W(FE(1) = W(F (t) + m) = Y%(F (t)) = FCA() D %(F°(t) + m) = F(%u(1))

en consecuencia F° es también levantamiento de f. }
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Proposicion 2.7: Sea f un endomor..smo de la circunferenciay F un levan-
tamiento continuo de T de grado k(F). Si F* es otro levantamiento continuo de
T de grado k(F®), entonces k(F) = K(FF).

Demostracion:

Dado que F es levantamiento continuo de f de grado k, entonces F(t + 1) =
F(t) + k.

Como F* es otro levantamiento de T, entonces F°(t) = F(t) + m,

DFt+)=Ft+1)+m=F@{)+k+m=F(@{)+m+Kk=F°t) +k.

Por lo tanto F® también tiene grado k. }

Dado que el grado de los levantantamientos de un endomor..smo T de la cir-
cunferencia es el mismo, podemos hablar de dicho grado, como el grado del endo-
mor..smo.

De...nicidon 2.4: El grado de un endomor..smo f, denotado por k(f), es el
grado de sus levantamientos.

Proposicion 2.8: Si f es un endomor..smo de la circunferencia de grado
k = k(f), entonces para todo levantamiento F de T se tiene:

Ft+m)=F(@t)+mk,8t2Ry8m2Z.

Demostracion: (Induccion sobre m)
Sim =1, por de..nicion de levantamiento de grado k, se cumple que:

Ft+1)=F({)+k
Supongamos que se cumple param j 1
Ft+mil)=F@O+milk

Demostraremos que es valido para m.

Ft+m)=Ft+mijl+1)=Ft+(mMjl)+k=F@O)+(mjlk+k=
F(t)+mk. }

Proposicion 2.9: Para cada endomor..smo f, existe un entero k y una funcion
continua real de variable real F que es un levantamiento de f.de grado k = k(f).
Este levantamiento continuo de T es Unico salvo por la suma de constantes enteras.

Demostracion:

Sea T un endomor..smo y F una funcion continua real de variable real de
grado k, tal que para ésta ultima, podemos de..nir F; como la restriccion de F al
intervalo 1 = [0; 1] %2 R, entonces F;(0) = F;(1) mod 1, existiendo k 2 Z tal que
Fi(1) = F,(0) + k y la extension de F;(t) a todo R dada por:
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F(t+m) = F(t) + mk

es continua y de grado K.
Ademas F es levantamiento de f, ya que dado cualquier % =t+mcont2 |
y m = [%], se tiene:

A(F (%)) = %(F (t + m)) = %(F, (t) + mk) = %(F, (1))
= W(HIH(FCAD))) = TEAD) = FA(%)).

Mostrar que dos levantamientos F y G continuos de un endomor..smo T di..eren
necesariamente por una constante entera, es consecuencia de la proposicion 2.6.

¥

Proposicion 2.10: Si F es un levantamiento de un endomor..smo f de grado
k, entonces F" es un levantamiento de " y tiene grado k".

Demostracion: (Induccién sobre n)

Para n = 1 es valido, pues como F es levantamiento de T, se tiene que:

Yt F =T x4,
Supongamos que la proposicion es valida para n, es decir
Yt F"=f"xY,
demostraremos que es valido para n + 1,
Yt F™l =Y+ FN+F =f2YzF =f "2 f ¥ =11y,

Ademas como f es continua y claramente F"(t + 1) = F"(t) + k(f), entonces
F™ es un levantamiento de f".

Resta probar que " tiene grado k", para ello procedamos por induccién sobre
n.

Para n = 1, es valido pues dado que T es de grado k, entonces F(t +1) =
F(@) +k

Para n = 2, entonces F2(t + 1) = F(F(t+ 1)) = F(F(t) + k) = F2(t) + k2.

Supongamos que la proposicion es valida para n, es decir

Fr(t+ 1) = Fn(t) + k",
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demostraremos que es valido para n + 1,

F*it+1) = F(F"(t+1)) = F(F"(t)+k™) = F(F"(t))+kk" = F"*1(t)+k"*?

¥

Observacion: Sean F y G levantamientos de un endomor..smo de grado k,
entonces F + G y G = F son levantamientos de 2 con grado k2.

La proposicion 2.10 relaciona los puntos periddicos de una funcién de la circun-
ferencia y sus levantamientos. Gra..camente, la proposicion indica que la gra..ca
del levantamiento F" intersecta a la recta s = t+k, siendo k el grado de la funcién
(Fig. 2.10).

s=t+2 =t+1 s=t

5=t-1

5=t-2

Fig. 2.10: Gra.cade F"

Para conocer la gra..ca de un levantamiento en toda la recta, bastara conocerla
en un intervalo de longitud uno, pensemos en [0; 1].

Si el grado de la funcién es k, entonces el punto ..nal en 1 estd k unidades
arriba que el punto en 0. Ahora, a partir del punto (1; F (1)) repetimos el mismo
razonamiento, obteniendo que F(2) § F(1) = k. Por lo tanto repitiendo éste
proceso, a izquierda y derecha del trozo de la gra.ca conocido, se obtiene la
gra..ca del levantamiento.

De...nicién 2.5: Llamaremos al intervalo de la gra..ca de un levantamiento
que asume valores en [0; 1], un intervalo fundamental. (Fig. 2.11)

Apartir del intervalo fundamental, la gra..ca de una funcion en la circunferen-
cia puede obtenerse considerando cualquiera de sus levantamientos continuos en
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Grafica del Levantamiento

; Intervalo Fundamental
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Fig. 2.11: Intervalo Fundamental

dicho intervalo. Dicha gréa..ca cruzara verticalmente un nimero entero de cuadra-
dos de lado uno; estos nos determinan un rectangulo de base uno y altura igual a
un entero, digamos k, que resultara ser el grado de la funcion de la circunferen-
cia. Cortemos ahora este rectangulo en k cuadrados unitarios y superponiéndolos
obtenemos la gra..ca de T.

Proposiciéon 2.11: Sea f un endomor..smo de la circunferencia. Entonces f
tiene una oérbita periddica de periodo q si y so6lo si para todo levantamiento F de
f,existen t 2Ry p., 2 Z que cumplen:

Fi(t) =t+p.,
Demostracion:
D)
Dado que f tiene una orbita periddica de periodo g, existen x 2 Syt 2 R
tal que:
V() = x y FI(x) = x D FI%(t)) = %(t)
Si F es un levantamiento de f entonces

FOA(D) = W(F ) > FI(4(D) = %(F(D),

y como:

FI(A(D) = %(t) D %(FA(D) = (1),
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entonces existe p.., tal que:
Fi(t) =t+p.,

@)
Siexistent2R vy p., 2 Z, tal que:

W) =xyFit)=t+ Pe.c

D TI(x) = FI((t)) = FIHL(F(A(L))) = FITCA(F (1))
= =W(FI() = %(t+p.,) = %) =X,

D I =x. F

Proposicion 2.12: Sean F y F levantamientos de un endomor..smo f, tal
que 8t 2 R, F(t) = F(t)+cc &, con ¢z 2 Z. Suponiendo que k(f) = k, entonces:

_ |
Fr) =F () +cer oK
Demostracion: (Induccion sobre n)

Para n = 1 es obvio, pues por de..nicion: F(t) = F(t) + CeE
Para n = 2 se tendra:

F() =F(F®) = F(F(®) +cer) = F(F() +Crp) + G =
F(F (D) + crpk + Ce

Por lo tanto:F " (t) = F2(t) + ce.ek + Cep
Supongamos que la proposicion es valida para m < n
Demostremos que la proposicion también es valida para n:
Frp =FFE" ) = FF" () + e
FEMM®) +oer ok + cee = F(FMHD) + (Cepp 1 KDK+ Cee =

F(t) + Cer in:ill k' + Ceg = F"() + ¢ ?:iol k!
Por lo tanto tenemos que:

_ P, .
FI)=Fr@® +cep 5K 3
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Corolario 3.5.1: Cuandg k(f) =1 F'(t) = F"(t) + ce=n.

Demostracién Pues n = 111,

Corolario 3.5.2: Particularmente cuando f tiene un punto periodico, de
periodo ¢, entonces para todo levantamiento F y toda t, existe p_. y c-& tales
que:

t+p.. +cer 1 cuando k & 1
fq(t) — f pF;t CF;F 1ijk cuanao
t+p., +Ccgqcuando k =1

Demostracion

Dado que T tiene un punto g-periodico, existe pg., tal que: F9(t) = t + pgy,
entonces:

Caso 1) Si k & 1 se tendra: . e

E'(t) = F¢ qilypi — Iy Ka

F({=F (t)+CF:E i=0k _t+pF;t+CF;E Tik v Y

Caa\so 1) Si k = 1 setendra: =

=l ilyi — ilqi —

F'(t) =Fi(t) +cegp ok =t+p., +ceg 1" =t+p., +ceq T

2.3. Homeormor..smos de la Circunferencia

De..nicion 3.1: Sea f un homeomor..smo de la circunferencia y F un levan-
tamiento continuo de f. Diremos que: f es mondtono creciente o decreciente si
F lo es.

Proposicion 3.1: Si f es un homeomor..smo de la circunferencia y F es
un levantamiento de f, entonces F es un homeomor..smo y ademas F il es un
levantamiento de fil.[Ref. 2]

Proposicion 3.2: Sean f, g funciones continuas de la circunferenciay F, G
sus levantamientos respectivos. Si f y g son topoldgicamente conjugadas entonces
F y G son topoldgicamente conjugadas.

De...nicién 3.2: Decimos que S?! esta orientada positivamente (Fig. 2.12),
si la recta tangente en el punto de referencia es el vector unitario (j sin(0) ,
cos(0)) = (0;1)

Intuitivamente ésta orientacion es simplemente recorrer la circunferencia en el
sentido contrario a las manecillas del reloj. De aqui en adelante supondremos que
la circunferencia esta orientada positivamente.

De..nicién 3.3: Dados x, y 2 S%, con x = e?¥x ¢ y = 24y decimos que
X<y , 9®2R" tal que t, =t + ®.
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Fig. 2.12: Orientacion Positiva

De...nicién 3.4: Decimos que una funcion continua de la circunferencia preserva
orientacion si para cualquier x, y 2 S?, se satisface la de..nicién 3.3
De...nicién 3.5: El arco que va de x a 'y, con X;y 2 St es:

arc(x;y)=fz2St:x - z - yg.
Abreviaremos ”homeomor...smo que preserva orientacion” por HPO.

Proposicion 3.3: Cualquier levantamiento de un HPO es estrictamente cre-
ciente.

Demostracion: Consecuencia de la de..nicién 3.4 }

Proposicion 3.4: Sea T un HPO, entonces k(f) = 1.

Demostracion:

Pues, como los levantamientos de T son estrictamente crecientes, su grado es
mayor o igual a 1. Si fuese mayor que uno, entonces, por el teorema de valor medio
para funciones continuas, entre t y t+1, existiria s tal que F (s) = F (t) +1, siendo
F un levantamiento cualquiera; entonces f(%(s)) = %(F(s)) = W(F() +1) =
Yi(F (t)) = £ (%(t)), y por lo tanto f no seria inyectiva.

En consecuencia k(f) = 1. }

Proposicion 3.5: Sea f es un homeomor..smo que invierte orientacion. Si
F es un levantamiento de T, éste resulta ser decrecientey F (t+1) =F (t) i 1,
8t2Ry8k2Z.

Proposicion 3.6: Dada una funcion continua y sobre de la circunferencia, de
grado 1 6 j1, cuyos levantamientos son estrictamente monotonos, es un homeo-
mor..smo.

Un resultado que permite caracterizar a los HPO™s es el siguiente:
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Proposicion 3.7: T es una funcién continua de la circunferencia, inyectiva y
de grado 1 si y sélo si f es un HPO.

2.3.1. Funciones Diferenciables

De...nicidon 3.6: Decimos que T es diferenciable si cualquier levantamiento F de
T lo es.

Proposicion 3.8: Si T es diferenciable, entonces las derivadas de todos sus
levantamientos son iguales.

Demostracion: Consecuencia de que, distintos levantamientos di..eren en con-
stantes. }

Proposicion 3.9: Sea x un punto periédico de periodo q, y t 2 R tal que
Yi(t) = X, entonces:

1. Si j(f9)'(x)j < 1 entonces la orbita de x es estable.

1. Si j(F9)°(x)j > 1 entonces la drbita de X es inestable.

De...nicidn 3.7: Sea x un punto periodico de periodo g, es llamado hiperbolico
si j(F)'(x)j & 1.

De...nicién 3.8: Si x es hiperbdlico, su 6rbita es Ilamada hiperbdlica.

De..nicién 3.9: El nimero (f9)'(x) es llamado el multiplicador del punto
periodico.

Proposicion 3.10: Si x es un punto periédico hiperbdlico de periodo q y
J(FDY(X)j < 1, entonces la Orbita <= es asintéticamente estable. En éste caso,
<= se llama atractor periodico exponencial.

De..nicién 3.10: Sea x un punto perioédico de periodo q. Si f(x) = 0,
entonces es llamado super-estable.

Proposicion 3.11: Si x® es un punto periodico hiperbolico de periodo q y
J(FD(X)j > 1, entonces existird una vecindad V de x tal que si X' 2V, x & X
entonces existe k tal que f"(x") 2 V para todo n _ k. En tal caso, x es llamado
repulsor periddico exponencial.

De...nicién 3.11: Si en un homeomor..smo, tanto f como f i! son diferencia-
bles, diremos que es un difeomor...smo.

2.4. Numero y Conjunto de Rotacion

Trataremos de encontrar un invariante que nos determine a que rotacion esta
relacionado un homeomor..smo dado, con la posibilidad de que pueda de..nirse
para el caso en que el homeomor..smo no tenga Orbitas periddicas.
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Cuando tenemos una Orbita con rotacion de angulo I%(EZ%, n determina el
periédo de sus oOrbitas y m determina el nimero de vueltas que la orbita da a
la circunferencia antes de regresar al punto de partida. Este tipo de oOrbitas, le
imponen un orden determinado a todas las restantes érbitas.

A cada homeomor..smo le asociaremos un nimero, que llamaremos nimero de
rotacion, que determina a que rotacion esta asociado dicho homeomor..smo.

Fig. 2.13: Orbitas Periddicas con distinto Nimero de Rotacion.

Haciendo referencia a la parte izquierda de la Fig. 2.13, sea ®; el &ngulo
formado por f'il(p), ¢, ' (p) donde c es el centro del circulo. Analogamente
en la parte derecha de la Fig. 2.13 sean ; los angulos correspondientes para la
funcion g.

El promedio de las ®; es 18®; = $2% y el de las ~; es & ; = 22%.

Si g tuviera otra Orbita periddica, ésta seria de periodo 5y el promedio de los
angulos de rotacion también seria %21/4, ya que al recorrerse en el mismo orden
implica que la suma de los angulos es 4Y% y por tanto el promedio es %(21/4).

El promedio mencionado es un buen candidato para ser el nimero de rotacion,
pues es de esperarse que atraves de él podamos asociar a un homeomor..smo la
rotacion correpondiente, sin recurrir a la geometria de ninguna orbita.

Veamos como podemos calcularlo, para ello haremos uso de la informacién que
nos proporcionan los levantamientos. (Fig. 2.14)

Sea F algun levantamiento de un HPO T, y sea %(t) = X, entonces el an-
gul9 determinado pgr fkil(x), fK(x) con respecto al centro del circulo mide
2% FX(t) § FXil(t) , siendo el promedio de los angulos en las n primeras iter-
adas el siguiente:

: ¢
280, PO i PO = 2EO Y
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Fig. 2.14: Representaciéon de una iteracion en la circunferencia a través de T y en el
plano cartesiano a través de F.

en consecuencia el promedio de todos los angulos de rotacion sera:
20 limn e 4 O =20 0imn e 1 (50 1) = 2% limpe 1 5O

De..nicién 4.1: Sea f : S* ¥ S! un HPO y F cualquier levantamiento
continuo de f. Entonces de..nimos:

BF; 1) = limye 1 =0,

Lema 4.1: El limite anterior existe y no depende del valor de t elegido.

Demostracion: [Ref. 2]

Lema 4.2: Sea T un HPO. Para distintos levantamientos F; y F, de T se tiene
que:

B(Fyt) =% (Fy;t)+c,conc 2 Z.

Demostracion:

Si F; y F, son distintos levantamientos de T, entonces: F,(t) = Fy(t) + Cg,.Fr,,
8t 2 R.

Entonces FJ'(t) = FJ(t) + cg, ., 81 kT, como f es HPO, entonces su grado es
1, en consecuencia F}'(t) = F['(t) + cg,.5,N, entonces %°(Fz;t) = limps 1 an(t) =
|imn!1% = |Imn|1 Fr (t) + |imn!1

= 1/211(':1; t) + Cr.:F, ||mn ¥ 1 D =" (Fl,t) + Cr :Fys 8t 2 R.

Como lo anterior es valido, independiente de la t elegida, podemos escribir
solo: %°(Fz) = %(F1) + Cryrp- 3

Observacion: La constante por la que di..eren los levantamientos F; y F», es
la misma por la que di..eren %°(Fy) y %°(F»).

CFy;FoN
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Con ayuda de los lemas 4.1 y 4.2, podemos de..nir el nimero de rotacion.

De...nicidén 4.2: El nimero de rotacion de un HPO T, denotado por %(f),
es la parte fraccionaria de %"(F) siendo F algun levantamiento elegido de f. Es
decir:

TENO |
W(F) = ¥ (F)mod(1) = lim n(t)

mod(1).

Proposicion 4.1: El concepto anterior esta bién de..nido, pues no depende
del levantamiento elegido.

Demostracion:

Sean F; y F, distintos levantamientos de T, entonces %" (F;) = %°(F1) + Ce,:F,,
entonces %(f) = %°(F,) mod(1) = %°(F;) mod(1). }

Por ejemplo, el numero de rotacion de una rotacién con angulo 2%, siendo
0 - u <1, es precisamente .

De...nicién 4.3: Sean T, g y h HPO’s, siendo h el conjugado topoldgico entre
T y g. Decimos que h es una conjugacion que preserva orden si %(g) = %(f).

Proposicion 4.2: El nimero de rotacion es invariante bajo conjugaciones que
preserven orden.

Demostracion: Ver referencia [2].

Proposiciéon 4.3: Si T tiene puntos ..jos, entonces % (f) = 0.

Demostracion:

Si t es el punto ..jo, entonces:

2 .

iEnn® i i.cc
h(f) = |imn!1'FT<‘> mod(1)=llimn!1'ﬁ mod (1) = 0. }

2.4.1. Comportamiento del NUmero de Rotacion

El nimero de rotacion determina, en gran medida, la dinamica generada por los
homeomor..smos, como lo muestran los resultados siguientes. Para los resultados
no demostrados en esta seccion consultar las referencias [2] y [3].

Proposicion 4.4: Un HPO f tiene puntos periodicos si y solo si %(f) es
racional.

De esta proposicion se sabe que:

a) Si(f) = g con py q primos relativos, entonces todas sus Orbitas periodicas

tienen igual periodo y éste es multiplo de g.
b) El !-limite de cualquier érbita sera una orbita periddica.
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¢) El conjunto de puntos recurrentes y de puntos no-errantes, coinciden con
el conjunto de puntos periddicos de la funcion f. Es decir R (f) =1 () = — ().
[Ref. 3]

Proposicion 4.5: Si el numero de rotacion de un HPO es irracional, entonces
todos los !-limites son el mismo, y éste puede ser todo S* o un conjunto de cantor.

Acerca de esta proposicion se sabe que:

a) Si ! (x) = S?, entonces el sistema es llamado transitivo.

Todos los puntos de la circunferencia son recurrentes, y se cumple que R (f) =
I (f) = - (f), ésto entre otras cosas implica que todas sus orbitas son densas en
St

b) Si ! (X) es un conjunto de cantor se llama intransitivo.

Estos conjuntos coinciden entre si, y con el ternario de cantor, si ademaés
se cumple que el HPO f 2 C?2, entonces se tendra que f es topoldgicamente
conjugada a una rotacion de angulo 2%%(f).

De las proposiciones 4.4 y 4.5 podemos decir que, el nimero de rotacion deter-
mina el comportamiento del sistema a largo plazo, es decir determina la estructura
de los !-limites.

Es interesante notar como para HPO con numero de rotacion irracional, los !-
limites no dependen de las orbitas; bajo ciertas condiciones la situacion es todavia
mas interesante, pues se encuentran estructuras complejas, como conjuntos de
cantor.

Reciprocamente ¢ Dado un conjunto de cantor, puede uno encontar una funcion
de la circunferencia cuyo conjunto !-limite sea precisamente ese conjunto?. La
proposicion siguiente responde a tal cuestion:

Proposicion 4.6: Sea K un conjunto de cantor en la circunferencia, y sea
% 2 Q. Entonces existe un HPO T, tal que %(f) =%y I(f) = K.

Veremos ahora como se podra de..nir el nUmero de rotacién en el caso de no
homeomor...smos.

2.4.2. Conjunto de Rotacion

De...nicidn 4.4: Sea f un endomor..smo de la circunferencia, de grado 1 y F un
levantamiento de f, entonces el nimero de rotacion de F en el punto t es:

n
W(F;t) =limsup, x4 P

Observaciones: Sean f, g endomor..smos de la circunferencia de grado uno,
F y G sus respectivos levantamientos, entonces:
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1) %(F;.) : R ¥ R, es de grado cero y en general no constante.

2) W(RetF;t) =%(F;t)+®,si®2 Z

3) %(Re;t) =®, 8t 2 R

4) Si h+£g = f £ h, con h homeomor..smo de la circunferencia, entonces
W(G;t) =%(F;H(t)). En particular si F = Rg, se tiene %(G;t) =® 2 R.

Demostracion: [Ref. 2].

De...nicidon 4.5: Sea f un endomor..smo de la circunferencia, de grado uno
y F un levantamiento de f entonces el conjunto de rotacion determinado por el
levantamiento F esta dado por:

C(F)=14F;t):t2Rg

De...nicién 4.6: Sea ¥ un endomor..smo de la circunferencia, de grado uno y
F un levantamiento de f. El conjunto de rotacion de f es C(f) = C(F) mod(1)

Proposicion 4.7: (Newhouse, Palis, Takens e Ito) C(f) es un intervalo cer-
rado.

Cuando f es un endomor..smo de la circunferencia, monotono, de grado uno,
C(f) se reduce a un punto, conocido como el nimero de rotacion de f. En este
caso C(f) = f4(f)g, 8t 2 R.

2.5. Sincronizacion

En la presente seccion, cuando hablemos de una funcion f, entenderemos que se
trata de un endomor..smo que tiene un punto periodico de periodo g, X. Entonces
para cualquier levantamiento F de f, existe t 2 R tal que %(t) = X y un entero
P, que cumple

Fi(t) =t+p.,.

Lema 5.1: Sean F y G levantamientos de T cuyo grado es k = k(f). Entonces:

- il-kq¢ .
pG;t pF;t(mOd _lli_k )) Sl k(f) 61
pG;t - pF;t(mOd q)) SI k(f) = 1

Demostracion:

Dado que F y G son levantamientos de f, entonces existe ¢, 2 Z, tal que
G=F +c...

Por el corolario 3.5.2 se tendra:

I. Cuando k(f) = 1:
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Gi(t) =F9(t) +c..q=t+p., +C..Q.

Por otro lado, GY(t) = t+p., por lo tanto p., i Pr, = 0Cq.c-
1. Cuando k(f) & 1:

i1l i1l
Gi(t) = F(t) + ¢ AL = tHp, +Cg T

i
Por otro lado, GY(t) =t +p,.,, por lo tanto p.. i P-, = Cr¢ 'llii"—kq .
Observacion: La constante utilizada para la demostracion del lema 5.1, es
la misma constante por la que di..eren los levantamientos G y F. A saber c_.
De...nicién 5.2: Sea f : S* ¥ S! una funcion de la circunferencia con grado
k = k(f), y sean q y p enteros, satisfaciendo:

e
0-p< 'Lk sike1l

0-p<qg,sik=1

Decimos que f tiene sincronizacion q : p si existe una érbita periddica asin-
toticamente estable de periodo g, tal que, si F es un levantamiento de f, y x es
cualquier punto de la orbita, entonces:

i ¢
p~ pF;tmodlllii"—kq sik &1

P~ p.,modgsik=1

De...nicién 5.3: Al namero entero p determinado en la de...nicion anterior, lo
Ilamaremos la envolvencia de la orbita.

Intuitivamente este nimero, cuenta la cantidad de vueltas que la érbita per-
iodica da a la circunferencia, a partir de algun punto de la érbita, hasta ..nalmente
retornar al mismo punto.

La proposicion siguiente, a..rma que existe un unico levantamiento F, para el
cual p., = p.

Proposicion 5.1: Sea un f endomor..smo de la circunferencia con k(f) = k.
T tiene una oOrbita periddica de periodo g, si y solo si existe un Unico levantamiento
F de T, tal que:

Fi(t) =t+p., =t+p, pues p=p.,

iy ol
P
0-p< 4& sik&1
donde = o p<gsik=1

Demostracion.
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Es el regreso de la proposicion 3.4

D)
Sea t 2 R tal que %(t) = X, entonces:

FIC(D) = %(Y),
asi para cualquier levantamiento F de f, se tendra:
FI(D) = %(F(1) = %),

Entonces: F9(t) = t+m_, asi m_ lo podemos descomponer como:

= p+c Hlikqﬂ con0 - <lJ ikqﬂ sik &1
F - p F 1ik 1 p 1ik )
. = p+c.q,con0-p<gqg,sik=1
de donde:
meoo T meoo T
Fit) = t+m_=t+p+c Likd con0 - p< i K sik &1
F F 1ik 1 1ik )

Fitt) = t+m_=t+p+c.g,con0-p<gq,sik=1

Consideremos otro levantamiento Ffjpara T, entonces existe cg.2 Zn f0g, que
la podemos elegir como la ¢ anterior, tal que:
F=F+c. D> FI=F j c_, entonces:
FY'() = FIH i o TN ST T T
B Ve Tk TUTRRTS T TS Tk

(FYY(t) = FIt) i c.q=t+p.+c.qjcq=t+p_,sik=1

De modo que en cualquier caso (F)9(t) = t + p., independientemente del grado
de la funcién, por lo tanto Fsatisface la condicion buscada.

Sélo resta demostrar la unicidad de FY

Supongamos que existe otro levantamiento B, distinto de FY que cumple con
la condicion:

=t+p.,sik&1l

1i
lik
<qg,sik=1

THR |

B = t+p.,con0 - p. <
(F)I(1)

,Sik&1

t+p.,con0 - p.
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como F = P+ ca.qm CON Ca.y 2 ZnfOg (pues los levantamientos son distintos),
entonces:

(lé)q(t) = FW(t)+C[};Fﬂ ]ilil:( :t+p|:ﬂ_|_(:[};':11 1Ii >

(BYID) =PI+ Cepfl = t+ e+ Cepfl, Si k= 1

THR | TR |

,Sik&1

pero como (F)%(t) = t+pg, con 0 - pg < g, entonces:

M il

1 Kk
U+ Pyt Gy K

t+pyg+cgp] = t+peg,sik=1

t+pg,sik&1l

Implicando:

TR |

1 k?
P Ceipr 7 i k

P+ Ceel = pg,cuandok =1

= pg,cuando k & 1

Dado que cg. 6 0, tendriamos que pg no cumpliria la condicion deseada.

Po lo tanto el levantamiento es Unico. }

De...nicién 5.4: Al levantamiento F que hace posible la proposicion 5.1 lo
Ilamaremos levantamiento minimo.

Dados dos levantamientos, el resultado siguiente exhibe la relacion existente
entre la constante por la que di..eren ellos y la cantidad de vueltas que recorre la
Orbita cuando se le asocia a cada uno de estos.

Proposicion 5.2: Sean F y G levantamientos de f cuyo grado es k = k().
Si T es un punto periédico de periodo g, X = %(t), tal que:

Gi(t) = t+pay
Fq(t) = t_'_pF;t

i1l . ,
GY(t) = FU(t) + coF ST k(f)&10

GH(t) = F(t) + cerq, si k(F) =1
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entonces:

¢
CoE = 'p‘zlt 'kﬂ“ cuando k(f) & 1

Cor = 'M , cuando k(f) =1

Demostracion:
A partir de las hipotesis, se tendra:

i15ka® i1k
Para k(f) & 1, G(t) = F(t) + cgr T5c D t+poe = t+ e+ Cor Fhic

Para k(f) =1, Gi(t) = FI(t) + cgrq D t+ pet =t + prt + CerQ
de donde

il'qu: ipG-tipF-t
Para k(f) & 1, pot = Prt + Cor Fhc D Cor = —jipmy

li
Para k(f) =1, pe;t = Prt + Cerq D Cor = I% s
Dado algun levantamiento G (y sus respectivos pg:t), N0S preguntamos si es
posible encontrar el levantamiento minimo. El siguiente corolario nos dice como
se comportara la constante por la que di..eren el levantamiento minimo y el lev-
antamiento dado G.
Corolario 5.2.1: Si en la proposicién 5.2 F es el levantamiento minimo,

entonces:

-
[ =Y
]
O
9}
i
]
=l
pa o)
Q)+

i ¢

Para k(f) & 1, St
— (i;c?)t - -pG't
Para k(f) = 1, il-Cer - ==

Demostracion:
Dado que F es el levantamiento minimo se tiene: F9(t) = t + pg.¢, donde:

¢
0 - pry - ‘T K 5j k(F) & 1

0 - pre - 0, sik(F) =1

entonces:
0- ! pes ¢ 1, sik(f) &1
0- F& - 1,sik(f)=1
D
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0. ;'gfl’_f% . il sik(F) &1
0. i =0 | jlsik(f)=1
D
i ¢ i ¢ ¢
1 PGt | PGt i i PF;t | PG;t i H
< . 1, si k(F) & 1
it e ! S?ﬁ’) o) 12
¢ - q |1 . q il sik(f)=1
D
P ¢ i ¢ j. ¢ i ¢
1 PGt | PGt o PF;t G;t - H
1,sik(f)&1
)3 (ﬁ'k—“)ccf 0 Tpg By b sk
- i . il sik(f)=1
q q q
D
¢
L “; i1, sik(f) &1
<ﬁ e

- CeF . p(;t il sik(f)=1
La siguiente proposicién nos provee de un algoritmo para calcular sincroniza-
ciones, que sera explicado en el primer caiptulo de la segunda parte de la tesis.
Tal algoritmo es utilizado en el software DIENTE DE SIERRA.
Proposicion 5.3: Sea f : S ¥ S! una funcién de la circunferencia y F un
levantamiento de T, con k(f) = k. Entonces T tiene sincronizacion q : p si y solo
siexistet2 Ry m;n2 Z™* tal que:

F™() i F (1) =p'
mijn=q
con:
- g pal
d{mod T ) cuando k & 1
~ f(modq) cuando k =1

Demostracion:

Para el caso cuando la funcion es de grado 1, ver Ref [2].

En el caso de que la funcion sea de grado distinto de 1, se conjetura por las
proposiciones que se han venido mostrando en ésta seccion que deberia ser cierta.

34



3. Osciladores de Integracion y Dis-
paro

En varios campos de la ciencia, se estudian fendmenos los cuales exhiben compor-
tamientos periddicos, pues después de cierta evolucién retornan a sus condiciones
iniciales. A tales comportamientos se les conoce como osciladores.

En algunos de ellos, es caracteristico la existencia de algan proceso de acumu-
lacion, que lo lleva hasta alcanzar un umbral, inmediatamente después libera toda
la energia acumulada, pero en un lapso de tiempo mucho menor que el tiempo
requerido en el proceso de acumulacion, repitiéndose este comportamiento una y
otra vez de la misma forma.

A éste tipo de procesos se les conoce como osciladores de integracion y disparo.
Los cuales constituyen parte de una amplia gamma de otros, conocidos con el
nombre de osciladores de relajacion.

Existen fendmenos periddicos que pueden ser modelados con éste tipo de os-
ciladores, los encontramos en dispositivos mecanicos, circuitos eléctricos no lin-
eales y en economia entre muchos otros. En Geofisica, los geysers y los terremotos,
son claro ejemplo de éste tipo de fendmenos, pues en ambos casos cierta cantidad
de energia se va acumulando a lo largo de un tiempo caracteristico para posteri-
ormente liberarse, cuando ha alcanzado un cierto umbral, en un lapso de tiempo
menor. En Fisiologia, el comportamiento de las células nerviosas constituye tam-
bién un ejemplo de tales fendmenos, como lo veremos posteriomente.

Examinaremos la respuesta a un forzamiento externo de una clase de os-
ciladores de integracion y disparo. La dindmica de los sistemas determinados
por éste tipo de osciladores se puede conocer mediante las iteraciones de una
funcion de la circunferencia.

3.1. Anadlisis del Comportamiento de las Células Nerviosas

El cerebro humano tiene unas 10! células nerviosas llamadas neuronas. Aunque
no hay dos neuronas idénticas, se categorizan segun su forma determinando una
morfologia tipica. Distinguiendose: el cuerpo de la neurona o soma, las dendritas
y el axon. Cuyas caracteristicas son:

Soma: tiene una forma esférica o piramidal, contiene al nicleo de la célula,
en cuyo interior actian los mecanismos bioquimicos sintetizadores de enzimas y
ocurren los demas procesos esenciales para la vida de la célula.

Dendritas: son los delgados brazos que se rami..can, formando una red que
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rodea a la célula. Constituyen los canales fisicos principales por los cuales la
neurona puede recibir sefiales provenientes de otras células.

AxoOn: es una ..bra cuya longitud puede variar entre milimetros y metros, y
cuyo didmetro tiene entre una y veinte micras (12m=10i%m). Es el camino por
el cual viajan las sefiales que la neurona envia a otras partes del sistema nervioso.

Una neurona puede interactuar con otra en puntos llamados sinapsis. En las
sinapsis las neuronas no se tocan fisicamente, sino que dejan un pequefio espacio,
Ilamado espacio intersinaptico. La informacion es transmitida a lo largo de los
axones en forma de pulsos eléctricos. Cuando la sefial llega a una sinapsis se
liberan agentes quimicos, llamados neurotransmisores, que se difunden a través
del espacio intersinaptico.

El “disparo” de un impulso nervioso depende de la actividad simultanea de
cientos de sinapsis en la neurona receptora. Algunas sinapsis son excitatorias,
promueven que se dispare un impulso; otras son inhibitorias, cancelan las sefiales
gue de otra manera excitarian a la célula.

3.1.1. Excitabilidad

El impulso nervioso se desarrolla como respuesta a una estimulacion eléctrica
hasta alcanzar un cierto umbral. También se le conoce como potencial de accion.
Suele originarse en el cuerpo celular en respuesta a la actividad de las sinapsis
dendriticas. Al iniciarse, el voltaje a través de la membrana del axon aumenta
localmente (en la base del axon).

El fundamento fisico-quimico del impulso nervioso esté en las diferencias de
concentracion de sodio y potasio a ambos lados de la membrana. Esta situacién
crea una diferencia de potencial de aproximadamente -70 mv (milivolts), negativos
con respecto al exterior de la célula, que se conoce como potencial de reposo. El
fendomeno se observa midiendo la actividad eléctrica en un punto especi..co del
axon, utilizando un osciloscopio. El paso de un impulso nervioso se mani..esta
como un pico de voltaje: de -70 mv hasta aproximadamente +40 mv, luego decrece
hasta unos -90 mv y después recupera mas lentamente el nivel original de -70
mv. Esta Ultima etapa en la cual se recupera mas lentamente es llamada periodo
refractario y mientras dura no es posible que se registre otro pico de voltaje, sin
importar la amplitud de la estimulacion eléctrica. Todo el proceso dura de 1 a 2
milisegundos.

El potencial de accion es un mecanismo e...ciente en términos de la transmision
de informacion ya que no permite que la sefial se deforme o se amortigle, pues
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viaja con amplitud y forma ..jas. Por otro lado, el tamafio de la sefial (>>130 mv)
suprime los efectos del ruido, presente en forma de pequefias Fuctuaciones de los
voltajes.

3.1.2. Respuestas Periodicas

Las neuronas son capaces de generar potenciales de accion con frecuencias muy
diversas, desde sin disparos hasta varios cientos de disparos por segundo. Esto es
muy relevante, pues todos los impulsos tienen la misma amplitud, y por lo tanto
la informacion que transmite una neurona esta representada por el nimero de
sefiales por segundo que produce. Esta codi..cacion por frecuencias implica que,
por lo menos en algunos casos, un estimulo de mayor intensidad se traduce en
una mayor frecuencia de disparo; ocurriendo espontaneamente (marcapasos neu-
ronales), o en respuesta a una corriente constante aplicada, las células nerviosas
pueden responder con un tren de potenciales de acciéon que se repite periddica-
mente. Se observa experimentalmente que la frecuencia de la respuesta es una
funcion creciente de la intensidad del estimulo aplicado.

3.1.3. Modelos del Impulso Eléctrico

El Modelo de Hodgkin y Huxley (HH) Este modelo es el resultado de
una combinacion de experimentacion y analisis tedrico. Interesados en modelar
los cambios de permeabilidad de la membrana, concibieron la existencia de poros
0 canales idnicos, constituidos a su vez por ciertas particulas hipotéticas. La
dindmica de las corrientes ionicas a través de estos canales y del voltaje a través
de la membrana es modelada por un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales
no lineales.

Por este trabajo Hodgkin y Huxley obtuvieron el premio Nobel de ..siologia
en 1963. Si bien el modelo HH tiene limitaciones, ha contribuido a la modelacién
matematica en neurociencias.

El Modelo de FitzHugh-Nagumo(FHN) Intentando construir un modelo
mas simple que refejara las caracteristicas basicas del impulso nervioso, Richard
FitzHugh (1968) formul6 un sistema con so6lo dos ecuaciones diferenciales que
ha resultado muy util para comprender los aspectos esenciales del fenébmeno de
excitabilidad.

Aungue FitzHugh originalmente derivd su modelo a partir del oscilador de
Van der Pol, es posible también deducir sus ecuaciones haciendo simpli..caciones
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y limites biofisicos a partir del modelo de Hodgkin-Huxley. [Ref. 7 y 8]

A partir de este modelo FitzHugh logro interpretar el potencial de accion, el
periodo refractario, el estado de reposo y otras caracteristicas que son facilmente
identi..cables en términos de la geometria del espacio de fases (w vs v). El sis-
tema constituye un modelo genérico del fendmeno de la excitabilidad de utilidad
en diversos contextos de la ciencia y la ingenieria. Se conoce como el sistema de
FitzHugh-Nagumo (FHN) porque este ultimo también construyé y estudid, inde-
pendientemente, un analogo electronico de una neurona cuya dindmica obedece
el mismo sistema de ecuaciones.

Existen analogias mecanicas de las neuronas bioldgicas con dispositivos en los
gue se pueden estudiar comportamientos del tipo ’todo o nada”.

Uno de los sistemas mas simples que exhiben éste comportamiento, es el que de-
scribiremos en el presente capitulo, conocido también, en relacion con la analogia
mencionada, como *“neurona mecanica”.

3.2. Sistema Mecanico Simple

Supongamos que tenemos un ”’Sube y baja”, en el cual de un lado existe un objeto
cuyo peso, denotado por wg, es constante, y del otro lado un tanque de agua, cuyo
peso, denotado por w(t), es variable.

-p Constant w(tFA_cumuIacién
WyTIesn Lonstante Linealde Agua Derrame

del Contrapeso \G/ de Agua

w=Feso del
Residuo de
Agua

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Fig. 3.1: Sistema Mecanico Simple

1) En la etapa inicial (Fig. 3.1 Etapa 1), el tanque posee cierta cantidad
de agua, la cual representa el residuo de agua que permanece después de que el
tanque se llena, baja y derrama el agua. Tal residuo de agua lo denotaremos por
Wr.

2) Gradualmente el tanque se llena (Fig. 3.1 Etapa 2), lo que constituye el
proceso de acumulacion. Supongamos que dicho proceso ocurre linealmente, es
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decir la caida de agua al tanque ocurre a una razon constante de m litros de agua
por unidad de tiempo.

Conforme el tanque se llena, aumenta el valor de w(t), hasta alcanzar un valor
umbral wy, inmediatamente despues, el peso del agua desequilibra al sistema,
elevando al contrapeso.

3) Posteriormente, el agua del tanque se derrama rapidamente (Fig. 3.1 Etapa
3), hasta quedarse con el residuo de agua inicial.

Entonces, se vuelve a elevar el tanque para recibir mas agua y reiniciar el
proceso, que se repite periodicamente. En éste ejemplo, se puede apreciar como
hay un largo tiempo de acumulacion y una transicion rapida, que al ..nal devuelve
al sistema a su situacion original.

El comportamiento de éste sistema mecanico, puede ser modelado matemati-
camente de la siguiente manera: Al evolucionar dicho sistema, se mani..esta una
sucesion de eventos que se alternan periodicamente:

A. Uno de ellos es, un proceso lento de acumulacion, y

B. el otro, un proceso rapido de derrame de agua.

De acuerdo a la analogia de las neuronas biolégicas, las variaciones del poten-
cial de membrana de la célula queda simulado por las variaciones de la cantidad
de agua en el recipiente del sube y baja; los potenciales de accion quedan repre-
sentados por las descargas del recipiente.

Asi, la dinamica de sistema estara descrita por la sucesion de tiempos to; t1; to; :::
en los cuales ocurre el derrame de agua del recipiente. Esta sucesiéon ft,g es lla-
mada la sucesion de tiempos de disparo del sistema.

3.2.1. Modelo Geométrico

Podemos dibujar la evolucion del sistema en el plano (t;w(t)) (Fig. 3.2), de la
manera siguiente:

Dado que el peso del contrapeso wy es constante, lo representamos mediante
la recta horizontal y = wy.

El peso del residuo de agua que permanece en el tanque w,, también constante,
lo representamos por y = w.

Imaginemos que nos encontramos en el tiempo t,, y deseamos calcular el sigu-
iente tiempo de disparo ty+;.
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wit) 4 Recta: .
wilf)=rft-t ) tw, -

1) (g wo) -

tﬂ tn+1 t
Fig. 3.2: Modelo Geométrico

Iniciando en t,, el nivel de agua en el tanque tiene peso w,. Representandolo
geomeétricamente por el punto (t,;w,). Apartir de ahi, como w(t) aumenta lineal-
mente a razon m, lo representamos mediante una recta de pendiente m que pasa
por el punto mencionado,dicha recta es:

w(t) =m(t § t,) +wyr

Prolongando tal recta, hasta intersectar la recta horizontal wy, que representa
el valor umbral constante, podemos encontrar el siguiente tiempo de disparo.
Dicha interseccién se obtiene al resolver la ecuacion w(t) = wy.

Para éste caso es posible resolverla. Pues:

1
w(t) =m(t j t,) +w. =wy ) t:tn"'a(wo i W)

Asi, el punto de interseccion es: (t, + %(wo i Wr); Wo).

En el instante siguiente existe una caida rapida, la cual es dibujada mediante
un segmento de recta vertical, que va desde la interseccion que se tuvo hasta el
punto (t, + %(Wo i Wr); W), que representa la cantidad de residuo de agua que
se tenia.

En consecuencia: tp+; = ty + %(wo i Wr), constituyendo el nuevo punto a

partir del cual se repetira el proceso una y otra vez.
La gra..ca obtenida de ésta manera, es el modelo geometrico del sistema.
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Con lo mencionado anteriormente, dada t, 2 R, podemos consideremos la
funcion F : R ¥ R cuyas iteraciones esta determinada por la regla t, = F"(tp),
8n 2 N, es decir la funcion F esta dada por:

La funcién F (t), generadora de la sucesion de disparos, es llamada funcion de
disparos del sistema.

3.3. Sistema Mecanico con Nivel de Reposo Variable

Consideremos el sistema fisico descrito anteriormente. Con la adicion de un dis-
positivo mecanico que oscila de manera periodica, colocado bajo el tanque con
agua.

De tal manera que cuando el ”Sube y baja” oscila, la altura en la cual el
tanque derrama su agua, estara determinada por la altura que en ese momento
tenga el dispositivo mecanico. Dicha altura la llamaremos Nivel de Reposo.

witEAcumulacién Derrame

wy=Feso Constante Lineal de & de Agua
_ GUa
w=Peso del del Contrapeso |—|°
' Residuo d \G/
s 77% A 7

MNivel de Reposo Variable
Etapa 1 b Etapa 2 Etapa 3

Fig. 3.3: Sistema Mecanico con Nivel de Reposo Variable

1) Conforme el tanque se llena (Fig. 3.3 Etapa 2), se incrementa linealmente
el valor w(t), hasta alcanzar un valor umbral wy, desequilibrando al sistema.

2) Inmediatamente despues w(t) cae hasta el Nivel de Reposo (Fig. 3.3 Etapa
3), momento en que el tanque derrama el agua y vuelve a ascender.

Posteriormente se vuelve a elevar el tanque, y apartir de ahora el proceso se
repetira.
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3.3.1. Modelo Geométrico

Nuevamente la evolucion del sistema la representamos en el plano (t; w(t)) (Fig.
3.4).

wilt) . Recta: .
w(t)=m(t-tn)+N(t,j_)_-' ’

e+ ) (g N L) i)

¥

y=M{t)

Y

tn tn+1 t

Fig. 3.4: Modelo Geométrico

Situandonos en el tiempo t,, apartir de ahi trataremos de encontar el tiempo
t 1. Ahora:

- El peso del contrapeso constante wg, lo representaremos mediante la recta
Y = Wo.

- El nivel de reposo es variable N (t), lo representamos mediante una funcion
continua.

Asi, en el tiempo t,, nos encontramos geométricamente en el punto (t,; N (tn)).
A partir de ahi, como w(t) aumenta linealmente con razén m, dicho incremento
lo representamos por la recta de pendiente m que pasa por el punto dado.

Tal recta es: w(t) = m(t j t,) + N(t,). Prolongandola hasta intersectar la
recta horizontal wy, que representa el valor umbral constante, podremos encontrar
el siguiente tiempo de disparo.

Dicha interseccion se obtiene al resolver la ecuacién w(t) = wy. Para éste caso,
también es posible resolverla. Pues:

W) = M(E § )+ N(t) =W D t=ty+ (o § N(t)

. ., 1
De modo que el punto de interseccion es (t, + —(Wp § N(tn)); Wo).

En el instante siguiente existe una caida rapida, la cual es dibujada mediante
un segmento de recta vertical, que va desde la interseccion que se tuvo hasta el
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1 :
punto (th+; =ty + E(WO i N(t,)); N(th+1)). Representando N (tn+1) el residuo

de agua que permanece en el tanque en ese momento.

Dicho punto, constituira el nuevo punto a partir del cual se repetira el proceso
unay otra vez.

Aqui, la funcién de disparos es:

F(t)=t+% ; N?(t):t+k1+H(t)

_ Wo _ _N(@®
donde k; = - yH() = i

3.4. Sistema Mecanico con Contrapeso Variable

Supongamos ahora que el peso del contrapeso es variable, denotandolo por wy(t).

wtFAcumulacidn
—0 Lineal de Agua O

_ e
w (1=Peso Variable Dertame
del Contrapeso ., i l:l:g} de Agua

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

w=Feso del
Residuo de
Agua

Fig. 3.5: Sistema Mecanico con Contrapeso Variable

Su modelacion, la realizaremos de manera similar a las secciones anteriores.

1) Conforme el tanque se llena se incrementa linealmente el valor de w(t) (Fig.
3.5 Etapa 2), hasta alcanzar un valor umbral variable w,(t), lo que ocasiona elevar
al contrapeso variable.

2) Posteriormente w(t) cae (Fig. 3.5 Etapa 3).

Al ..nal se vuelve a elevar el tanque para recibir méas agua y reiniciar el proceso.
A partir de ahora el proceso se repetira de la misma manera.

3.4.1. Modelo Geométrico
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wit) 4 Recta: -
wtf=mit-t e

= i)

Fig. 3.6: Modelo Geométrico

Situandonos en el tiempo t,, tratemos de encontrar el siguiente tiempo de
disparo t,+;. Ahora:

- Wo(t) que es peso del contrapeso variable, lo representamos mediante una
curva continua, y

- W, que es el peso constante de agua existente de residuo, lo representamos
por la recta 'y = wy.

En el tiempo t,, nos encontramos geometricamente en el punto (t,;w,). A
partir de ahi, como w(t) aumenta linealmente con razon m, ese aumento lo
podemos representar mediante una recta de pendiente m. Dicha recta es: w(t) =
m(t j t,) +w,.

Prolongando dicha recta hasta intersectar la gra..ca de wy(t), que representa
el valor umbral variable, obtenemos el siguiente tiempo de disparo.

Dicha interseccion se obtiene al resolver la ecuacion w(t) = wy(t). Para éste
caso no es posible resolverla, pues:

W) = M(E § )+ = Wo(t) D =t +  (io(t) § W)

En el instante siguiente existe una caida rapida, la cual es dibujada mediante
un segmento de recta vertical, que va desde la interseccion que se tuvo hasta
intersectar la recta w;.

Tal punto, constituira el nuevo punto a partir del cual se repetira el proceso
una y otra vez. En éste caso la relacion de recurrencia implicita es de la forma:

L M)

F()=t =t+k, + G(F (1))
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donde k, = i% y G(F () = @

3.5. Sistema Mecanico Combinado

Este es el caso combinado de las secciones 2 y 3.

Supongamos que existe un dispositivo mecanico que oscila de manera per-
iddica, colocado del mismo lado del tanque con agua, de tal manera que cuando
el ”Sube y baja” oscila, la altura en la cual el tanque con agua derrama su agua
estara determinada la altura del Nivel de Reposo y por el peso del contrapeso.

witFAcumulacion
70 Lineal de Agua D

wy(tj=Peso Variable Derrame

w=Peso del del Contrapeso Tk de Agua
Residuo d /
Agua T_y m /\ |f|

Mivel de Reposo Yariable

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Fig. 3.7: Sistema Mecéanico Combinado

1) Conforme el Tanque se llena (Fig. 3.7 Etapa 2), se incrementa el valor
de w(t) linealmente hasta alcanzar un valor umbral wg(t), lo que origina una
elevacion del contrapeso.

2) Inmediatamente después, w(t) cae hasta el Nivel de Reposo (Fig. 3.7 Etapa
3).

Posteriormente se vuelve a elevar el tanque para recibir mas agua, y apartir
de ahora el proceso se repetird de la misma manera.

3.5.1. Modelo Geométrico

Situados en el tiempo t,, tratemos de encontrar el tiempo de disparo t,+;.

Tanto el peso del contrapeso variable wq(t), como el nivel de reposo N (t), lo
representamos mediante curvas continuas.

En el tiempo t,, nos encontramos situados en el punto (t,; N(t,)). A partir de
ahi, como w(t) aumenta linealmente con razon m, lo representamos mediante una
recta de pendiente m. Dicharectaes: w(t) = m(tjt,)+N(t,). Prolongando dicha
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we(t) . Recta:

W=

¥

Fig. 3.8: Modelo Geométrico

recta hasta intersectar la gra..ca de wy(t), que representa el valor umbral variable,
podemos obtener el valor del siguiente tiempo de disparo. Dicha interseccion, se
obtiene al resolver la ecuacion w(t) = wy(t). Pues:

W) = M(E 1)+ N() = Wo(®) D =1t + (o) § N(tw)

En el instante siguiente existe una caida rapida, la cual es dibujada mediante
un segmento de recta vertical, que va desde dicho punto de interseccion, hasta
intersectar el nivel de reposo del tanque de agua N (t).

Este ultimo punto, constituye el nuevo punto a partir del cual se repetira el
proceso.

La relacion de recurrencia también esta implicita, pues:

F (O =t+H() + G(F (D),

N (t) Wo(F (1))
——

donde H(t) = iy G(F(1) =

3.6. Forzamiento Periodico

La sucesion de disparos codi..ca la respuesta del sistema al forzamiento.

En el caso de forzamiento periddico de periodo T, una importante simpli..-
cacion en el analisis resulta al considerar, en lugar de la sucesion de tiempos de
disparo ft,g, la sucesion de fases de disparo fS,g, donde S, es la clase residual
de t, moédulo T.
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A partir de cada condicion inicial tg, se da lugar a una sucesion de fases
sucesivas de disparo. Esta no tiene toda la informacion que contiene la sucesion
ft,g, pero nos dice en que fases del ciclo del forzamiento ocurren los disparos del
sistema.

Si la sucesion de disparo esta de..nida para todo n 2 N, la sucesion de fases de
disparo estara bien de..nida también para todo n 2 N, pero puede resultar ..nita
(Caso periddico).

Se dice que el sistema tiene la propiedad de sincronizacion o respuesta sin-
cronizada, si existe un abierto de tiempos iniciales t, para los cuales la sucesion
de fases de disparo converge a una sucesion periodica. Si no hay sincronizacion,
todas las sucesiones fS,,g, seran aperiodicas, excepto posiblemente en un conjunto
de medida cero.

La funcién de fases de disparo sera de..nida por:

f:Stj >st
Snh =[ta]li = [F(tn)]-

Analizaremos los casos de las secciones 1y 2, considerando forzamientos per-
iodicos:

Caso del Sistema Mecéanico Simple

Para F (t) = t + k, con k = cte, el sistema dispara periodicamente y modela
un oscilador autonomo.

Dadoque F(t) =t+k D) F(t+1)=t+1+k=t+k+1=F(t)+1, porlo
que F resulta ser el levantamiento de una funcion de la circunferencia de grado 1.

Para éste caso, las funciones de la circunferencia estaran determinadas por la
funcion de fases de disparo: f(t) =t + k mod(1), que constituyen las rotaciones.

Caso del Sistema Mecéanico con Nivel de Reposo variable

Para F (t) =t + G(t), tenemos dos alternativas:

1. Si G(t) es constante tenemos el caso del sistema mecanico simple.

2. Si G(t) no es constante, se interpreta como el forzamiento del oscilador.

Suponiendo que G(t) es periodico de grado 1 (i.e. G(t+1) = G(t)), nuestro in-
terés sera observar las propiedades de sincronizacion de los disparos con el periodo
del forzamiento.

Dado que: F(t) =t+ G(t)

IF(U+1)=t+1+GE+1)Dt+1+G(t)=t+G(t)+1=F()+1,
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es decir F(t+1) = F(t) + 1.

De modo que F es el levantamiento de una funcion de la circunferencia de
grado 1.

Veamos ahora un tipo de osciladores de integracion y disparo que tiene como
funcion de fase a la familia clésica de funciones de la circunferencia.

3.6.1. Oscilador Geométrico Asociado a la Familia de Arnold

Ya hemos descrito la relacion recurrente para éste tipo de osciladores (Sistema
Mecéanico con Nivel de Reposos Variable):
Si wo = Cte y wy (t) = jAsin (2%t), entonces:

- s -
tar =t + 20 + 'ATsin (2Uty)

: it Al _
Si hacemosa= <2 yb= o, tenemos que:

trr =t +a+bsin (21/4tk)

conocida como funcion de Arnold.

Los casos de los otros sistemas son complicados, pues sus expresiones son
implicitas.

Nota:

La analogia de la neurona mecanica ha sido de gran importancia cienti...ca.
Gracias a los resultados que se han obtenido estudiando este modelo se han podido
comprender distintas respuestas que la células pueden tener ante la aplicacion de
un estimulo periddico, asi como las condiciones que dan lugar a cada una de ellas.

Teniendo en cuenta que el modelo de la neurona mecanica es el méas sencillo
que ha podido ser concebido, la investigacion actual persigue el disefio y analisis
de modelos mas ricos y apegados a la realidad biofisica de la neurona pero que
todavia sean tratables matematicamente. En este sentido el modelo KHR [Ref. 6],
en donde el potencial de la neurona crece de acuerdo a una ecuacion diferencial (no
necesariamente lineal) y no linealmente siguiendo un procedimiento geométrico
como ocurre en la neurona mecanica.
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4. Descripcion del Software Diente
de Sierra

No cabe duda que la computadora ha incursionado en casi todas las areas del
guehacer humano, en algunos casos sirve simplemente como un medio de trans-
porte de la informacion, en otros tantos, como una herramienta imprescindible
para acelerar y mejorar el avance en algun area; particularmente en Matematicas
la computadora tiene dos perspectivas de trabajo:

a) la mas comun, es verla como un instrumento para apoyar alguna investi-
gacion (tanto en docencia como en algun problema teorico en particular), y

b) la otra es considerar a la computadora como objeto de estudio.

Existen tres grupos de personas a las cuales les interesa conocer la docu-
mentacion del programa, pues las necesidades de cada uno de ellos es distinta:

1. Usuarios: utilidad del programa,

2. Operadores: Datos de entrada y de salida, y

3. Programadores: Manual de mantenimiento del programa.

Para los objetivos de la tesis, sélo describiremos el programa para los Usuarios
y Operadores.

4.1. Descripcion del Programa Desde el Punto de Vista del Usuario

DIENTE DE SIERRA fue desarrollado pensando en apoyar la investigacion de los
sistemas dinamicos discretos en la circunferencia. Pues desde un ambiente gra..co
sencillo de operar, permite analizar éste tipo de sistemas, usando diferentes formas
de célculo y visualizacién asociados a ellos. Cada uno de los cuales presenta una
forma diferente de analizar al sistema, pero que tienen interrelacion entre si.

Con éste programa se puede estudiar la dinamica de una familia clasica de
funciones de la circunferencia, conocida como la familia de Arnold:

fan(X) = X +a+ bsin(2%x) mod 1

Donde a y b son parametros reales.

Esta familia codi..ca la dinamica de las fases de un tipo de osciladores de
integracion y disparo, como observamos en el capitulo 3.

Realizaremos la descripcion, mencionando diferentes topicos para el estudio
de los sistemas dinamicos en la circunferencia.
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4.1.1. Dindmica del Oscilador

Permite visualizar el comportamiento de los Osciladores de Integracion (Acumu-
lacion) y Disparo, los cuales dan origen a funciones de la circunferencia. De
modo tal que para conocer el comportamiento, ya sea del oscilador o del sis-
tema dindmico generado por la funcion de la circunferencia, bastara con conocer
el comportamiento de alguno de los dos, para poder inferir comportamiento del
otro.

Con el objeto de observar el comportamiento de osciladores distintos, puede
variarse el umbral y la amplitud del forzamiento.

Apartir de una posicion inicial elegida, permite llevar a cabo disparos hacia
adelante o hacia atras, asociados al comportamiento futuro o pasado del oscilador.

4.1.2. Dindmica en la Circunferencia

Mediante las iteraciones de la funcion que gobiernan al sistema, podemos conocer
las orbitas, ya sean positivas, mediante el uso de la funcion directa 6 negativas
utilizando la funcion inversa.

Através de dichas iteraciones, para cada punto, podemos conocer el destino
futuro de las orbitas u omega limite. De modo similar su origen o alfa limite.

En caso de no tener forma explicita de calcular la inversa, se recurre al uso de
algoritmos namericos para aproximarla.

4.1.3. Dinamica en el Toro Plano

La ..nalidad de dibujar la gra..ca de la funcién aqui, es apreciar de forma clara
y sencilla el comportamiento de las drbitas, que al intentar observarlas en la
super..cie del toro en R3.

Permite analizar comportamientos del sistema, a partir de:

1) Diferentes condiciones iniciales, y

2) Distintos valores de los parametros.

Con dicho analisis se puede:

a) Observar comportamientos futuros y pasado. En éste altimo caso se utilizan
meétodos nuMericos.

b) Apreciar las distintas formas geométricas que pueden adoptar las orbitas.
Donde posiblemente. Dichas formas posiblemente sea un camino para establecer
un orden en éste tipo de sistemas.
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4.1.4. Levantamientos

Su ..nalidad es observar el comportamiento de la funcion de la circunferencia, a
través de una funcion real de variable real.

Al igual que en el Toro Plano, permite analizar comportamientos del sistema,
con:

1) Diferentes condiciones iniciales, y

2) Distintos valores de los parametros.

Pero ahora con la funcion real de variable real.

4.1.5. Bifurcaciones

Este tipo de diagramas, permite visualizar el comportamiento del sistema, cuando
nos movemos en la direccion de uno de los parametros, dejando ..jos los demas.
Observandose regiones caoticas y de estabilidad.

Para el analisis cualitativo de cualquier sistema, bastara con observar éste tipo
de diagramas para inferir la complejidad del mismo.

4.1.6. Lenguas del Sistema Paramétrico

Este tipo de bifurcaciones son propios de sistemas en la circunferencia, pues in-
volucran conceptos sélo de dichos sistemas, tal como el concepto de: Envolvencia.

Permiten visualizar la solucion de la cuestion siguiente:

¢Para que valores en el espacio de parametros del sistema, se tienen érbitas
de periodo g y envolvencia p?.

De manera natural, el usuario de DIENTE DE SIERRA encuentra dos op-
ciones de trabajo:

1) Desarrollar tutoriales como apoyo para la docencia en sistemas dinamicos
discretos en la circunferencia, y

I1) Concentrar su atencién en las caracteristicas de la dinamica de este tipo
de sistemas. Pues se han podido encontrar algunas ideas que relacionan Sistemas
Dinamicos, Teoria de NUmeros y Geometria.

4.1.7. Requerimientos de Hardware

Para el buen funcionamiento de DIENTE DE SIERRA, se recomienda como min-
imo:

1. Una computadora 386, pero que tenga un coprocesador matematico.

2. De preferencia contar con 4 Mgs de RAM en memoria.
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3. Contar como minimo con una velocidad de 40 MHz. La velocidad es
importante pues algunos diagramas requieren enorme cantidad de calculo para su
gra..cacion.

4. Se debe de tener en cuenta que, al proporcionar una presentacion que
abarque toda la pantalla de la maquina, de cualquier topico, se requiere almacenar
las imagenes anteriores. Para ello se crea un archivo con extension tmp. Razén
por la cual es necesario tener disponible en disco 162720 bytes.

5. Es recomendable tener un monitor a color, de preferencia VGA, para visu-
alizar correctamente cada uno de los diagramas elaborados.

6. Se debe tener un mouse, pues el funcionamiento del programa lo requiere.

4.2. Descripcion de los Algoritmos Utilizados en el Programa

Una de las cosas que mas interesa conocer al observar diversos fenomenos, gen-
eralmente son magnitudes cuantitativas, es decir, resultados numéricos. Todos
los calculos se realizan con nameros, por eso los resultados siempre tienen, en
principio, un caracter aproximado. No es posible evitarlo, y lo que importa, es
lograr que los errores queden en los limites de la exactitud necesaria.

Asi pues, vemos que para resolver un problema matematico es importante in-
dicar un sistema de reglas, que de una sucesion estricta de operaciones matemati-
cas que lleven al resultado buscado. Tal sistema de reglas se denomina algoritmo.

Existen algoritmos cuyo resultado no es posible obtenerlo apartir de una
relacion explicita. Para tales algoritmos se procede de la manera siguiente:

1. Se contruye un proceso in..nito que converge con la solucion buscada.

2. El proceso se interrumpe en un paso (los calculos no puden continuarse
in..nitamente), y el valor obtenido, se considera aproximadamente como la solu-
cion del problema considerado. La convergencia del proceso garantiza que, para
cualquier exactitud dada, se encontrara un cierto nimero de pasos N, tal que el
error en la determinacion del problema no sea mayor que la exactitud dada en
este paso.

Las palabras ’solucion aproximada’ no deben interpretarse como solucion de
segunda calidad”. Debe tenerse presente que en las investigaciones, la solucién
exacta de un problema matematico da, sin embargo, resultados aproximados para
un objeto de estudio. Pues el modelo matematicos es una simpli..cacion del mundo
real.

El problema al aplicar algoritmos que utilizan el proceso convergente in...nito,
no consiste en el caracter aproximado del resultado, sino en los voluminosos cél-
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culos que se necesitan.

No es casual que tales algoritmos se llamen habitualmente algoritmos de calculo
y los meétodos de resolucion de los problemas matematicos que se basan en ellos,
metodos numericos.

La amplia aplicacién de los algoritmos de calculo, se hizo posible sélo gracias
a las computadoras. Antes de su aparicion, los métodos nimericos se utilizaban
rara vez, y solamente en los casos relativamente simples, pues el calculo manual
es extraordinariamente tedioso.

Por razones ya mencionadas, hemos utilizado algoritmos y metodos de calculo
en la construccion de DIENTE DE SIERRA.

Los algoritmos utilizados se escribieron en el lenguaje C++ con aritmética
de doble precisién. Cada uno ellos, esta disefiado para funcionar con cualquier
funcion que se pueda de..nir en la circunferencia.

Los métodos numericos utilizados, sirvieron como punto de partida para enten-
der los problemas a que uno se enfrenta al analizar sistemas dinamicos generados
por funciones de la circunferencia.

Los problemas encontrados, dan una con..rmacion de la complejidad: Sistemas
simples pueden mostrar un comportamiento complejo, e inversamente, sistemas
no lineales en apariencia complejos, pueden mostrar un comportamiento regular.

4.2.1. Métodos para Calcular Funciones Inversas

Contamos con 3 métodos para calcular la inversa de la funcién de la circunferencia:
1. Método de Punto Fijo
El objetivo de éste método, es determinar la solucién de una ecuacion que se
expresa, para alguna funcion g, en la forma:

9(x) = x.

Y donde la solucién, es llamad punto ..jo de la funcion g.

Si para cualquier g, se puede encontrar un punto ..jo, entonces cada problema
de busqueda de raices podra también ser resuelto.

Por ejemplo el problema de busqueda de raices de f(x) = 0, tiene soluciones
que corresponden a los puntos ..jos de g(x) = x j T(X).

Para poder garantizar el buen funcionamiento del método, la funcion g necesita
satisfacer algunas condiciones, tales como:

- Si g 2 CJ[a;b] (Clase de funciones continuas en [a;h] ), y g(x) 2 [a;b] 8x 2
[a; b], entonces g tiene un punto ..jo en [a;b].
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- Si ademas, g°(x) existe en (a;b), entonces g tiene un punto ..jo Gnico en [a; b].

Para aproximarse al punto ..jo de la funcion g, se procede de la manera sigu-
iente:

i. Elegimos una aproximacion inicial, Xo.

ii. Generamos la sucesion fx,gl.,, considerando x, = g(xn;1) para cada
n _ 1: Si la sucesién converge a X y g es continua, entonces:

X =limpea Xy = limpe 1 9Xn;1) = g(limpe 1 Xn;1) = g(Xx), por lo que x =
9(x).

2. Método de Newton-Raphson

Es uno de los métodos mas poderosos para la resolucion del problema de
busqueda de raices.

Para garantizar el buen funcionamiento del método, es necesario que la funcion
f 2 C?[a;b] (es la clase de funciones continuamente diferenciables 2 veces en
[a; b]).

Para aproximarse a la raiz de f, se procede asi:

i. Elegimos una condicion inicial, Xo.
- F(Xni1)

iil. Generar la sucesion Tx,gn—, donde Xn = Xn;1 i 5o
f'(Xn;1)

conn _ 1.

1. Veri..car que jXn i Xnj1) <2

Si es asi, el método se completo en ese momento; en caso contrario seguir con
la sucesion fx,g¥L.,, hasta agotar la cantidad de iteraciones realizadas, en cuyo
caso el método no cumplio con su objetivo.

3. Método de Stemensen

Es un método de convergencia acelerada, para la solucién de g(x) = x.

Supongase que fx,g1, es cualquier sucesion que converge linealmente a un
limite x.

Sea x; = Xn i X6 0; 8n _ 0, entonces la sucesion tx?]gnlzo, converge a X mas
X0

ni X

Para encontrar tal aproximacion, seguiremos los pasos siguientes:

I. Elegimos una condicion inicial x3.

ii. Considerando x7 = g(Xg) Y X5 = g(X7) podemos generar la sucesion fx"g
dada por:

. . . X
rapidamente que fx,g1.,, en el sentido que: lim 4 —"

o - a\2
Xu_xu- (X1|X0)
RV VY,
2 1 1 0

iii. Si jx* j Xgj <2, términa; en caso contrario se hace xj = X", y el proceso
se repite, hasta agotar una cantidad determinada de iteraciones.
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Describiremos ahora el método utilizado para calcular el nimero de rotacion
y la sincronizacion del sistema.

4.2.2. Algoritmo de Calculo para el Numero de Rotacion

Las etapas consideradas fueron:
1. Informacion de Entrada:

Condicion inicial, Xo.
Cantidad de iteraciones a realizar.

2. Se evallia la condicidn inicial en la funcion iterativamente.
3. El valor de la Gltima evaluacion realizada se divide entre la cantidad de
iteraciones:

F"(Xo)
n
4. Del valor obtenido en 3, se considera solo su parte fraccionaria:

n
X
( 0) mod(1)
5. Logicamente se tendra una meJor aproximacion en el nimero de rotacion,
si la cantidad de iteraciones es mayor, pues se acercaria a la de..nicién de dicho
namero:

n( 0)

lim,s 7 ——= mod(1)

4.2.3. Algoritmo para Calcular Bifurcaciones

El objetivo es poder detectar zonas de estabilidad del sistema.

Bifurcacion generada por la Funcion Directa Los etapas consideradas
fueron:

1. Elegir el pardmetro que varia.

2. Establecer los limites y la longitud de paso de dicho parametro.

3. Establecer la cantidad de iteraciones a realizar, y establecer cuantas de esas
iteraciones se deben pintar, de preferencia las Gltimas.

4. Establecer el orden de iterada de la funcion.

5. Llevar a cabo las iteraciones de la funcion, considerando solo las partes
fraccionarias positivas de tales iteraciones.

6. Almacenando en un arreglo sélo las Gltimas y pintarlas.
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Bifurcacion generada por la Inversa de la Funcion Los etapas consider-
adas fueron:

1. Elegir el parametro que varia.

2. Establecer los limites y la longitud de paso de dicho parametro.

3. Establecer la cantidad de iteraciones a realizar, y establecer cuantas de esas
iteraciones se deben pintar, de preferencia las dltimas.

4. Establecer el orden de iterada de la funcion.

5. Elegir algin método numérico adecuado.

6. Llevar a cabo las iteraciones de la inversa, considerando solo las partes
fraccionarias positivas.

7. Almacenando en un arreglo sélo las Gltimas y pintarlas.

4.2.4. Célculo del Exponente de Lyapunov
El exponente de Lyapunov es:

i 1P, .
L=limpes = Mlin =
n dx
es una medida importante para detectar la zonas de sensibilidad del sistema,
en la direccion de algan parametro elegido.

Exponente de Lyapunov de la Funcién Directa Las etapas consideradas
fueron las siguientes:

1. Elegir el parametro que varia.

2. Establecer los limites y la longitud de paso de dicho parametro.

3. Establecer la cantidad de iteraciones a realizar y el orden de iterada.

4. Llevar a cabo las iteraciones de la funcién, quedandonos sélo con la parte
fraccionaria positiva de tales iteraciones.

5. Evaluar dichas partes fraccionarias positivas en la derivada de la correspon-
diente iterada de la funcion, esto cumpliria con la parte de:

4
dx

6. Veri..car si alguna de éstas evaluaciones negativa; Si lo es, entonces, cambiar

el signo. Inmediatamente después, examinar si el valor positivo es diferente de

cero:
Si lo es, calcular el logaritmo de ese resultado, ésto cumpliria con la parte:

56



i
In ™

En caso contrario, evaluar otra parte fraccionaria.
7. Se suman las evaluaciones de los logaritmos, para cumplir con:

P,  df"
ity In dx

8. Por ultimo, el resultado obtenido en 7, se divide entre la cantidad de
iteraciones, con lo que se cumpliria:

logicamente se tendra mayor con..abilidad en la determinacion de éste nimero,
si la cantidad de iteraciones realizadas es mayor. Pues se aproximaria cada vez
mas a:
_ 1P,., dfi*
|Imn!:|_ﬁ i=.0 In —

dx

Exponente de Lyapunov de la Inversa de la Funcion Las consideraciones
fueron las siguientes:

1. Elegir el pardmetro que varia.

2. Establecer los limites y la longitud de paso del parametro que varia.

3. Establecer la cantidad de iteraciones a realizar y el orden de iterada.

4. Elegir alguin método numerico adecuado, para calcular las imagenes inver-
sas.

5. Realizar las iteraciones de la inversa de la funcién, a través del método
numérico elegido en el paso anterior, quedandose sélo con la parte fraccionaria
positiva de tales iteraciones.

6. Evaluar tales partes fraccionarias positivas en las derivadas de la funcion
directa, de la manera siguiente:

Dado que fil(f(x)) = x, calculando su derivada se tiene:

1
)

(FIFCNF() =1 (FIL)'(F(x)) =
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Si hacemos yx = f(x) D x = Fil(y); al cual llamaremos yy+1, €s decir
yi+1 = Fil(yy), por lo tanto: yx+1 = X. Entonces:

1
V) = o
T'(Yicr1)
A partir de esta ultima expresion, realizamos las evaluaciones.
7. Posteriormente, seguimos los mismos pasos que en el caso anterior. Solo
gue ahora con la inversa de la funcion.

4.2.5. Célculo de Bifurcaciones en Sistemas Biparamétricos (Lenguas
de Arnold)

El objetivo es calcular sincronizaciones q : p, aun cuando los parametros determi-
nen que la funcion no es homeomor..smo.

La Informacion de Entrada requerida es:

1. Proporcionar las sincronizaciénes q : p, para observar en que valores de los
parametros (establecidos en el eje X, y en Y), digamos a y b, el sistema posee ésa
sincronizacion.

2. Elegir el par de parametros que variaran.

3. De..nir los limites de dichos parametros asociados a los eje X e Y, asi como,
determinar la longitud de paso en cada una de las direcciones.

4. Cantidad de iteraciones a realizar.

5. El orden de iterada de las funciones.

6. Tolerancia para la exactitud deseada.

7. Determinar el incremento de la variable, para realizar un barrido de condi-
ciones iniciales, iniciando desde el valor minimo en la direccion del eje X, hasta el
maximo en dicha direccion.

Con tal informacion de entrada, describiremos el proceso para céalcular las
sincronizaciones.

Tal descripcion que haremos de cada una de las etapas consideradas, se en-
cuentra anidada, es decir la primer etapa abarca a todos los demas, la siguiente
a los restantes, y asi sucesivamente, hasta llegar a la ultima etapa, la cual se
encuentra contenida en todas las etapas anteriores.

Etapa 1: Hacer variar el parametro asociado al eje X, iniciando en el limite
inferior establecido, hasta su limite superior, con la longitud de paso establecida.

Etapa 2: Hacer variar el parametro asociado al eje Y, iniciando en el limite
inferior establecido, hasta su limite superior, con la longitud de paso establecida.
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Etapa 3: Realizar un barrido de condicones iniciales, dentro de los limites
establecidos en la direccion del eje X, con el incremento de la longitud de paso
establecida especialmente para esta etapa.

Etapa 4: Realizar las iteraciones de la funcién, e irlas almecenando en un
arreglo.

Etapa 5: Revisar el cumplimiento del algoritmo que calcula las sincroniza-
ciones, a saber:

m
fm

-

>
I

o]

f"=p

El cumplimiento del algoritmo se realiz6 asi:

- Iniciando con m = 1, hasta la cantidad de iteraciones indicadas, m es incre-
mentada en una unidad, cada vez que se pasa por este punto.

- Recorrer cada una de las sincronizaciones establecidas. Si m es menor que
el valor de q de la correspondiente sincronizacion g : p continuar en la siguente
sincronizacion. Si no, entonces hacer n = m j q para la correspondiente q estable-
cida.

- Veri.car si f™ j (f" +p) - TOL, para alguna p establecida por la sin-
cronizacion.

Si la respuesta es a..rmativa, entonces veri..car el cumplimiento de la condicién
[f™] i [f"] = p, en caso de cumplirse, entonces se ha cumplido las condiciones del
algoritmo, por lo que se procede a pintar el punto.
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