
Chapter 1

Apéndice: Métodos para
resolución de ecuaciones
diferenciales ordinarias de
primer orden

En este apéndice trataremos de las ecuaciones diferenciales de primer
orden, es decir de la forma

y0 = f(x, y), (1)

donde f es una función dada de dos variables. Se le llama solución a
cualquier función y = φ(x), cuya derivada se satisface idénticamente la
ecuación (1) y nuestro objetivo es determinar si tales funciones existen
y, de ser aśi, cómo encontrarlas.
El tipo más sencillo de ecuaćion diferencia de primer orden ocurre

cuando f solo depende de x. En este caso,

y0 = f(x) (2)

y se busca una función y = φ(x) cuya derivada sea la función dada f . De
lo aprendido en el cálculo elemental, se sabe que φ es una antiderivada
de f y se escribe

y = φ(x) =

Z x

f(x)dt+ c, (3)

1
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de donde c es una constante arbitraria. Por ejemplo, si

y0 = sen2x,

entonces

y = φ(x) = −1
2
cos 2x+ c.

En la ecuación (3) y en todo este apéndice se usa la notaciónR x
f(t)dt para denotar una antiderivada de la función f , es decir

F (x) =

Z x

f(t)dt

designa una función representativa de la clase de funciones cuyas derivadas
son iguales a f . Todos los miembros de esta clase se incluyen en la ex-
presión F (x) + c, donde c es una constante arbitraria.
No se discutirán más las ecuaciones de la forma (2), execpto para

hacer notar dos caracteristicas t́ipicas de las ecuaciones diferenciales de
primer orden, en general. Primero, sólo se requiere un proceso de inte-
gración para eliminar la derivada de y y obtener la propia y. Segundo,
este proceso de integración conduce a una expresión de la solución que
comprende una constante arbitraria.
regresemos ahora a considerar la ecuación (1). Desafortunadamente

no existe un método general satisfactorio para escribir soluciones de esta
ecuación. Por el contrario, se presentarán varios métodos, cada uno de
los cuales es aplicable a una cierta clase de ecuaciones de la forma (1).

1.1 El Método de Ecuaciones Diferencia-

bles de Variables Separables

La ecuación diferencial de variables separables es de la forma siguiente:

f(x)dx+ g(y)dy = 0,

donde cada diferencial tiene como coeÞciente una función continua de su
propia variable, o una constante. Para resolver este tipo de ecuaciones
se procede usando la integracion directa.Z

f(x)dx+

Z
g(y)dy = 0.
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Cuando no pueden separarse las variables de una ecuación y no
pueden agruparse en términos, en cada uno de los cuales estén las mis-
mas variables habrá que usar otros métodos para encontrar la solución.

EJEMPLO: Resolver xyy0 = 1 + y2, para y = 3 cuando x = 1 o bien
y(1) = 3. Reescribiendo

xy
dy

dx
= 1 + y2

separando las variables
y

1 + y2
dy =

dx

x

integrando Z
y

1 + y2
dy =

Z
dx

x

resulta
1

2
ln

¯̄
1 + y2

¯̄
= ln |x|+ ln |c|

Observacion: La constante de integracion no pierde su arbitrariedad,
su carácter de cualquier número, si está afectada por funciones. Aśi,
ln |c| = c porqie el logaritmo natural de una constante es tambien una
constante. Usando las propiedades de los logaritmos:

ln
¯̄
1 + y2

¯̄1/2
= ln |cx|

aplicando exponencial: ¯̄
1 + y2

¯̄1/2
= |cx|

elevando al cuadrado
1 + y2 = cx2

∴ cx2− y2 = 1, siendo esta la solución general impĺicita. Aplicando las
condiciones iniciales y(1) = 3, tenemos

c(1)− 9 = 1

c = 10

∴ 10x2 − y2 = 1, es la solución particular.
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1.2 El Método de Ecuaciones Diferenciales

Homogéneas

La ecuacion diferencial homogénea1 es de la forma:

M(x,y)dx+N(x,y)dy = 0,

dondeM y N tienen la propiedad de que para toda t > 0, la sustitución
de x por tx y la de y por ty hace que M y N sean del mismo grado n.

M(tx,ty) = tnM(x,y)

N(tx,ty) = tnN(x,y), n ∈ <
Por ello, este tipo de ecuaciones puede reducirse a ecuaciones de

variables separables mediante sustituciones apropiadas. Las ecuaciones
diferenciales homogéneas también tienen la siguiente forma:

dy

dx
+ g(u) = 0 donde u = f(x, y)

usando sustituciones algebraicas apropiadas, se convierten en ecua-
ciones de variables separables. Una de las más comunes es:

y

x
= v → y = vx.

Ejemplo: Sea la ecuación diferencial

(x2 + y2)dx− xydy = 0
usando y = vx y dy = vdx+ xdv

(x2 + v2x2)dx = vx2(vdx+ xdv)

dividiendo entre x2

(1 + v2)dx = v(vdx+ xdv)

1Los polinomios homogéneos son aquellos en los que todos los términos son del
mismo grado.
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separando variables

(1 + v2 − v2)dx = v x dv

dx

x
= vdv

integrando

ln |x| = v2

2
+ c

como

v =
y

x
→ ln |x| = 1

2

y2

x2
+ c

entonces:

ln |x| = y2

2x2
+ c .

1.3 El Método de Ecuaciones Diferenciales

Exactas

Dada la funcion z = f(x, y), se dice que la expresión dz = fxdx+ fydy
es su diferencia total. Donde fx y fy son las derivadas parciales de la
funcionf(x, y), con respecto a cada una de las dos variables independi-
entes; además, suponemos que estas derivadas parciales son continuas
en una region < del plano xy.
Si tomamos el lado derecho de la expresión y lo igualamos a cero,

entonces la igualdad M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0 es una ecuacion dife-
rencial exacta ↔ el primer mienbro es una diferencial total.
Es decir: Si df = fxdx + fydy → fxdx + fydy = 0 es una ecuación

diferencial exacta y fx = M(x, y), fy = N(x, y). Encontrar la solución
de una ecuacion diferencial exacta es hallar una función f(x, y) tal
que su diferencial total sea exactamente la ecuación diferencial dada.
Usando la notación de la diferenciación parcial, tenemos:

M =
δf

δx
, N =

δf

δy

si volvemos a derivar estas igualdades, pero cada una con respecto a la
otra variable:

δM

δy
=
δ2f

δyδx
,

δN

δx
=
δ2f

δxδy
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por el cálculo sabemos que si las derivadas parciales son continuas en-
tonces:

δ2f

δyδx
=
δ2f

δxδy

esto signiÞca que:
δM

δy
=
δN

δx

por lo tanto, si la ecuación es exacta se cumple esta condición. Por esto
estableceremos el siguiente teorema.

TEOREMA: Sean las funcionesM,N,My y Nx continuas en la región
simplemente conexa < : α < x < β, γ < y < δ. Entonces la ecuación

M(x, y)dx+N(x, y)dy = 0, (1)

es una ecuación diferencial exacta en < si y sólo si
My(x, y) = Nx(x, y) (2)

en cada punto de <. Esto es, existe una función Ψ que satisface las
ecuaciones

Ψx(x, y) =M(x, y), Ψy(x, y) = N(x, y) (3)

si y sólo si M y N satisfacen la ecuación

My(x, y) = Nx(x, y). (4)

La demostración de este teorema se hace en dos partes. Primero
demostraremos que si hay una función Ψ tal, que la ecuación (3) sea
cierta,entonces se concluye que se satisface la ecuación (2). Calculando
Nx y My de la ecuación (3) se obtiene

My(x, y) = Ψxy(x, y), Nx(x, y) = Ψyx(x, y) (5)

Supuesto que My y Nx son continuas, se deduce que Ψxy y Ψyx
también lo son. Esto garantiza su igualdad2 y se llega a la ecuacion (2)

2Se requiere la hipótesis de continuidad ya que, de otra menera Ψxy y Ψyx no

seŕian siempre iguales.
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Ahora demostraremos que si M y N satisfacen la ecuación (2),
entonces la (1) es exacta. La demostración consiste en elaborar una
función Ψ que satisfaga las ecuaciones (3). Integrando la primera de
las ecuaciones (3) con respecto a x, manteniendo y constante, se obiene

Ψ(x, y) =

Z x

M(t, y)dt+ h(y) (6)

La función h es una función arbitraria. Ahora debemos demostrar
que siempre es posible elegir h(y) tal que Ψl = N. De la ecuación (6)

Ψy(x, y) =
δ

δy

Z x

M(t, y)dt+ h́0(y)

=

Z x

My(t, y)dt+ h
0(y)

haceindo Ψy igual a N despejando h0(y) resulta

h0(y) = N(x, y)−
Z x

My(t, y)dt (7)

Para determinar h(y) de (7) es esencial que, independientemente de
su apariencia, el miembro del lado derecho de la ecuación Ψ(x, y) = c
sea solo una función de Y. Para establecer este hecho, podemos derivar
la cantidad en cuestión con respecto a x, obteniendo

Nx(x, y)−My(x, y),

que se anula de acuerdo con la ecuación (4). Entonces, a pesar de su
forma aparente, el miembro del lado derecho de la ecuación (7) real-
mente no depende de x, y una sola integración dará h(y). Sustituyendo
h(y) en la ecuación (6) obtenemos, como soluciones de las ecuaciones
(5),

Ψ(x, y) =

Z x

M(t, y)dt+

Z x ·
n(x, s)−

Z x

Ms(t, s)dt

¸
ds (8)

Debe notarse que esta prueba contiene un método para el cáculo de
Ψ(x, y) que, en consecuencia, sirve para resolver la ecuación diferencial
original (1). Sin embargo, generalmente, es mejor llevar a cabo todo
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este proceso cada vez que se necesite, en lugar de tratar de aprenderse
el resultado que se da en la ecuación (8). Tambien cabe notar que la
solución se obtiene en forma impĺicita. Al igual que la sección puede o
no ser factible encontrar la solución expĺicitamente.
Para resolver una ecuación diferencial usando este método, primero

vemos si es exacta. Despues aplicamos la deÞnición

fx =M(x, y) o fy = N(x, y)

integramos con respecto a x o con respecto a y

f =

Z
Mdx o f =

Z
Ndx

al resultado lo derivamos con respecto a y o con respecto a x

fx =
δ

δy

Z
Mdx o fy =

δ

δx

Z
Ndy

igualamos el nuevo resultado a N o a M , e integramos por última vez
la ecuación.

EJEMPLO: Resolver la siguiente ecuación diferencial

(6xy − 2y2)dx+ (3x2 − 4xy)dy = 0

primero revisaremos si es exacta

M = 6xy − 2y2, N = 3x2 − 4xy,
My = 6x− 4y, Nx = 6x− 4y.

es exacta porque My = Nx, ahora nos preguntamos si existirá una
función f tal que

fx =M(x, y) y fy = N(x, y),

por deÞnición; tomemos cualquiera de las dos igualdades, por ejemplo:

fx =M(x, y)→ fx = 6xy − 2y2
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integrando respecto a x tenemosZ
fx =

Z
(6xy − 2y2)dx

f = 3x2y − 2xy2 + f(y)

la constante arbitraria de integración será una función de y, puesto que
y funge como constante en esta integral. Derivando con respecto a y :

fy = 3x
2 − 4xy + f 0(y)

sabemos que fy = N(x, y) por deÞnición, entonces:

fy = 3x
2 − 4xy

como dos cosas igules a una tercera son iguales entre śi:

3x2 − 4xy + f 0(y) = 3x2 − 4xy → f 0(y) = 0

integrando: f(y) = c.
∴ la solución es:

f(x, y) = 3x2 − 2xy2 + c

o
3x2y − 2xy2 + c = 0 o bien 3x2y − 2xy2 = c.

La comprobación se reduce a encontrar el diferencial total de la
función solución. Obtenemos el mismo resultado, si en vez de tomar la
ecuación

fx =M(x, y), tomamos fy=N(x, y).

1.4 El Método de Ecuaciones Diferenciales

con Factores Integrantes

Si existe una función F (x, y) tal que

F (x, y)Mdx+ F (x, y)Ndy = 0
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es exacta, entonces F (x, y) se llama factor de integración de la ecuación
diferencial Mdx+Ndy = 0.
Conviene notar que una ecuación diferencial no exacta puede tener

varios factores de integrantes. El método para encontrar el factor in-
tegrante F (x, y) puede ser por inspección de la ecuación diferencial
suponemos una función que luego se prueba por el teorema de la sección
anterior.

EJEMPLO: Hallar el factor de integración de la ecuación:

3ydx+ 4xdy = 0.

M = 3y N = 4x

My = 3 Nx = 4

como My 6= Nx, no es exacta.
Observemos que es de variables separables y su solución es x3y4 = c,

pero debemos encontrar su factor integrante.
Sea F (x, y) = x2y3 sugerido por la forma de la solución, entonces

3x2y4dx+ 4x3y3dy = 0

donde M = 3x2y4 y N = 4x3y3, entonces

My = 12x2y3 = Nx, ya que es exacta,

fx = 3x2y4

f = x3y4 + f(y),

fy = 4x3y3 + f 0(y) = 4x3y3

f 0(y) = 0

f(y) = c

∴ x3y4 = c.

Por lo tanto, podemos usar la siguiente regla: Si la ecuación dife-
rencial es de la forma pydx+ qxdy = 0, donde p, q ∈ < entonces

F (x, y) = xp−1yq−1



1.4. EL MÉTODO DE ECUACIONES DIFERENCIALES CON FACTORES INTEGRANTES11

si la ecuación diferencial es de la forma ydx−xdy = 0 entonces 1
y2
,
1

x2
,
1

xy
son posibles factores integrantes3.

1.4.1 Factores de Integración Dependientes de una
sola Variable

El problema, cuando la ecuación no es exacta, es el de encontrar un
factor de integración. Este está determinado por la condición

(FM)y = (FN)x

FyM − FxN + (My −Nx)F = 0. (1)

Esta es una ecuación diferencial parcial en F y el problema de en-
contrar sus soluciones no es en general fácil. Esto parece indicar que
se nos complicó la vida, efectivamente esto es aśõ salvo en algunos casos
particulares como el que veremos a continuación.
Si la ecuación Mdx + Ndy = 0 tiene un factor de integración F

dependiente únicamente de x, entonces

F (x) = A exp

½Z x

(
My −Nx
N

)dx

¾
(2)

y si
³
My−Nx

N

´
y
= 0 entonces (2) es un factor de integración.

Demostración: Si F solo es función de x entonces

Fy = 0, Fx = dF/dx

y la ecuación (1) toma la forma

1

F

dF

dx
=
My −Nx
N

3Nota: Si el factor depende de las variables x e y los posibles factores integrantes
pueden ser de la forma

c1xnym, c1xn + c2ym, c1exnym

, c1exn+ym

, sen(xn + ym), cos(yn + xm), etc...

donde c1, c2, n y m son reales.
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cuya solución general está dada por la ecuación (2).

Si
³
My−Nx

N

´
y
= 0 entonces sustituyendo (2) en (1) tenemos que:

−A(My −Nx) exp
½Z

x

µ
My −Nx
N

¶
dx

¾

+A(My −Nx) exp
½Z

x

µ
My −Nx
N

¶
dx

¾
= 0

0 = 0

por lo tanto (2), para cualquier constante , es un factor de integración
de Mdx+Ndy = 0.

Ejemplo:
(3xy + y2)dx+ (x2 + xy)dy = 0

My −Nx
N

=
x+ y

x(x+ y)
=
1

x

F (x) = A exp

µZ x ds

s

¶
= Ax

tomando A = 1 y multiplicando por F (x) tenemos

(3x2y + xy2)dx+ (x3 + xy)dy = 0

que es una ecuación exacta que tiene como solución la familia de curvas

x3y +
x2y2

2
= c.

Analogamente si la ecuación Mdx + Ndy = 0 tiene un factor de
integración F dependiente únicamente de y, entonces

F (y) = A exp

½Z y

(
Mx −Ny
M

)dy

¾
(3)

y si
³
Mx−Ny

M

´
x
= 0 entonces (3) es un factor de integración.
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1.5 El Método de Ecuaciones Diferenciales

Lineales

Las ecuaciones diferenciales lineales deberan cumplir con estas carac-
teristicas:

a) La variable dependiente y y todas sus derivadas son de
primer grado

b) Cada coeÞciente depende solamente de la variable de-
pendiente x (o constante)

La forma general de una ecuación de lineal de 1er orden es:

y0 + f(x)y = r(x)

si r(x) es idénticamente igual a cero, entonces la ecuación se llama
lineal homogénea (no en el sentido de polinomio homogéneo, sino como
nombre que da el álgebra lineal a las ecuaciones igualadas a cero); si
r(x) 6= 0, entonces es linal no homogénea. Los métodos de solución son
los siguientes:

i) Si r(x) = 0 entonces es de variables separables, y la
solución es y = ce−

R
f(x)dx.

ii) Si r(x) 6= 0 entonces hay que usar el método de factor
integrante o el método de variación de parámetros, y la
solución es y = e−

R
f(x)dx

£R
e

R
f(x)dxr(x)dx+ c

¤
.

Vamos a obtener la solución para r(x) 6= 0, usando el método del
factor integrante y el de variación de parámetros.

a) Método del factor integrante. Buscaremos un factor
que nos convierta la ecuación diferencial y0 + f(x)y = r(x)
en exacta y la resolveremos por el método de las exactas.

El hecho de que la solución general de la ecuación diferencial
homogénea correspondiente es y = ce−

R
f(x)dx, sugiere la

posibilidad de que un factor para la no homogénea sea de
la forma e

R
f(x)dx.
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Vamos a probarlo. Multiplicando la ecuación por este fac-
tor, tenemos:

e
R
f(x)dxy0 + f(x)ye

R
f(x)dx = r(x)e

R
f(x)dx

observando que el primer mienbro de la ecución, vemos que
esta y en un término, su derivada y0 en otro y la exponencial
que acompa�na a y0, realmente se puede expresar como la
derivada de un producto de funciones:

d

dx

³
e

R
f(x)dxy

´
.

Entonces:
d

dx

¡
e

R
f(x)dxy

¢
= r(x)e

R
f(x)dx integrando con res-

pecto a x:

e
R
f(x)dxy =

Z
r(x)ef(x)dx + c

despejando y:

y = e−
R
f(x)dx

·Z
e

R
f(x)dxr(x) + c

¸
que es la solución general ya indicada y satisface a la ecuación
lineal.

Como e
R
f(x)dx nos llevó a la solución propuesta, es el fac-

tor de integraćion que combierte en exacta a la ecuación
diferencial lineal no homogénea.

Ejemplo: Dada la ecuación diferencial:

dy + (3x2y − x2)dx = 0

ver si es lineal y resolverla por medio del factor integrante.

Se acomoda según la formula indicada: y0 + f(x)y = r(x),
quedando:

dy

dx
+ 3x2y = x2
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como es linal con f(x) = 3x2 y r(x) = x2, su factor inte-
grante tiene la forma:

F (x) = e
R
f(x)dx = e

R
3x2dx = ex

3

multiplicando la ecuación, tenemos:

ex
3

dy + ex
3

(3x2y − x2)dx = 0

como:

M = ex
3

(3x2y − x2) N = ex
3

My = 3x3ex
3

Nx = 3x
2ex

3

ya que es exacta, entonces:

fx = ex
3

3x2 − ex3

x2

f = yex
3 − 1

3
ex

3

+ f(y)

fy = ex
3

+ f 0(y) = ex
3

f 0(y) = 0 y f(y) = c

por lo tanto y =
1

3
+ ce−x

3
.

Aplicando directamente la fórmula obtenida mediante el
factor de integración, llegamos a la misma solución:

y = e−
R

3x2dx

·Z
e

R
3x2dx(x2)dx+ c

¸
y = e−x

3

·Z
ex

3

x2dx+ c

¸
y = e−x

3

·
1

3
ex

3

+ c

¸
y =

1

3
+ ce−x

3

.

b) Método de variacion de párametros. Es un procedi-
miento bastante usual en matemáticas introducir cambio
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de variables, hacer sustituciones o remplazar funciones por
otras más sencillas que faciliten el proceso operativo.

Sabemos que la solución general de la ecuación diferencial
lineal homogénea de 1er orden

y + f(x)y = 0, es: y = ce−
R
f(x)dx

como nos interesa una solución general para la ecuación
diferencial lineal no homogénea:

y0 + f(x) = r(x),

vamos a realizar la siguiente variación de parámetros en la
solución general de la homogénea:

sea c = u(x) y v = e−
R
f(x)dx,

entonces y(x) = u(x)v(x) será una solución de la no ho-
mogénea, siempre y cuando podamos encontrar una función
u(x) tal que dicha solución satisfaga a la ecuación. Si es
la solución, lo cual vamos a suponer de momento, entonces
derivandola y sustituyendola en la ecuación homogénea, tene-
mos:

y0 = uv0 + u0v entonces

uv0 + u0v + fuv = r

u0v + (v0 + fv)u = r

como v es la solución de la homogénea, el paréntesis se hace
identicamente cero, ya que siempre que sustituimos la ráiz
o solución de una ecuación, esta se hace cero. Obtenemos

entonces: u0v = r de donde u0 =
r

v

integrandola, u =
R r
v
dx + c. La función u existe porque

v 6= 0 es solución, entonces y = uv es solución de la lineal
no homogénea y toma este aspecto:

y = e−
R
f(x)dx

·Z
r(x)

e−
R
f(x)dx

dx+ c

¸
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o sea y = e−
R
f(x)dx

£R
e

R
f(x)dxr(x) + c

¤
, que es a donde

queŕiamos llegar.

EJEMPLO: Resolver por variación de parámetros:

y0 = 2y + x.

Veamos que y0 − 2y = x es lineal, donde f(x) = −2,
r(x) = x. La ecuación diferencial homogénea correspondi-
ente es y0 − 2y = 0 que tiene como solución: y = ce2x.

Tomando c = u(x), v(x) = e2x y sabiendo que la función u
esta dada por

u =

Z
r(x)

v(x)
dx+ c entonces

u =

Z
x

e2x
dx+ c = −x

2
e−2x − 1

4
e−2x + c

como la solución de la homogénea es y = vx, entonces:

y = (−x
2
e−2x − 1

4
e−2x + c)e2x y

y = −x
2
− 1
4
+ ce2x.

Aplicando directamente la fórmula obtenida mediante el
factor de integración, llegamos a la misma solución.

y = e
R

2dx

·Z
e

R −2dxxdx+ c

¸
y = e2x

·Z
e−2xxdx+ c

¸
y = e2x

·
−x
2
e−2x − 1

4
e−2x + c

¸
y = −x

2
− 1
4
+ ce2x.
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1.6 La transformada de Laplace

Entre los conceptos de gran utilidad en la resolución de ecuaciones dife-
renciales linales estan las transformadas integrales. Una transformada
integral es una relacion de la forma:

F (s) =

Z β

α

K(s, t)f(t)dt (1)

en donde una función f se transforma en otra F , por medio de una
integral. Se dice que la función F es la tranformada de f y la función
K se llama nucleo de la transformación. La idea general es usar la
relación (1) para transformar un problema para f en un problema más
sencillo para F . Haciendo una selección apropiada del nucleo K y
de los limites de integración α y β, a menudo es posible simpliÞcar
radicalmente un problema que implique una ecuación diferencial lineal.
Se usan varias transformaciones integrales, siendo cada una apropiada
para ciertos tipos de problemas.
Esta transformada se deÞne como sigue. Sea f(t) dada para t ≥ 0,

y supongamos que f satisface ciertas condiciones que van a enunciarse
un poco después. Entonces las transformada de Laplace de f , la cual
denotamos por L{f(t)} o por F (s) se deÞne por medio de la ecuación

L{f(t)} = F (s) =
Z ∞

0

e−stf(t)dt (2)

esta tranformación hace uso del nucleo K(s, t) = e−st y está asociada
particularmente con las ecuaciones diferenciales lineales con coeÞcientes
constantes. Siendo particularmente útil en la resolución de problemas
con términos no homogéneos de naturaleza discontinua o impulsiva.
Tales problemas son relativamente dif́iciles de resolver por medio de los
métodos que se estudiaron con anterioridad, los cuales comprenden la
reunión de soluciones válidas en intervalos diferentes.
En virtud de que la transformada de Laplace se deÞne por una inte-

gral sobre el intervalo desde cero al inÞnito, es conveniente mencionar
primero algunos hechos básicos acerca de tales integrales. En primer
lugar, una integral sobre un intervalo no acotado se conoce como inte-
gral impropia, deÞniéndose como ĺimite de integrales sobre intervalos
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Þnitos de la siguiente formaZ ∞

0

f(t)dt =
lim

A→∞
Z A

a

f(t)dt, (3)

donde A es un número real positivo. Si la integral desde a hasta A
existe para cada A > a, y si el limite indicado A→∞ existe, entonces
se dice que la integral impropia es convergente a ese valor ĺimite. En
caso contrario, se dice que la integral diverge o que no existe.
Antes de discutir la posible existencia de

R∞
a
f(t)dt, resulta conve-

niente deÞnir ciertos términos. Se dice que una función f es seccional-
mente continua sobre un intervalo α ≥ t ≤ β si el intervalo puede
partirce en un número Þnito de puntos α = t0 < t1 < ... < tn = β de
forma tal que:

i) f sea continua sobre cada subintervalo abierto ti−1 < t <
ti;

ii) f tienda a un ĺimite Þnito, conforme se tiende hacia los
puntos extremos de cada subintervalo, desde si interior.

En otras palabras, f es seccionalmente continua sobre α ≤ t ≤ β
si es continua alli execpto por un numero Þnito de discontinuidades
por salto. Si f es seccionalmente continua sobre α ≤ t ≤ β para todo
β > α, entonces se dice que f es seccionalmente continua dobre t ≥ α.
Si f es seccionalmente continua sobre el intervalo a ≤ t ≤ A, en-

tonces puede demostrarse que
R A
a
f(t)dt existe. Por lo tanto, si f es

seccionalmente continua para t ≥ a, entonces
R A
a
f(t)dt existe para

cada A > a. Sin embargo, el hecho de que sea seccionalmente continual
no asegura que la integral impropia

R A
a
f(t)dt, sea convergente. Si f

no puede integrarse fácilmente en términos de funciones elementales, la
deÞnición de convergenciade

R A
a
f(t)dt puede ser d́iÞcil de aplicar. Con

frecuencia, la forma más conveniente para probar la convergencia o di-
vergencia de una integral impropia es por medio del siguiente teorema
de comparación, que es análogo a un teorema similar para las series
inÞnitas.

TEOREMA 1: Si f es seccionalmente continua para t ≥ a, si |f(t)| ≤
g(t) cuando t ≥ M para alguna M constante positiva y si

R∞
M
g(t)dt
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converge, entonces
R∞
a
f(t)dt tambien converge. Por otra parte, si

f(t) ≥ g(t) ≥ 0 para t ≥ M, si R∞
M
g(t)dt diverge, entonces

R∞
a
f(t)dt

también diverge.
La demostración de este resultado del cálculo, no se dará aqúi; sin

embargo, se hace plausible, comparando las áreas representadas porR∞
M
g(t)dt y

R∞
M
|f(t)| dt.

Regresemos ahora a la consideración de la transformada de Laplace
L{f(t)} o bien, F (s), la cual se deÞne mediante la ecuación (2), siempre
que la integral impropia converja. En general, el parámetro s puede
ser complejo, pero para nuestro estudio sólo necesitaremos considerar
valores reales de s. De acuerdo con lo dicho anteriormente acerca de las
integrales, la función f debe satisfacer ciertas condiciones para que la
transformada de Laplace F exista. Las más sencillas y utiles de estas
condiciones se enuncian en el siguiente teorema.

TEOREMA 2: Suponga que:

i) f se seccionalmente continua sobre el intervalo 0 ≤ t ≤ A
para cualquier A positiva.

ii) |f(t)| ≤ Keat cuando t ≥M . En esta desigualdad K, a y
M son constantes reales, K y M necesariamente positivas.

Entonces, la transformada de Laplace L{f(t)} = F (s), que se deÞne
por la ecuación (2), existe para s > a.
Para establecer este teorema es necesario demostrar únicamente que

la integral de la ecuación (2) converge para s > a. Descomponiendo la
integral impropia en dos partes, tenemos:Z ∞

0

e−stf(t)dt =
Z M

0

e−stf(t)dt+
Z ∞

M

e−stf(t)dt. (4)

La primera integral del segundo miembro de la ecuación (4) existe,
por la hipótesis (i) del teorema; por lo tanto, la existencia de F (s)
depende de la convergencia de la segunda integral. Por hipótesis (ii)
tenemos, para t ≥M ,¯̄

e−stf(t)
¯̄ ≤ Ke−steat = Ke(a−s)t,

y de esta manera, por el teorema 1, F (s) existe siempre que
R∞
M
e(a−s)tdt

converja, lo que demuestra el teorema 2.
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1.6.1 Solución de Problemas con Valores Iniciales

En esta sección demostraremos cómo usar la transformada de Laplace
para resolver problemas con valores iniciales de ecuaciones diferenciales
con coeÞcientes constantes. La utilidad de la transformada de Laplace a
este respecto, se basa principalmente en el hecho de que la transformada
de f 0 se relaciona, en una forma simple, con la transformada de f . Dicha
relación claramente se indica en el siguiente teorema.

TEOREMA 3: Suponga que f es continua y que f 0 es seccionalmente
continua en cualquier intervalo 0 ≤ t ≤ A. Suponga además que existen
constantes k, a yM tales que |f(t)| ≤ Keat para t ≥M. Entonces existe
L{f 0(t)} para a, s > y, se tiene

L{f 0(t)} = sL{f(t)}− f(0). (1)

Para demostrar este teorema, consideremos la integralZ A

0

e−stf 0(t)dt.

Considerendo a t1, t2, ...., tn como los puntos en el intervalo o ≤ t ≤ A
donde f 0 es discontinua; obtenemosZ A

0

e−stf 0(t)dt =
Z t1

0

e−stf 0(t)dt+
Z t2

t1

e−stf 0(t)dt+ ...+
Z A

tn

e−stf 0(t)dt

integrando por partes cada término del segundo miembro obtenemosZ A

0

e−stf 0(t)dt = e−stf(t)
¯̄
t1
0 + e

−stf(t)
¯̄t2
t1
+ ...+ e−stf(t) |Atn

+s

·Z t1

0

e−stf(t)dt+
Z t2

t1

e−stf(t)dt+ ...+
Z A

tn

e−stf(t)dt
¸
.

Como f es continua, las contribuciones de los términos integrados
en t1, t2, ...., tn se anulan. Cambiando las integrales, se obtieneZ A

0

e−stf 0(t)dt = e−sAf(A)− f(0) + s
Z A

0

e−stf(t)dt
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Cuando A →∞, e−sAf(A) → 0 siempre que s > a. Por lo tanto, para
s > a,

L{f 0(t)} = sL{f(t)}− f(0),
lo que demuestra el teorema.
Si f 0 y f 00 satisfacen las mismas condiciones que se impusieron para

f y f 0 respectivamente, el teorema 3, entonces se deduce que la trasfor-
mada de Laplace de f 00 también existe para s > a y ésta dada por

L{f 00(t)} = s2L{f(t)}− sf(0)− f 0(o). (2)

De hecho, siempre que la función f y sus derivadas satisfagan condi-
ciones apropiadas, puede obtenerse una expresión para la transformada
de la n-ésima derivada de f (n) por aplicaciones sucesivas de este teo-
rema. El resultado se da en el siguiente corolario.

COROLARIO: Suponga que las funciones f, f 0, ..., f (n−1) son con-
tinuas y que f (n) es seccionalmente continua en cuanquier intervalo
0 ≤ t ≤ A. Suponga, ademas, que existen las constantes K, a y M,
tales que

|f(t)| ≤ Keat, |f 0(t)| ≤ Keat, ..., ¯̄f (n−1)(t)
¯̄ ≤ Keat

para t ≥M. Entonces L{f (n)(t)} existe, para s > a y esta dada por

L{f (n)(t)} = snL{f(t)}− sn−1f(0)− ...− sfn−2(o)− fn−1(o). (3)

Mostremos ahora cómo puede usarse la transformada de Laplace
para resolver problemas con valores iniciales. Consideraremos primero
la ecuación diferencial

y00 − y0 − 2y = 0 (4)

y las condiciones iniciales

y(0) = 1, y0(0) = 0. (5)

Este simple problema se resuelve fácilmente por los metodos des-
critos anteriormente. La ecuación caracteristica es

r2 − r − 2 = (r − 2)(r + 1) = 0, (6)



1.6. LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 23

y por consiguiente, la solución general de la ecuación (4) es

y = c1e
−t + c2e2t. (7)

Las condiciones iniciales (5), requieren que c1 + c2 = 1, −c1 + 2c2 = 0;
por lo tanto, c1 =

2

3
y c2 =

1

3
, por lo que la solución del problema con

valores iniciales (4) y (5) es

y = φ(t) =
2

3
e−t +

1

3
e2t. (8)

Por medio de la transformada de Laplace, resolvamos ahora el pro-
blema dado. Para hacer esto hay que suponer que el problema tienen
una solución y = φ(t), la cual, con sus dos primeras derivadas, satisface
las condiciones del corolario. Tomando entonces la transformada de
Laplace del la ecuación diferencial (4), obtenemos

L{y00}− L{y0}−2L{y} = 0, (9)

donde, para escribir la transformada de una suma como la suma de las
trasformadas, se usó la linealidad de la transformada. Empleando el
corolario que se acaba de enunciar podemos expresar L{y00} y L{y0} en
terminos de L{y}, la ecuación (9) toma entonces la forma

s2L{y}− sy(0)− y0(0)− [sL{y}− y(0)]−2L{y} = 0,

ó
(s2 − s− 2)Y (s) + (1− s)y(0)− y0(0) = 0, (10)

donde Y (s) = L{y}. Sustituyendo y(0) y y0(0) en la ecuación (1) con
base en las condiciones iniciales (5), y despejando Y (s), obtenemos

Y (s) =
s− 1

s2 − s− 2 =
s− 1

(s− 2)(s+ 1). (11)

Asi se obtubo, una expresión de la transformada de Laplace Y(s), de
la solución y = φ(t) del problema con valores iniciales dado. Para de-
terminar la función φ debemos encontrar la función cuya transformada
de Laplace es Y (s), como se da en la ecuación (11).
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En el presente caso podemos hacerlo más fácilmente, desarrollando
en fracciones parciales el segundo miembro de la ecuación (11). Aśi,
encontramos que

Y (s) =

1

3
s− 2 +

2

3
s+ 1

. (12)

Si f(t) = eat, t ≥ 0, entonces

L{eat} =
Z ∞

0

e−steatdt =
Z ∞

0

e−(s−a)tdt

=
1

s− a, s > a.

Finalmente se deduceque
1

3
e2t tiene la trasformada

1

3
(s− 2)−1 ; de

modo semejante,
2

3
e−t tiene la transformada

2

3
(s+ 1)−1 . De aqúi, por

la linealidad de la trasformada de Laplace,

y = φ(t) =
1

3
e2t +

2

3
e−t

tiene la trasformada (12). Esta es la misma solución que por supuesto,
se obtuvo antes de forma diferente.
Aun cuando en este sencillo problema, el uso de la transformada

de Laplace no ofrece ventajas particulares; podemos se�nalar las ca-
racteristicas escenciales del método de la transformada. En primer
lugar, se encontró la transformada Y (s) de la función desconocida
y = φ(t) resolviendo una ecuación algebraica la ecuación (10) en lugar
de la ecuación diferencial. En seguida, se encontró automáticamente
la solución que satisface tanto las condiciones iniciales (5) como la
ecuación diferencial (4). Aśi, no fue necesario determinar los valores
apropiados para las constantes arbitrarias que aparecen en la solución
general. Tambien se observa que el coeÞciente de Y (s) en la ecuación
(1) es precisamente el polinomio que también aparece en la ecuación
caracteristica (6); de hecho, esto sucede siempre. En virtud de que el
uso del desarrollo en fracciones parciales de Y (s), para determinar φ(t)
requiere que se factorice este polinomio, la aplicación de las transfor-
madas de Laplace no evita la necesidad de encontrar las ráices de la
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ecuación caracteristica. Para ecuaciones de orden superior al segundo,
esto puede ser un problema algebraico dif́icil, particularmente si las
ráices son irracionales o complejas.
La principal diÞcultad que se presenta al resolver problemas con

valores iniciales, para la técnica de la transformada, lo constituye el
problema de determinar la función y = φ(t) correspondiente a la trans-
formada Y (s). Esto se conoce como el problema de inversión de la
transformada de Laplace; φ(t) se llama transformada inversa corres-
pondiente a Y (s) y el proceso de determinar φ(t) a partir de Y (s), se
conoce como �invertir la transformada�. Usaremos también la notación
L−1{Y (s)} para denotar la transformada inversa de Y (s). Existe una
fórmula general para la transformada inversa de Laplace, pero su uso
requiere conocimientos sobre la teoŕia de las funciones de la variable
compleja.
En la solución del problema con valores iniciales (4) y (5) no se

considero si puede haber otras funciones, además de la dada en la
ecuación (8), que tambien tengan la transformada (12). De hecho,
puede demostrarse que, si f es una función continua con la transfor-
mada de Laplace F, entonces no existe otra función continua que tenga
la misma transformada. En otras palabras, existe esencialmente una
correspondencia uno a uno entre las funciones y sus transformadas de
Laplace.
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1.6.2 Funciones Escalón

1.6.3 Una Ecuación Diferencial con una Función
Discontinua

1.6.4 Funciones de Impulso

1.6.5 La Integral de Convolución

1.6.6 Consideraciones Generales y Tabla de Trans-
formadas

1.7 Ejercicios:

Hallar la Solución general de las siguientes ecuaciones diferenciales
usando el método de variables separables:

1) y0 = 4x− 6
2) y0 = 1− 7x2

3) y0 = 8 + 2x− 3x2

4) y0 = x4 − 1

x2
+ x

5) y0 =
9x2 − 6
x2

6) y0 = (4 + 3x)4

7) y0 = e−3x + 2x

8) y0 = 2 cos 5x

9)
ds

dt
= −sent

10)
ds

dt
= ln t+ 4t

11)
ds

dt
= 2

√
s

12)
dy

dx
=

√
x+ x√
y − y
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13) y0 =
3x2

p
16 + y2

y

14) y0 =
x3
√
x4 − 1
y3

15) y0 = ex−y

16) y0 = 4ex+y

17) y0 =
y

1 + x2

18) y0 =
y2

√
1− x2

19) y0 =
cos2 x

y

20) y0 =
y√
x2 + 1

En los ejercicios siguientes, hallar la solución particular correspon-
diente a las condiciones iniciales dadas usando el método de variables
separables.

1) y0 = 4− 9x2 − 6x5 para y(1) = 2

2) y0 =
6x− 12
x2

para y(1) = 20

3) y0 = e4x − 5senx para y(0) = 5
4)
dr

dt
=
1

2
cos

1

2
t para r(π) = 5

5)
dr

dt
= 2sent− e−t para r(0) = 4

6) y0 =
x

y
para y(1) = 0

7) y0 =
x
√
x2 − 1
y

para y(−1) = 1

8) y0 = ln x− 9x2 para y(1) = 7

9) y0 = ex cos2 y para y(0) =
π

4
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10) y0 =
e−x

seny
para y(1) = 0

11) y0 =
y2

1 + x2
para y(1) = −4

π

12) y0 = e3x+2y para y(0) = 0

13) y0 =
cos2 x

y2
para y(π) = −1

14) y0 =
y

1− x2
para y(0) = 1

Hallar la solución general de las siguinetes ecuaciones diferenciales
usando el método de ecuaciones diferenciales homogéneas:

1) xy0 = y − x
2) xy0 = y + x

3) (x− y)dx+ (x− y + 1)dy = 0

4) y0 =
y2 + x2

2xy

5)
dy

dx
=
x

y
+
y

x

6) (y +
p
x2 + y2)dx = xdy

7) x(x+ y)dy = (x2 + y2)dx

8) xy0 − y = x2ex

9) xy0 = x2senx+ y

10) (y + x)y0 = x− y
11) (7x+ 2y)y0 = −2x− 7y
12) (3y2 + x2)y0 = −2x− 7y
13) (2xy + x2 + 3y2)y0 + (y2 + 2xy + 3x2) = 0

14) y0 =
3y − 4x
2y − 3x

15) x2 − y2 = xyy0

16) x+ xy0 = y
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17)
dy

dx
=
x+ y + 2

x+ y − 4
18) (x2 + 2xy)y0 = −3x2 − y2 − 2xy

Encontrar la solución particular correspondiente a las condiciones
iniciales dadas usando el método de ecuaciones diferenciales homogéneas:

1) (3xy2 + x3)y0 = 3y3 + x2y para y(1) = 2

2) (3xy2 − x3)y0 = 3y3 − x2y para y(1) = 0

3) y0 =
y − x+ 8
y − x− 1 para y(1) = −2

4) y0 =
y − x− 2
y − x+ 7 para y

µ
1

2

¶
=
1

2

5) (y − x)y0 + y = o para y(0) = 1
6) x2y0 = y2 + xy para y(1) = 1

7) (x2 + xysen
y

x
)y0 = y2sen

y

x
para y(1) =

π

2
8) [1− 2(x+ y)]y0 + x+ y + 1 = 0 para y(1) = 0
9) xcos

y

x
y0 = y cos

y

x
− xseny

x
para y(1) =

π

2

10) (xy cos
y

x
+ x2sen

y

x
)y0 = y2 cos

y

x
para y(1) =

π

2

Determinar si las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas; si
lo son, resolverlas.

1) (2x− 5y + 2)dx+ (1 + 6y − 5x)dy = 0
2) (2xy3 − 4y + 4x− 3)dx+ (3x2y2 − 4x)dy = 0
3) (16xy − 3x2)dx+ (8x2 + 2y)dy = 0

4) (−20xy2 + 6x)dx+ (3y2 − 20x2y)dy = 0

5) (ex + y)dx+ (ey + x)dy = 0

6) (y − x

y2
ey/x)dx+ (x+

1

x
ey/x)dy = 0

7) (1− y

x2
ey/xdx+ (1 +

1

x
ey/x)dy = 0
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8) (1− y
x
ey/x)dx+ ey/xdy = 0

9) y(1 + cosxy)dx+ x(1 + cosxy)dy = 0

10) (6xy3 + ysenxy + 1)dx+ (9x2y2 + xsenxy)dy = 0

11) (y cosh xy + 2x)dx+ (x coshxy − 2y)dy = 0
12) ex cos ydy − xexsenydy = 0 para y(0) = π
13) [cos(x+ y)− 1]dx+ cos(x+ y)dy = 0 para y(0) = π

2

14) exsenydx+ (ex cos y + ey)dy = 0 para y(0) = 0

15) (2xseny+ yexy)dx+(x cos y+ exy)dy = 0 para y(1) = 1

16) (
√
y + 1)dx+

µ
x

2
√
y
+ 1

¶
dy = 0 para y(1) = 4

17)

µ
1− x

(x2 + y2)3/2

¶
dx+

µ
1− y

(x2 + y2)3/2

¶
dy = 0 para

y(0) = −2

18)

µ
1

2
√
x
+ y

¶
dx+

µ
x− 1

2y3/2

¶
dy = 0 para y(9) = 1

19)

µ
1

x
+ 2x

¶
dx+

µ
1

y
− 1

¶
dy = 0 para y(1) = 1

20)
³
2x− y

x2
cos

y

x

´
dx+

µ
2y +

1

x
cos

y

x

¶
dy = 0

para y(1) = 0

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales usando un factor de
integración apropiado:

1) x−2y−5dx+ x−3y−4dy = 0

2) x2senxdx+ xydy = 0

3) (y + x+ 2)dx+ dy = 0

4) (ex + y2)dx+ (xy − e
x

y
− 2y2)dy = 0

5) (xy + y + y2)dx+ (x+ 2y)dy = 0
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6) (2seny−senx+1
x
cosx)dx+(

1

y
cosx+x cos y+

x

y
seny)dy =

0

7) (2xy + y4)dx+ (3x2 + 6xy3)dy = 0

8) (6x2y2 − 4y4)dx+ (2x3y − 4xy3)dy = 0

9)
³ y
x2
+ 2

´
dx+

1

x
(1 + ln xy)dy = 0

10)
1

y2
(1 + ln xy)dx+

µ
x

y3
− 3

¶
dy = 0

11) y(1 + ln xy + 2x)dx+ (x− 2y2)dy = 0

12)

µ
xy + 1 +

2x

exy

¶
dx+ x2dy = 0 para y(−3) = 0

13) (4y2 − 5xy)dx+ (6xy − 5x2)dy = 0 para y(1) = 2

14) (ye2y + x+ 1)dx+ (ye2y + e2y − x)dy = 0 para y(1) = 0
15) [−y − cot(x+ y)]dx− ydy = 0 para y(π) = π
16) Encuentre las soluciones de la ecuación lineal de primer
orden y0 + a(x)y = b(x) con a(x) y b(x) continua. Re-
comendación: Considere una ecuación exacta equivalente.

17) La ecuación

y0 + a(x)y = y
00
b(x)

es conocida con el nombre de ecuación de Bernoulli. De-
muestre que mediante la sustitución y−n+1 = ϑ se convierte
en una ecuación lineal y de primer orden.

18)Resuelva la ecuación y0 + 2xy + xy4 = 0.

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales usando el método
ecuaciones diferenciables lineales:

1) dy
dx
− y = e2x

2) dy
dx
+ y = 22x

3) y0 + 3x2y = x2
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4) y0 + (cosx)y = cosx

5) y0 − y
x
= x4

6) xy0 − 2y = 3x2 + 2x

7) xy0 + 4y = 9x5 + 2x3

8) xy0 − 3y = 5x5 + x2

9) xy0 + 4y = x−3ex

10) xy0 − 3y = x4senx

11) xy0 − 5y = x5 sec2 x

12) x2y0 + 2xy = e3x

13) x2y0 − xy = x2ex
2/2

14) xy0 − 2x2y = ex
2

15) y0 + (cosx)y = (sec2x)e−senx

16) y0 − (senhx)y = xecoshx

17) y0 − 1
1+x2y =

1
1+x2

18) y0+ (lnx)y = lnx
19) y0 + (1 + 3x2)y = 3 + 9x2

20) y0 + (secx)y = cosx

21) y0 + y = e−x para y(0) = −1
4

22) y0 − (tanx)y = xsecx para y(0) = √π
23) y0 + 1√

1+x2 y =
3√

1−x2 para y(0) = 4

24) y0 + 1
1+x2 y = e

− tan−1 x

25) y0 + (secx tanx)y = senx
cos2x para y(0) = 6

En cada uno de los problemas use la transformada de Lapace para
resolver el problema con valores iniciales dados:

1) y00 − y0 − 6y = 0 para y(0) = 1, y0(0) = −1
2) y00 + 3y0 + 2y = 0 para y(0) = 1, y(0) = 0

3) y00 − 2y0 + 2y = 0 para y(0) = 0, y0(0) = 1
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4) y00 − 4y0 + 4y = 0 para y(0) = 0, y0(0) = 1
5) yiv − 4y000 + 6y00 − 4y0 + y = 0 para y(0) = 0, y0(0) =
1, y00(0) = 0, y000(0) = 1

6) yiv − y = 0 para y(0) = 1, y0(0) = 0, y00(0) = 1, y000(0) = 0
7) y00 − 2y0 − 2y = 0 para y(0) = 2, y0(0) = 0
8) y00 +$2y = cos 2t para $ 6= 4, y(0) = 1, y0(0) = 0
9) y00 − 2y0 + 2y = cos t para y(0) = 1, y0(0) = 0
10) y00 − 2y0 + 2y = e−t para y(0) = 0, y0(0) = 1


