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Capitulo 1

Estructuras sobre las que se
definen medidas

1.1 Sucesiones de conjuntos

Comenzamos esta seccién definiendo el concepto de familia, ampliamente
utilizado a lo largo de este y otros capitulos.

Definicién 1.1.1 (Familia) Sea I un conjunto. Se llama familia de ele-
mentos del conjunto X con indices en el conjunto I a todo par (I, f), donde
f es una aplicacion que asocia a cada elemento i € I un elemento x; € X.
Para simbolizar tal familia utilizamos alguna de las notaciones {x; /i € I} o
(z;,/1 € I) o, mds concisamente, {x;},.; 0 (7;);c;-

La nocién de familia es una ampliacién del concepto de conjunto. En este
sentido, todo conjunto X puede considerarse como una familia; basta tomar
el mismo conjunto como conjunto de indices: I = X, y como aplicacion la
identidad: id : X — X. Es mds, cuando la aplicacién f es inyectiva, es
posible identificar una familia (z;),.; con el conjunto imagen de la aplicacién

f).

Ejemplo 1.1.1 Sea R el conjunto de los nimeros reales. Sea también I = R
el conjunto de indices. La aplicacion identidad en R

id:R sz —id(z) =z € R, (1.1)

hace del conjunto de los nimeros reales una familia (x;),cx con indices en
R. Como dicha aplicacion es inyectiva, podemos hacer el abuso de notacion:

R= (xi)iER'
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En la préctica, para definir completamente a una familia de elementos
de X con indices en I, es suficiente dar la aplicacién f entre el conjunto
de indices I y el conjunto X. Por otro lado, la notacién {x; i € I} resulta
confusa ya que puede interpretarse como un conjunto!. Por esta razén, a la
hora de denotar una familia de elementos de X con indices en I, preferimos
la forma (z;,/i € I) y su variante concisa (z;),.;-
Ejemplo 1.1.2 Sea I el conjunto de los nimeros reales x de la forma

™
T = kE’ donde k € Z. (1.2)

La aplicacion
f:I—R, (1.3)

definida por f(x) = senz, determina una familia de elementos de R con indi-
ces en I. De acuerdo con las consideraciones del pdrrafo anterior, escribimos
(senz), ; o bien (...,0,1,0,—1,0,1,0,—1,...)% para denotar a esta familia.
En efecto, la notacion {senz "z € I} es ambigiia pues puede representar el
conjunto {—1,0,1} (el cual es el recorrido o imagen de la aplicacion f y como
ésta no es inyectiva, tal recorrido no puede identificarse con la familia).

Figura 1.1: El seno de un dngulo positivo x, medido en radianes, sobre la
circunferencia unidad.

Ejemplo 1.1.3 Sean I y X dos conjuntos. Una grifica G es un subconjunto
del producto cartesiano I x X, tal que para todo elemento i € I existe un

1Y ya hemos sefialado que una familia no es un conjunto sino un concepto méas general.
2Estos son los valores que puede adoptar el seno de un miltiplo de 5
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inico v € X de forma que (i,z) € G. Toda aplicacion f : I — X nos define
una grifica unica:

Gy ={(i,2) /f(i) =z} (1.4)

y, reciprocamente, toda grifica G = {(i,z),...} C IxX define una aplicacion
unica mediante

f@@) ==. (1.5)

Asi pues, como toda familia queda establecida mediante una aplicacion, po-
demos considerar una familia de elementos de un conjunto X con indices en
otro conjunto I, como una grifica G C I x X.

0. 57

- io .}5 35 fD

Figura 1.2: Parte de la grifica de la funcién del ejemplo 1.1.2.

Las familias con las que trabajamos son familias de conjuntos. Para defi-
nirlas adecuadamente se necesita partir de un conjunto previamente definido.
Sea € tal conjunto, no vacio, al que denominamos espacio® y sea g (2) el con-
junto de todas sus partes (subconjuntos). A los elementos de €2 los llamamos
puntos y los notamos con letras griegas mintsculas, preferentemente w, con
o sin afijos®. A los subconjuntos de € (esto es, a los elementos de  (£2)) los
notamos, como es usual, con letras latinas mayusculas como A, B, etc., con

3 Aunque su naturaleza no sea geométrica
4subindices, superindices, acentos, etc.
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o sin afijos. Este espacio y el conjunto de sus partes son marco de referencia
en todo este capitulo.

Definicién 1.1.2 (Familia de conjuntos) Sean Q e I dos conjuntos. FEl
par (I, f), donde f es una aplicacion de I en p (), es una familia de con-
juntos con indices en 1.

Ejemplo 1.1.4 Sea Q) = R? y sea I = Q (conjunto de los racionales). La
aplicacion
fla)=lg—1,q] x]qg—1,q[, donde g € Q (1.6)

define una familia de subconjuntos de R? con indices en Q.
Ejemplo 1.1.5 Sea Q = {«a,,v,1,2}. Afirmamos que

({a},{a, 5} ,0) (1.7)

es una familia de partes de Q). En efecto, basta tomar como conjunto de
indices: I = {1,2,3} y como aplicacion f : I — (), dada por f (1) =
{a}, f(2) ={a, 8}, F(3) =0.

Comentario 1.1.1 (Clase, familia y coleccién) Los términos clase, fa-
milia y coleccion aparecen como sinonimos en cierta literatura matemdtica.
Sin embargo, en estos apuntes los tratamos como esencialmente diferentes.
Una clase puede entenderse como un conjunto cuyos elementos son a su vez
conjuntos o bien (en el sentido de Von Neumann y Bernays) como un objeto
matemdtico no definido, con la propiedad de que si P () es un predicado uni-
versal’, existe una clase para la que dicho predicado es vdlido. Una familia
se determina, como ya hemos mencionado, con una aplicacion y, finalmente,
una coleccion es un tipo de familia donde todos los elementos son diferentes.
En muchas ocasiones, empleamos los términos clase y coleccion de conjun-
tos indistintamente. Esto es posible debido a que una familia de conjuntos
con elementos diferentes tiene, necesariamente, que definirse a través de una
aplicacion inyectiva y, por tanto, identificamos® la familia con el conjunto
f (), el cual estd formado por conjuntos y es por ello una clase.

Cuando el conjunto de fndices I de una familia es el conjunto de los
enteros positivos’, se dice que tal familia es una sucesién.

SUn predicado P () es universal si la variable x puede adoptar como valor cualquier
objeto matemaético.

6Ver al respecto el tercer parrafo de esta seccion.

"También se puede considerar el conjunto de los naturales con o sin el cero.
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11
Clase

Elementos repetidos

Famila | —

E@A

sin

repetir

op\
\1\()\3@3\.‘5‘?‘\jL °

Coleccion

Figura 1.3: Clases, familias y colecciones.

Definicién 1.1.3 (Sucesién) Sea Z* el conjunto de los enteros positivos.

Una sucesion o secuencia infinita de elementos de un conjunto X es toda
familia (Z7, f). Para denotar una sucesion escribimos (&), cq+ 0, mds sim-
plificadamente, (z,,). Cada elemento x,, de la sucesion recibe el nombre de
término.

Ejemplo 1.1.6 Sea X =R. La aplicacion

f(n)=—, donden € Z7,
n

(1.8)

define una sucesion de niumeros reales que notamos por ( )

n

Ejemplo 1.1.7 La sucesion dada por

A, = {(),1,. ,nz}, siendo n > 1

(1.9)

es una sucesion de subconjuntos de Z. FEn efecto, todos sus términos son
partes del conjunto de los enteros. A saber,

Ay ={0,1}, A, ={0,1,2,3,4}, A3=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9},...

. (1.10)
Ademds, como todos los elementos de la sucesion son diferentes, se trata de
una coleccion de conjuntos.

En esta seccién nos centramos en las sucesiones de conjuntos y sus pro-
piedades. Nuestra primera observacion es que el conjunto de las partes de §2
puede ordenarse por medio de la inclusion. Este orden es sélo parcial pero
permite definir la monotonia.
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Definicién 1.1.4 (Sucesién monétona creciente) Sea € un conjunto no
vacio y sea (Ay) una sucesion de partes de ). Decimos que la sucesion es
mondtona creciente (creciente o mondtona no decreciente) si es A, C Aniq
para todo n > 1.

Figura 1.4: Sucesién de conjuntos mondétona creciente. Cada término con-
tiene al anterior.

El simbolismo inclusivo A C B se entiende en sentido no estricto. Es
decir, puede darse tanto la inclusion estricta como la igualdad.

Definicién 1.1.5 (Sucesién estrictamente creciente) Se dice que una
sucesion (Ay,) de partes de Q2 es mondtona estrictamente creciente (estricta-
mente creciente), si para todon > 1 es A, C Apy1 y An # Apiq.

Ejemplo 1.1.8 Sea 2 = R. Mediante la funcion

f(n):}(),l—%[,connzl (1.11)

obtenemos una sucesion mondtona estrictamente creciente de subconjuntos
de la recta real. Asi es, ya que

1 1
1—5 < 1_n——|—1’ para todo n > 1. (1.12)

Esta desigualdad permite asequrar para todo n > 1, la inclusion

]0,1—1%}0,1—%[, (1.13)

n +1

con]O,l—%[;ﬁ]O,l—%ﬂ[. Obsérvese que Ay = ().
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Figura 1.5: Cada conjunto de la sucesién del ejemplo 1.1.8 contiene al ante-
rior.

Definicién 1.1.6 (Sucesién monétona decreciente) Sea 2 un conjunto
no vacio y sea (Ay,) una sucesion de partes de ). Decimos que la sucesion

es mondtona decreciente (decreciente o mondtona no creciente) si para todo
n>1esA, 1 CA,.

Como en la definicién 1.1.4, la inclusién se entiende en sentido no estricto.

Figura 1.6: Sucesién mondtona decreciente de conjuntos. Cada término esta
contenido en el anterior.

Definicién 1.1.7 (Sucesién estrictamente decreciente) Se dice que una
sucesion (Ay,) de partes de £ es mondtona estrictamente decreciente (estric-
tamente decreciente) si para todon >1 es A,1 C Ay y Ap # Angr.

Ejemplo 1.1.9 La sucesion de subconjuntos de la recta real definida por

1
An:}l——,ll, donde n > 1, (1.14)
n
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es estrictamente decreciente. Todos los conjuntos de la sucesion son distin-
tos® y aplicando 1.12 resulta que

1 1
]1—n+1,1{c}1—5,1{,pamtodonz1, (1.15)

siendo la inclusion estricta.

Figura 1.7: Cada conjunto de la sucesién del ejemplo 1.1.9 esté contenido en
el precedente.

Las sucesiones crecientes y decrecientes (estrictamente o no) se agrupan
bajo la denominacién comiin de mondtonas.

1.2 Limites

Al igual que ocurre en las sucesiones de numeros reales, es interesante de-
terminar de alguna forma el comportamiento de una sucesiéon de conjuntos a
medida que n crece. Para ello empleamos el concepto de limite principal, en
sus variantes de limite superior e infertor. Como no suponemos la existencia
de una estructura topolégica previa sobre el conjunto p (£2), la definicién de
los estos limites ha de basarse en ideas exclusivamente conjuntistas.

Definicién 1.2.1 (Caracterizacién de Chung del limite inferior) Sea
Q un congunto no vacio y sea (A,) una sucesion de partes de Q. El limite in-
ferior de (A,) es el conjunto de puntos de Q que pertenecen a casi todos’ los
conjuntos de la sucesion. Para denotar el limite inferior de (Ay,) escribimos

liminf A, (1.16)

8Es decir, se trata de una coleccién.
9Es decir, a todos salvo, quizds, un nimero finito.
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o bien
limA,,. (1.17)

En simbolos, resulta:
liminf A, = {w € Q/Im € Z* : w € A,Vn > m} . (1.18)

Ejemplo 1.2.1 Para la sucesion de intervalos de la recta real dada por

-

comprobamos que el cero pertenece a todos los conjuntos de la sucesion (ver
figura 1.8) y, en consecuencia, pertenece al limite inferior de esta sucesion.
Es mas, afirmamos que liminf A, = {0}. En efecto, si tomamos un nimero
positivo xg, podemos hallar siempre un entero positivo impar m de forma
que % < xg. Ast, dicho positivo xog no pertenece a ningin conjunto ]—1, %]
con n impar y mayor que m. FEsto implica que xy no pertenece al limite
inferior de (A,) puesto que no pertenece a una infinidad de términos de la
sucesion. Andlogamente, si yo es un niumero negativo, podemos hallar un
entero positivo par s tal que yo < _Tl Asi, dicho nimero negativo yy no
pertenece a mingun conjunto de la forma }—%, 1} con M par y mayor que S.
Esto implica que yo no pertenece al limite inferior de (A,) y queda probado
que sdlo el cero puede pertenecer a dicho limite inferior.

1 . .
-1, ﬂ St m es impar
-1 .
-, 1} st n es par

(1.19)

4 =}11]
O °
T
’ 3
O °
1 0 1
O °
1
PRER
O °

Figura 1.8: El cero pertenece a todos los términos de la sucesién de conjuntos
del ejemplo 1.1.10.
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Definicién 1.2.2 (Caracterizacién de Chung del limite superior) Sea
Q un conjunto no vacio y sea (A,) una sucesion de partes de Q2. El limite
superior de (A,) es el conjunto de puntos de ) que pertenecen a infinitos
conjuntos de la sucesion. Para denotar el limite superior de (A,) escribimos

limsup 4, (1.20)

o bien .
limA,,. (1.21)

En simbolos, resulta:
limsup 4, = {w € Q/w € A, para infinitos n} .

El limite inferior estd contenido en el limite superior ya que todo punto
del espacio €2 que se encuentra en casi todos los conjuntos A,, se halla en una
infinidad de ellos.

Ejemplo 1.2.2 La sucesion del ejemplo 1.2.1 verifica limsup A,, = |—1,1].
Probamos esta afirmacion. Es evidente que el cero pertenece al limite superior
ya que pertenece al limite inferior. St 0 < xq < 1, entonces xy pertenece a
todos los A,, conn par. Si es —1 < x <0, entonces xy pertenece a todos los
Ay, con n impar. En definitiva, todo xy € |—1, 1] pertenece a una infinidad
de conguntos de la sucesion (Ay).

Los limites superior e inferior de una sucesién de conjuntos siempre existen
(pueden ser vacios) y, en ocasiones, pueden coincidir.

Definicién 1.2.3 (Sucesién convergente) Sea Q2 un conjunto no vacio y
sea (Ay,) una sucesion de partes de Q). Decimos que (A,,) es convergente si y
solo si

liminf A,, = limsup A,,.

En tal caso, escribimos lim A,, para denotar al conjunto comain.

Ejemplo 1.2.3 La sucesion del ejemplo 1.2.1 no es convergente ya que su
limite inferior y su limite superior no coinciden.

Las caracterizaciones de Chung que hemos dado del limite superior e
inferior no son muy manejables. A continuacién, damos otras definiciones
equivalentes basadas en operaciones con conjuntos de la sucesién. Pero antes,
es necesario “extender” algunas operaciones bdsicas entre conjuntos (unién
e inteseccion) con el fin de aplicarlas a cualquier familia.



1.2. LIMITES 17

Definicién 1.2.4 (Unién de los elementos de una familia) Sea (4;),,
una familia de partes de 2. Definimos la union de todos los conjuntos de di-
cha familia como el conjunto formado por aquellos puntos w que pertenecen
al menos a un conjunto de la familia. En simbolos:

UJAi={we Fjel we A}, (1.22)
i€l

Esta definicién es consistente en virtud del axioma de la unién'®.

Definicién 1.2.5 (Interseccién de los elementos de una familia) Sea (A;)
una familia de partes de ). Definimos la interseccion de todos los conjun-

tos de dicha familia como el conjunto formado por aquellos puntos w que
pertenecen a todos los conjuntos de la familia. En simbolos:

(NAi={weQweAViel}. (1.23)

icl

el

La existencia de este conjunto estd garantizada sin necesidad de ningin
axioma ya que se trata de un subconjunto de cualquiera de los conjuntos de
la familia.

Comentario 1.2.1 (Complementario de la unién e interseccién de una familia)
Si un punto w € €2 no pertenece a ningun A;, entonces ha de pertenecer a
todos los complementarios AS. Esto significa que

(U AZ-)C =4 (1.24)

el el

Andlogamente, se tiene que

(ﬂ A,»)C =J4r (1.25)

el el

Por otro lado, si el conjunto de indices es vacio I = (), parece natural hacer

el convenio
Jai=0. (1.26)
€0

Por ello, para mantener las relaciones 1.24 y 1.25 ha de ser

A4 =9. (1.27)

ich

10Si & es un conjunto cuyos elementos son conjuntos X, Y, ... , entonces existe un
conjunto cuyos elementos son los que pertenecen por lo menos a uno de los conjuntos
X, Y ... de &.
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Cuando la familia es una sucesién (A4,), suele emplearse la notacién
> 1A, o la notacion U,cz+ A, para designar a la unién de todos sus tér-
minos y la notacién N° ; A, 0 Ny,ez+ A, para la interseccion.

Comentario 1.2.2 (Unién e interseccién de una clase) Sea2l una cla-
se de subconjuntos de ) (es decir un conjunto cuyos elementos son partes de
Q). Se puede definir la union y la interseccion de los conjuntos de la clase de
manera andloga a la unidn e interseccion de elementos de una familia. Asi,
resulta que

JA={weq F4ecn:we A}, (1.28)
AeA
(MA={weQ wecAvAc}. (1.29)
Ac

Obsérvese que empleamos simbolos del tipo Fraktur: 2,8, & etc, para denotar
a clases de conjuntos.

Para las clases vacias tenemos los mismos convenios que para las familias
con conguntos de indices vacios (ver el comentario 1.2.1). Asi, tenemos que

Ja=0. (1.30)

Aeh

(A=q. (1.31)

Ach

Ejemplo 1.2.4 La union de los conjuntos de la sucesion de partes de C dada
por
A, ={z€C/|z] <n} (1.32)

es el plano complejo. Es decir,

G A, =C. (1.33)
n=1

Ejemplo 1.2.5 La interseccion de todos los conjuntos de la sucesion del
ejemplo 1.2.4 es el disco abierto unidad:

(An={z€C/|2| <1}, (1.34)
n=1

ya que solo los puntos de este disco pertenecen a todos los términos de esta
SUCeSLon.
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5 X

Sy

3

Figura 1.9: Los complejos |z| < n son aquellos cuya representacion en el
plano se halla en el interior de una circunferencia de radio n con centro en el
origen de coordenadas.

Teorema 1.2.1 (Limite inferior con operaciones de conjuntos) Sea (A,)
una sucesion de partes del espacio €). Entonces

liminf A, = G ﬁ Ag. (1.35)
n=1k=n

Prueba. En primer lugar, definimos una sucesion auxiliar mediante
Dy, = () Ax- (1.36)
k=n

Es decir, el término n-ésimo D,, es la interseccién de todos los conjuntos de

la sucesién desde n en adelante. Por ejemplo, Dy = As N Az N ... .
Supongamos que w € liminf A4,,. En tal caso, hallamos al menos un

m € Z* tal que w € A, para todo n > m. Evidentemente, esto significa que

weAnNApiiN... = Dy, (1.37)
Por tanto,
we U Dh=J () A (1.38)
n=1k=n

Hemos probado la inclusién liminf A, C |U,—, (N, Ak. Reciprocamente,

sea o oo
we [ J) A (1.39)

n=1k=n
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Por la definicién de unién, existe al menos un conjunto D, = ﬂzozr A tal
que w € D,. Esto implica que

w € ArﬁAT+1ﬁ... (140)

v w se halla en casi todos los términos de la sucesion y pertenece al limite
inferior de ésta. Esto prueba la inclusion J>° (oo, Ax C liminf A,. De la
doble inclusion se sigue la igualdad, terminando aqui nuestra demostracién. Bl

Teorema 1.2.2 (Limite superior con operaciones de conjuntos) Sea (4,,)
una sucesion de partes del espacio ). Entonces

limsup A4,, = ﬁ G Ag. (1.41)

n=1k=n

Prueba. Como en la demostracién del teorema 1.2.1, utilizamos una suce-
sién auxiliar definida mediante

S = J 4. (1.42)
k=n

Cada término m-ésimo de esta sucesiéon auxiliar es la unién de todos los
conjuntos de la sucesién desde n en adelante. Por ejemplo, para n = 3 es
53:A3UA4U... .

Sea w € limsup A,,. Entonces w pertenece a una infinidad de términos de
la sucesion. Esto significa que si consideramos un entero positivo cualquiera
[, siempre hallamos al menos otro entero ¢ > [ tal que w € A,. Es decir,

weS, = U Ay, para todon > 1 (1.43)
k=n
y de aquf
we (U A (1.44)
n=1k=n

Hemos probado la inclusién limsup A, € (", Ur,, Ax. Reciprocamente,
siw € oo, Ure,, Ak, entonces pertenece a todo S,, = (J,—,, Ak v, en conse-
cuencia, pertenece a una infinidad de conjuntos de la sucesién. Esto prueba
que (oo Ure,, A C limsup A,,. La doble inclusién nos lleva a la igualdad
buscada y aqui termina nuestra demostracién. B

Estas definiciones de limites superior e inferior se pueden utilizar para
comprobar que toda sucesion de conjuntos mondtona es convergente.
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Teorema 1.2.3 (Convergencia de las sucesiones crecientes) Sea (A,,)
una sucesion mondtona creciente de partes de . Afirmamos que es conver-
gente con

lim A, = | ] An. (1.45)
n=1

Prueba. Utilizando el teorema 1.2.1, resulta que

liminf A, = G ﬁ Ay (1.46)

n=1k=n

Ahora bien, como (A4,) es monétona creciente, se cumple que A,, C A,
para todo n > 1. En consecuencia,

D,, = ﬁ Ap = A, para todon > 1. (1.47)
k=n
Es decir que . .
liminf A, = | J Dn = ] An. (1.48)
Por otro lado, de acuerdo con el teo:rlna 1.2.;,: ;abemos que
limsup A,, = ﬁ G Ag. (1.49)
n=1k=n

Como S,, = U, Ak = U ; A = S1 para todo n > 1 se sigue que
limsup A,, = ﬂ S, =051 = U A, (1.50)
n=1 n=1

La igualdad de los limites superior e inferior nos lleva a concluir que la suce-
si6n es convergente con lim A,, = | J7; A,. Aqui termina la demostracién. W

A partir de ahora para denotar a una sucesién monétona creciente (A,,)
que converge a A, escribimos A, T A.

Ejemplo 1.2.6 Sea la sucesion (A,,) de partes del plano complejo, dada por

An:{zeC/\z\<1—%}. (1.51)

1

Esta sucesion es creciente ya que 1 —1 <1 — -1
n n+1

de esta sucesion es

para todo n > 1. FEl limite

o

nLJlAn:U{ZE(C/|Z|<1—%}:{ZGC/|Z|<1}. (1.52)

n=1
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AnAnAn...=4
AnAn...=4,

A0A4040..=4,0404,0...=...

Figura 1.10: En una sucesién creciente, las intersecciones D,, coinciden con
los respectivos A,,, mientras que las uniones S,, son todas iguales a Sj.

Teorema 1.2.4 (Convergencia de las sucesiones decrecientes) Sea (A,,)
una sucesion mondtona decreciente de partes de 2. Afirmamos que es con-
vergente con

lim A, = (] An. (1.53)

n=1

Prueba. El cardcter decreciente de (A,) nos permite afirmar que
D, = ﬂ A, = ﬂ Ay = D1 para todon > 1. (1.54)
k=n k=1

Aplicando el teorema 1.2.1 resulta que

liminf A,, = DDn: DDllez ﬁAn.
n=1 n=1 n=1

Andlogamente, es

S, = U Ay = A, para todon > 1. (1.55)

k=n

Y aplicando el teorema 1.2.2, obtenemos

limsup A4,, = ﬁ G A, = ﬁ S, = ﬁ A,. (1.56)
n=1 n=1

n=1k=n
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AnAdndn.=4nAnAdn.=4n4nAn...=..

A04,04,0..=4

A4,04,04,0...= 4,

Figura 1.11: En una sucesién decreciente, las uniones .S,, coinciden con los
respectivos A,,, mientras que las intersecciones D,, son todas iguales a D;.

La igualdad de los lfmites inferior y superior implica que la sucesién es con-
vergente con lim A, = (.°; A,. Hemos terminado la demostracién. B
Para designar una sucesion decreciente (A,,) con limite A se usa la nota-

cién A, | A.

Ejemplo 1.2.7 La sucesion definida mediante
1
An:{zeC/|z| <1+—} (1.57)
n

es una sucesion mondtona decreciente de partes del plano de Gauss''. En

1

efecto, es 1+ —5 <1+ %, para todo n > 1. Su limite es el conjunto

oo

ﬂAn:ﬂ{ZEC/|Z|<1+%}:{ZE(C/|Z|<1}. (1.58)

n=1

Observamos que el limite obtenido coincide con el limite de la sucesion cre-
ciente del ejemplo 1.2.6.

En ocasiones, es 1itil disponer de sucesiones formadas por conjuntos dis-
juntos'?. Es decir, sucesiones (A,) tales que A; N A; = ) para todo i # j.
Aunque esto no siempre es posible, si que podemos construir otra sucesion
(B,) a partir de la sucesién dada, de forma que (B,,) sea disjunta y la unién
de todos los conjuntos de ambas sucesiones sea la misma.

U Esta es otra denominacién del plano complejo.
120 familias formadas por conjuntos disjuntos.



24CAPITULO 1. ESTRUCTURAS SOBRE LAS QUE SE DEFINEN MEDIDAS

Teorema 1.2.5 (Sucesién de conjuntos disjuntos asociada a una dada)
Sea 2 un conjunto no vacio y sea (A,) una sucesion de partes de ). La su-
cesion (By,) dada por

A sin=1
Bn_{ A, — Z;%Ak st n>2 (1.59)

., . .. ., o0 .
es una sucesion formada por conjuntos disjuntos cuya union \J,_ By, coin-
. 0o
cide con |, An.

Prueba. En primer lugar, la sucesién (B,,) resulta disjunta por su propia
construccién. Probaremos que |J)_, B, = U._; A,. En efecto, sea w €
U~ A,,. Hallaremos al menos un entero positivo r, tal que w € A,. Esto
significa que el subconjunto de indices

I={jeZ" /weA;} (1.60)

es no vacio pues » € I. En virtud de la buena ordenacién de los enteros
positivos, todo subconjunto no vacio tiene un elemento minimo. Por ello,
existe s = min [ y tiene la propiedad de que w € A, pero w ¢ A,, paran < s.

En definitiva,
s—1

we A, — U Ay, = B, (1.61)

k=1

y de aqui, w € | J 7, B,,. Hemos probado la inclusién | J 7, 4, C |J.~; Bn.

Sea ahora w € Uzozl B,,. Hallaremos un entero positivo ¢ tal que w €
B,. Por definicién de By, se tiene que w € A, y de aqui w € (Jo—; A,.
Hemos probado la inclusién | J°; B, C U, A, y tenemos la igualdad. Esto
termina nuestra demostracion. B

Existen titiles relaciones entre los limites superior e inferior de las suce-
siones de conjuntos y los limites andlogos de ciertas sucesiones funcionales.
Para establecer tal relacién, consideraramos, en primer lugar, el conjunto
de los numeros reales R junto con dos simbolos: +oo (mds infinito) y —oo
(menos infinito)'® con la propiedad siguiente: —oo < x < o0, para todo
x € R. A continuacién, extendemos el axioma del supremo a este conjunto
y definimos el limite superior e inferior de una sucesién de nimeros reales.
Para terminar, definimos los limites superior e inferior de las sucesiones de
funciones utilizando las sucesiones de niimeros reales.

I3El stmbolo de infinito oo se ha usado en esta seccién y en la anterior en un sentido
diferente al actual. En efecto, sélo nos permitia de manera comoda expresar el “tltimo”
entero positivo.
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15
iy
13

4,

Figura 1.12: La sucesién (B,,) es disjunta por su propia construccion.

El conjunto RU {—o0, +00} con la propiedad de orden anterior, recibe el
nombre de recta real ampliada o sistema ampliado de los nimeros reales y
se simboliza con alguna de las notaciones R*,R o R.

El axioma del supremo admite una versién mds potente en la recta real
ampliada. Asi, consideramos el supremo y el infimo de un conjunto acotado
de la forma usual, mientras que el supremo de un conjunto no acotado su-
periormente es +0o y el infimo de un conjunto no acotado inferiormente es
—00.

Definicién 1.2.6 (Sucesién de supremos) Sea (a,) una sucesion de ni-
meros reales. Definimos la sucesion asociada de supremos en la recta am-
pliada mediante

b, =sup{ap,/k>n}. (1.62)
La sucesion (b,) puede tener términos iguales a +00 0 —c0.

Ejemplo 1.2.8 Sea la sucesion a, = (—1)" 2. La sucesion asociada de su-
premos es

b, = sup {(—1)’“ %/k > n} | (1.63)

Veamos alguno de sus términos:

1 1 11 1
by = sup {(—1)k E/k > 1} = sup {—1,5,—5,1,...} =5 (1.64)

1 1 11 1 1
bQ = sup {(—1)k E/k > 2} = sup {5,—§, Z’ —5, .o } = 5, (165)
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1 11 11 1
b3 = Sllp{(—l)l€ E/k Z 3} = Sllp{—g,z,—g,é, . } = 1 (166)

-0.6

-0.8

3=

Figura 1.13: Parte de la gréfica de la sucesién a,, = (—1)"

Ejemplo 1.2.9 Sea la sucesion a, = n®. La sucesion asociada de supremos
es constantemente igual a +00. En efecto,

by =sup{1,4,9,16,...} = +o0, (1.67)
by =sup{4,9,16,25,...} = +o0, (1.68)
bs =sup{9,16,25,36,...} = +oo, (1.69)

Definicién 1.2.7 (Sucesién de infimos) Sea (a,) una sucesion de nime-
ros reales. Definimos la sucesion asociada de infimos en la recta ampliada

mediante
¢n = 1inf{ay k> n}. (1.70)
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También la sucesién (¢,,) puede tener términos infinitos.

Ejemplo 1.2.10 Consideremos la sucesion a,, = (—1)”% del ejemplo 1.2.8.
La sucesion asociada de infimos es

¢ — inf {(-1)’6 %/k > n} | (1.71)

Aqui tenemos algunos de sus términos:

¢ = inf{(—l)k%/k > 1} = inf{—l,%,—%,i,...} =1, (1.72)

} _ —%, (1.73)

1
3
03:inf{(—1)k%/k23}:inf{—%,i ,...}:— . (L)

En la recta real ampliada todas las sucesiones mondtonas tienen limite.
Si estédn acotadas este limite es finito y si no estédn acotadas el limite es alguno
de los simbolos: +o0o, —oo. A partir de ahora, decimos que una sucesion es
convergente si su limite es finito o +00, —oo. En caso de que no tenga limite
se dird que es divergente.

Teorema 1.2.6 (Convergencia de las sucesiones de supremos e infimos)
Sea (a,) una sucesion de nimeros reales. Las sucesiones de supremos

b, =sup{ay,/k > n} (1.75)

e infimos

¢, = inf {ay, 'k > n} (1.76)

son convergentes en la recta real ampliada.
Prueba. Como para todo entero positivo n es
{ans1, Qnao, ...} C{an, anee, ...}, (1.77)
se deduce que
b1 = sup{ani1,anyio, ...} <sup{an, dpi1,...} = by (1.78)

Por lo tanto, la sucesién de supremos (by,) es monétona decreciente y converge
en R. Su limite es el valor inf {b,,/n € Z*}.
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Andlogamente, de la inclusién 1.77 se deduce que

Cny1 = Inf {ap i1, apnyo, ...} > inf{ay, apny1, ...} =cp (1.79)

y la sucesion de infimos es creciente y convergente en la recta ampliada. Su
limite es sup {c,,/n € Z*}. Esto termina nuestra demostracién. B

A continuacién, exponemos algunas relaciones entre la sucesion (a,,) y las
sucesiones asociadas de supremos e fnfimos.

Teorema 1.2.7 (Acotacién y convergencia de la sucesién de supremos)
La sucesion de supremos (by,) tiene algin término finito si y sélo si la su-
cesion (ay,) estd acotada superiormente. Por otro lado, si (b,) estd acotada
inferiormente, entonces limb,, es finito y si (b,) no estd acotada inferiormen-

te, entonces y solo entonces limb,, = lima,, = —oc.

Prueba. Supongamos que by, es finito. En tal caso, s = sup {ax, 'k > m} es
un nidmero real y se tiene la acotacion a; < s para todo £ > m. Los términos
ai,as,...,a,_1 también son reales, por lo que tomando

m = max {ay,ag, ..., Am_1,S} (1.80)

se deduce que a, < m para todo n. Esto prueba que (a,) estd acotada
superiormente. Reciprocamente, si (a,) esta acotada superiormente y M es
una de sus cotas superiores, se tiene que para todo entero positivo n, los
conjuntos {ax, 'k > n} son no vacios y estédn acotados superiormente por M.
Por ello, han de tener supremo en la recta real. Esto prueba que todos los
términos de (b,,) son finitos.

Si la sucesion de los supremos (by,) estd acotada inferiormente (recordemos
que es decreciente) entonces tiene limite finito. En caso contrario, es lim b,, =
—o0 y, dado d < 0, existe al menos un entero positivo ng tal que

sup{ar,/k > ng} < d. (1.81)

Es decir, a,, < d para todo n > ng. Esto significa que lim a,, = —oco. Recipro-
camente, si es lim a,, = —00, se deduce que la sucesion de los supremos no esta
acotada inferiormente y lim b,, = —oo. Aqui termina nuestra demostracién.

Ejemplo 1.2.11 Es facil comprobar que la sucesion a, = (—1)" (1 + %) estd
acotada. En efecto,

n

1 1
la,| = ‘(—1)” (1 + —)' = (1 + —) < 2 para todo n > 1. (1.82)
n
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De acuerdo con el teorema 1.2.7 esto implica que la sucesion de supremos
estd formada por nimeros reales. Los tres primeros términos de la sucesion

(bp) son:

k 1 3 4 3
= — — > = — T T T e e == = .
by Sup{( 1) <1+ k) Sk > 1} Sllp{ 2,2, 3 } 5 (1.83)
. 1 3 45 3
—~ - - >2\ = SO
by sup{( 1) (l—i-k)/k:_Z} sup{2, 1 } 5 (1.84)
5

. 1 45 —6 5
f— — —_ > = — = ... - . .
b3 sup{( 1) (1—1— k‘) k> 31} sup{ 315 } 1 (1.85)

Se prueba que (by,) = (%, %, %, %, %, %, .. ) y resulta una sucesion decreciente
y acotada inferiormente luego limb,, = inf %, %, i, %, g, %, .. } =1.

Para la sucesién de infimos existe un teorema andlogo al teorema 1.2.7.

Teorema 1.2.8 (Acotacién y convergencia de la sucesién de infimos)
La sucesion de infimos (c,,) tiene algin término finito si y sélo si la sucesion
(a,) estd acotada inferiormente. Por otro lado, si la sucesion de infimos esta
acotada superiormente, entonces su limite es un nimero real. Si no es asi,
su limite es +00 y, entonces y solo entonces, lim a,, = +00.

Prueba. Supongamos que ¢, es finito. Esto quiere decir que [ = inf {ay, 'k > 1}
es un nimero real y, en consecuencia, a; > [ para todo k£ > r. Tomando

t =min{ay,as,...,a, 1,1}, (1.86)

es a, > t para todo n. Es decir, (a,) estd acotada inferiormente. Reciproca-
mente, si la sucesién (a,,) estd acotada inferiormente y L es una de sus cotas
inferiores, para cada n € Z* el conjunto {ax, 'k > n} es no vacio y estd aco-
tado inferiormente por L. De esta manera, todos los conjuntos tienen infimo
en la recta real y la sucesién de los infimos (¢,) estd formada por términos
reales.

Si la sucesion de infimos estéd acotada superiormente (recordemos que es
creciente) entonces tiene limite finito. Si no es asi, se tiene lim¢,, = +0 y,
dado z > 0, podemos hallar al menos un v € Z* tal que

inf {ay, 'k >r} > z. (1.87)

Esta relaciéon implica que a,, > z para todo n > v y la sucesién a,, converge
a 4o00. Si fuera lima, = 400, entonces la sucesién de infimos no estaria
acotada superiormente y lim ¢, = +00. La demostracién ha terminado. B
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Ejemplo 1.2.12 Aplicando el teorema 1.2.8 a la sucesion del ejemplo 1.2.11,
resulta que la sucesion asociada de infimos estd formada por nimeros reales:

4 4 6
n=(—2,-2 -2 2 ). 1.
‘ ( 33 5 ) (1.88)

Se trata de una sucesion creciente y acotada superiormente, por lo que su

o . _ 4 _4 _6 _
limite es limc,, = Sup{—2,—§,—§,—3,...} =—1.

2t B B 20, 22 34 16 18 20

-0.5

-1.5

Figura 1.14: Parte de la gréfica de la sucesion a, = (—1)" (1+ 2).

Establecidas estas propiedades, pasamos a definir los conceptos de limite
superior e inferior para una sucesién de nimeros reales.

Definicién 1.2.8 (Limite superior de una sucesién de niimeros reales)
Sea (a,) una sucesion de nimeros reales. Decimos que el limite superior de
esta sucesion es el limite en la recta ampliada de la sucesion de supremos

(bn). En simbolos:

lim b,, = lim sup a,, = lim sup ay. (1.89)
" k>n
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Definicién 1.2.9 (Limite inferior de una sucesién de nimeros reales)
Sea (a,) una sucesion de nimeros reales. Decimos que el limite inferior de
esta sucesion es el limite en la recta ampliada de la sucesion de infimos (cy,).
En simbolos:

lim ¢, = liminf a,, = lim inf ay. (1.90)

n k>n

Ejemplo 1.2.13 El limite superior de la sucesion del ejemplo 1.2.11 es
lim b,, = lim sup a,, = 1, mientras que su limite inferior eslim ¢,, = liminf a,, =
—1. Obsérvese que son distintos.

Supongamos que (a,) no estd acotada superiormente. En ese caso, de
acuerdo con el teorema 1.2.7 tenemos que la sucesién de supremos (b,) no
tiene ningtn término finito. Concretamente, b, = sup {ax, 'k > n} = +oo
para todo n € Z*. El limite superior serd también +oo. Andlogamente, si la
sucesion (a,,) no estd acotada inferiormente, serd ¢,, = inf {a; 'k > n} = —o0
para todo entero positivo n. Por ello, liminf a,, = —oc.

Términos
}' (bn) finitos —*limsupa, esreal

Términos : _
¢.) infinitos > msupa, =+
@)
Términos L
Sl (C,, fintos — liminfa, esreal
Acotada
inferiormente
Términos ..
NO (Cn) infinitos —— liminfa, = -0

Figura 1.15: Relaciones entre una sucesién y las sucesiones asociadas de
supremos e infimos.

Ejemplo 1.2.14 Sea la sucesion a, = nsen . Esta sucesion no estd aco-
tada mi superior ni inferiormente. Por ello, es

k
b, = sup {ksen ?W/k > n} = 400, para todo n > 1 (1.91)
y el limite superior es también +o00. Andlogamente,
. km
cp = inf {k‘ sen ?/k: > n} = —o00, para todon > 1 (1.92)

y por tanto liminf a,, = —oo.
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Entre el limite superior y el limite inferior de una sucesién de nimeros
reales existe una interesante relacion.

Teorema 1.2.9 (Relacién entre limite superior e inferior) Sea (a,) una
sucesion de nimeros reales. Se tiene que

liminfa,, = —limsup (—a,,) . (1.93)

Prueba. Sabemos que para un conjunto de nimeros reales S es cierta la
relacién inf S = —sup (—S)!*. De esta manera, como la definicién de limite
inferior es

liminf a, = sup {inf {ay, 'k >n} /n e Z*}, (1.94)

se puede aplicar la relacién al conjunto de “dentro” para conseguir la igualdad

sup {inf {ar,/k >n} /n € Z+} = sup {—sup{(—ak)/k >n},/n€ Z+}
(1.95)
Al conjunto de “fuera” del segundo miembro de 1.95 le aplicamos la relacién
—inf S = sup (—95) (deducida trivialmente de nuestra primera relacién) para
llegar a

sup { —sup {(—ay) /k >n} /neZ"} =—inf {sup{(—ax) /k >n} /nelZ"}.
(1.96)
Como limsup (—a,,) = inf {sup{(—ax) /k > n} /n € Z*}, queda probado
el teorema. W
Existen algunas propiedades més de las sucesiones de supremos e fnfimos
que nos parece importante resenar.

Teorema 1.2.10 (Condiciones de limite superior finito) Sea (a,) una
sucesion de nimeros reales. Son equivalentes:

1. limsupa, =a € R.

2. Se cumplen las dos condiciones siguientes:

(a) Para cada x > a, existe al menos unng € Z*, tal que a, < x para
todo n > ng.

(b) Para cada y < a y cada entero positivo m, existe otro entero
positivo p > m, tal que a, > y.

14_S se entiende como el conjunto de los opuestos de los elementos de S.
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Prueba. Supongamos que es limsupa, = a € R. En ese caso,
a = inf {sup {ar,/k >n},neZ"}. (1.97)

Por la definicién de infimo, dado x > a podemos hallar cierto entero positivo
ng tal que
sup{ar,/k > no} < . (1.98)

Esto implica que a,, < = para todo n > ng. Del mismo modo, si tomamos
y < a, entonces

sup {ax/ 'k > n} >y, para todon > 1, (1.99)

y de aqui, por definicién de supremo, tomando un entero positivo cualquiera
m, siempre existe otro entero positivo p > m, tal que a, > y. Esto prueba
que 1 implica 2.

Reciprocamente, supongamos que se dan (a) y (b) de 2. Un razonamiento
inverso del anterior nos lleva a concluir que entonces limsup a,, = a € R. Asi
2 implica 1 y esto termina nuestra demostracién. B

Teorema 1.2.11 (Condiciones de limite inferior finito) Sea (a,) una
sucesion de nimeros reales. Son equivalentes:

1. liminfa, =b € R.
2. Se cumplen las dos condiciones siguientes:

(a) Para cada x < b, existe al menos un ng € Z*, tal que a,, > x para
todo n > ng.

(b) Para cada h > b y cada entero positivo m, existe otro entero
positivo p > m, tal que a, < h.

Prueba. Es andloga a la anterior y se deja a cargo del lector. B

Ejemplo 1.2.15 Sea la sucesion a, = (—1)" 2. Vamos a comprobar,
utilizando los teoremas 1.2.10 y 1.2.11, que su limite superior es 2 y su limite
inferior —2. Empezamos con la prueba para el limite superior. Dado € > 0,
podemos hallar un entero positivo ng, tal que

(=1)

Para ello, partimos de las desigualdades

(=1)

n2n+1
n

< 2+ ¢ para todo n > ny. (1.100)

Rn2n+1 2n+1
<
n n

<24e. (1.101)
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Solo utilizamos las dos ultimas

2n+1 2 1 2 1-2
nt <2+4e, n —2<5,u<5. (1.102)
n n n

Simplificando, resulta

1 1
—<eg n>-. (1.103)
n 5

De esta manera, basta tomar ng = E] + 1. Asi, si es e = 0,001, debemos

0,001
2,001 para n > 1001 (el lector puede comprobar que esta desigualdad es
cierta). Sea ahora 2 — e. Para este valor, y para cada entero positivo m,
encontramos otro entero positivo p > m, tal que

utilizar ng = [L} + 1= 1001 para que se dé la desigualdad: (—1)" % <

p2n+1

(=1) ’

>2— ¢ (1.104)

Ast es, ya que todos los términos que ocupan un lugar par son mayores que
2. Por ello, es suficiente tomar p como un par mayor que m para que la
desigualdad 1.104 sea cierta. Esto prueba que limsup a,, = 2. Demostramos
ahora que el limite inferior es —2. Sea € > 0, hallamos ng € Z* de forma
que

n2n—+1

(=1)

En efecto, multiplicando por —1 ambos miembros de la desigualdad anterior
obtenemos

> —2 — ¢ para todo n > nyg. (1.105)

(_1)n+1 2n +1

n
A esta desigualdad se le puede aplicar el mismo proceso que en 1.101 para
obtener, como antes: ng = E} + 1. Sea ahora —2 + . Como todos los
términos que ocupan un lugar impar son menores que —2, es suficiente tomar
para cada entero positivo m, el primer entero impar p > m, para que Se
cumpla

<2+e. (1.106)

(_1)p 2n +1
b

Hemos probado que liminf a,, = —2.

<—2+e. (1.107)

Teorema 1.2.12 (Limite superior e inferior y puntos de aglomeracién)
El limite superior de una sucesion de nimeros reales (a,) es el mayor de sus
puntos de aglomeracion, mientras que el limite inferior es el menor de sus
puntos de aglomeracion.
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Prueba. Recordemos que un punto p € R es de aglomeracién de una suce-
sién de nimeros reales (a,), si y solo si es adherente a cada conjunto de la
base de filtro de Fréchet! de dicha sucesién. Sea {ax, k > n}un conjunto
de dicha base de filtro y sea

b, = sup{ay,/k >n}. (1.108)

Entonces, b,, es adherente a este conjunto (por la definicién de supremo) y el
valor
limsupa, = inf{b,/n=1,2,...} (1.109)

es adherente a todos los conjuntos {b,} y, por tanto, adherente a todos los
conjuntos de la base de filtro. Ademds es el mayor con esta propiedad, ya
que todo valor més grande no es infimo de la sucesién (b,,). De forma analoga
se prueba que el limite inferior es el menor de los puntos de aglomeracion.
Nuestra demostracién termina aqui. B

Teorema 1.2.13 (Condiciones de convergencia) Una sucesion (a,) es
convergente si y solo si limsup a,, = liminf a,,.

Prueba. Sabemos que una sucesion es convergente si y sélo si tiene un tinico
punto de aglomeracién. Por ello, tal punto serd el mayor (limsupa,) y el
menor (liminfa,) a un tiempo y, en consecuencia: limsup a,, = liminf a,.
El enunciado del teorema queda asi demostrado. B

Una vez establecidas las propiedades de los limites superior e inferior de
las sucesiones de nimeros reales, pasamos a caracterizar las sucesiones de
funciones reales.

Definicién 1.2.10 (Sucesién funcional y sucesién de nimeros reales)
Sea (f,) una sucesion de funciones reales definidas sobre el mismo conjunto
no vacio §). Para cada w € ) se puede considerar una sucesion de nimeros
reales mediante (f,, (w)).

Es decir, construimos con cada w del dominio comiin una sucesién de
nimeros reales.

Ejemplo 1.2.16 La expresion

1
frw)=—=(w—-1)", dondew e R yn €Z", (1.110)

onl

15 Esta base de filtro est4 formada por los conjuntos S, = {ax, k > n}. Obsérvese que
son los mismos conjuntos que empleamos para definir el limite superior e inferior.
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define una sucesion de funciones con dominio toda la recta real. St hacemos
w = 0, resulta una sucesion de niumeros reales:

_1)"
fn(0) = ( n') , siendon =1,2,... (1.111)

Definicién 1.2.11 (Limite superior de una sucesién funcional) Sea (f,,)
una sucesion de funciones reales con el mismo dominio €. FEl limite superior
de la sucesion funcional es la funcion con valores en la recta ampliada dada
por

(limsup f,,) (w) = limsup (f,, (w)) , para cada w € Q. (1.112)

Definicién 1.2.12 (Limite inferior de una sucesién funcional) Sea (f,)
una sucesion de funciones reales con el mismo dominio 2. Decimos que el
limite inferior de esta sucesion es la funcion con valores en la recta ampliada
definida por

(liminf f,) (w) = liminf (f, (w)) , para cada w € Q. (1.113)

Es claro que las sucesiones funcionales son un tipo particular de familias
de funciones. Para éstas hay ciertas definiciones que es importante conocer.

Definicién 1.2.13 (Supremo de una familia funcional) Sea (f;), ; una
famalia de funciones reales con el mismo dominio €. Se dice que la funcion

s(w) =sup{f; (w) /i€ I}, para cada w € §2, (1.114)
es el supremo de la familia de funciones.

Definicién 1.2.14 (Infimo de una familia funcional) Sea (f;), ; una fa-
milia de funciones reales con el mismo dominio €). Se dice que la funcion

m(w) =inf{f; (w) /i € I}, para cada w € €, (1.115)
es el infimo de la familia de funciones.

En la préctica, las funciones supremo e infimo de una familia ( f;),.; se no-
tan si no hay confusion, respectivamente, por sup { f; /i € I} einf{f; /i € I},
obviando la variable.

Cuando una funcion real f : {2 — R es constante e igual a k, se escribe
f = k. Por ejemplo, si es f (w) =1 para todo w, escribimos f = 1.

Asociado a cada subconjunto del espacio §2 hay una funcién real que
llamamos caracteristica del subconjunto en cuestién. Esta funcién va a ser
el medio por el cual vamos a relacionar los limites superior e inferior de
las sucesiones de conjuntos con los limites superior e inferior de sucesiones
funcionales.
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Definicién 1.2.15 (Funcién caracteristica) Sea €2 un conjunto no vacio
y sea A una parte de dicho conjunto. Se define la funcion caracteristica o
indicadora de A, como la funcion con valores reales:

lsiwe A
IA(w)—{ Osiwdg A (1.116)

Ejemplo 1.2.17 Sea el intervalo unidad de la recta real Q = [0,1]. El sub-
conjunto A = {w € [0,1] /w € Q} tiene la siguiente funcion indicadora

Ia(w) = { (1] Zzz ; 8 . (1.117)

Tal funcion estd definida sobre el intervalo unidad.

A continuacién, exponemos algunas propiedades de las funciones carac-
teristicas.

Teorema 1.2.14 (Propiedades de la funcién caracteristica) Sean A y
B dos subconjuntos del espacio ). Se tiene que

1. A= B siy sdlo si [, = Ip.

2. Ig=1.

3. Iy=0.

4o Toa=1—1I4

5. Tanp = I4lp.

6. Taup + Iang = 14+ Ip.

7 Ipep =14 (1— Ip).

8. I, <Ip& ACB.

9. Si(A;),c; esuna familia de partes de Q2. Entonces In, 4, = inf {14, /1 € I}.
10. Si(A;),c; es una familia de partes de ). Entonces I, 4, = sup {14, /i € I}.

Prueba. Las demostraciones de las cinco primeras propiedades y de las
propiedades 7 y 8 son sencillas y se dejan a cargo del lector. Utilizando las
propiedades 4 y 5 y las leyes de De Morgan, vemos que

]AUB fd ](ACHBC)C = ]Qf(ACﬁBC) — ]_ - ]AC]BC — 1 - IQ_AIQ_B. (1118)
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En este punto, aplicamos de nuevo 4 y resulta:
1—Ig alg p=1—(1—=14)(1—1Ip)=1Is+Ip— I4Ip. (1.119)

Esto prueba la propiedad 6. A continuacién, demostramos la propiedad 7.
Sea (A;),.,; una familia de partes de €2. El conjunto [,.; A; estd formado por
los puntos del espacio 2 que pertenecen a todos los conjuntos de la familia
(ver la definicién 1.2.5). Por tanto, para w € 2 dado, su valor en la funcién
caracteristica es

1siwe A; paratodoi € [
Ineras (@) = { 0si3iel, tal quew ¢ A; (1.120)
Por otro lado, para dicho w € €, el conjunto {I, (w) /i € I} tiene como
minimo (y, por tanto, como infimo) el valor 0 si y sélo existe al menos un
indice i € I tal que w ¢ A; y tiene como minimo el valor 1 si y sélo siw € A;
para todo i € I. Esto significa que

In a, (w) = inf {14, (w) /i€ I}. (1.121)

Hemos probado la propiedad 9. De forma andloga se prueba la propiedad 10
y nuestra demostracién termina aqui. Bl
Estamos en condiciones de enunciar un resultado de gran importancia.

Teorema 1.2.15 (Funciones indicadoras y limites principales) Dada una
sucesion (Ay) de partes de §). Se verifica que

1. DNimsup 4, = limsup I4,,.

2. ]Hm inf A, — lim inf IAn-
Prueba. Sea w € ). Entonces si

IlimsupAn (Ld) = 17 (1122)

es w € limsup A,. Por ello w pertenece a una infinidad de conjuntos de la
sucesion y esto significa que la sucesion (14, (w)) tiene una infinidad de unos.
Es decir, 1 es un punto de aglomeraciéon y necesariamente el mayor por lo
que

(limsup I4,) (w) = limsup I4, (w) = 1. (1.123)

Supongamos que imsup 4, (w) = 0. En tal caso, w pertenece a un nimero
finito de conjuntos de la sucesién, de donde la sucesion (14, (w)) tiene una
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infinidad de ceros y un nidmero finito de unos. Esto implica que el tinico
punto de aglomeracion es el cero y de aqui

(limsup I4,) (w) = 0. (1.124)

Hemos probado 1, para probar 2 se sigue un desarrollo andlogo. La demos-
tracién termina aqui. W

Corolario 1.2.16 Sea (A,,) una sucesion de conjuntos convergente a A. En-
tonces
]hmAn = lim]An. (1125)

Prueba. Como lim A, = A, se tiene que limsup 4,, = liminf 4, = A.
Aplicando los teoremas 1.2.15 y 1.2.14 se tiene

T4 = Dimsup 4, = limsup 4, (1.126)
]A = Ilimiann = limianAn. (1127)

Por ello,
Ip = Lima, =limsup I, = liminf [4, =lim 14, . (1.128)

El corolario queda asi probado. B

1.3 Las estructuras

Las estructuras con las que trabajamos son estructuras algebraicas donde las
operaciones presentes son las operaciones bésicas de conjunto. Su eleccion se
fundamenta en la posibilidad de extender una medida'® desde una estructura
sencilla a otra mds complicada. En toda la seccién (como ya mencionamos
en las anteriores) trabajamos con un conjunto universal €2, no vacio, al que
llamamos espacio.

Definicién 1.3.1 (w-sistema) Una clase B, no vacia, de subconjuntos de
Q es un w-sistema (o w-sistema sobre ) si es cerrada para la interseccion
finita. Es decir, si verifica

VA, B €PB, es AN DB € P. (1.129)

16En el capitulo siguiente precisamos el concepto de medida. En principio, diremos que
una medida es una funcién definida sobre una clase que cumple ciertas propiedades.



40CAPITULO 1. ESTRUCTURAS SOBRE LAS QUE SE DEFINEN MEDIDAS

La estructura de w-sistema es llamada también primera estructura de
Dynkin. Més adelante, vemos la segunda estructura de Dynkin y las relacio-
nes entre éstas y otras estructuras.

Entendemos el término clase como sinénimo de conjunto de conjuntos.
Es decir, como cualquier subconjunto de g (2)'7.

Ejemplo 1.3.1 Sea 2 un conjunto no wvacio. Se dice que una clase ¥ de
partes de €2 es una topologia si contiene al vacio y al conjunto €2 y ademds
es cerrada para la union de cualquier tipo'® y para la interseccion finita.
FEvidentemente, toda topologia es un m-sistema.

Definicién 1.3.2 (Semianillo) Una clase & de subconjuntos de 2 es un
semianillo (o semianillo sobre ) si cumple las condiciones siguientes:

1. El conjunto vacio pertenece a G,
2. La clase G es un m-sistema.

3. Para todo A y para todo B, pertenecientes a &, su diferencia A — B
puede expresarse como union disjunta de una familia finita de elemen-
tos de &. Esto es, existe una familia (Si)z'e{l,z...,n} tal que S; € &, para
todoiel, C;NC;=0Vi#jyUr,C;=A—-B.

Los semianillos son, pues, un tipo de m-sistemas que contienen al conjunto
vacio y donde la diferencia de dos cualesquiera de sus elementos es unién finita
y disjunta de elementos de la misma clase.

Ejemplo 1.3.2 La clase de los intervalos acotados de la recta real descrita
por
S ={la,b] /—o0<a<b<+oo} (1.130)

es un semianillo. Asi es, ya que el vacio es un elemento de dicha clase (se
obtiene haciendo a = b). La interseccion de dos intervalos de & es también
un intervalo de la misma clase y la diferencia de dos intervalos de & puede
ponerse como union finita de intervalos disjuntos de esta misma clase (ver
figuras siguientes).

a b c
O 7 ) oY

k.b}-F.d]=b]

Caso 1: Intervalos disjuntos.

p

1TVer al respecto el Comentario 1.1.1
18Con esto queremos decir que la unién de cualquier familia de sus elementos también
pertenece a la clase.
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¢ d
kbl-F.dl=k.c]

Caso 2: Interseccién no vacia sin inclusién total.

a b

o———e

c d

ktl-Fdl=2

Caso 3: Inclusién total del minuendo en el sustraendo.

o L

a b

kbl-Fdl=h.clol.b]

Caso 4: Inclusion total del sustraendo en el minuendo.

Ejemplo 1.3.3 La clase de todos los intervalos acotados (abiertos, cerrados,
semiabiertos, etc.) es también un semianillo. La prueba de esta afirmacion
es similar a la del ejemplo 1.3.2 y se deja a cargo del lector.

Comentario 1.3.1 FEl término semianillo se emplea también para designar
una estructura algebraica bioperacional. En tal estructura se considera un
conjunto no vacio y dos operaciones definidas sobre él, de forma que respecto
a la primera de ellas dicho conjunto es un monoide abeliano, respecto a la
sequnda un semigrupo y la sequnda operacion es distributiva respecto a la
primera por ambos lados. Los semianillos de conjuntos no se corresponden
con esta estructura.

Existe una definicién de semianillo equivalente a la definicién 1.3.2.

Teorema 1.3.1 (Definicién equivalente de semianillo) Sea & una cla-
se de partes de ). Son equivalentes:

1. La clase G es un semianillo.

2. Se cumplen las propiedades siguientes:

(a) El vacio pertenece a S.
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(b) La clase & es un w-sistema.

(c) Si para A, Ay € S, se cumple que Ay C A, entonces podemos
hallar una familia finita disjunta (A;), (23,.ny de elementos de
S, tal que la union U} A; = A.

Prueba. Supongamos que G es un semianillo. En virtud de la definicién
1.3.2, esto implica que se cumplen (a) y (b) de 2. Probamos que también se
da (c). En efecto, sean A; y A dos elementos de & tales que A; C A. En ese
caso, es

A=A U(A-A), (1.131)

donde la unién es disjunta (ver figura 1.16).

Figura 1.16: El conjunto A; estd incluido en A.

A

Aplicando la condicién 3 de la definicién 1.3.2, hallaremos una familia
finita y disjunta (4i);c(93 ., de elementos de &, que cumple

A=Ay = U, A; (1.132)

Sélo resta sustituir en 1.131 para obtener A = U ; A;. Hemos probado que
1 implica 2. Veamos el reciproco con una argumentacion similar. Evidente-
mente, (a) y (b) de 2 son las mismas condiciones que 1y 2 de la definicién
1.3.2. Sélo queda probar que (c) implica 3. Asi es, puesto que si Ay B
pertenecen a & y tomamos su diferencia A — B, podemos escribir (ver figura
1.17).
A=(ANB)U(A- B), (1.133)
Esta unién es disjunta y estd formada por elementos de &. Aplicando

ahora (c) de la definicién 1.3.2, concluimos que existe una familia finita y
disjunta (A;);c(o5 .,y de elementos de & para la que

A—B=U",A, (1.134)

Sustituyendo la expresién de A — B en 1.133 y llamando A; = (AN B), se
tiene A = U ;A;. Hemos probado que 2 implica 1 y aqui termina nuestra
demostracion. B

Otro resultado importante, fundamentado en el teorema 1.3.1 es el si-
guiente.
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Figura 1.17: Expresién de A como unién disjunta.

Teorema 1.3.2 (Descomposicién en un semianillo) Sea & un semia-
nillo de partes de ) y sean (Ai)z'e{l,Q,...,n} una familia finita y disjunta de
elementos de este semianillo y A € S, de forma que A; C A para todo
i€{1,2,...,n}. Podemos hallar otra familia finita y disjunta de elementos
de &, (A;) tal que A = UFA,.

ie{n+1,...,n+k}’

Prueba. La prueba se hace por induccién sobre n. Para n = 1, tenemos
una familia finita y disjunta con un sélo elemento, A;, y un conjunto A € &
, que verifican la relacion A; C A. Aplicando el apartado (c) del teorema
1.3.1 concluimos que existe una familia finita y disjunta (A;);cq,  ,y de ele-
mentos de &, tal que A = U ;A;. Esto prueba nuestra afirmacién para
n = 1. Supongamos que es cierta para n y consideremos una familia disjunta
(Adicq12,.n +1} de elementos del semianillo que verifican A; C A para todo
i € {1,2,...,n+1}. Entonces, aplicando la hipétesis de induccién a los
primeros n conJuntos de la familia, hallamos que existe otra familia finita y

disjunta (B;) cq;  ,y de elementos del semianillo &, tal que

A=A UAU...UA, UB U...UDB,. (1.135)
Consideramos la interseccién de los B; con el conjunto A, 1, es decir, los
conjuntos A, 11N B;, 7 =1,...,p. Como ambos operandos son elementos del
semianillo &, su interseccién también pertenece a dicho semianillo. Ademsés,
A1 N Bj C B para j = 1,...,p por lo que podemos aplicar de nuevo

el teorema 1.3.1 y afirmar que para cada j = 1,...,p, existe una familia
disjunta (Bj, )peq n;yde elementos de &, que cumple:

B; = (An1 N By) (U B]k> : (1.136)

Sustituyendo cada B; en la relacién 1.135 se obtiene

A=A UAU...UA, U (O ((An+1ﬁB <UBM>>>. (1.137)

Jj=1
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Operando en 1.137 conseguimos la expresién
p p j

A=A UAU...UA, U (U (Apy1 N Bj)> U (U (U Bjk>> . (1.138)

j=1 Jj=1

Pero como es evidente que U§:1 (Apt1 N Bj) = Apyq se tiene la igualdad

p g
A:A1UA2U...UAnUAn+1U<U (UBjk>>. (1.139)

j=1 \k=1

Queda asi probado para n + 1 y esto termina nuestra demostracién. B
Veamos ahora una estructura mas completa y de gran utilidad.

Definicién 1.3.3 (Anillo) Una clase R, no vacia, de partes del espacio €
es un anillo (o bien, un anillo sobre ) si cumple:

1. La clase R es un mw-sistema.

2. Para todo A, B € R, la diferencia simétrica A A\ B pertenece a ‘R.

Recordemos que la diferencia simética entre dos conjuntos A y B es el
conjunto AAB =(A—B)U(B—A)=(AUB)— (AN B).

A

Figura 1.18: La diferencia simétrica de dos conjuntos es el conjunto formado
por los puntos que pertenecen sélo a uno de ellos.

Comentario 1.3.2 FEl término anillo se utiliza también para designar a una
estructura algebraica formada por un conjunto no vacio E y dos operaciones:
+ y -, definidas sobre dicho conjunto, de forma que (E,+) es un grupo abe-
liano, (E—{0},-) es un semigrupo y el producto es distributivo respecto a
la suma por ambos lados. Si el producto es conmutativo se dice entonces que
el anillo es conmutativo. Fl lector puede comprobar que todo anillo R de
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subconjuntos es también un anillo conmutativo en el sentido expuesto, don-
de el papel de suma lo hace la diferencia simétrica y el papel de producto la
interseccion.

Un anillo de Boole es un anillo E donde todo elemento x cumple las
propiedades x +x =0 y x-x = x. Como para todo conjunto A es ANA =)
y AN A=A, todo anillo de conjuntos es un anillo de Boole.

Podemos caracterizar un anillo mediante otras propiedades.

Teorema 1.3.3 (Primera definicién equivalente de anillo) SeaR una
clase, mno vacta, de partes del espacio €). Son equivalentes:

1. La clase R es un anillo.

2. La clase R es cerrada'® para la unidn finita, la interseccion finita y la
diferencia.

Prueba. Supongamos que R es un anillo. En tal caso, sera cerrada para
la interseccién ya que todo anillo es un 7m-sistema. Aplicando la induccién,
se demuestra ficilmente que también es cerrada para la interseccién de un
mimero finito de sus elementos. Por otro lado,

AUB = (AAB)A(ANB) (1.140)

A-B=ANA(ANDB) (1.141)

lo que implica que R es cerrada para la unién y la diferencia. De nuevo,
aplicando la induccién podemos demostrar que esta clase es cerrada para la
unién de un nidmero finito de sus elementos. Esto prueba que 1 implica 2.
Trivialmente, 2 implica 1 y nuestro teorema queda demostrado. ®

Ejemplo 1.3.4 Sea 2 un conjunto cualquiera. El conjunto de sus partes
© () es un anillo. En efecto, o () es cerrado para todas las operaciones de
conjunto.

Como consecuencia inmediata del teorema 1.3.3 todo anillo es semianillo.

Corolario 1.3.4 Todo anillo R es un semianillo.

198i X es un subconjunto de U y ¢ es una operacién definida en U, se dice que X es
cerrado para dicha operacién si para todo x,z’ perteneciente a X es x oz’ € X.
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A | 4AB

Figura 1.19: La unién de A y B es diferencia simétrica de AA By de AN B.
La diferencia A — B estd formada por los puntos que pertenecen a A y no
pertenecen a la interseccion A N B.

Prueba. Como R es no vacio y cerrado para la diferencia simétrica, se tiene
que si A € Res
l=AANAeR. (1.142)

Esto significa que el vacio es un elemento de todo anillo. Para terminar, todo
anillo es un m-sistema y dados A, B € R es A— B € R, lo que implica que la
diferencia de dos de sus elementos puede ponerse como unién finita y disjunta
de elementos de la misma clase. A saber, trivialmente A— B = A— B. Aqui
termina nuestra demostracién. B

Definicién 1.3.4 (Unidad en un anillo) Un anillo R tiene unidad si exis-
te E € R tal que EN A= A para todo A € R.

Teorema 1.3.5 (Unidad y maximo en un anillo) Sea 8 un anillo de
partes de 2. Son equivalentes:

1. El anillo SR tiene unidad.
2. FEl anillo R posee un mdaximo para el orden inducido por la inclusion.

Prueba. Supongamos F es la unidad del anillo 8. En tal caso, es ENA = A
para todo elemento A de dicho anillo. Esto significa que A C F para todo A.
De este manera, el conjunto E es el maximo para el orden inducido por la
inclusién. Esto prueba que 1 implica 2. Reciprocamente, si es £ un maximo
para el orden inducido en el anillo R por la inclusion, entonces A C E para
todo A € Ry de aqui, EN A = A para todo A € R. Esto prueba que 2
implica 1 y aqui termina nuestra demostracién. B

Es posible restringir aiin més las condiciones que debe cumplir una clase
para ser un anillo.

Teorema 1.3.6 (Segunda definicién equivalente de anillo) Sea R una
clase, no vacia, de partes del espacio ). Son equivalentes:



1.3. LAS ESTRUCTURAS 47

1. La clase R es un anillo.

2. La clase R es cerrada para la union finita y la diferencia.

Prueba. Ya probamos en el teorema 1.3.3 que todo anillo es cerrado para
la unién finita y la diferencia. Veamos el reciproco. Supongamos que una
clase R es cerrada para la unién finita y la diferencia. Como la diferencia
simétrica se define utilizando unién finita y diferencia, la clase P8 también
serd cerrada para la diferencia simétrica. Finalmente, de la relacién

ANB=A—(A-B) (1.143)

se sigue que la clase PR también es cerrada para la interseccion finita. De
acuerdo con la definicién 1.3.3 esto significa que tal clase es un anillo. Nuestra
demostracion acaba en este punto. B

Comentario 1.3.3 Se llama clan de partes de un conjunto £ a toda clase
no vacia de partes de este conjunto que sea cerrada para la union finita y la
diferencia. El teorema 1.53.6 nos indica que clan y anillo de conjuntos son
$1NONIMOS.

Definicién 1.3.5 (Algebra) Una clase A de partes del espacio 0 es un
dlgebra (o dlgebra sobre Q) si cumple las condiciones:

1. El espacio Q) pertenece a A.
2. Si Ae A, entonces A € A.

3. La clase A es un mw-sistema.

Recordemos que la notacién A€ hace referencia al complementario de A,
es decir, A° = 2 — A. Podemos dar una definicién equivalente a la anterior
sin mds que considerar a la clase cerrada para la unién finita en lugar de para
la interseccién finita.

Teorema 1.3.7 (Primera definicién equivalente de dlgebra) Una cla-
se A de partes del espacio ) es un dlgebra si cumple las condiciones:

1. El espacio Q) pertenece a A.
2. Si A€ A, entonces A € A.

3. La clase A es cerrada para la union finita.
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Prueba. Supongamos que la clase A es un dlgebra. Entonces se dan trivial-
mente las condiciones 1 y 2 del teorema, mientras que 3 se sigue de

AUB = (A°N B°)°. (1.144)

Reciprocamente, si una clase cumple 1,2 y 3 del teorema, se tiene que es
cerrada para la interseccién pues

ANB=(A°UB°)°. (1.145)

En definitiva, se trata de un dlgebra y la demostracién concluye aqui. B
Un dlgebra no es mas que un anillo con unidad F = €.

Teorema 1.3.8 (Segunda definicién equivalente de dlgebra) Sea A una
clase de partes del espacio §2. Son equivalentes:

1. La clase A es un dlgebra.

2. La clase A es un anillo con unidad E = ).

Prueba. Supongamos que la clase A es un dlgebra. En ese caso, de acuerdo
con la definicién 1.3.5 contiene al espacio €2, es cerrada para la interseccion
y para el paso al complementario. Por otro lado, de acuerdo con el teorema
1.3.7 es cerrada para la unién. Si probamos que es cerrada para la diferencia,
entonces de acuerdo con el teorema 1.3.3, es un anillo. Sean A y B dos
conjuntos de la clase A. Se tiene que

A—B=ANB° (1.146)

y esto prueba que es cerrada para la diferencia, luego es un anillo donde €2
es unidad. Reciprocamente, si A es un anillo con unidad E = (2, entonces es
un m-sistema y ademés

A°=Q—Ae A, paratodo A € A. (1.147)

Es decir, se trata de un dlgebra. Esto termina nuestra demostracién B
Para acabar, damos otra caracterizacién de las dlgebras de conjuntos.

Teorema 1.3.9 (Tercera definicién equivalente de dlgebra) Sea A una
clase de partes del espacio €). Son equivalentes:

1. La clase A es un dlgebra.

2. La clase A es no vacia y cerrada para la union finita, la interseccion
finita, la diferencia y el paso al complementario.
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Prueba. Supongamos que A es un dlgebra. Entonces es no vacia y cerrada
para la unién finita, la interseccién finita y la diferencia ya que se trata de
un anillo (ver el teorema 1.3.8). Como contiene al espacio {2 serd también
cerrada para el paso al complementario puesto que A¢ = QQ— A. Esto significa
que 1 implica 2. Reciprocamente, toda clase A no vacia y cerrada para las
operaciones de unién finita, interseccién finita, diferencia y paso al comple-
mentario es un m-sistema que contiene al espacio 2. En efecto, si A € A,
entonces AU A° = Q € A. Hemos probado que 2 implica 1 y aqui acaba
nuestra demostracién. B

La estructura de dlgebra es la més completa en cuanto a operaciones de
conjunto finitas. Pero, ;jqué hay de las operaciones no finitas como las uniones
e intersecciones numerables? Para responder a esta pregunta, consideramos
las llamadas o-estructuras.

Definicién 1.3.6 (o-anillo) Una clase © de partes de Q es un o-anillo (o
o-anillo sobre ) si verifica:

1. La clase ®© es un anillo.

2. La clase ®© es cerrada para la union numerable. Es decir, si (Ay) es
una sucesion de elementos de ®, se cumple que | J," | A, € D.

Comentario 1.3.4 Cuando una clase € contiene al vacio y es cerrada para
la union numerable también es cerrada para la union finita. Probaremos esta
afirmacion. Sea (A;) una familia finita de elementos de €. La

o je{1,2,....,m}
familia

B Ajparaj=1,2,...,m
XJ_{@pamjzm+1,m+2,... (1.148)

es una familia numerable de elementos de € que verifica

GX]- = LmJAj. (1.149)
j=1 j=1

De esa manera, si toda union numerable pertenece a la clase €, es evidente
que la union de los elementos de toda familia finita también pertenece a dicha
clase.

Este resultado es aplicable a los o-anillos puesto que al ser anillos contie-
nen al vacio (ya que también son semianillos) y son cerrados para la unidn
numerable.

Los o-anillos son cerrados para la interseccién numerable.
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Teorema 1.3.10 (Clausura de un c-anillo para la interseccién numerable)
Todo o-anillo © es cerrado para la interseccion numerable. Esto es, si (Ay)
es una sucesion de elementos de D, su interseccion ﬂff:l A, pertenece a ®.

Prueba. Es suficiente expresar la interseccién numerable usando las opera-
ciones de unién y diferencia. En efecto,

A (- 0t -

j=1i=1

Para justificar esta expresién partimos del caso finito con n = 2. Es decir,
escribimos la interseccién de dos conjuntos A; y As, utilizando la unién y la
diferencia (ver figura 1.20):

AN Ay = Ay U Ay — (A — A3) U (Ay — Ay)) (1.151)

Figura 1.20: Interseccién de A; y As; mediante unién y diferencia.

Para el caso n = 3 resulta més complicado, pero sigue la misma pauta:

AiNA;NA; = AJUAUA3— ((A) — As) U (A — A3) U (As — Ap) U
U(Ay — A3) U (A3 — Aj) U (A3 — Ay)). (1.152)

Observamos que la interseccién de tres conjuntos es igual a la unién de estos
tres conjuntos menos la unién de todas las diferencias que se puedan hacer
dos a dos, importando el orden y sin repetir conjunto en el minuendo y
sustraendo. Generalizando esta expresion llegamos a 1.150 y el teorema
queda demostrado. B

Una consecuencia inmediata del cierre por uniones e intersecciones nu-
merables es que en todo g-anillo el paso al limite de sucesiones mondtonas
también es un proceso cerrado. Es decir, si (A,) es una sucesién monétona
creciente de conjuntos del o-anillo ®, tal que A,, T A, entonces A pertenece a
D y si (By) es una sucesién monétona decreciente de conjuntos de D, tal que
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B, | B, entonces B también pertenece a ®. Esta propiedad de cierre por
paso al limite no es exclusiva de los o-anillos. Aquellas clases que la poseen
se llaman clases mondtonas.

Definicién 1.3.7 (Clase mondétona) Una clase, no vacta, M de partes de
Q) es una clase mondtona (clase mondtona sobre ) si para cada sucesion
mondtona de conjuntos de IM, su limite también es un conjunto de IMN.

De acuerdo con esta definicién, los o-anillos son clases mondétonas. Es
mds, podemos probar que hay una mayor relacién entre estos conceptos.

Teorema 1.3.11 (Definicién equivalente de o-anillo) Sea ® una clase
no vacia de partes de . Son equivalentes:

1. La clase © es un o-anillo.

2. La clase ® es anillo y clase mondtona.

Prueba. Es claro que 1 implica 2, puesto que todo o-anillo es un anillo y
cerrado para las uniones e intersecciones numerables. Veamos el reciproco.
Supongamos que ® es anillo y clase monétona y que (A4,,) es una sucesién de
elementos de ®. Formamos la sucesién auxiliar

C, = JA. (1.153)

Esta sucesién es creciente y su limite coincide con la unién de los conjuntos
de la sucesién (A,,)

lim €, = [’j ¢, = [] UA _ [] A, (1154)

Como 9 es una clase monoétona, este lfmite pertenece a ® y, en consecuencia,
el anillo ® es cerrado para las uniones numerables. FEsto significa que 2
implica 1 y aqui termina nuestra demostracion. l

Definicién 1.3.8 (o-dlgebra) Una clase A de partes de ) es una o-dlgebra
(o o-dlgebra sobre Q) si verifica:

1. La clase A es un dlgebra.

2. La clase A es cerrada para la union numerable.
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Utilizando el mismo razonamiento que para los g-anillos, se demuestra
que toda o-dlgebra es cerrada para la interseccion numerable.

Teorema 1.3.12 (Primera definicién equivalente de o-dlgebra) Sea A
una clase no vacia de partes de §. Son equivalentes:

1. La clase A es una o-dlgebra.

2. La clase A es dlgebra y clase mondtona.

Prueba. La demostracién es andloga a la del teorema 1.3.11 y se deja a
cargo del lector. B

Comentario 1.3.5 Fuvidentemente, toda o-dlgebra no es mds que un o-
anillo con unidad E = ). Para probar esto basta utilizar la sequnda defi-
nicion equivalente de dlgebra (ver el teorema 1.3.8). Ademds, toda o-dlgebra
es cerrada para la union e interseccion numerable y, de acuerdo con el co-
mentario 1.3.4 serd cerrada para la union finita.

Una estructura relacionada con la de o-dlgebra es la estructura de A-
sistema, también llamada segunda estructura de Dynkin.

Definicién 1.3.9 (A-sistema) Una clase £, no vacia, de partes de ) se
llama A-sistema (A-sistema sobre 1) si cumple las siguientes condiciones:

1. El espacio Q) y el vacio pertenecen a L.
2. Para todo A, B € £, la diferencia A — B también pertenece a £.

3. La clase £ es cerrada para el paso al limite de sucesiones crecientes.

Es claro que toda o-dlgebra es un A-sistema. Sin embargo, no todo A-
sistema es una o-dlgebra. Es necesario que dicho \-sistema sea ademds ce-
rrado para la interseccién (es decir un 7-sistema).

Teorema 1.3.13 (0-dlgebras y estructuras de Dynkin) Sea £ una cla-
se de subconjuntos de ). Son equivalentes:

1. La clase £ es un A-sistema y un m-sistema.

2. La clase £ es una o-dlgebra.
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Prueba. Probamos que 1 implica 2. En efecto, supongamos que £ es un
m-sistema y un A-sistema. Entonces, por definicién de m-sistema, dicha clase
es cerrada para la interseccién y por definicién de A-sistema es ) € £ y dado
A€ Les A°=Q— A € £. En definitiva, hemos probado que £ es un dlgebra.
Sea ahora (A,,) una sucesién de elementos de £. Podemos utilizar de nuevo
la sucesién auxiliar (C,,) definida por 1.153. Esta sucesion es creciente y tiene
la misma unién que | J7 , A, por lo que

G A, = G C, € L. (1.155)
n=1 n=1

Por tanto, £ es un dlgebra cerrada para la unién numerable, es decir, una
o-dlgebra. El reciproco es trivial. La demostracion termina en este punto. B
Una tribu de conjuntos de €2 es una clase §, no vacia, de subconjuntos de €2
cerrada para la unién numerable y el paso al complementario. Se comprueba
con facilidad que estas condiciones equivalen a la definicién de o-dlgebra.

Teorema 1.3.14 (Segunda definicién equivalente de o-dlgebra) Sea §
una clase no vacia de partes de 2. Son equivalentes:

1. La clase § es una o-dlgebra.
2. La clase § es una tribu de conjuntos.

Prueba. Supongamos que § es una o-dlgebra. Esto significa, en virtud de
la definicién 1.3.5, que es no vacia (ya que al ser dlgebra contiene al espacio
) y cerrada para el paso al complementario y la unién numerable. En
definitiva, se trata de una tribu de conjuntos. Esto prueba que 1 implica 2.
Para probar el reciproco es suficiente demostrar que § contiene al espacio €
y es un 7m-sistema (como, por definicién, toda tribu es cerrada para el paso al
complementario, estas dos condiciones que nos faltan aseguran que se trata
de un dlgebra). Asi es, ya que toda tribu de conjuntos es no vacia y hallamos
al menos una parte A del espacio €2 que pertenece a §. Luego se verifica que
Q=AUA°€Fydeaqui Q° =0 €F. Sea (Aj),c(1 , una sucesion finita
de elementos de §. Definimos la sucesién infinita (Y;) en § mediante

ASpara j=1,2,....,m
J— Wi ) ) )
Y {@paraj:m+1,m+2,... ' (1.156)

Entonces, de la clausura de § para la unién numerable y el paso al comple-
mentario y de la igualdad

(07) - (04) - A o



54CAPITULO 1. ESTRUCTURAS SOBRE LAS QUE SE DEFINEN MEDIDAS

se concluye que § es cerrada para la interseccién finita (es decir, es un -
sistema). Esto prueba que 2 implica 1 y aqui acaba nuestra demostracién. B

Teorema 1.3.15 (Tercera definicion equivalente de o-algebra) Sea A
una clase no vacia de partes de 2. Son equivalentes:

1. La clase A es una o-dlgebra.

2. La clase A es no vacia y cerrada para la union e interseccion numera-
bles y para el paso al complementario.

Prueba. La demostracion es sencilla y se deja a cargo del lector. B

Toda clase € que posee la estructura de o-algebra también posee el resto
de estructuras. En efecto, se trata también de un o-anillo (ver comentario
1.3.5), de un &lgebra (ver la definicién 1.3.8) y de una clase monétona (ver
el teorema 1.3.12). Ahora bien, todo o-anillo es un anillo (ver la definicién
1.3.6), todo anillo un semianillo (ver el corolario 1.3.4) y todo semianillo es
un 7-sistema (ver la definicién 1.3.1).

1.4 Clases engendradas

En muchas ocasiones disponemos de una clase de subconjuntos que no posee
una estructura definida. Esto no es un obstdculo insalvable pues podemos
demostrar que siempre existe otra clase que incluye a la de partida y que
posee la estructura requerida.

Teorema 1.4.1 (Estructuras incluyendo a una clase) Sea € una cla-
se, mo wacia, de subconjuntos de . Afirmamos que siempre existe al me-
nos una o-dlgebra (respectivamente m-sistema, semianillo, anillo, dlgebra,
o-anillo, clase mondtona) que contiene a €.

Prueba. Toda clase € de partes de €2 es un subconjunto de p (€2) y dicho
conjunto es una o-dlgebra (y como hemos mencionado en el dltimo pérra-
fo de la seccién anterior, es también un semianillo, un anillo, un algebra,
un o-anillo y una clase monétona). En efecto, es no vacio y cerrado pa-
ra la unién numerable y el paso al complementario. Esto termina nuestra
demostracion. B

Hay una importante diferencia entre la estructura de semianillo y el resto
de estructuras mencionadas en el teorema 1.4.1. En los semianillos se exige
una condicién adicional a la clausura para ciertas operaciones (ver condicion
3 de la definicién 1.3.2). Por ello la interseccién de varios semianillos sobre ()
no es necesariamente un semianillo. Sin embargo, para el resto de estructuras
sobre (2 mencionadas, su interseccién es una estructura del mismo tipo.
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T — sistemas

semianillos
semianillos
anillos
o -anillos

algebras

G - algebras

Figura 1.21: Relaciones entre las diferentes estructuras de conjuntos.

Teorema 1.4.2 (Clausura de estructuras para la interseccién) Sea (R;),.,
una familia de m-sistemas sobre ) (respectivamente, anillos, dlgebras, o-
anillos, clases mondtonas o o-dlgebras). Su interseccion

(% (1.158)

i€l

es también un m-sistema sobre ) (respectivamente anillo, dlgebra, o-anillo,
clase mondtona o o-dlgebra).

Prueba. En todas las estructuras mencionadas se ha exigido el cierre para
ciertas operaciones de conjunto (finitas o numerables). De esta manera, si
cada fR; es cerrada para cierta operacién finita | y tomamos A y B pertene-
cientes a [);.; M, se sigue que Ay B pertenecen a cada R; y por la clausura



56 CAPITULO 1. ESTRUCTURAS SOBRE LAS QUE SE DEFINEN MEDIDAS

de esta clase para dicha operacién, A 1 B también pertenece a cada R; y,
por tanto, pertenece a la interseccion (1),.; R;. El razonamiento es andlogo
para las operaciones numerables. Esto termina la demostracion. B

Ya hemos visto en el teorema 1.4.1 que para una clase dada € siempre
podemos encontrar una clase que la contenga y posea alguna de las estruc-
turas mencionadas en la seccién 1.3. Sin embargo, esto es insuficiente por
demasiado general. El teorema 1.4.2 nos permite afinar un poco mas pues
como corolario asegura la existencia de una clase minima que contiene a
la clase dada y posee una estructura de m-sistema, anillo, dlgebra, o-anillo,
clases monétona o o-dlgebra.

Corolario 1.4.3 (Clase engendrada) Sea € una clase de partes de ).
Eziste un m-sistema (respectivamente anillo, dlgebra, o-anillo, clase mond-
tona o o-dlgebra) que contiene € y es el minimo en sentido inclusivo con tal
estructura.

Prueba. Sea (), ., la familia de las clases que tienen la estructura de
m-sistema (respectivamente anillo, dlgebra, o-anillo, clase monétona o o-
dlgebra) y contienen a €. Esta familia es no vacia ya que p (€2) es uno de
sus elementos (ver el teorema 1.4.1). La interseccién (), ; %R; es también
un 7-sistema (respectivamente anillo, dlgebra, c-anillo, clase monétona o
o-dlgebra) y cualquier m-sistema (respectivamente anillo, dlgebra, o-anillo,
clase moné6tona o o-dlgebra) que contenga a € necesariamente incluye a dicha
interseccién. Esto prueba el colario. R

A la clase minima que contiene a € y posee la estructura requerida se le
llama 7-sistema (respectivamente anillo, dlgebra, o-anillo, clase monétona o
o-élgebra) generada o engendrada por €. Es claro que tal estructura generada
es tunica. En los pdrrafos siguientes estudiamos la forma de estas clases
generadas para ciertos casos particulares.

Teorema 1.4.4 (Anillo generado por un semianillo) Sea & un semia-
nillo sobre 2. El anillo engendrado por & es la clase de las uniones finitas y
disjuntas de elementos de G.

Prueba. Sea R la clase de las uniones finitas y disjuntas de elementos del
semianillo &. Es evidente que el semianillo estd incluido en R . Si 2 es otro
anillo que contiene a &, entonces ha de contener a todas las uniones finitas
de los elementos de & (ver el teorema 1.3.3) y, por tanto, contiene a la clase
M. Si probamos que R es un anillo, entonces es el anillo minimo, en sentido
inclusivo, que contiene a G . Para hacer esta prueba usamos la segunda
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definicién equivalente de anillo (ver teorema 1.3.6). En primer lugar, sean
Ay B dos elementos de R. Por definicién,

A= OAZ-, B= O B;, (1.159)
i=1 j=1

donde los A; y B; son elementos del semianillo & y disjuntos dos a dos (es
decir, A; N Ay, = 0, para todo ¢ # k'y B; N B, = 0, para todo j # r). La
unién de A y B es el conjunto

o (a)o (0m). o

Evidentemente, AU B es unién finita de disjuntos del semianillo &. Veamos
ahora la diferencia. Como para U, V., W C €, se verifica la igualdad

UUV)=W =(U-W)u(V-W), (1.161)

Resulta que

A-B- (U AZ) . (m Bj) -U (Ai . ([j B)> e

También se verifica la igualdad
U-Vuw)=U-V)n({U-W) (1.163)

lo que nos permite poner 1.162 como

(@) (30)- Do ()0l )

(1.164)
Los elementos A; — B; se pueden expresar como unién finita y disjunta de
elementos del semianillo & puesto que todos los A; y los B; pertenecen a
dicho anillo. Asi tenemos

rij
A;—Bj= | J HY, donde HY € &y HI nH* =40, para (i,j) # (r,k)
Sijil

(1.165)

Esto obliga a escribir 1.164 como

A—B= O ((m] (A; — Bj)> = O (m] U HZ ] . (1.166)

=1 ]:1 Sijzl
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Finalmente, de la igualdad

ﬁ OH,? = (@H;1>m<CjH;2>m...m<U H,im>:
j = si1=1 Sio=1 Sim=1
= Um (HI NHZ N...nH™"), (1.167)

5i1:5i25--»5im

se llega a la expresién

Tij

A-B— U ﬁ WAANE U (Um (H' nH2 ... H™ )> .

=1 \j=1 \si;=1 =1 \8i1,8i2,---:8im
(1.168)

Como los HY. son elementos de &, su interseccion D; = Hi) NHZ N...NH™
pertenece también a & , quedando

as-UA(Um]) -0 (U (N Hﬁ)) -Un.
i=1

=1 \j=1 \si;=1 =1 \8i1,8i2,---:8im
(1.169)

Por construccién, los conjuntos D; son disjuntos dos a dos. Esto significa
que la diferencia A — B es unién finita de disjuntos del semianillo & por lo
que pertenece a R. Hemos probado que R es no vacia y cerrada para la
interseccién finita y la diferencia, luego es un anillo. Esto termina nuestra
demostracion. B

Ejemplo 1.4.1 Sea & el semianillo del ejemplo 1.3.2:
S ={]a,b] /—o00<a<b<+oo}.

El anillo generado por & consiste en la union finita disjunta de intervalos
acotados semiabiertos por la izquierda. Asi pues, el conjunto |0,1] U2, 3] es
un elemento de dicho anillo.

Sabemos que un élgebra es un anillo con unidad E = Q (ver el teorema
1.3.8). Por tanto, si el espacio € pertenece a un semianillo &, entonces el
anillo engendrado por este semianillo es un dlgebra pues contiene al espacio.
Analogamente, si 2 es unién finita de elementos de &, también serd un &dlge-
bra el anillo generado por &, pues ya hemos visto que tal anillo contiene a los
elementos del semianillo. En general, el espacio €2 no tiene por qué pertenecer
al semianillo o ser unién finita disjunta de sus elementos. Esta circunstancia
obliga a dar caracterizaciones mds generales del dlgebra generada por una
clase dada.
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Ejemplo 1.4.2 El anillo del ejemplo 1.4.1 no tiene al espacio 2 = R como
uno de sus elementos. Tampoco es posible que la union finita de intervalos
de ese tipo dé lugar a toda la recta real. Observamos que no se trata de un
dlgebra pues no contiene a los complementarios de todos sus elementos. En
particular, para A =10,1] es A = ]—o00, 0]U]1, +o0o[ y éste no es un intervalo
acotado.

Teorema 1.4.5 (Algebra engendrada por una clase) Sea ¢ una clase
de partes de Q. Sean las clases de conjuntos

C={Aecp(Q)/A=Q, AcC o A° € C}, (1.170)

€ ={B € p () /B interseccion finita de los elementos de €; }, (1.171)
C3={C € p () /C union finita de elementos disjuntos de €5 }. (1.172)

Afirmamos que €3 es el dlgebra engendrada por €.
Prueba. completar esta demostracion™**) m

Los o-anillos y las o-dlgebras son estructuras muy complicadas de generar
en un numero finito de etapas. Por ello, recurrimos a caracterizaciones que
nos permiten comprobar que una determinada clase es la o-dlgebra generada
por otra (generalmente esa otra tiene una estructura dada). El siguiente
teorema nos muestra la coincidencia de la o-dlgebra y la clase mondtona
generadas por un dlgebra.

(****

Teorema 1.4.6 (Teorema de las clases monétonas para dlgebras) Sea
A un dlgebra de partes de Q. Afirmamos que la o-dlgebra generada por A y
la clase mondtona engendrada por A coinciden.

Prueba. Sean M (A) y o (A) la clase monétona y la o-dlgebra, respec-
tivamente, generadas por A. Como A C o (A) y toda o-dlgebra es clase
monétona (ver el teorema 1.3.12) se concluye que M (A) C o (A). En efecto,
M (A) es la “minima” clase mondtona que incluye a la clase A, luego estd
incluida en cualquier otra clase monétona que incluya a la clase A.

Nos falta comprobar que se da la inclusién reciproca o (A) C M (A).
Para ello, es suficiente probar que la clase 9t (A) es una o-dlgebra, pues
entonces contiene a la o-algebra minima o (A)que incluye a la clase A. Ahora
bien, como M (A) es una clase mondtona sélo necesita ser un dlgebra para
demostrar que se trata de una o-algebra (de nuevo esto es consecuencia del
teorema 1.3.12). El procedimiento que vamos a usar para probar esto se suele
llamar el “método de los conjuntos buenos”. Consiste en considerar una clase
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de conjuntos que cumplan las condiciones buscadas y comprobar que dicha
clase coincide con la de partida.

Como A es un élgebra, contiene al espacio 2 (ver la definicién 1.3.5).
Asi que M (A) también contiene al espacio . Si M (A) es cerrada para la
diferencia y la unién finita entonces es un anillo con unidad E = 2 y se trata
de un &lgebra. Esto nos permite definir la clase de los conjuntos “buenos”
mediante

G={AeM(A) /A-B,B— A, AUB € M(A) para todo B€ M(A)}.

(1.173)
La clase G es una clase monétona incluida en 90t (A). En efecto, sea (A,) una
sucesion creciente de elementos de G. Las sucesiones (4,, — B) , (4,, U B) son
también crecientes para todo B € M (A) y estén formada por elementos de
dicha clase monétona. Por ello

(GM) - b= G (An— B) € M(A), (1.174)

n=1

n=1

(G An> UB = G (A,UB) € M(A). (1.175)

La sucesion (B — A,,) es decreciente y también estd formada por elementos
de G. Se tiene que

B- GAn: ﬁ(B_An)efm(A). (1.176)

Esto significa que |, , A, pertenece a G y ésta es cerrada para el paso al
limite de sucesiones crecientes. Andlogamente, se prueba que G es cerrada
para el paso al limite de sucesiones decrecientes de sus elementos.

Como G es clase mondétona, basta probar que A C G para que se dé la
inclusién M (A) C G. Como la inclusion reciproca G C M (A) es evidente,
esto nos lleva a la igualdad G = M (A). Tal igualdad significa que la clase
mondétona es un dlgebra pues entonces todos sus conjuntos son “buenos”.

Sea A € A. Definimos el conjunto

Goa={BeM(A) /A—B,B—A AUB e M(A)}. (1.177)

Este conjunto es una parte de 9 (A) y se diferencia de G en que se toma un
conjunto fijo A. Es fécil comprobar que A C G4. A continuacién, con una
argumentacién similar a la empleada para G se prueba que G4 es una clase
mondétona. Pero si es clase mondtona e incluye al dlgebra A se da también la
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inclusion M (A) C G4. Asi que M (A) = G4. Esta igualdad quiere decir que
cada conjunto A del dlgebra A verifica las condiciones para estar en G y es
cierta la inclusién A C G. Esto prueba que G = 9 (A) y la clase mondtona
es un dlgebra por lo que se trata de una o-dlgebra y se cumple o (A) C M (A)
y la igualdad o (A) = M (A). Esto termina nuestra demostracién.

Existe un teorema similar para los anillos.

Teorema 1.4.7 (Teorema de las clases monétonas para anillos) Sea R
un anillo sobre (). La clase mondtona engendrada por R y el o-anillo engen-
drado por R coinciden.

Prueba. La demostracion es anédloga a la del teorema 1.4.6 y se deja a cargo
del lector W

Las contraimdgenes (o imdgenes inversas) de las aplicaciones conservan
las operaciones conjuntistas y las relaciones de inclusién. Esto es 1itil a la hora
de “trasladar” estructuras de un conjunto a otro mediante una aplicacion.

S7@)=1.c}
[16)=2

Figura 1.22: Imagen inversa o contraimagen de un elemento.

Teorema 1.4.8 (Conservacién de estructuras por contraimdgenes) Sea
f:Q — Qy una aplicacion y sea € una clase de partes de €y con estruc-
tura de m-sistema (respectivamente anillo, dlgebra, o-anillo, clase mondtona

o o-dlgebra), entonces la clase de sus contraimdgenes

fre)y={f"4) Acc} (1.178)

es también un m-sistema (respectivamente anillo, dlgebra, o-anillo, clase mo-
ndtona o o-dlgebra).
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Prueba. Supongamos que € es un 7w-sistema sobre {25 y sean X e Y dos
elementos de f~! (€). Hallaremos entonces A, B € € tales que X = f~! (A)
eY = f1(B). De esta manera,

XNY=fA)nftB)=f""ANB). (1.179)

Como el conjunto AN B pertenece a la clase € (no olvidemos que es cerrada
para la interseccién finita) se concluye que X NY € f~1(€). Esto prueba
que f7'(€) es también un m-sistema.

Sea € un anillo sobre £25. En tal caso, € es un w-sistema cerrado para la
diferencia simétrica. Empleando la misma argumentaciéon que en el parrafo
anterior, concluimos que f~! (€) es un 7-sistema. Sean X e Y dos elementos
de f71(€). Entonces, X = f7'(A) e Y = f~!(B) para ciertos 4, B € €.
Como sabemos que si M C N es

FHN = M) = FHN) = (M), (1.180)
resulta que la diferencia simétrica de X e Y es

XAY = f[FHA)AfB) = A@uf(B) - @nf(B)=
=fYAuUB) - f ' (ANB). (1.181)

Como AN B C AU B podemos aplicar 1.180 para obtener
XAY=f1'(AUuB)—(ANB))=f'(AAB) (1.182)

Pero € es un anillo por lo que A /A B pertenece a € y, en consecuencia,
X AY € f1(€). Hemos probado que f~!(€) es un anillo. Las propiedades

() =, (1.183)

7 (U An) =J (4, (1.184)
s (ﬂ An) = (/" (4n) (1.185)

y un razonamiento andlogo al empleado, permiten probar el resto del teorema.
Esto termina nuestra demostracion. B

Otra consecuencia importante de la conservacién de las operaciones con-
juntistas en las contraimdgenes es el siguiente teorema.
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Teorema 1.4.9 Sea [ : 0 — Qs una aplicacion y supongamos que € es
una clase de partes de €dy. Entonces, la clase de las contraimdgenes de la
o-dlgebra generada por € y o-dlgebra generada por la clase de las contraima-
genes de € coinciden.

Prueba. Sea f~! (0 (€)) la clase de las imdgenes inversas de la o-dlgebra ge-
nerada por € y sea o (f 1 (€)) la o-dlgebra generada por f ! (¢). El teorema
que queremos probar se expresa en la forma: f~1 (¢ (€)) = o (f~ (¢)). Como
[~ (o (€)) es una o-dlgebra (ver el teorema 1.4.8) y se tiene que € C o (€),
podemos afirmar que

7@ cf (o). (1.186)

Esta relacion nos lleva a la siguiente:

o (f7HO) C f (0 (9),

puesto que o (f~1 (€)) es la o-dlgebra minima que contiene a f~! (¢) y cual-
quier otra o-dlgebra que contenga a f~! (€) la incluye. S6lo nos resta probar
la inclusién reciproca: ! (o (€)) C o (f~'(€)). Para ello vamos a usar de
nuevo el método de los “conjuntos buenos”. Sea

F={Aco(@) /(A eco(f()}. (1.187)

Es decir, § es un subconjunto de o (€) formado por los elementos de esta
o-dlgebra sobre €25, tales que su imagen inversa estd en la o-dlgebra sobre
Q; generada por f~!(€) (F es el conjunto “bueno”). Si probamos que § es
una o-algebra que contiene a €, entonces o (€) C § y serd cierta la igualdad
0 (€) = F, de donde f~' (0 (€)) C o (f(€)). En efecto, como para cada
Ae Ces f1(A) € fH(€) Ca(f (), se puede afirmar que € C §.
También, como Q; € o (f1(€)) (el espacio es elemento de toda o-dlgebra
sobre él), resulta

Flr ) =% ea(f1(e)), (1.188)

y esto implica que 2 € §F. Sea A € §, su complementario A¢ también
pertenece a §. Asi es, ya que

FHA) =T (= A) =T Q) - (A= — [T (A)=(f(4)

(1.189)
y de aquf se sigue que (f~!(A4))° € o (€). Consideremos ahora una sucesién
(A,) de elementos de §. Entonces, f~! (A4,) € o (f~(¢)) para todo n y de
la igualdad

f! (U An> =) ea (7 (@) (1.190)
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se concluye que f~1 (U2, A,) € §. Hemos probado que § es una o-dlgebra
y esto termina nuestra demostracién. B
Una de las o-dlgebras mds importantes es la llamada o-dlgebra de Borel.

Definicién 1.4.1 (0-’algebra de Borel) Sea (€2, T) un espacio topoldgico.
Se llama o-dlgebra de Borel asociada a la topologia X a la o-dlgebra generada
por los conjuntos de dicha topologia (es decir, la engendrada por los abier-
tos). Se notard por B () y sus elementos se llamardn conjuntos de Borel o
borelianos.

Ejemplo 1.4.3 Sea ¥ la topologia usual de la recta real. Sabemos que todo
abierto de la recta real estd formado por union numerable disjunta de interva-
los abiertos. La o-dlgebra de Borel asociada a esta topologia es la engendrada
por estos abiertos y se nota por B. De esta manera, el conjunto A =10,1]
es un boreliano.

Comentario 1.4.1 Probaremos que la o-dlgebra B estd engendrada por cual-
quiera de las siguientes clases:

I ={Ja,b[ /a < b, a,b e R}, 1.191
I ={la,b] /a <b, a,b € R}, 1.192
I3y = {[a,b] /a < b, a,be R}, 1.193
Iy = {[a, ]

Is = {]—o0,b[ /b € R},
Is = {]a, +oo[ /a € R},
Ir = {]=00,0] /b€ R},
Iy ={la,+oo[ /a € R}.

En efecto, es claro que la clase I de los intervalos abiertos acotados estd in-
cluida en la topologia usual de la recta real. Por tanto, la o-dlgebra generada
por Iy estd incluida en B. En simbolos, o (I;) C B. Como todo abierto es
union numerable de intervalos abiertos disjuntos, los abiertos de la topolo-
gta usual T estdn incluidos en o (I1). Al ser B la “minima” o-dlgebra que
incluye a %, se tiene que B C o (I1). La doble inclusion lleva a la igualdad
g (Il) =9B.

La clase I estd formada por intervalos acotados semiabiertos por la iz-
quierda. Cada uno de estos intervalos puede ponerse como interseccion nu-
merable de intervalos abiertos:

a,b] = Fﬂa,mﬂ. (1.199)

n=1

(1.191)
(1.192)
(1.193)
Ja<b, abeR}, (1.194)
(1.195)
(1.196)
(1.197)
(1.198)
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Esto significa que la clase Iy estd incluida en B, por lo que la o-dlgebra
generada por Iy estd incluida en B. En simbolos, o (1) C B. Para probar
la inclusion reciproca, observamos que todo intervalo abierto puede ponerse
como union numerable de intervalos acotados semiabiertos por la izquierda:

> 1
]a,b[—g}a,b n} : (1.200)
Luego todo abierto de ¥ estd incluido en o (Iz). Como B es la minima
o-dlgebra que incluye a los abiertos de la topologia usual, se ha de dar la
inclusion B C o (I2). La doble inclusion implica la igualdad B = o (I5).

De modo andlogo al empleado para Iy se prueba que B = o (I3). Veamos
ahora que B = o (Iy). En efecto, todo intervalo cerrado y acotado puede

ponerse como interseccion numerable de abiertos:

[a,b]:ﬁ}a—%,b—l—%{. (1.201)

n=1

Por tanto, la clase I, estd incluida en la o-dlgebra B y de esta inclusion se
sigue que o (I1) C B. También todo intervalo abierto acotado puede ponerse
como union numerable de cerrados y acotados:

Ja, b] = @ [a—l— %,b - 1} . (1.202)

n

FEsta igualdad implica que T C o (1), de donde B C o (Iy).
Un intervalo abierto no acotado por la izquierda puede ponerse en la for-

ma:
o0

J—00,b[ = J 1o —n,b[. (1.203)
n=1
Ast que Is C B y de aqui o (I5) C B. Para probar la inclusion reciproca,
observamos que todo intervalo semiabierto por la derecha [a,b],a < b, puede
obtenerse como:

[a,b] = (]—00,a[ U (]—00,b]))". (1.204)
Como todo intervalo abierto acotado resulta de
> 1
Ja, b = [a + -, b{ (1.205)

n
n=1

se sigue que todo intervalo abierto acotado |a,b[ pertenece a o (14). Por ello,
todo abierto A de la topologia usual también ha de pertenecer a o (1) y es
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cierta la inclusion ¥ C o (I5), de donde también se da B C o (I5). Dejamos
al lector la tarea de comprobar que las clases Ig, I7 e Iy también generan la
o-dlgebra de Borel.

Un resultado inmediato de las demostraciones anteriores es que todo in-
tervalo de la recta real es un boreliano y también son borelianos los comple-
mentarios, uniones (finitas o numerables), intersecciones (finitas o numera-
bles) y diferencias de intervalos. Ahora bien, no todo subconjunto de R es
un boreliano.

1.5 El caso =R

Al comienzo de la seccién 1.3 comentamos que las estructuras de conjuntos
se toman con la idea de extender una medida desde una sencilla a otra mas
complicada. En lo que sigue, tomamos el caso de los niimeros reales para
mostrar de forma intuitiva las lineas generales que debe tener una extension
de este tipo.

La medida?" a considerar es la longitud. En el caso de un intervalo acotado
I C R de cualquier tipo (cerrado, abierto, semicerrado, etc.) y con extremos
a y b, su longitud se define como la diferencia b — a. En simbolos:

I =b—a, (1.206)

donde |I| es la notacién para la longitud del intervalo I.
Obsérvese que si el intervalo se reduce a un punto, entonces su longitud
es cero.

Ejemplo 1.5.1 ;Cudl es la longitud del intervalo |—1,0]¢ Pues, de acuerdo
con lo expuesto en el parrafo anterior, debe ser

]-1,0]|=0—(—-1) =1. (1.207)
Valor que coincide con nuestra idea de longitud en la recta.

Ejemplo 1.5.2 Si aplicamos la definicion de longitud al intervalo [2,2] =
{2}, obtenemos

{2} =2-2=0. (1.208)

Sabemos que la clase de todos los intervalos acotados J es un semianillo
(ver ejemplo 1.3.3). Asi que utilizando 1.206 tenemos definida una longitud
para todos los elementos de J.

20En el capitulo siguiente veremos que la longitud es una medida.
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Una primera ampliacién surge cuando consideramos las uniones disjuntas
y finitas de intervalos. Tales uniones deben tener como longitud la suma de las
longitudes de los intervalos que las componen. En simbolos, si A = U?:l I,
con I N I, = 0, para todo k # r, entonces

Al =) 1I,]. (1.209)
j=1

De acuerdo con el teorema 1.4.4 el anillo generado por un semianillo consis-
te en la clase de las uniones finitas y disjuntas de elementos del semianillo.
Nuestra ampliacién de la medida de la longitud (1.209) parece, pues, aplica-
ble al anillo 2R (J) generado por el semianillo J de los intervalos acotados. Sin
embargo, hay una dificultad. Debemos probar que diferentes uniones disjun-
tas que dan lugar al mismo conjunto A del anillo 2R (J) también dan lugar al
mismo valor para la longitud de A. Esta circunstancia queda demostrada en
posteriores capitulos.

Una segunda ampliacion del concepto de longitud se obtiene para el paso
al limite de sucesiones de conjuntos del anillo 2R (J). En efecto, para toda
sucesion (A,) de elementos del anillo, tal que lim A,, = A, resulta razonable
definir:

lim|A,| = |A]. (1.210)

Esta definicién de longitud puede aplicarse a toda clase mondétona que con-
tenga al anillo R (J) puesto que, como ya hemos visto, tales clases monétonas
son cerradas para el paso al limite de las sucesiones crecientes y decrecientes.
Particularmente, puede aplicarse al o-anillo generado por R (J), ya que todo
o-anillo es anillo y clase mondtona (ver el teorema 1.3.11). Finalmente, como

R = D |—n,n[, (1.211)

resulta que este o-anillo engendrado coincide con la o-dlgebra o (R (J)) (ver
el comentario 1.3.5). Por otro lado, sabemos que la o-dlgebra de Borel B en
la recta real estd generada por cualquier clase de intervalos acotados, por lo
que B estd incluida en toda o-dlgebra engendrada por J. Particularmente,
como J C o (R (J)) se sigue que B C o (R (J)) vy la extension de la longitud
parece aplicable a todos los borelianos de la recta.

1.6 El conjunto de Cantor

Para construir el conjunto de Cantor partimos del intervalo unidad [0, 1] de la
recta real. Dentro de dicho intervalo se halla la familia de intervalos definida
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por

3 3n
Es decir, dado n consideramos los intervalos de la forma Ij,, con k compren-
dido entre 1 y 3", Por ejemplo para n = 2, tenemos

1 2 4 5 7 8
11’2:]ﬁ’ﬁ{’bg:]ﬁ’ﬁ{’h?:]?’?[' (1.213)

Tales intervalos se obtienen de la divisién del intervalo unidad en 32 = 9
partes iguales (ver figura 1.23).

[kn:]?’k_2 3]“_1[, conl<Fk<3mL (1.212)

2 4 6 8
9 9 9 9
0 o—o— o—o —o 2 1
1o s 7
9 9 9 9

Figura 1.23: Division del intervalo unidad en nueve partes iguales.

A continuacién, para cada n, efectuamos la unién de los 3"~ ! intervalos
de la familia 1.212:

3n—1
To = Tim. (1.214)
k=1

Por ejemplo, para n = 2, resulta

3

Jo=|JIna=ThsUlyyUlsy, (1.215)
k=1

En la figura 1.23 tal unién puede observarse fiacilmente. Ahora, unimos los
J,, obtenidos en 1.214:

T = (1.216)
n=1

Finalmente, el conjunto de Cantor corresponde al complementario de J res-
pecto de [0, 1]. Es decir,

C=[0,1—J. (1.217)
El conjunto de Cantor es cerrado ya que su complementario respecto a [0, 1]

es J y éste es abierto por ser unién numerable de abiertos. Ademds, C' estéd
acotado por lo que serd compacto.
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El conjunto de Cantor es un boreliano ya que resulta de la diferencia de
dos borelianos (concretamente J es boreliano por ser unién de abiertos).

Una forma alternativa de caracterizar al conjunto de Cantor pasa por la
expresion en base 3 de los puntos del intervalo unidad [0, 1]. Sabemos que
cada x de dicho intervalo puede ponerse en la forma

T = Zmnfﬂ”’, donde z,, € {0,1,2}. (1.218)

n=1

Los puntos = € J se caracterizan porque en su desarrollo 1.218 los coeficientes
Z, son necesariamente 1. Esto quiere decir que, para los puntos del conjunto
de Cantor, hallamos un desarrollo 1.218 donde los x,, son 0 o 2. Por ejemplo,
% € C ya que podemos escribir

2
522'3_1+0'3_2+0'3_3+---- (1.219)

También es % € C puesto que

=1-3140-3240-334...=0-314+2-372+2-33 4 ..., (1.220)

—_ | =

a segunda representacion solo contiene x,, iguales a 0 o a 2.

El conjunto de Cantor tiene el cardinal del continuo. Para probar esta
afirmacién, consideramos el desarrollo en base 2 de los puntos del intervalo
[0, 1], (prefiriendo para los casos donde tengamos més de una representacion,
la representacién indefinida), es decir:

y

r=Y 2,27, donde z, € {0,1}. (1.221)

n=1
La aplicacién
f:[0,1] — C, (1.222)
definida por

f (Z xn2_”> = y,37", siendo y, =0 si 2, =0 ey, =2siz, =1
n=1 n=1

(1.223)
es inyectiva y aplica el intervalo [0, 1] en f ([0, 1]), el cual es un subconjunto
propio de C. Esto significa, que C' tiene un subconjunto propio ( f ([0,1]))
equipotente?! a [0, 1] y, evidentemente, [0, 1] tiene un subconjunto propio (C')

21Un conjunto A es equipotente a otro B o coordinable, si es posible hallar una biyeccién
f:A— B.
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equipotente a C. Aplicando el Teorema de Bernstein, se tiene entonces que
el cardinal de C' es el cardinal de [0,1]. Como el intervalo unidad tiene el
cardinal del continuo, también C' tiene el cardinal del continuo.

El conjunto de Cantor no contiene a ningin intervalo abierto por lo que su
interior es vacio. En efecto, si A es un abierto incluido en [0, 1] con longitud
6 > 0, se tiene que para el entero positivo n tal que 3% < 6, el abierto A corta
a algun intervalo I, por lo que no puede estar contenido en C' (ver figura
1.24).

Figura 1.24: El abierto A contiene algin intervalo Iy .

Comentario 1.6.1 El Teorema de Bernstein (o de Cantor-Bernstein) se
enuncia de la siguiente manera:

Sean A y B dos conjuntos arbitrarios. Si en A existe un subconjunto
A; equipotente a B y en B existe un subconjunto B; equipotente a A, los
conjuntos A y B son equipotentes.

1.7 Conjuntos producto

El producto cartesiano de dos conjuntos es un nuevo tipo de operacién de
conjunto que tiene importantes aplicaciones.

Definicién 1.7.1 (Producto cartesiano) Sean A y B dos conjuntos. El
conjunto de todos los pares ordenados (a,b), donde a € A yb € B se llama
producto cartesiano de A y B y se nota por A X B.

Ejemplo 1.7.1 Sean A = R y B = Z. El producto cartesiano R x Z estd
formado por todos los pares ordenados (x, k), tales que x es real y k es entero.
Asi, (m,2) € R X Z pero (2,7) ¢ R X Z.

Comentario 1.7.1 (Par ordenado) Fl concepto de par ordenado es el fun-
damento de la definicion de producto cartesiano. Un par ordenado se obtiene
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cuando en una pareja de elementos distinguimos uno (que llamamos prime-
ro) de otro (que llamamos sequndo). Para establecer este concepto podemos
utilizar la teoria de conjuntos. Ast, diremos que un par ordenado (x,y) es el
conjunto

{{z} {z.y}}. (1.224)

Esta definicion nos permite establecer la propiedad fundamental de los pares
ordenados: dos pares ordenados (x,y), (u,v) son iguales si y sdlo si x =u e
y = v. FEl lector puede comprobar facilmente este extremo.

A continuacién exponemos algunas propiedades del producto cartesiano

Teorema 1.7.1 (Propiedades del producto cartesiano) Sean A, B,C'y
D conjuntos. Se tiene que:

1. El producto cartesiano AX B es vacio si y solo si alguno de los conjunto
A o B es vacio.

2. Si el producto cartesiano A X B es no vacio, entonces C x D C A X B
equivale a C C Ay D C B.

3. El producto cartesiano es distributivo respecto a la union por ambos
lados. Es decir, (AUB) x C = (AxC)U(BxC) yAx (BUC) =
(Ax B)U(AxC).

4. El producto cartesiano es distributivo respecto a la interseccion por am-
bos lados. Es decir, ( ANB)xC =(Ax C)N(BxC)yAx(BNC) =
(Ax B)N(AxC).

5. (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND,).
6. (AxB)N(CxD)=(AxD)n(C x B).
7. Ax (B—C)=(AxB)—(AxC).

8. (AxB)—(CxD)=(A-C)x (B-D))U((A-C)x (BND))U
U((ANC) x (B — D)).

9. (Ax B) = (Cx D) = ((A—C) x BYU(C x (B — D)).

Prueba. La demostracién es sencilla y se deja a cargo del lector. B
Podemos generalizar por induccion el concepto de par ordenado.
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(AxB)—(CxD)

D{B el CxD
{ o

a¥e axe

Figura 1.25: Ilustracién de las propiedades 8 y 9 del teorema 1.7.1 para el
caso de productos de intervalos.

Definicién 1.7.2 (n-pla o n-tupla ) Sean A, A, ..., A, conjuntos. Una
n-pla es un par ordenado cuyo primer elemento es la (n — 1)-pla (x1, 2, ..., Ty _1)
con x; € A; parai = 1,2,...,n — 1 y cuyo sequndo elemento es x, con

T, € A,. Esto es

(X1, T2, ... xp) = (1,22, ..., Tpo1) , Tn) - (1.225)
Esta definicién garantiza que dos n-plas (z1,Za,...,25), (Y1,Y2,- -, Yn)
son iguales si y s6lo si x; = y; para todo i € {1,2,...,n}. Ademds, nos

permite generalizar también el producto cartesiano a un ndmero finito de
conjuntos.

Definicién 1.7.3 (Producto cartesiano de un numero finito de conjuntos)
Sean A1, Ao, ..., A, conjuntos. El producto cartesiano Ay x Asx...x A, es el
conjunto de todas las n-plas (x1,za,...,x,) conx; € A; parai=1,2,... n.

Ejemplo 1.7.2 Sea R el conjunto de los niimeros reales. Se define R x R x R
como el conjunto de todas las 3-plas (o ternas) (x1,x2,x3) donde z; € R para
i =1,2,3. Abreviadamente, escribimos R x R x R = R?.

El producto cartesiano de un niimero no finito de conjuntos es m&s com-
plicado de establecer.

Definicién 1.7.4 (Producto cartesiano de una familia de conjuntos)

Sea (A;),.; una familia de conjuntos y sea | J,.; A; la union de los elementos

icl
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de dicha familia. Su producto cartesiano se designa por

T4 (1.226)

icl

y consiste en un conjunto cuyos elementos son las familias (a;),.,; obtenidas
eligiendo un elemento a; en cada A;. Es decir, es el conjunto de pares (I, f),
donde f es una aplicacion de I en|J;.; A;, tal que f (i) € A; para cada i € I.
El valor f (i) recibe el nombre de i-ésima coordenada de (I, f).

Definicién 1.7.5 (Notacion potencial) Sea (4;),., una familia de con-
guntos tal que A; = A para todo i € I (es decir, todos los A; son iguales). El
producto cartesiano [[,.; Ai se nota ahora mediante

Al (1.227)

y consiste en el conjunto cuyos elementos son las familias (a;),.; tales que
a; € A para todo indice i € I. Se trata, pues, del conjunto de pares (I, f),
donde f es una aplicacion de I en A.

Ejemplo 1.7.3 Sea Q =R? y sea I = {(p,q) € Q> /0 < p < q}. Para cada
(p,q) perteneciente a I sea el conjunto

A = [p,a] x [0,1]. (1.228)

El producto cartesiano de la familia (A(p,q)) es el conjunto

(p)el

H Apg) = {(a(p,q))(p,q)g /) € Apq) para cada (p,q) € I} - (1.229)

(pg)el

. g +
Ast, la familia ((%, 1))(]37(1)6]
ya que (p%q, 1) € [p,q] X [0,1], para cada (p,q) € I. Observe el lector que tal
familia es, mas precisamente, el par (I, f) con f ((p,q)) = (I%, 1).

es un elemento de dicho producto cartesiano

Ejemplo 1.7.4 Sea la familia (A;);c;+, donde A; = R para todo entero
positivo i. El producto cartesiano de esta familia es el conjunto

RZ" (1.230)

y estd formado por todas las aplicaciones f : ZT — R. Es decir, se trata
del conjunto de todas las sucesiones reales.

Definicién 1.7.6 (Aplicacion de conjunto) Una aplicacion f se dice de
conjunto si su dominio es una clase de conjuntos.
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Ejemplo 1.7.5 Sea la clase A = {{1},{1,2},{1,2,3},...}. La aplicacion
fid—R (1.231)
definida por f ({1,2,...,n}) =n? es una aplicacién de conjunto

Definicién 1.7.7 (Aplicacion de eleccion) Sea (4;),.; una coleccion de
subconguntos de Q y sea A = {A; /i € I} la clase asociada a tal familia (ver
el comentario 1.1.1). Una aplicacion

f:A—Q (1.232)
se dice que es de eleccion si verifica la propiedad:
f(A) € A, para todoi € I. (1.233)

Es decir, si la imagen de cada conjunto A; de la clase es un elemento de
dicho conjunto A;.

Figura 1.26: Una aplicacion de eleccién definida sobre la clase

{A;,/1=1,2,3}.

Ejemplo 1.7.6 Para la clase A del ejemplo 1.7.5, la aplicacion
f:A—R (1.234)

definida por f ({1,2,...,n}) = n es una aplicacion de eleccion. En efecto, el
entero positivo n pertenece al conjunto {1,2,...,n}, para cada n.



1.7. CONJUNTOS PRODUCTO 75

Teorema 1.7.2 (Producto cartesiano y aplicaciones de eleccion) Sea
(A;),e; una coleccion de conjuntos cuya clase asociada® es A = {4A; /i € I}

y sea | J,c; Ai el conjunto union de los elementos de dicha clase. El producto

cartesiano [[,.; Ai puede definirse como el conjunto de las aplicaciones de

eleccion

i€l

fA{Aiely — | A (1.235)

icl

Prueba. Por la definicién 1.7.4, cada elemento del producto cartesiano
[L;c; Ai es una familia (a;),., de elementos de |J,.; A;, con a; € A; para
cada i € I. Evidentemente, esta familia se puede obtener como imagen de
una aplicacién de eleccién f : {A; /i€ I} — |J;c; Ai- Reciprocamente,
toda aplicacién de eleccién de la forma anterior da lugar a una familia que
verifica las condiciones para ser un elemento del producto cartesiano [ [, , A;.
En resumen, es equivalente determinar el producto cartesiano mediante la
definicién 1.7.4 o mediante el conjunto de las aplicaciones de eleccién de la
forma expuesta. Esto termina nuestra demostracién. B

En el Teorema 1.7.1 vimos que el producto cartesiano de un par de con-
juntos no vacios es también no vacio. Ahora bien, para el caso de una familia
no vacia de conjuntos no vacios asegurar que su producto cartesiano es no va-
cfo no es nada facil. Para demostrar este extremo usamos el llamado axioma
de eleccién.

Axioma 1.7.1 (Axioma de eleccion) Para todo conjunto X existe, al me-
nos, una aplicacion ¢ de p (X) — 0 en X tal que, para cada A € p(X) — 0
se verifica que ¢ (A) € A.

Supuesta la validez de dicho axioma demostramos el siguiente teorema.

Teorema 1.7.3 (Producto cartesiano no vacio) El producto cartesiano
de una familia no vacia de conjuntos no vacios es no vacio.

Prueba. Sea (4;),., una familia no vacfa con A; # () para todo indice
¢ € I. Sila familia es una coleccién, entonces identificamos cada elemento
del producto cartesiano con una aplicacién f : {A; /i € I} — |J,c; Ai para
la que es f(A;) € A; para todo indice i (ver el teorema 1.7.2). Haciendo
X = U,e; Ai, podemos garantizar, por el axioma de eleccién, que existe al
menos una de tales aplicaciones. En efecto, habra una aplicaciéon

¢ (U A¢> — 4, (1.236)

icl icl

22Ver al respecto el comentario 1.1.1.
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de forma que ¢ (A) € A para toda parte no vacia de |J,.; A;. Como por
hipétesis, cada A; es no vacio, se sigue que la restriccion de ¢ a la clase
{A;/i €I} C p (U, Ai) es la aplicacion f de eleccién buscada.

Si la familia (A;),.; no es una coleccién, el producto cartesiano se puede
determinar como el conjunto de aplicaciones f : I — |J,.; A; tales que
f (i) € A; para todo ¢ € I. Sea el conjunto I x |J,.; A;, el cual es no
vacio puesto que tanto I como | J,.; A; son no vacios. El axioma de eleccién
garantiza la existencia de una aplicacién

¢:p<[><UAi> — I x| A4, (1.237)

el icl

tal que es ¢ (A) € A paratoda parte A, no vacia, de I x|
de ¢ ala clase {{i} x A; /i € I} es una aplicacién

ser Ai- Larestriccién

g:{iyxAiell —Ix|JA (1.238)

icl

que verifica g ({i} x A;) € {i} x A;. Finalmente, asignando a cada i del
conjunto {i} x A; la segunda proyeccién de g, se consigue la aplicacién f de
eleccion buscada:
f i) =ma (g ({i} x Ai)). (1.239)
Esto termina nuestra demostracién. i
El producto cartesiano de una familia de conjuntos admite las siguientes
propiedades.

Teorema 1.7.4 Sea (A;),.,; una familia de conjuntos y sea B un conjunto
dado. Se tiene que:

1. BxU;es Ai = U, B x< A
2. (Uie[ Ai) X B = Ai X B.
3. B X (Nies Ai = yes B < A
4o (Mier Ai) x B={N;e; Ai x B.
Prueba. La demostracion es sencilla y se deja a cargo del lector. B

Teorema 1.7.5 Sean (A;),.; v (B;)
fican las siguientes propiedades:

1. (Uiel Ai) X (UjeJ BJ') = U(i,j)eIxJ (A x Bj).

_ . dos familias de conjuntos. Se veri-
jed
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2. (Mies As) X (mjej Bj) = m(i,j)eIxJ(Ai x Bj).

Prueba. Demostramos la propiedad 1 y dejamos la prueba de la 2 para
el lector. Sea z = (a,b) € (U;c; 4i) ¥ (UjEJ Bj), entonces a € |J;c; Ai y
bel ey Bj. Estas relaciones de pertenencia significan que existen al menos
un ip € I y al menos un j, € J, tales que a € A;; y b € Bj,. En definitiva,
existe al menos un par (ig, jo) € I x J, de forma que (a,b) € A;, X Bj,. Esto
implica que

r=(ab)e |J (4ixB) (1.240)

(4,9)eIxJ

y se da la inclusion (J;e; 4s) X (Ujej Bj) C U jyerss (Ai X Bj). Recipro-
camente, sea z = (a,b) € U, ;e1xs (Ai X B;). Existe entonces al menos un
(i0,jo) € I x J para el que es (a,b) € A;y X By, luego a € A,y y b € Bj,.

Esto implica que a € ;c; 4i y b € U;c; By y de aqui

z = (a,b) € (UAZ) X (U Bj> : (1.241)

iel jeJ

Hemos probado la inclusion J; jcrxy (Ai X Bj) C (Uies Ai) % (Ujej Bj).
La doble inclusion lleva a la igualdad y la demostracién de 1 queda terminada. B

Teorema 1.7.6 Sean (A;),.; y (Bi),c; dos familias de partes de 2, tales que
A; C B; para todo i. Entonces se cumple que

HAi - HBz'- (1.242)

icl icl

Prueba. Sea xz € [],.; A;. En este caso, z es una familia (I, f) tal que
f (i) € A; para todo i € I. Como A; C B;, para todo i € I, se concluye que
también f (i) € B;, para todo i € I. Esto significa que x = (I, f) € [[.c; Bi
y la inclusién queda demostrada. B

Teorema 1.7.7 Sea (A(m-)) una familia de partes de ). Entonces

(4,9)eIxJ

NI Ao =11 46 (1.243)

icl jeJ icl jed
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Prueba. Sea = € (., [[;c; Aqij)- Entonces x € [];.; Aqj) para todo i € 1
. Esto significa que x es una familia (J, f), tal que f (j) € A ;) para todo
j € Jy para todo i € I. Asf que f(j) € [\;c; Ay para todo i € Iy
de aquf z es una familia (I, g), tal que g (i) = f (j) € (;c; A para todo
i € 1. En definitiva, z € [[,.; ;e Ay La inclusion (o, [1e; Aug C
[Le N e A ;) queda probada. La inclusién reciproca se prueba de forma
andloga y el teorema queda asi demostrado. B

Teorema 1.7.8 Sean (A;),.; y (B;)
Se verifica que

e7 dos familias de subconjuntos de Q.

(H AZ-> N (H B,) =[[:nB). (1.244)

i€l icl iel
Prueba. Hagamos J = {1,2} y consideremos la familia con indices en J:
F) = (A)icr, £(2) = (Bi)ses - (1.245)

Aplicando a esta familia el teorema 1.7.7, tenemos

ﬂ H Ay = H ﬂ A gy = H (AN B;). (1.246)

j=1 el icl j=1 iel

El teorema queda demostrado. H

1.8 El caso () =R"

En el espacio R™ consideramos la clase de los paralelepipedos de la forma:

Ja,b| = H]ai, b;], donde a; < b; para todo i =1,2,...,n. (1.247)
=1

Esta clase es un semianillo donde podemos considerar una medida que lla-
mamos volumen y que definimos asf:

v(Ja,b]) = [ (b — a:) . (1.248)

icl
Ejemplo 1.8.1 El conjunto
A=1]0,1] x ]0,1] (1.249)
es un paralelepipedo en R?, cuyo volumen vale

v(A)=(1—-0)-(1-0)=1. (1.250)
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Figura 1.27: El paralelepipedo unidad en R?.

Teorema 1.8.1 La clase

n

G" = {]a, b] = H]ai, b;) /" a; < b; para todoi=1,2,... ,n} (1.251)

i=1
es un semianillo sobre R™.
Prueba. En primer lugar, si hacemos a; = b; para algun i € {1,2,...,n},

obtenemos el conjunto vacio. Por ello () € &".
Sean los paralelepipedos

n

A =]]la: ], B :ﬁ]cz-, dy] . (1.252)

=1 i=1
Su interseccion es, de acuerdo con el teorema 1.7.8,

ANB= (ﬁ]ai,bio N (ﬁ]ci,di]> =

i=1 i=1

(lai bl N]eiydi]) . (1.253)

La interseccion |a;, b;] N]c;, d;] es un intervalo del mismo tipo:
la;, b)) N e, di] = ]zs,y:) para todo i € {1,2,...,n}. (1.254)

Esto implica que

ANnB=]](ai,b]n]ei,di)) = [ [ )i vl (1.255)

=1 i=1

y la clase G" es un 7-sistema.
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La diferencia A — B puede ponerse en la forma:

A-B = (H]ahbi]) — (H]Cz;dz]> = ((H]@z’>bi]> X ]anabn]> -
_ ((H]Ci,dio x ]cn,dn]> . (1.256)

Podemos aplicar ahora la propiedad 9 del teorema 1.7.1 a la expresién anterior
para obtener

e = (((s) - ([ )
U ((H]Ci,di]> % (Ja, bn] — ]cn,dn])> .

La primera parte de la expresién 1.257:

(1:[]% M) - (1:[]% bi]) (1.258)

i=1 i=1

puede someterse a la una descomposiciéon andloga a la de 1.263 y aplicdrsele
de nuevo el apartado 9 del teorema 1.7.1. La segunda parte de 1.257:

(1:[ ]C“ dl]) X (]an? bn] - ]Cnu dn]) ’ (1259)

i=1

puede ponerse como

(f[mi]) X (s Bl = Jems da]) = (f[Jci,diJ) o (L"J ]y]) ,

i=1 =1 kn=1

(1.260)
donde los intervalos |y, , Yk, | son disjuntos dos a dos. En efecto, como vimos
en el ejemplo 1.3.2, la diferencia |a,, b,] — ]c,, d,] puede ponerse como unién
disjunta de intervalos de esa misma forma. Aplicando la propiedad 1 del
teorema 1.7.4 a 1.260, resulta:

(ﬁ]cmdi]> X (U ]xkn,ykn]> = U ((ﬁ]cndi]) X ]iﬂkmykn]>

(1.261)
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Asi, la segunda parte de 1.257 es unién disjunta de paralelepipedos de R™.
Para no alargar demasiado esta demostracién, diremos que aplicando la in-
duccion a la primera parte de 1.257 llegamos a probar que A — B es unién
disjunta de paralelepipedos. Nuestra demostracién acaba aqui.

El anillo R (6")generado por &™ consiste en las uniones finitas y disjuntas
de elementos del semianillo ™. Podemos extender a este anillo el volumen
mediante el mismo proceso que utilizamos en el caso 2 = R (ver la seccién
1.5 de este capitulo). Es decir, si M = |J" ; A;, con A; € &" para todo i
€{1,2,...,n} y ademds A; N A; = (), para todo i # j, entonces

n

v(M) =) v(A). (1.262)

i=1

También podemos extender el volumen a los limites de las sucesiones de
conjuntos formadas con elementos del anillo. En efecto, para toda sucesion
(A,,) de elementos del anillo R (&™) definimos

v (lirrln An) = h};n v(Ay,). (1.263)
Evidentemente, toda clase monétona que contenga al anillo SR (&™) tiene de-
finido el volumen mediante 1.263. Asi, el o-anillo engendrado por R (6") es
clase mondétona y contiene al anillo ) (6") por lo que admite la definicién
de volumen 1.263. Para acabar, resulta que R” es unién numerable de para-
lelepipedos, luego el o-anillo generado por S (&™) coincide con la o-dlgebra
generada por R (6") y podemos extender la medida de volumen a todos los
conjuntos de esta o-algebra.

Sea B la o-dlgebra de Borel en R™. Se puede probar que B = o (6") y
esto nos lleva a afirmar que B C o (R (6™)), por lo que el volumen se puede
extender a todos los borelianos de R".

1.9 Ejercicios

1. Sean (4;),.; una familia de partes de un conjunto X y (B;),., una
familia de partes de un conjunto Y. Calcular la unién y la interseccién
de la familia (A; X Bj); ;o de partes de X x Y con la ayuda de las
intersecciones y las uniones de las familias mencionadas al principio.

Solucién:
De acuerdo con el teorema 1.7.5, tenemos

U ixBy)=J4x|]JB, (1.264)

il jeJ el jeJ
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(| (AxB;)=(Aix[)B; (1.265)

iel jed il jeJ

2. Sea (A;),.; una familia de partes de un conjunto X; se verifica entonces
que  (A;) C p (X) para todo ¢ € I. ;jSon verdaderas las relaciones

o (U AZ) =Je(4), (1.266)

i€l el

P (ﬂ AZ-) = (4)? (1.267)

el el

3. Sean X e Y dos conjuntos y (X;),.; una familia de partes de X cuya
unién es el conjunto X. Para cada ¢ € I, se supone dada una apli-
cacion f; de X; en Y. Mostrar que las dos condiciones siguientes son
equivalentes: a) se verifica que f; (z) = f; (x) para todo =z € X; N Xj,
cualesquiera que sean i, j € I; b) existe una aplicaciéon f de X en Y, la
cual, para todo ¢ € I coincide con f; en X. La aplicacién f es entonces
tnica (se dice que f se obtiene por amalgama de las f;).

4. Se llama recubrimiento de un conjunto X a toda familia (U;), ., de
partes de X cuya reunién es el conjunto X. Dados dos recubrimientos
(Us)icrs (Vj)je ; de X, se dice que el segundo es m4s fino que el primero
si, para todo indice j € J, existe un indice ¢ € I, tal que se verifique
V; C U;. Mostrar que dados dos recubrimientos cualesquiera de X,
existe un tercero mds fino que los dos primeros.

5. Sean (4;);;,
Probar que

(Bj),e, dos familias de partes de un mismo conjunto X.

(U AZ-> U (U Bj> = |J uBy, (1.268)

iel jed ijelud

A |u((Bi]= U AnB), (1.269)

iel jeJ ijelug
iel jeJ ijelug

Uai|n({UBi|= U 4nBy. (1.271)

el jed i,7€IUJ
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6. Sean (A,) y (B,) dos sucesiones de conjuntos. Consideremos (C,,),
donde Cy, = A, vy Cs,_1 = B,, para cada entero positivo n. Calcular
limsup C,, y liminf C,,.

7. Sean (A,) y (By) dos sucesiones de conjuntos. Probar que se verifican

(a) limsup (A, N B,,) C limsup A4, Nlimsup B,
(b) limsup (A, U B,,) = limsup A,, Ulimsup B,,
(c) liminf A, Ulimsup B,, C limsup (4, U B,,).

8. Calcular limsup A,, y liminf A,, para las siguientes sucesiones de con-
juntos:

(a) Ap = ]_nu ntl |:7

n

(b) A, = [n,+o0],
(c) A, = [oH)—M[

n

9. ;Existe alguna o-dlgebra infinita numerable?
Solucion:

La respuesta es no. Para probar este extremo razonaremos por reduc-
cién al absurdo. Sea X un conjunto cualquiera y supongamos que A
es una o-dlgebra infinita numerable sobre X. Para cada x € X pode-
mos hallar el menor, en sentido inclusivo, de los conjuntos de A que
contienen a z. En efecto, definiendo

Cle)={Ac A/xec A} (1.272)

obtenemos una clase numerable y no vacia de elementos de A (al ser
un subconjunto de un conjunto numerable serd también numerable),
ya que 2 € C (z). Ademds, la interseccién

E.= ()] A (1.273)
AeC()

es el “minimo” conjunto de la o-dlgebra que contiene a x pues es inter-
seccién numerable de elementos de la o-dlgebra. La minimalidad de E,
hace que cualquier otro conjunto de A que no lo contenga sea disjunto
con él. En particular, si y € X es tal que E, # E,, entonces E, y E,
son disjuntos.
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La familia € = {E, /z € X} es numerable por lo que hallaremos un
conjunto [ finito o infinito numerable y una biyeccién f : I — & que
nos permite hacer de & un conjunto con indices € = {E; /i € I}, tal
que F; # E; para todo @ # j. Finalmente, para cada parte M C [
definimos el conjunto Fy; = UZ.6 L y la aplicacién

g:p(I) oM — Ey e X (1.274)

es una biyeccién, lo que nos obliga a que X sea finito si I es finito o
X infinito no numerable si I es infinito numerable. En todo caso, hay
una contradiccién que se salva si nuestra hipétesis de numerabilidad
infinita para A es falsa.

10. Determinar la o-dlgebra de N que estd generada por los subconjuntos
de N que contienen a todos los primos. Decidir razonadamente si estdan
en esta o-dlgebra los conjuntos {5} y {6}

Solucién:

Sea € la clase formada por los subconjuntos de N que contienen a todos
los primos. La unién y la interseccién numerable de elementos de € es
también un elemento de €. También es N € €. Esto significa que
si anadimos a € los complementarios de cada uno de sus elementos
tendremos una o-dlgebra que debe ser la generada por € puesto que es
la minima que incluye a dicha clase. El conjunto {5} no pertenece a
o (€) ya que no contiene a todos los primos (de hecho sélo contiene al
5), mientras que el conjunto {6} si pertenece a la o-dlgebra generada
por € puesto que no contiene a ningin primo.

11. Sea X = {a,b,c,d}. Comprobar que la clase de conjuntos

A ={0,{a},{b},{a,b} . {c.d} ,{a,c,d} ,{b,c,d} ,{a,b,c,d}}
forma una o-édlgebra sobre X.

Solucién:

Como la clase 2 es no vacia, bastard comprobar que es cerrada para
la unién numerable y el paso al complementario. En efecto, junto con
cada conjunto de 2 se halla su complementario y las uniones finitas
de elementos de 2 dan lugar a elementos de 2, por lo que las unio-
nes numerables también dardn lugar a elementos de 2l puesto que son
reiteracién de las uniones finitas al ser la clase finita.

12. Sea § una o-édlgebra de subconjuntos de Q y f : 2 — R una aplicacién
tal que f~1 (]—o0,z]) € §, paracadaz € D, donde D es un subconjunto
denso en R. Probar que f!(B) € § para cada B € *B.
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Solucién:

Sea p € R. Sabemos que la clase

I = {]—00,p] /p € R} (1.275)

genera la o-algebra de Borel ‘B en la recta real. Por otro lado, como
D es denso en R, podemos hallar una sucesiéon creciente de puntos
de D convergente a p. En efecto, para cada n € N tomamos z, €
Dn ] p— %, p[. Esta eleccion permite la igualdad

o0

J—o00,p[ = []]—00. ). (1.276)

n=1

Por ello, tenemos

fH(—o0,p)) = 7! (ﬂ —00 :zrn> ﬂ fH (=00, z,)). (1.277)

Como cada |—o0, x,,| pertenece a la o-dlgebra § se concluye que f~1 (]—o0, p[) €
Sy deaqui f~!(I;) C §. En particular, esto significa que la o-dlgebra
generada por f ! (I;) ha de estar contenida en §. Para acabar, vemos
que

fH®8) = (o) =0 (f(I) C3, (1.278)
donde hemos aplicado el teorema 1.4.9.
13. Mostrar con un ejemplo que la unién de o-dlgebras no es dlgebra. Pro-
bar que la unién de una sucesion creciente de o-dlgebras es dlgebra.
Solucién

Sea el conjunto X = {a,b,c,d}. Las siguientes clases son o-édlgebras

sobre X
Al = {@, X: {CL, b} ) {C7 d}} ) (1279)
Ay = {®7 X, {CL, b7 C} ) {d}} : (1280)
Su unién es la clase
A U Ay =10, X,{a,b},{a,b,c},{c,d},{d}} (1.281)

que no es una dlgebra sobre X puesto que la unién {a,b} U {d} =
{a,b,d} no pertenece a la clase.

Sea (A,) una sucesién creciente de o-dlgebras sobre un conjunto Q y
sea U = |J,—, A, la unién de todos los elementos de esta sucesion.
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Afirmamos que U es un dlgebra. En efecto, el conjunto €2 pertenece
a U puesto que €2 € A, para todo n. Si A € U, entonces existe al
menos un ng € Z*, tal que A € A,,. Esto significa que A° € A,, vy,
en consecuencia, A° € U. Finalmente, sean A y B dos elementos de
U, hallamos ng,n; € Z*, tales que A € A,, y B € A,,. Como la
sucesion (A,,) es creciente, basta tomar v = max (ng, n1) para asegurar
que AN B € A,. Asi pues, AN B € U. Hemos probado que la clase U
contiene a €2, es cerrada para el paso al complementario y la interseccién
y es, por tanto, un dlgebra (ver la definicién 1.3.5).

14. Determinar el dlgebra A que genera la coleccién de los subconjuntos
finitos de un conjunto X no numerable. Determinar la o-dlgebra gene-
rada por A. Estudiar el mismo problema en el caso de que X sea un
conjunto infinito numerable.

15. Describir la o-algebra de N engendrada por € = {N C N /Vn € N, 2n € N}



