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INTRODUCCION

La mayoria de los cursos y libros que hablan del conjunto de Cantor lo
tratan en forma puramente geométrica. Se empieza presentando su construc-
cion geométrica y, a partir de la geometria, se deducen sus propiedades mas
importantes. No consideramos que esta forma de presentarlo sea mala. De
hecho es muy ilustrativa y los argumentos que se usan son muy claros. Es-
te trabajo nace de las preguntas: ;Es posible hacer un tratamiento riguroso
del conjunto de Cantor? ;Es posible dar este tratamiento riguroso sin sufrir
demasiado?

En esta tesis damos una respuesta positiva a la primera pregunta y damos
una respuesta satisfactoria a la segunda. Claro, el lector tiene la ultima
palabra para decir si no sufre mucho leyéndola.

En el capitulo 1 damos una construccion analitica del conjunto de Cantor
y probamos que es equivalente a la construccion geométrica. Ademas damos
pruebas formales de las propiedades béasicas que mencionan la mayoria de los
libros. Aqui es oportuno mencionar que la construcciéon que damos es original.
Original en el sentido de que no la encontramos en ningin otro lado, aunque
por su naturalidad no dudamos que haya sido desarrollada antes por otras
personas.

En el capitulo 2 demostramos que el conjunto de Cantor es un espacio
métrico, compacto, no vacio, totalmente disconexo, perfecto y no numerable.
La prueba central de este capitulo es la prueba del teorema que nos dice que
el conjunto de Cantor es homeomorfo a un producto numerable de copias del
espacio discreto {0,2}. Como vemos en el capitulo 3, este teorema es muy
util para deducir propiedades topologicas del conjunto de Cantor.

El capitulo 3 esta dedicado a desarrollar los que consideramos los resul-
tados topologicos méas importantes del conjunto de Cantor, a saber:
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1. Todo espacio métrico compacto es imagen continua del conjunto de
Cantor, y

2. Todo espacio métrico, compacto, no vacio, totalmente disconexo y sin
puntos aislados es homeomorfo al conjunto de Cantor.



Capitulo 1

De nuestros cursos de Anéalisis Matematico y Topologia hemos vislumbrado
que el conjunto de Cantor juega un papel muy importante en las matematicas.
Usualmente se nos presenta su construccion geométrica y, a partir de ella,
desarrollamos algunas de sus propiedades.

En este capitulo vamos a empezar recordando esta construccion geométri-
ca pero vamos a hacer algo més. Vamos a dar las formulas exactas que definen
a los intervalos que se consideran en la construccion del conjunto de Cantor
para, de esta manera, probar sus propiedades formalmente.

CONSTRUCCION GEOMETRICA DEL CONJUNTO DE
CANTOR.

Tomamos el intervalo unitario [0, 1] de la recta real. Dividimos este inter-
valo en tres subintervalos iguales. De esta manera obtenemos los siguientes
intervalos.

0,51 (%) [5: 1]

El primer paso para la construccion del conjunto de Cantor consiste en
quitar el subintervalo abierto intermedio, es decir quitamos a (l, 2) . Sea el
conjunto C' la unién de los intervalos restantes, o sea C'; = [0, g] U [%, 1] .

El segundo paso consiste en repetir el mismo proceso a cada uno de los in-
tervalos que componen a C;. En otras palabras, a cada intervalo que compone



a (] lo dividimos en tres partes iguales generandose los siguientes subinter-
valos:

Quitamos ahora los subintervalos abiertos intermedios. Es decir a C le

quitamos los intervalos (%, %) y (g, %). Sea (5 el conjunto que nos queda, o
sea

Repetimos el proceso, es decir, a cada uno de los intervalos que componen
a Cy (que tienen longitud de é), lo dividimos en tres partes iguales y quitamos
los tercios medios. Con esto obtenemos el tercer paso de la construccion que
consiste en el conjunto:

C; = [0, =]U[Z,
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Este proceso se sigue indefinidamente. Es decir, para obtener a Cy, se
dividen en tres partes todos los intervalos que componen a C3 y se quitan los
intermedios.

En general, C,,,; se construye dividiendo en tres partes iguales a los
intervalos que componen a C,,, y borrando los intervalos abiertos intermedios.

Figura 1. Tlustraciéon de la construccion de C'1,C5,C3y Cy.

Finalmente el Conjunto de Cantor, que durante todo este trabajo se le

denotara por la letra C, se define como la intersecciéon de todos los conjuntos
Cy,. Es decir,



C=N{Cpn:meN}

OBSERVACION 1.1. El problema con esta construccion, es que Cy,iq
depende de C,,. Entonces, si no hemos construido a C,, no sabemos quién
es Cpy1.  FEsto dificulta en gran manera la prueba de las propiedades del
conjunto de Cantor. Nuestro primer trabajo, a partir de este momento, serd
encontrar una formula explicita para los C,,.

Una primera propiedad que podemos observar de los C,, es la siguiente.

PROPOSICION 1.2. (), es la union de 2™ intervalos cerrados y
ajenos.

Demostraciéon. Haremos esta prueba por induccion matematica. Clara-
mente C; esta formado por 2 = 2! intervalos cerrados y ajenos. Supongamos
ahora que (), esta formado por 2™ intervalos cerrados y ajenos. Sabemos
que C,,11 se obtiene de C), a partir de dividir cada uno de los intervalos
cerrados que conforman a ), en tres partes iguales y retirar el de en medio.
Entonces de cada intervalo de C,, obtenemos dos intervalos. De modo que
Cpny1 tiene el doble de intervalos que C),. Puesto que C), tiene 2", tenemos
que C,,41 esta formado por 22™ = 2™+ intervalos cerrados y ajenos.

De acuerdo con la proposicion anterior los intervalos que conforman a
C,, son 2™. Entonces una manera practica de numerarlos serd tomando el
conjunto de indices j € {0,1,2,...,2™ — 1}.

Durante todo este trabajo denotaremos con el simbolo N* el conjunto de
los niimeros naturales incluyendo al cero. Ahora vamos a dar una manera de
construir el extremo izquierdo del j-ésimo intervalo de C,,. Para esto haremos
una construccion general de unos nimeros a;, para las j € N*.

CONSTRUCCION 1.3. Sea j € N*. Si 5 = 0, definimos ag = 0. Si

j # 0 entonces escribimos a j en su notaciéon binaria, es decir:

J=0by-20+by -2+ ..+ by - 2™



donde b,, =1y b; € {0,1}. Definimos

En otras palabras, podemos expresar la construccion asi:
dada j € N, la escribimos en su notacién binaria, los unos los transformamos
en doses y se piensa en el nimero correspondiente como un nimero escrito
en base tres.

Por ejemplo si j = 10, entonces en notacioén binaria, j = 0-2°4+1-2! +
0-22+ 123 Por construccion a; = a;g =0-3"+ 2-314+0-32+2-3% =
6+ 2(27) =6 + 54 = 60.

LEMA 1.4. ay» =2-3™ para cada m € N*,

Demostracién. Como
2m=0-2040-2"+0-224+ ... +1-2™
Calculando asm tenemos lo siguiente:
agm =0-2-3°+0-2-3"+..+1-2-3"=2.3™

El siguiente teorema nos da una manera muy facil y atil de calcular a;.
En él mostramos que la funcion a; tiene algunas propiedades de linealidad.

TEOREMA 1.5. Sea j € N. Ezpresamos a j en su notacion binaria,
esto es:

J=0by-2°+b; -2+ ...+ b, - 2™. Entonces
a; = a(b0.20+b1.21+m+bm.2m) = b() - (90 + b1 c Qo1 + ... + bm * Agm

Demostraciéon. Sea j € N fijo pero arbitrario y, lo expresamos en su
notacion binaria, esto es:
J=0by-2°+0by -2+ ... + by - 2™. (estamos suponiendo que b, = 1).

Por definicién a; = 2by - 3% +2b, -3 + ... + 2b,, - 3™ Por el lema 1.4,
by - Gy + by - @y + ... + by - Ggm = 2by - 3° + 20y - 31 + ... + 2b,, - 3™.

Asi,



a(b0.20+b1.21+m+bm.2m) = bg - 90 + b1 “ Qo + ... + bm * Agm.

Esto completa la prueba del teorema.
A manera de ilustracion, calcularemos a; para los primeros nimeros.

EJEMPLO.

Expresando los siguientes niimeros en su notacién binaria tenemos:

CLU:O
ap=1-2-3=2.

a,=0-2-3141.2-3'=0+6=6.

a3 =1-2-3141-2-3'=24+6=238.

ay=0-2-3240-2-3'+1-2-32=18.

a5 =1-2-3°40-2-3"+1-2-3%2=20.

ag=0-2-3"4+1-2-3'4+1.2.32 =24,

a7 =1-2-324+1-2-3'4+1.2-3% = 26.
ag=0-2-3240-2-3'4+0-2-32+1-2-3% =54.
ag=1-2-3°4+0-2-3'4+0-2-32+1-2-3%=56.
ap=0-2-3"4+1.2-3"40-2-32+1-2-3%=60.

La siguiente tabla resume estos resultados.
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Los siguientes lemas nos seran ttiles para encontrar una expresion ana-
litica para los conjuntos C,.

LEMA 1.6. a; +1 < a;y1 para cada j € N*.

Demostraciéon. Sij es un niimero natural par, su primer cifra en nota-
cion binaria es cero y entonces j se representa asi:

§=0-204b-2" +by-224 ...+ b, - 2™
Entonces
a; =0-2-3%4+2b; - 31 4+ 2by - 3° + ... + 2b,, - 3™
Como
JH+1=1-204b, -2 +by- 22+ ... + by, - 2™

Calculando a;; obtenemos:



aji1=1-2-3"42b - 3" + ... + 20, - 3™.

Observemos que a; y a;4; solo difieren en el primer sumando, que en a;
es 0 yenajq es2.
De manera que a;j;; = 2 + a; y entonces

ajy1 > 1+ as.

En el caso de que j es impar, la escritura en notacién binaria de j tiene
un uno en la cifra de las unidades. De manera que j es de la forma

Jg=1-2041-2041-22 4 . 4+ 1-2040-2F 4 b0 - 272 4 . 4+ b, - 2™

Por supuesto que podria ocurrir que no hubiera ningtn 0; en ese caso
¢t = m. De todas maneras i > 0.
Por definicion:

a;j=1-2-3"41-2-3"+ .. 4+1-2-3+0-2-3"1 4+ 2b; 5 - 32+ ... + 2b,,, - 3™.
Ademés
JH1=0-2240-2"+ . 4+0-20 4+ 127 4 b;pp - 20F2 4 4 by, - 2™
Por lo que

ajs1=0:2:32°4+0-2-3"+...40-2-3"4+1-2-3F 4+ 2b; 5 - 32+ ..+ 2b,,, - 3™

Como la ultima parte de las dos sumas coincide (la de a; y la de a;41),
para probar el lema so6lo tenemos que mostrar que:

(2:30°+2-3'+ .. 4+2-340-3")+1<0-3°+0-3" +...40-3"+2- 3.
La suma de la izquierda es igual a
1_3i+1

De manera que solo tenemos que probar que 3771 < 2371 Y claramente
esta desigualdad es cierta.
Esto concluye la prueba.

LEMA 1.7. Para toda j € N*, 3a; = ay;.

Demostracion. Sea



J=0bg-20+0by-2" + ...+ by, - 2™,
Multiplicando por 2 obtenemos
27 =2(bp-20 40y - 2" + .+ by - 2™) =D - 2" + by - 22 + o+ by, - 27
Calculemos ay;.

a2j:0-30+21)0-31+2b1-32+...—|—2bm-3m+1.
=3 (2by - 3% + 2b; - 3' + ... + 2by, - 3™) = 3a;.

Por consiguiente ay; = 3a,.
LEMA 1.8. Para cada j € N*, 3a; + 2 = agj1.

Demostracion. Escribimos
j=0by 2" +by -2+ ...+ by, - 2™,
entonces

2j+1=(bg-2"+by - 22+ ... + by, - 2™ + 1
=1-204by-2' +by - 22+ ...+ by, - 2L

Ya podemos calcular ag;i1, con esto obtenemos

a2j+1:2-30+2b0-31+2b1-32+...+2bm-3m+1
=2+ 3(2by + 2by - 31 + ... + 2by, - 3™) = 2 + 3a;.

Por tanto agj1 = 3a; + 2.

Ahora ya estamos listos para dar una definicién analitica de los conjuntos
C,,. Provisionalmente los llamaremos B,,.

DEFINICION 1.9. La forma analitica para cada B, con m € N es:

2m—1
a; a;+1
B, = S Lo

§=0



donde a; es como en la construccion 1.3.

EJEMPLO.

3
Ahora demostraremos que la forma analitica en que se obtienen los extre-

mos de un B,, es equivalente a la forma geométrica para obtener los extremos
de C}, en el conjunto de Cantor. Es decir, B,, = C,,.

TEOREMA 1.10. Para toda m € N, B, = C,,.

Demostraciéon. Haremos esta demostracion por induccion matematica.
Con el ejemplo que acabamos de ver comprobamos que B; = (.
Ahora supongamos que B, = C,,. Es decir, supongamos que

om_1
a; a;+1

Cm = _J, :
U 55|

. agm _1 apm_1+1
Del Lema 1.6 se deduce que los intervalos [s2 sotl] o atl] [ 2L, el

son ajenos entre si. De acuerdo con la construcciéon geométrica, estos inter-
valos son los que tenemos que dividir en tres partes iguales para obtener a

Cm—i—l.

Tomemos uno de estos intervalos, digamos el [;—,;, agi ] al dividirlo en

tres partes iguales obtenemos los subintervalos:

SG]' 3aj+1 3@7""1 3aj+2 3@j‘|‘2 3aj+3
3m+1’ 3m+1 ? 3m+1 ) 3m+1 3m+1 ? 3m+1

Le quitamos el de en medio y de esta manera podemos decir que obte-
nemos a los intervalos que conforman a C,,, a partir de C,,, esto es:

2m—1
3a; 3a;+1 3a; +2 3a; +3
e U <|:3m+1’ 3m+1 :| U |: gm+1 7 gm+l ’

j=0

Aplicando el Lema 1.7 y el Lema 1.8 tenemos lo siguiente:
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om _1
B az; G + 1 Azj41 Ggj41 + 1
Cint1 = U ([3m+1’ gm+1 } J |:3m+1’ 3m+1

J=0

| 20 azo+1 2041 2041 + 1 az.y a1 +1 Apa41 Gpas1 + 1 U
o 3m+1’ 3m+1 3m+1 ) 3m+1 3m+1’ 3m+1 3m+1 ’ 3m+1

ag(em_1) Go(2m_1) + 1 U Ag(em 1)1 Q2(2m_1)41 + 1
3m+1 ) 3m+1 3m+1 ) 3m+1

. Qo Cl0—|—1 a1 Cl1—|—1 (05} a2+1 as a3+1
o 3m+1’ 3m+1 3m+1 ’ 3m+1 3m+1’ 3m+1 U 3m+1’ 3m+1

Aom+1_9 Aom+1_9 + 1 Aom+1_1 Q9gm+1_1 + 1
3m+1 ’ 3m+1 3m+1 ’ 3m+1

amtl_1

. a; aj+1 .
- U |:3m+17 3m+1:| —Bm+1-

J=0

Por consiguiente, hemos demostrado que la construccién geométrica y la
construccion analitica de C,, coinciden para toda m € N. Por lo cual, ya
tenemos derecho a escribir:

om _1
a; a;+1

Cp = —J, J .
U [

Si al leer la Definicion 1.9, usted dudoé que el altimo extremo derecho de
Cp, esigual a 1 para cada m € N. En la observacion siguiente mostramos que
esta afirmacion es verdadera.

OBSERVACION 1.11. En efecto, como
204214224 42l =2m_1,

Aplicandole la funciéon tenemos:
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agm 1 =1-2-341-2.3'4+1-2.32 4 .. +1.2.3m"!
=23 +31 4+ 32+ ... +3" ) =3"—1.

agm 41 3" —141 3"
3m o 3m o 3m

Y esto vale para cada m € N.

=1.

Ahora que ya tenemos una expresion analitica para los intervalos que
componen a C,,, estamos en posibilidades de dar pruebas formales de algu-
nas de sus propiedades. Varias de ellas son muy claras de la construcciéon
geométrica.

PROPOSICION 1.12. Los intervalos que componen a C,, tienen lon-

gitud de :,%m

Demostraciéon. Ya sabemos que

2m—1

B a; aj+1

J=0

Sea k € {0,1,...,2™ — 1} . Por el Lema 1.6 los intervalos de C}, son ajenos
entre si y, el k-ésimo intervalo tiene longitud igual a

; ap ap+1 _ap+1 ak_i

PROPOSICION 1.13. La suma de las longitudes de los intervalos

que componen a C,, es igual a (%)m

Demostraciéon. Sea m € N y su correspondiente C,,, es decir:
2m 1
B a; aj+1
Co=J [3—m 0 } .
§=0

Por la Proposicion 1.1 cada C), tiene 2™ intervalos cerrados y por la

Proposicién 1.12 los intervalos que componen a C,, tienen longitud de --.

3m
Entonces la suma total de las longitudes es igual a:
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2™ veces
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PROPOSICION 1.14. C,,11 C C,, para cada m € N.

Demostraciéon. Sabemos que

2mtl_

. a; aj+1

J=0

Dada = € C,,, entonces existe k € {0,1,...,2™"1 — 1} tal que
x € [3,‘;{11, gfnﬂ] . Aplicando el Lema 1.7 y el Lema 1.8 obtenemos que para
toda j se cumple:

Q; . 3aj _ a.;

3m - 3m+1 3m+1'

aj+1 3a;+3 3a;+2+1  azj1+1
3m - 3m+1 - 3m+1 - 3m+1

Ahora bien, por hipotesis

ag ap +1
<z .
3m+1 — — 3m+1

PRIMER CASO. Si k es un nimero par entonces k es de la forma k = 2-1.
Como 0 < k < 2™+t — 2 entonces 0 < i < 2™ — 1. Como
a; a9.; as.; +1 Qg 1 a; 1 oy +1

3_777,:3777,4»1SxS 3m+1 _3m+1+3m+1<3_m+3_m_ 3m

Concluimos que
a; a; +1 e a1
€ _Za : - _Ja : = Cm
X |:3m 3m :| U |:3m 3m :|

Por tanto x € C,,.
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SEGUNDO CASO. Si k es un nimero natural impar entonces k es de la
forma k =2-i+1. Como 1 <k <27+l —1,0 < il <2022 —om _
Entonces 0 < ¢ < 2™ — 1.

Por el Lema 1.6, as; + 1 < ag;11. De manera que ag; < agjy1.

Entonces
a; G ay <ak+1_a2z‘+1+1_az‘+1
3_m - 3m+1 3m+1 ST 3m+1 - 3m+1 - 3m )

Por tanto x € [;—m, “;’;1] c C,,.
Esto termina la prueba de que C,, 11 C C,.

Ahora demostraremos que tanto el extremo izquierdo como el extremo
derecho de cada uno de los intervalos que componen a (), pertenecen al
conjunto de Cantor.

LEMA 1.15. S 0 <k < 2™ — 1 entonces g5 € Cp, y “gj,;l e C, para
cada n € N.

Demostraciéon. Dada m € N, consideremos a su correspondiente C,,,
esto es:

Sea k € {0,1,2,...,2™ — 1} . Los extremos que corresponden a k-ésimo
intervalo son

ap ap+1
3m’ 3m

eCp
Por la Proposiciéon 1.14

Cpn CCho1 CCh_a C ...

Asi, por lo anterior, los extremos izquierdo y derecho son elementos de
Cr1,Cpm_a,...,Cq. Ahora veremos que estos extremos también estan en los
C,, siguientes.

Sabemos que (Lema 1.7)
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Qg A2k A4k agg

3_m - 3m+1 o 3m+2 - 3m+3 o

Como 0 < k < 2™, entonces 0 < 2k < 2™FL Asi que 0 < 4k < 2m+2,
entonces 0 < 8k < 2™3 y asf sucesivamente.

Entonces

3m es un extremo para Ch, 1, Cpio, Criys, ..

Por otra parte, por el Lema 1.8,

ap+1  ag +1  agoryiy+1 +1  ae@er)+y+1 +1
3m o 3m+1 - 3m+2 - 3m+3 -

Como 0 < k£ < 2™ — 1, entonces 0 < 2k +1 < 2™+t — 1. De aqui que
0<22k+1)+1<2m™2 -1y asi sucesivamente.

Entonces “g—Il también es un extremo para Cp,11, Cpio, Chys, -
Esto termina la prueba del lema.

La siguiente proposicion nos dice que el conjunto de Cantor es un conjunto
denso en si mismo.

PROPOSICION 1.16. Sea € > 0. Si x € C entonces existe y # x tal
que |[r —y| <eyyeC.

Demostraciéon. Sea ¢ > 0. Como (%)m — 0 cuando m — o0, existe
NGNtalque?%N<6.

Por hipoétesis, x € C entonces © € (), para cada m € N. En particular,
z € Cy por lo cual, existe k € {0,1,...,2Y — 1} tal que = € [%, %],

Por el Lema 1.15, £ € C'y a’““ € C. Elegimos y = gk o y = “’?jf\?l para
que y # x. Entonces

1
:3—N<€.

ar + 1 Qg
3n 3n

lz—y| <

Esto termina la prueba de la proposicion.
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A continuacion daremos una caracterizacion de los elementos del conjunto
de Cantor, que dice que z € C siy solo si a z lo podemos expresar como una
serie infinita de ceros y doses divididos entre potencias de tres.

TEOREMA 1.17. z € C si y sdlo si existe una sucesion {em} -_, con
cada en, € {0,2} tal que

3

3

r=3"
m=1

Demostracion.

(=). Sea z € C, por la definicion de C' tenemos que x € C,, para cada
m € N.

Haremos una construccion general de unos nimeros e conm € N y
1<m<n.

Dada n € N, x € C,,, entonces existe k € {0,1,...,2" — 1} tal que

Escribimos al nimero natural £ en notaci6n binaria, esto es:
k=0by 2" +0b;-2" +by-2°+...+b,-2 con b, =1
Como
2" < by 2" 4 by 224 b -2V by 20 =k
y k < 2™ —1, por transitividad se obtiene
ARVARS Rk

Por tanto, r < n.
Completando con ceros, si hace falta, escribimos al niimero natural &
como lo siguiente:

k=1by-20+b -2 +by-22+ ..+ b, ,-2"!
Calculando ay,

ap = 2bg - 3° +2b; - 31 +2b, - 32+ ... + 2b, 13" !
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(notese que los ceros que pudimos haber anadido no afecta a la definicion de
ak).
Asi
ag 2b0 2b1 2b2 2bn—1
30 30 et ez Tt

Definimos

egln) = 2b0, e Tl)l = 2()1, (& TL)2 = 2[)2, ...,egn) - anfl

n— n—

) es igual a 0 6 a 2).

(observemos que cada en

Observemos que las e%) que estamos definiendo dependen de m, de z y
de n. En realidad queremos que solo dependan de m y de z. Esto es lo que
vamos a probar a continuacion.

AFTRMACION. € no depende de n.

En efecto, recordando la construccion geométrica para C, (ya vimos en el
Teorema 1.10 que la construccion geométrica y la analitica son equivalentes)

sabemos que

ag ap +11 | ag ag +1 Q21 Qopt1 + 1
3n’ 3n o 3n+1’ 3n+1 3n+1 ’ 3n+1

Cn+1 N |:

asp,  Gop+l a2k4+1  O2k+1+1
Entonces z € [3n+1, SnF1 ] oxT € [3n+1 y T3l .

De manera que ahora ya estamos en posibilidades de calcular e,(ff’l).
En el caso en que z € [(2, a;,’fﬁl]
Como a9 — 2b0 . 31 + 2b1 . 32 + 2b2 . 33 + ...+ 2bn—1 - 3"
Entonces, por definicion
67(17:1—11) = 0, €%n+1) = 2b0, 67(;1—1_11) = 2b1, eflnj;) = 2b2, ceey €gn+1) = 2bn—1'
De modo que
D ) () )

1
Y en el caso en que x € %,%

Como g1 =2-3° 4+ 2by -3 +2b, - 3%+ ... +2b, ;- 3"
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Entonces

et =9 et — 9p oMY = opy D = 9p, Y = 2p, .

— n—

De modo que

et = (m) et — o) - et ),
Por tanto, en los dos casos el = eln ™ para toda m € {1,2,. }
Similarmente, el = ent? = eln™ = . para toda m € {1,2,...,n}.

Entonces a e tenemos derecho a llamarlo simplemente e,,.

Lo que sigue es probar que:

3‘3

Sea ¢ > 0. Como (%)™ — 0 cuando m — oo, existe N € N tal que 55 < ¢.
Sea n € N tal que n > N. Demostraremos que:

0<x—Z—<5

Sea k € {0,1,2,...,2" — 1} tal que x € [“—’“ “’“H] , por (k) tenemos que:

3n 3n
n n
€m €m ak 1 1
m=1 m=1

Esto concluye la prueba de que
e
xr = X

(<) Ahora estamos suponiendo que

3‘3
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donde cada e,, € {0,2}, demostraremos que x € ({C, : n € N} . Esto es
equivalente a probar que z € C, para cada n € N. O lo que es lo mismo
probar que existe
7€{0,1,...,2" — 1} tal que = € [g—i, a’;l] , para toda n € N.

Sea n € N. Vamos a proponer los coeficientes de la notacion binaria del
nimero j como:

b() - e—n b1 - 671271,..., bn,1 = 6—21

Es claro que, b; € {0,1} para i =0,1,...,n — 1. Probaremos que, si
G=0by-2"4+0by 2"+ . by -2

entonces j € {0,1,...,2" — 1}.
En efecto, por hipotesis, sabemos e,, < 2 para cada m € N. Entonces

by, - 2™ < 2™ param =0,1,...n— 1.

De modo que j = bo-20+by -2 4. 4-by 1271 < 204914 jponl —9n_q
Por consiguiente j € {0,1,...,2" — 1}.

Ademas,
a; 2b - 30+ ... + 2b,_1 - gt €y €1 > €m
3n 3n 3n+3 ST mz B
e 2 P
Zg—m_§+§+ +§+3n+1+w+”'
m=1
—ﬁ+2+ +6_n+ 2 1+1+i+
o 31 32 3n gn+1 3 32
el e 9] i
:§+§+...+—+3n+1 (Z( ))
=0
_61+€2+ +en+ 2 3 _61+62+ +en+1
- 31 32 3n gn+l \ 9 _31 32 : 3n 3n
Clj+1

3n
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es decir,

Por tanto,

on—1
a; a; +1 a; a;+1|
"e [3_” s C U g5 | =
i=0
Como esta construcciéon es para una n fija pero arbitraria, concluimos,

x € (), para cada n € N. Por consiguiente, x € C.
Esto termina la prueba del teorema.
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Capitulo 2

En este capitulo desarrollaremos las propiedades topologicas elementales del
conjunto de Cantor. Para esto es muy conveniente ver que el conjunto de
Cantor es homeomorfo al producto numerable de copias del espacio {0,2},
donde {0,2} esta dotado de la topologia discreta. Una vez que se de este
homeomorfismo podremos obtener una serie de resultados topoldgicos inte-
resantes.

DEFINICION 2.1. Dada una familia {(X,,,7,)}
logicos. Definimos

nen de espacios topo-

X = HX” = {(z1, 22, 23,...) : v, € X,, para cada n € N}

n=1

Sea 3 la familia de subconjuntos de X de la forma:

U x Uy X ... x U, X X1 X Xppyo X ..

donde n € Ny U; € 1; para cada i < n. Como se ve en los cursos elementales
de topologia,  constituye la base de una topologia 7 para X. Es decir, 7
esta definida por:

7 ={U C X : U es la uniéon de elementos de 5}

Si cada 7, estd dada por una métrica d, (con d,(z,y) < 1 para cada
x,y € X,,). Definimos

21
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d: X xX —R

por la siguiente formula

(L, )
d = — =7
n=1
donde x = (1, %9,23,...) Y ¥y = (Y1, Y2, Y3, -..). Es facil comprobar que d es
una métrica para X.

En la siguiente proposicion demostraremos que, la topologia 7 coincide
con la topologia inducida por d en X. De esta manera podremos realizar mas
facilmente las pruebas de la continuidad de algunas funciones que definiremos
a lo largo de este capitulo.

PROPOSICION 2.2. La topologia inducida por d en X es la T que
definimos usando a f3.

Demostraciéon. Denotaremos por 7 a la topologia para X usando (3 y,
por 7, a la topologia para X inducida por d. Demostraremos que 7y 7, son
iguales.

Sea U € 7, entonces U se expresa como la uniéon de elementos de (3, es
decir: existe un v C [ tal que

U=J{4:4¢e}

Sea x = (11, 9,3, ...) € U, entonces existe un A € v tal que z € A C U.
Como A € 3 entonces A es de la forma

A=U; x Uy x ... x Up X Xpi1 X Xppio X ..

donde n € Ny U; € 7; para cada i < n. Como z; € U; € 7; vy 7; se define
usando a d;, existe r; > 0, tal que B,, (z;) C U;.

Para mostrar que U € 7,, es suficiente con que demostremos que existe
r > 0 tal que B, () C U. Proponemos r = min {2, 22, ..., 22} .

Dada y = (y1,Y2,¥y3,-..) € B, (x), por la definicion de d se tiene que

d(z,y) = Z dz’(xi? Yi) <

27,
=1
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Para cada 7 = 1,2, ...,n se obtiene lo siguiente

di(x,9;)  ~= di(wi, y3) rj
BT ;T <TS

Por lo cual,

d; (% Y;)

e
> < 2—; entonces d;(z;,y;) < rj, de modo que y; € By, (z;) C U;

Por tanto, y € A.
Hemos probado entonces que B, () C A C U. Entonces B, (z) C U. Esto
termina la prueba de que U € 7,,.

Ahora tomemos U € 1,. Sea ¢ = (1,2, Z3,...) un punto cualquiera de
U. Entonces existe r > 0 tal que B,(z) C U.
Como (%)n — 0 cuando n — oo, existe N € N tal que 2LN < 5. Propone-

mos A, como:
A:v = B%(l‘l) X B%(.’L'Q) X ... X B%(IL'N) X XN+1 X XN+2 X ...

Entonces A, € (. Dada y = (y1,¥2,¥3,...) € A, entonces y; € Br(z;)
para toda 1 < ¢ < N. Entonces

= di(zi,y;)  di(z1,y) dy(zn,yn)  dni1(Tng1, Yn)
d(z,y) = Z S T ON+1 T
i—1

r r r 1 1
<§+§+‘“+2N+1+2N+1+2N+2+

! 1 Lo(,, 1,1
= sty tet o) T (It Tt

T 1 T 1 roor
— (2 ) =4+ — < =+ =
<22()+2N+1() 2+2N<2+2

=T.

Entonces y € B, (x). Por tanto A, C B,(z). Como B,(x) C U, tenemos
que A, C U. Por tanto, U € 7.
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Posteriormente demostraremos que C' es homeomorfo a {0, 2} x{0,2} x ...,
pero antes probaremos que el conjunto de Cantor es un conjunto compacto.

PROPOSICION 2.3. Para cada m € N, C),, es un conjunto cerrado.

Demostraciéon. Para cada m € N, sabemos que

2 a4+ 1
C, = i )
U |:3m 3m :|

=0

Asi que, C), es la union de 2™ intervalos cerrados. La union finita de
conjuntos cerrados es un conjunto cerrado. Por tanto, C), es un conjunto
cerrado, para cada m € N.

OBSERVACION 2.4. C,, C [0,1] para cada m € N. En efecto, la
Proposiciéon 1.14,

C’mCClc[O,l].

PROPOSICION 2.5. C es un conjunto compacto.

Demostraciéon. Por el Lema 2.3, (), es un conjunto cerrado, para cada
m € N. Por definicion

C’:m{Cm:mEN}.

Esto es, C' es la interseccion de conjuntos cerrados, entonces C' es un
conjunto cerrado. Ademas, [0, 1] es un conjunto compacto. Como C C C,,
y Cp C [0,1] para cada m € N, entonces C' C [0,1]. Finalmente, como
los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos, son compactos, C' es un
conjunto compacto. Con esto, se concluye la prueba.

En el teorema siguiente, demostraremos que C' es un conjunto perfecto,
es decir, que C' es un conjunto cerrado y denso en si mismo.
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TEOREMA 2.6. C' es perfecto.

Demostraciéon. Por la Proposicion 2.5, C' es un conjunto cerrado y por
la Proposicion 1.16, C' es denso en si mismo.

Podriamos recurrir al teorema que dice que una interseccién anidada de
compactos no vacios es no vacia para concluir que C' es no vacio.

También podemos recordar que 0 es un extremo de C'y y que como vimos
en el Lema 1.15, 0 € C, para toda n € N. De modo que 0 € C. Esto
demuestra la siguiente proposicion.

PROPOSICION 2.7. C' es un conjunto no vacio.

LEMA 2.8. 5i
- €m — Im 1
Z 3w < ﬁcon em, gm € {0,2} entonces e; = g1,€3 = g2, .y €5 = Gn-
m=1

Demostracién. Esta prueba se realizara por inducciéon matematica.
Para n = 1, se tiene que probar lo siguiente:

- €m — Im
P T

m=1

. 1
Si < 3 entonces e; = ¢;.

Lo haremos por reduccion al absurdo. Supongamos que

Z%

m=1

1
< 3 ademas, e; # ¢g;.

Como e y g1 pueden ser cero o dos, entonces (e, =2y g1 =0) 0 (e =0
y g1 = 2). Supongamos, por ejemplo que e; =2y ¢g; = 0, calculando

- €m — Im
Z 3m

m=2

€1 — 01
3

€1 — 01 OOem_gm 1
— 77| < —
3 +Z 3m 3

m=2
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gzel_gl<l+§:em dm
3 3 3 |= 3™
Pero
= €m — m lea —go | les — g3 | led — g4
ng e e TR
m=2
2 2 2
_ﬁ‘f‘?-i-?-i-
2t t i) =2 (2) =1
32 33 7)) 32\2) 3
Es decir,
iem_gm Sl
3m 3
m=2
2 1 > em—0m| 1 1 2
or tanto 3 < g+ |) T Szt =g
m=2
Asi, hemos obtenido % < %, lo cual es un absurdo. Por tanto,

1
< 3 implica que e; = g¢.

Z%

m=1

) - 0-2
El otro caso, cuando e; =0y g; = 2, es analogo, ya que |el3—gl| = ‘3—‘

Supongamos ahora que la afirmacion es cierta para n = k, es decir,

- €m — 9Im
P T

m=1

_ 2
- 3

1
< —- entonces e; = g1,y = @o, ..., € = (k.

Si =

Demostraremos que entonces se cumple para n =k + 1, o sea,
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Si

1
< pYas] entonces €; = ¢gi,€2 = g2, ..., €pr1 = Gk+1-

ooe_g
ngmm

m=1

Supongamos entonces que

- €m — Im
Z 3m

m=1

1

< 3k+1 :

Como 3;@% < 3%, podemos aplicar la hipotesis de induccion y obtener que

€1 =01,€2 = G2,..., € = G-

Como
e g = e g = e g e g 1
k+1 — k+1_ Z m_m< Z m_m:Zm m

k+1 m — m m k+1
3 m=k-+2 3 m=k+1 3 m=1 3 3
Obtenemos que
€kt+1 — Jh+1 1 >N em — Om
3k+1 < 3k+1 + Z 3m
m=k-+2

Supongamos que €1 # gri1, tenemos dos subcasos, es decir, (exy; = 2
Y grks1 = 0) 0 (exr1 =0y gry1 = 2); en cualquier caso tenemos

leks1 — grtil _ 2
3k+1 o gk41T

Calculando, como lo hicimos en el primer caso de la induccién, tenemos
que

1 1 2

k+1 Jk+1 o Je+1’

1

< 3k+1 +

2 R
e+l

€k+1 — Jk+1
3k+1

- €m — Im
Z 3m

m=k+2

Es decir, ?),fﬁ < yc%, lo cual es un absurdo. Esta contradiccion muestra

que €g41 = Gk+41-
Esto concluye la prueba del lema.

TEOREMA 2.9. C es homeomorfo a {0,2} x {0,2} x {0,2} x ...

Demostracion. Sea
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p:C —{0,2} x {0,2} x {0,2} x ...

Definida de la siguiente forma. Dada x € C, por el Teorema 1.17, existe
una sucesion {e,, }>°_, , donde cada e,, = 0 6 2 tal que

m=1"
X Z =
3m :

Definimos

(,0($) = (61,62, es, )

Vamos a comprobar que ¢ esta bién definida. Para esto tenemos que ver
que la representacion de cada x como una serie de ese tipo es unica.

Supongamos entonces que hay una z € C' que tiene dos representaciones
como las siguientes:

o0 o0
€ g
T = E 3—:2: E 3—:conem,gm€{0,2} para toda m € N.
m=1 m=1

Supongamos que existe n € N, tal que e, # ¢, v ademés, n es el primer
subindice donde son distintas. Entonces (e, = 0y g, =2) o (e, =2y
gn = 0). Supongamos por ejemplo que e, = 0y g, = 2, calculando se tiene
lo siguiente:

e €2 0 €n+t1 €n2
r = §+§++§+3n+1 +3n+2 + ...
< €1 €2 €n—1 2 2
— ? + ? t..t 3n—1 + 3n+1 + 3n+2 t ..
er e €n—1 2 1 2
- §+§+"'+3n—1 +3n+1 <1+§+§+--->
€1 €9 €n—1 2 3
BT T T <§>
61 62 en_l ]_
I I T T T
€1 €2 €n—1 2 On+1 Gn+2
< §+§++3n71 +§+3n+1 +3n+2 =+ ...
S L

31 32 3n— 3n 3n+1 3n+2
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De aqui que x < z lo cual es un absurdo. Por tanto, e, = ¢, para cada
n € N. En el otro caso, cuando e, =0y g, = 2, la prueba es anéloga.

Asi, hemos probado que la representacion de z, es tnica. Por tanto, ¢
esta bién definida.

Para probar que ¢ es una funcién inyectiva sean

00 00
e g
r= Yy =309 donde e, g € {0,2)
m=1 m=1

Supongamos que ¢(z) = ¢(x1). Por la definicion de ¢ se tiene que (e, €9, €3, ...) =
(91, 92, g3, --.). Por la definicién de igualdad en el producto, se tiene que
€1 = g1,€es = g2,€3 = g3, ... . Bisto implica que, r = ;.

Por tanto ¢ es inyectiva.

Para mostrar que ¢ es suprayectiva, tomemos (eq, s, €3,...) € {0,2} X
{0,2} x {0,2} x ... . Consideremos la serie:

o0
>
m
m=1 3

Ya que 0 < e, < 2, entonces g—ﬁ < 3% De modo que esta serie esta

acotada por una que es convergente. Esto muestra que la serie

o0
€m
E —— converge.
3m
m=1

Le llamamos x a su limite. Por el Teorema 1.17, x € C. Entonces ¢ (z) =
(€1, €2, e3,...). Por tanto la funciéon ¢ es suprayectiva. Asi, ¢ es una funcion
biyectiva.

Ahora demostraremos que ¢ es continua en C. Tenemos que mostrar que
para cada € > 0 existe § > 0 tal que si |z — x| < 0 entonces
d(p(x), p(z1)) <e.

Tomemos una € > 0 arbitraria. Sea M € N, tal que 2LM <eysead = 3LM
Tomemos z y z; € C, de manera que |z — x| < z37.

o0 o0
e
Escribimos x = E 3—2 y T = g—z

m=1 m=1
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Por el Lema 2.8, como

ooe_g
ngmm

m=1

1
=lr—x| < 31 entonces €, = g1, € = §o, ..., €41 = G-

Ademas, la métrica d,, para el conjunto {0,2}, es la métrica discreta, es
decir:

p—aql
S osip#£q
d(p,q) =S °
0 sip=gq
Es claro, que d,, < 1.
Calculando
|€1 —91| |€2—92| |€M—9M| |6M+1 —9M+1|
d(p(z), e(x1)) = 5 + 5 + .+ s + e
lears1 — gnrs lenry2 — gnrs2|
= oz T st

2 2 2

S oQM+2 + QM +3 + QM +4 T

2 1 1 2 1
= 5 1+§+§+... :2M+2(2):2—M<5.

Como x y x; fueron elegidos arbitrariamente en C| entonces ¢ es unifor-
memente continua en C'y, por tanto continua en C.

Entonces tenemos una funcién ¢ continua e inyectiva del espacio métrico
compacto C' sobre el espacio métrico {0,2} x{0,2} x {0,2} x ... . De acuerdo
con [Rudin, Teo. 4.17], ¢ es un homeomorfismo.

Esto concluye la prueba del teorema.

Por el teorema [Rudin, Teo. 2.43], como C' es perfecto, se tiene que C' es
no numerable.

En realidad, como C' es homeomorfo a {0, 2} x{0,2} x{0, 2} x..., podemos
y vamos a repetir la prueba clésica de Cantor para mostrar que C no es
numerable.

A partir de este momento denotamos a {0,2} x {0,2} x {0,2} x ... por
{0,2}>.

+ ..
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TEOREMA 2.10. C es no numerable.

Demostracién. Haremos esta demostracion por reduccion al absurdo.
Esto es, supongamos que C' es numerable. Por el Teorema 2.9, C'y {0,2}>
tienen la misma cardinalidad. Entonces también estamos suponiendo que
{0,2}* es numerable. De modo que estamos suponiendo que {0,2}% se
puede escribir en la forma

{0, 2}00 = {Cll, a9, a3, }

Supongamos que

a; = (egl), egl), egl), efll), )
as = (e?), eéz), e§2), 6512), )
as = (ef’), 653), e§3), ef’), )
ay = (eYL), 654), egl), 6514), )

Construyamos un elemento (ey, e, €3, eq,...) € {0,2}°, de la
siguiente manera:

0 sie™ =2
€, =
2 si e =0

Entonces
(61, €9, €3, €4, ) S {0, 2}00 .
Notemos que, para toda n € N,

(€1,€2,€3,€4, .0y €ny...) 7 ( 5"), eé"), egn), efln), s eE{’), )
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Porque e,, # 65?) para toda n € N. Asi, la lista en que numeramos a todos
los elementos de {0,2}> , no contiene al elemento que acabamos de construir,
lo cual es un absurdo. Por tanto, {0,2}* es no numerable.

Hasta ahora, hemos probado algunas propiedades topolégicas del conjun-
to de Cantor, a saber, que es un espacio métrico, compacto, no vacio, perfecto
y no numerable. Ahora veremos, que es un conjunto totalmente disconexo,
esto es, que las componentes conexas de C' son s6lo puntos. Para probar esta
propiedad, daremos los siguientes lemas.

LEMA 2.11. Sean x € C, r >0 y n € N tales que ﬁ < r , entonces
B.(z)Nn (R = C,) # 0.

Demostraciéon. Haremos esta prueba por reduccion al absurdo. Supon-
gamos, por el contrario, que B, () C C,. Por hipotesis, si € C' entonces
x € (), para toda n € N. Recordemos que

2" —1
a; a;+1
c,= )|, 2=

j=0

los intervalos [, 2o 5 3n 0 3n

a1

3n
dos a dos. Ademaés, B, (z) es un conjunto conexo y como B, (z) C C,,
entonces existe un k£ € {0,1,...,2" — 1} tal que

_ i+l .
g sotl] & atl] [m M] , son cerrados y ajenos

B, C | =—,
(2) [3n .

aj ak—i-l]

de aqui que,

1 1
2r = didmetro (B, (x)) < didmetro ({%, ak:; ]) =_.

Esta contradiccion prueba que B, (z)N(R — C,,) # 0 y concluye la prueba
del lema.

LEMA 2.12. Sean x,y € C con x© < y entonces existe z € R—C' tal que
r<z<y.
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Demostraciéon. Supongamos por el contrario que (x,y) C C. Elegimos
un p € (z,y), entonces p € C. Sea r > 0 tal que B,(p) C (z,y). Sean € N
tal que 54 < r. Por el Lema 2.11, existe ¢ € B,(p) N (R — C,). Entonces
q€ B.(p) C(x,y) cCCC,yqeR-C,.

Este absurdo muestra que el lema es cierto.

TEOREMA 2.13. C es un conjunto totalmente disconezo.

Demostracién. Tenemos que probar que las componentes conexas del
conjunto de Cantor son sus puntos. Supongamos que una componente no es
un punto y la llamamos A, es decir, vamos a suponer que A es un conjunto
conexo, A C C, y que existen z,y € A tales que z < y. Por el Lema 2.12,
existe z € R—C tal que z < z < y.

Dadap € A, p # z pues z ¢ C. De modo que p < z 0 p > z. Esto muestra
que

A

((—00,2) NA)U ((z,00) N A).

Notemos que z € (—o00,2)NAy y € (z,00)NA. Entonces hemos escrito a
A como la union de dos conjuntos abiertos (en A), ajenos y no vacios. Esto
contradice la conexidad de A y termina la prueba del teorema.
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Capitulo 3

En el capitulo anterior vimos que el conjunto de Cantor es un espacio métrico,
compacto, perfecto, no vacio y totalmente disconexo.

En este capitulo probaremos que estas propiedades caracterizan al con-
junto de Cantor. Es decir, si un espacio topolégico X tiene todas estas
propiedades entonces X es homeomorfo al conjunto de Cantor.

El otro resultado importante de este capitulo serd que todo espacio métri-
co y compacto es una imagen continua del conjunto de Cantor.

Los resultados importantes para probar este tltimo teorema son:

- El conjunto de Cantor es homeomorfo a un producto numerable de
copias de él.

- Hay una funcién continua y suprayectiva de C' al intervalo [0, 1].

- Hay una funcién continua y suprayectiva de C' al cubo de Hilbert.

- Todo espacio métrico y compacto se puede encajar como un subconjunto
cerrado del cubo de Hilbert.

- El conjunto de Cantor se puede retraer a cualquiera de sus subconjuntos
cerrados y no vacios.

A lo largo de este capitulo, identificaremos al conjunto de Cantor
C con el espacio {0,2}*. Esto es posible debido al Teorema 2.9.
Entonces cuando nos refiramos a un elemento de C, escribiremos
una sucesiéon de ceros y doses.

PROPOSICION 3.1. Para toda n € N, C' es homeomorfo a C".

35
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Demostracion. Primero se demostrara para n = 2. Esto es, C' es homeo-
morfo a C'x C'. La prueba para toda n € N se hara por inducciéon matematica.
Sea

f:OCxC—C
definida por la correspondencia

f ((Cll, a9, a3, ) s (bl, bg, bg, )) = (al, bl, as, b2, as, bg, )

Demostraremos que f es una funcién inyectiva. Sean

f ((ala az, ag, ) ) (bla b?a b37 )) = (ala bla a2, b27 as, b37 )

f((c1,c,c3,...), (d1,ds,ds, ...)) = (¢1,dq, 2, ds, c3,d3, ...) .
Supongamos que
f ((a1,a9,as,...), (b1, b, b3, ...)) = f ((c1, ¢2,3,...), (d1,da, ds5, ...)) .
Esto es, equivalente a
(a1, b1, a9, by, a3,bs,...) = (¢1,dq, ca,ds, 3, d3, ...)

entonces a; = ¢;, al igual que b; = d; para cada i € N, esto es, por la definicién
de igualdad en el producto. Asi,

(al,ag,ag, ) = (01,02,03, ) y (bl,bg,bg,, ) = (dl,dg,dg, ) .

Por tanto, f es una funcion inyectiva.

Para mostrar que f es una funcién suprayectiva tomemos un punto arbi-
trario (aq, as, as,...) € C entonces ((a1,as, as, -..), (a2, as, ag, ...)) € C' x C.

Aplicando la f :

f ((a‘la as, ds, ) ) (G’?a aq, ag, )) — (a‘la as, a3, 44, ) .
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Por lo que, f es una funciéon suprayectiva.

Vamos a demostrar que f es una funciéon continua. De acuerdo con
[Willard, Teo. 8.8], esto es equivalente a probar que, 7, o f es continua para
cada n € N. Sea n € N, calculando:

Gn+1 Si M €s impar
Tnof((al,az,ag,...),(bl,bz,bg,...)) = 2
bz sin es par

Esta formula nos muestra que 7, o f es practicamente una proyeccion.
Para hacerlo méas explicito, consideremos las funciones ¢, y ¢, definidas por

©1 ((ala G2, as, ) ) (bla b?a b37 )) = (ala G2, as, )
2 ((ala G2, as, ) ) (bla b?a b37 )) = (bla b?a b37 )

Calculando

(o ((a1,a9,as,...), (b1, b, b3, ...))) = 7, ((a1, ag, as, ...)) = a,. Mientras
que

Ton—1 (f ((al, asg, a3, ) y (bl, bg, bg, ))) = Cl2n—21+1 = Ap.

De igual manera:

7Tn(g02 ((al, ag, as, ) s (bl, bg, bg, ))) = Ty ((bl, bg, bg, )) = bn Por otra
parte,

Ton (f ((01,a2,a3, ) ) (51752, bs, ))) = b%ﬂ = by.

De manera que 7, 0@, =9, 10f ¥ T,0py = ma, 0 f. Como @, p, v T,
son continuas, podemos concluir que

T, o f es continua para toda n € N.

Por tanto, f es una funciéon continua.

Como C' x C' es un métrico compacto (el producto cartesiano de conjun-
tos compactos es un conjunto compacto), y ademéas tenemos una funcion f
continua e inyectiva de un espacio métrico compacto sobre C. De acuerdo
con [Rudin, Teo. 4.17], f es un homeomorfismo.

Esto termina la prueba de que C' es homeomorfo a C' x C.

Para hacer el paso inductivo, suponemos que

C x (C x..xC es homeomorfo a C.

n—uveces
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Como

C xC x..xC eshomeomorfoa (C'xC x..xC)xC,

n+1l—wveces n—uveces

por hipoétesis de induccion, el producto de la derecha es homeomorfo a C' x C,
el cual vimos que es homeomorfo a C.

Por tanto, C' x C x ... x C' también es homeomorfo a C.
n+1—veces

Esto completa la induccion y la prueba de la Proposicion 3.1.

Como se menciond al inicio de este capitulo, vamos a demostrar que C' es
homeomorfo a un producto numerable de copias de él. Para esto, recordemos
que N x N es un conjunto numerable, por lo que, denotaremos con « a una
funcion biyectiva de Nen N x N (ao: N — N x N).

PROPOSICION 3.2 El conjunto de Cantor es homeomorfo a un pro-
ducto numerable de copias de él. FEsto es, C' es homeomorfo a CxC xC X...

Demostracion. Sea
f:OCx(OCxOCx...—C

definida por la siguiente correspondencia
f((a(l,l)a a(1,2); A(1,3)5 ) (a(2,1), a(2,2), A(2,3)5 ) (a(gyl), a(3,2), A(3,3)5 i)y ) =
(aa(1)7 aa(2), aa(3), ...)

Demostraremos que f es una funcién inyectiva. Sean
flaqy, aa2), a@3), ) (@), G22), A@3), ), (@3,1), A3.2), A33), ), ) =
(aa(l), aa(z), aa(g), )
y
f((b(l,l)a b(172), b(1,3)7 ), (b(Z,l)a b(272), b(273), ), (b(g,l), b(372), b(gyg), ), ) ==
(ba(l)a ba(?); ba(3)7 )

Supongamos que

f((a(1,1), a(1,2), 4(1,3), ), (a(2,1), a(2,2), 4(2,3), ), (0(3,1), a(3,2), 4(3,3), ), ) =

Esto es equivalente a que
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(Ga(1), Qa(2); Ga(3)s ) = (Da(1)s ba(2), ba(s)s )

Por la definicion de igualdad en el producto, obtenemos
Ua(n) = ba(n) Para toda n € N.

Sea (n,m) € N x N, como « es suprayectiva entonces existe r € N tal
que « (r) = (n,m). Por lo que,

A(n,m) = Qa(r) = ba(r) = D(n,m)-

Asi

a1 = b(l,l)a aa,2) = b(1,2), a,3) = b(1,3)7

Por tanto,

(a@,1y, aa,2), aa,3),--) = (b(1,1), 0(1,2), 01,3, )5 (A1), A2,2), A2,3)5 ---) =
(5(2,1), b(2,2), 5(2,3), )7 (a(3,1), a(3,2), A(3,3) s ) = (5(3.1), 5(3,2), b(3,3), )7 e
Por tanto, f es una funcién inyectiva.

Para mostrar que f es una funciéon suprayectiva, tomemos un punto cual-
quiera (ci,cz,c3,...) € C. Dadas n'y m € N, definimos a(,m) = Co1(m,m)-
Como o '(n,m) es un nimero natural, co-1(,,,) estd bien definido.

Seaa = ((a(1,1), a(1,2), a(1,3), )7 (0(2,1), a(2,2), (2,3), )7 (0(3,1), a(3,2), 4(3,3) ), ) €
CxCxCx..

Aplicando f obtenemos

f(a) = (aa(l)a Aa(2)y Aa(3), ) - (Ca—l(a(l))a Ca—1(a(2))) Ca=1(a(3)) ) =
(€1, €9, €34 ...).

Por tanto f es suprayectiva.

Vamos a demostrar que f es una funciéon continua. De acuerdo con
[Willard, Teo. 8.8], esto es equivalente a probar que 7, o f es continua para
toda n € N. Sea n € N, calculando:

Ty © f((a(1,1), Q(1,2)5 A(1,3)5 ), (a(m), a(2,2), A(2,3), ),
(a(3,1)7 a(3,2) @(3,3), ), ) =
Wn(aa(1)7 aa(2), aa(?,), ) = Q
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Esta formula nos muestra que 7, o f es practicamente una proyeccion.
Para hacerlo mas explicito consideremos la funcion p,,, definida por
Pm = ((a(lyl), a(l,Z), a(l,g), ), (0(2,1), a(2,2), a(2,3), ), (0(3,1), a(3,2), a(3,3), ), ) =
(A(m,1)s G(m,2), A(m,3), ---) Para cada m € N.

Como o : N — N x N, entonces a (n) = (m,r). Calculando
Tropm ((a(1,1), G(1,2), A1 ,3)s ), (A2,1), A(2,2)5 A(2,3)5 ---), (A(3,1)5 A(3,2)5 A(3,3)5 )5 -on) =
T (A(m,1), A(m,2)s Um,3)s ) = O(my) = Ga(n)-

De manera que 7, o f = m, o p,,. Como 7, y p,, son continuas, podemos
concluir que

T, o f es continua para toda n € N.

Por tanto, f es una funciéon continua.

Como C'xC'xC X ..., es un espacio métrico compacto (ya que, el producto
de conjuntos compactos es un conjunto compacto), entonces f es una funcion
continua e inyectiva de un espacio métrico compacto sobre C. Por el Teorema
4.17 de [Rudin], f es un homeomorfismo.

Esto concluye la prueba de la Proposicion.

Como dijimos en la introducciéon de este capitulo, mostraremos que el
intervalo [0, 1] es imagen continua de C.

A continuacién definimos la funcion g que nos servira para dicho fin. Para
familiarizarnos con ella, la evaluaremos en algunos puntos y bosquejaremos
su grafica. La prueba de sus propiedades est& en la Proposicion 3.3.

Consideremos la funciéon

g:C —[0,1].
definida por la formula
00 ar,
g9((a1,a2,as,...)) = Z o+l
n=1

Recordemos que cada elemento x € C lo estamos identificando con la
tinica sucesion (eq, es, €3, ...) de ceros y doses que cumple
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Expresaremos algunos elementos de C, en forma de serie para calcular su
imagen bajo ¢:

1_0 2 2 2
§—§+§+§+§+...
2_2 0 0 0
§—§+§+§+§+...
1_0 0 2 2
§—§+§+§+§+...
2_0 2 0 0
§—§+§+§+§+...
7_2 0 2 2
§—§+§+§+§+...
8_2 2 0 0
§—§+§+§+§+...

1_2+2+2+2
3 32 33 3

Aplicando g, a los elementos anteriores se tiene,

0 0 0 0

+ ...

0 2 2 2 1
0,2,2,2,.)= =4+ =+ —4+—+..==
g((aaaa )) 22+23+24+25+ 2



o 0 2 2 1

2,2, )= =+ttt =—
9(00,0,2,2,..)) = G+ gz +op H o5 + ;
0 2 0 0 1

0,2,0,0,. )= —=4+—=+—+—+...=—
9((0,2,0,0,..)) = 3+ 5+ 51+ 55+ = 5
2 0 0 0 1
9((2,0,0,0,..)) =+ ==+ —+=+..=

22 ' 93 " 94 ' 95 2

2 0 2 2 3
2,0,2,2,..))==+—+—+—4..="
9((2,0,2,2,.)) = G5+ o+ 5 5 + i

2 2 0 0 3
2,2,0,0,.)) ==+ —+— 4+ —+..="
9(2,:2,0,0,..)) = G+ gz +op t o5 + T

2 2 2 2 B

Figura 2. Ilustracion de la grafica de la funcion g.

42
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Una vez bosquejada la grafica de la funciéon, demostraremos en la Pro-
posicion siguiente que g es una fuciéon continua y suprayectiva. Y por con-
siguiente, estaremos mostrando que el intervalo [0, 1], es la imagen continua
del conjunto de Cantor.

PROPOSICION 3.3. Sea

g:C —[0,1]
definida por la formula
o an
g((alaa2aa37 )) _22n+1
n=1

Entonces g es continua y suprayectiva (Recordemos que estamos identificando
a C con {0,2}).

Demostraciéon. Aplicando g a un elemento cualquiera de C, se tiene:

Como a, < 2 para toda n € N, entonces %+ < 1 para cada n € N.
Entonces

gl\lay, as,as,... - - - e - - vy vy e
b T E8s -2 22 23 2 2 22 23

El criterio de comparacion para series nos dice que entonces la serie

o0
> 5w
2n+1

n=1

es convergente y converge a un numero entre 0 y 1. Por tanto g esta bien

definida.

Para mostrar que ¢g es una funcién suprayectiva tomemos un ntimero
cualquiera entre 0 y 1, es decir, sea y € [0, 1]. Consideremos su presentacion
binaria, es decir:
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donde a; € {0,1}. Como

y:%l—i-;—%—i-g—%—i-...:%—i-zﬂ 22%+...:g((2a1,2a2,2a3,...))

23
v (2a1,2as, 2as, ...) € {0,2}>, obtenemos que ¢ es una funcion suprayectiva.
Demostraremos que g es una funciéon continua. Sea ¢ > 0. Sea § = ¢.

Dados dos elementos (ay, as, as,...) y (b1, b, b3, ...) € C tales que
d((ay, as, as,...), (by, by, bs,...)) < d. Entonces

00 00 00
a b a, — b
|9 ((a1, a2, a3, ...)) — g ((b1, b2, b3, ...))[ = Z 2n11 - Z QnL - Z gn+1n‘
n=1 n=1 n=1
- Qp — bn - |an - bn|
— 2n+1 = Z 2n+1
n=1 n=1

= ( ay, ag,as, ), (bl,bg,bg,, )) <d=¢.

Esto es,

lg (a1, az, as,...)) — g ((b1, b2, b3, ...))| < e.

Por tanto, g es una funcion continua en C'
Esto concluye la prueba de la proposicion.

Ya estamos en condiciones de poder definir una funcién continua y su-
prayectiva del conjunto de Cantor al cubo de Hilbert. El espacio métrico y
compacto [0,1] x [0,1] x [0,1] X ..., se le llama el cubo de Hilbert.

PROPOSICION 3.4. Ezxiste una funcion continua y suprayectiva de
Cen [0,1] x [0,1] x [0,1] X ...

Demostraciéon. Por la Proposicion 3.2, tenemos que C' es homeomorfo
aCxCxCx...
Sea
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f:CxCxCx..—10,1] x[0,1] x [0,1] x ...
definida por la siguiente correspondencia

f (w1, 9,23, ...) = (g(71), g(72), 9(23),...),

donde g es la funcion definida en la proposicion anterior. Como f es una
funciéon que se mete a un producto, para ver su continuidad basta comprobar
que, m, o f es continua, para toda n € N.

Sea n € N, calculando

T © f(fL'l,fL'Q,l‘g, ) = g(xn) =go 7Tn(fL'1,fL'2,l'3, )

donde 7, : [0,1] x [0,1] X ... — [0,1] es la proyeccién n-ésima. Por la
Proposiciéon 3.3, g es continua en C'. Por tanto, 7,0 f es continua para toda
n € N. Por tanto f es continua.

Para demostrar que f es una funcién suprayectiva sea (ci,cz,c3,...) €
[0,1] x [0,1] x [0,1] x ... . Dada n € N, como ¢ es una funcioén suprayectiva,
existe una z,, € C tal que ¢, = g(z,). Consideremos el punto formado por
estas x,. Es decir, tomemos (x1, 2, 23,...) € C x C' x C' X ..., aplicando f se
tiene

f((z1, e, x3,...)) = (9(21), g(x2), g(x3),...) = (c1,¢2,¢3,...) .

Por tanto, f es una funcién suprayectiva.
Esto concluye la prueba de la proposicion.

Como se mencion6 al principio de este capitulo, mostraremos que todo
espacio métrico y compacto se puede encajar como un subconjunto cerrado
del cubo de Hilbert.

En los teoremas que a continuaciéon se presentan, se muestra la cons-
truccion para definir dicha funcion. La prueba de sus propiedades esta en el
Teorema 3.8.

La demostracion de los siguientes dos teoremas se ve en los cursos de
topologia.
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TEOREMA 3.5. Todo espacio métrico compacto X, contiene un sub-
conjunto denso y numerable.

TEOREMA 3.6. Todo espacio métrico compacto X, tiene diametro
finito.

TEOREMA 3.7. Todo espacio métrico compacto X, se le puede dar
una métrica dy tal que

di(p,q) <1 para toda p,q € X

Demostraciéon. Por el Teorema 3.6, se tiene diametro X < oo. Defini-
mos d; de la siguiente manera:

d
dl(p7 Q) = ﬂ para toda D,q € X7

~ didmetro X
donde d(p,q) es la métrica definida en X. Es claro, que d; es una métrica
para X, ademas, di(p,q) < 1y se puede ver facilmente que d; y d inducen la
misma topologia en X.
Esto concluye la prueba del Teorema.

TEOREMA 3.8. Sea X un espacio métrico y compacto. Entonces X
se puede encagjar en el cubo de Hilbert. Es decir, existe una funcion inyectiva
y continua h: X — [0,1] x [0,1] x [0,1] X ...

Demostraciéon. Por el Teorema 3.7 podemos suponer que d(p,q) < 1
para cualesquiera p,q € X. Por el Teorema 3.5 existe un conjunto denso y
numerable D = {a, as,as, ...} en X. Sea

h:X —10,1] x [0,1] x [0,1] x ...
definida por la siguiente correspondencia

h(p) = (d(p, ay), d(p,as), d(p,asz), ...).
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En primer lugar, mostraremos la continuidad de la funcién h. De acuerdo
con [Willard, Teo. 8.8], necesitamos comprobar que 7, o h es continua para
toda n € N. Sea n € N, calculando

Tn(h(p)) = mu(d(p,ar),d(p, as), d(p, az), ...) = d(p, ay).

Si probamos que la distancia a un punto fijo xg € X es una funcion
continua, habremos terminado. Sea

H: X —R
definida por
H(z) = d(x,z)

como d(z, o) < d(z,y) + d(y, xq), entonces d(z, xo) — d(y, o) < d(x,y).
Similarmente

d(y, o) — d(x,z0) < d(y,x).

Entonces |H(z) — H(y)| < d(z,y)

De aqui se sigue que H es continua.

Por tanto, 7, o h es continua para toda n € N, de donde A es una funciéon
continua.

Demostraremos que h es inyectiva. Esta prueba se realizara por reduccion
al absurdo, esto es, supongamos que h(p) = h(q) y, ademéas que, p # q.

Como p # ¢, el nimero ¢ = d(p, q) es positivo. Ya que D es denso en
X, Bs(p)ND # (). Asi que existe r € N tal que a, € B¢ (p). Como estamos
suponiendo que h(p) = h(q), tenemos que

(d(p,aqr),d(p,as),d(p,as),...) = (d(q,a1),d(q, az),d(q, az), ...).

Entonces d(p, a,) = d(q, a,), para toda n € N.
En particular d(p, a,) = d(q, a,). Entonces

c=d(p,q) < d(p,a,)+d(a,,q) = 2d(p,a,) <2(5) =c¢
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Asi que ¢ < ¢. Como este absurdo nace de suponer que h no es inyectiva,
concluimos entonces que h es inyectiva.

Ahora, analizando la imagen directa de X, se tiene que
h(X) C[0,1]x][0,1]x[0, 1] ... pero, ademés, h (X) es un conjunto compacto
(es la imagen continua de un compacto). Sabemos que los subconjuntos
compactos de espacios métricos son cerrados entonces h (X) es un cerrado.

Esto concluye la prueba del Teorema.

Resumiendo hemos consiguido encontrar una funcién continua y supra-
yectiva de C' al cubo de Hilbert. Por otra parte, hemos visto que todo espacio
métrico y compacto se puede encajar en un subconjunto cerrado del cubo de
Hilbert. Continuando con la linea a seguir mencionada al principio de este
capitulo, nos falta la construccion de una funciéon que retraiga al conjun-
to de Cantor en uno de sus subconjuntos cerrados y no vacios. Pero antes
de la definicion de dicha funcion, mostraremos una manera topologicamente
equivalente de construir a C.

LEMA 3.9. Sea

D:{ Z—Z:anE{O,S} paratodanEN}.

n=1

Si
f:C—D
esta definida por la formula
f (i %> = i& donde a, € {0,2}
il marll

entonces f es un homeomorfismo de C en D.

Demostracion. Cada serie de la forma

oo

Z Z—Z con a, € {0,3} para todan € N,

n=1
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estd acotada por la serie
o0 o
3 1
Zﬁ an Zﬁ an

Por tanto cada serie de las que definen a D es convergente y representa
a un nimero en el intervalo [0, 1].

Cada z € C, por el Teorema 2.9, tiene una representacion tnica de la
forma

o0

xzzg—z donde a,, € {0,2},

n=1

entonces %an € {0,3} . Esto muestra que f esta bien definida.

Ahora mostraremos que f es inyectiva. Sean x,y € C' tales que x # y.
Escribimos

o0 o0

an bn
xzzg—n, y:Z§ donde a,, b, € {0,2}.

n=1 n=1

Como = # y entonces existe m € N tal que a,, # b,, y m es la primer
indice en donde son diferentes. Entonces (a, = 0y b, = 2) o (a,, =2y
by = 0).

Analizando un término cualquiera de la serie, obtenemos que se puede
acotar superiormente por

3 3
sa 52 3
24nn < Z— o bara cada n € N.
Es decir,
3
20 o 2 ara cada n € N
g =g P '

Primer caso. Si a,, =0y b,, = 2, se tiene

3 3
f(x) 501 502 0 50m+1  50m+2
x 41 42 qm gm+1 Am+2




3 3 3
201 302 20m-1 3 3
S gttt mritmateete
3 3 3
_ 20 3% 30m-1 3 11
_?+?+"'+4m—1+4m+1<1+4+42+
3 3 3
_ 2™ 50 30m-1 3 (4
=g T Tt T T g (g
3 3 3
_ 201 302 30m-1 1
_F+?+"'+4m—l +4_m
3 3 3
by by SDm—1 3
2 2 2
SE e Tt e T
b n 5 T 3 3bmi1 | 3bmio
41 42 ’ gm gm+1 Am—+2
= f(y).

Es decir, f(z) < f(y). Por tanto, f () # f(y). En el caso, a,, =2y by,

la demostracion de que f(x) # f(y) es similar.
Por tanto f es inyectiva.

Para mostrar que f es suprayectiva. Sea y € D, esto es,

00 oo 2
n a
Y = nEZI Z_” con a, € {0,3}. Sea x = 2 33:,

como a, € {0,3}, entonces 2a, € {0,2}, asi que z € C.
Aplicando f al elemento x, se obtiene

3n g Y

n=1 n=1

50

=0,

Por tanto, f es una funcion suprayectiva. Por consiguiente, f es una

funciéon biyectiva.

Demostraremos que la f es una funcién continua.
1

Sea ¢ > 0. Como (—)n — 0y (%)n — 0 cuando n — oo, existe M € N

1
tal que 3

entonces

L < ¢. Hacemos § = :%M Tomemos z, y € C tales que |z —y| < ¢
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L 3an A 3, =\ |3a, — 30, = 3 |an, — by
) - s = [$5 e S B = e _ % F el
n=1 n=1 n=1 n=1

1
Ya que =lr—y| < ar Por el Lema 2.8, se obtiene que

>, a, — b,

a; = bl,az = bg, ey = bM

EY
Observemos que |a, — b,| < 2 para toda n € N. Por lo cual, 2|azn bl <
39 3
4= = 7= para todan € N.
Entonces
N 2an —ba|  2lansr — busa| 3 anse — barso]
|f(z) = fy)] < Z 2 n4n == AM A1 : AM+2
n=1
3 3 3

S 4M+1 4M+2 4M+3

_ 3 (11
= o\ttt

Por tanto, f es una funciéon continua.

Resumiendo, hemos obtenido una funcién continua e inyectiva de un es-
pacio métrico compacto C' sobre el espacio métrico D, por [Rudin, Teo. 4.17]
se obtiene que f es un homeomorfismo de C' en D.

Esto concluye la prueba del lema
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LEMA 3.10. No existen a,b,c € D, tales que a <b<cyc—b=0b—a.

Demostraciéon. Esta prueba se realizara por reduccion al absurdo. Sean
a,b,c € D. Entonces

a:Z4—n,b: 4—nyc:z4—ndondedn,en,fn6{0,3},
n=1 n=1 n=1

supongamos que a < b<cyc—b=>b—a.

Como a < ¢, existe m € N tal que d,,, # f,, y ademas es la primera m en
donde son diferentes. Sabemos que, d,,, # f,, entonces d,, < f, 0 dp > frn-
Probaremos que el caso f,, < d,, no es posible.

Si fn < dp, entonces f,, =0y d,, = 3. Calculando

fl f2 0 fm+1 fm+2
CcC = E+E++4_m+4m+l+4m+2+
fi fo fm1 3 3
< 41 +E+“'+ gm—1 + gm+1 + 4m+2 + ..
fi fo fm—1 3 1 1
:E+E+"'+4mfl+4m+1 1+Z+E+---
fi fo fm—1 3 4
R TR T
e Jm-1 1
= 41+42+...—|—4m_1+4m
d d Ay 3
<Gt ptet gt
dl d2 dm—l 3 dm—l—l dm—l—?
< E+E+"'+4m—l+4_m+4m+1+4m+2+"':a'

Es decir, ¢ < a lo cual es un absurdo. Por tanto, d,, < f,,. Por tanto d,,, =0

y fm = 3.
Hemos probado que si a < ¢ con

— d — Jn
= p VTl
n=1 n=1

y si m es el primer natural donde d,, # f,,, entonces d,,, =0y f,, = 3.
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Ahora mostraremos que dy = ey = f1,...,dpm_1 = €m_1 = fm_1.
Supongamos que esto no ocurre. Sea r el primer natural tal que d, # e,
entonces r < m — 1. Por lo que vimos antes d, =0y e, =3. Como f,. =d, y
d. # e, entonces el primer natural s para el cual e, # f; debe cumplir
s < r. Ademas por lo que vimos antes e, = 0y f, = 3. Ya que e, = 3
y €5 = 0, tenemos que s < r. Pero entonces la miminalidad de r implica
que dy = e; < fs. Esto es absurdo pues s < r < m — 1y m era el primer
natural donde d,, # f,. Con esta contradicciéon hemos probado que d; =
e1=fi, 0 ldm1=€n1= frn1.

Para completar la prueba del lema, obtenemos dos contradicciones ana-
lizando los casos e,, =0y e, = 3.

Recordemos que d,,, =0y f,, = 3.

Si e,, = 0. Calculando

er — di ea — do 0-0 Emt1 — Ams1

b—a = 1 + 2 + ...+ g + gt + ...
o Cm+1 — dm+1 Cm42 — dm—l—? €m+3 — dm+3
N Agm+1 * Am+2 + 4m+3 AR
3 3 3

S 4m+1 + 4m+2 + 4m+3

_ 3 1+1+1+ _ 3 4 _1
T ogmtl 4 42 ) gm+t \ 3] ym

Por otra parte, analizando el caso extremo en que fmj;f{”“ = — 4,,::’+i
para toda i = 1,2, ... . Se tiene
e | fa—e 3—0  fog1 — emgr
c—b= T S T T
3 3 3 3

Am  gm+l gmA2 gm+3

—i_ 3 1_|_1_|_i_|_ —i_ 3 é
C4m 4mtl 4 42 ) gm gmtl \ 3

3 1 2

4m - 4m T 4m

Es decir, b—a < ¢—b, lo cual es un absurdo. Ya que, por hipotesis b—a = c—b.
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Si e,, = 3. Calculando

3—=3  fmt1 = €ms1

c—bh — f1—€1+f2—€2

41 42 to Tt 4m + gm+1 + o
fm+1 — €m+1 fm+2 — Em+42 fm+3 — Em+3
- gm+1 + 4m+2 + 4m+3 +
3 3 3

— 4m+1 4m+2 4m+3

_ 3 1+1+1+ B 3 4 _1
Togmtl 4 42 ) gm+r \ 3] ym

Por otra parte, analizando el caso extremo en que emt};’_jﬁ“ = — 3
para toda i =1,2,... . Se tiene
. er —d; ey — dy 3—=0  emnt1—dmp1
b—a = 1 + 12 + ...+ o + gt + ...
3 3 3 3

qm o 4m+1 o 4m+2 o 4m+3 o

—i_ 3 1_|_1+i_|_ —i_ 3 é
S 4m gmt] 4 42 ) 4m gmtl 3

3 1 2

gm - 4m - 4m
Es decir, ¢ — b < b — a lo cual es un absurdo. Ya que, b —a = c — b.
Por tanto, hemos demostrado que no existen a, b, c € D tales que
a<b<cyb—a=c—b
Esto concluye la prueba del lema.

En el teorema siguiente identificaremos al conjunto de Cantor con el es-
pacio D. Esto es posible debido al Lema 3.9. Entonces cuando nos refiramos
a un elemento de C| lo escribiremos como una serie de ceros y treses divididos
entre potencias de cuatro.

TEOREMA 3.11. St A C D, A es un conjunto cerrado y no vacio
entonces existe una funcion continua k : D — A tal que k(a) = a para
toda a € A.

Demostracion. Sea
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k:D— A
definida por la siguiente correspondencia
k(x) = ay

donde |z — az| = min{|r —al:a € A}.

Es decir k(x) es el punto més cercano a z. En la prueba del Teorema 3.8
vimos que la funciéon que consiste de tomar la distancia a un punto fijo es
continua. Pensando al punto fijo como z, la funcién distancia a x es continua.
Ya que A es un cerrado dentro de un compacto, entonces esta funcién alcanza
un minimo en A. Esto nos dice que efectivamente existe una tal a,. Ahora
que podriamos tener el problema de que a, no fuera tinica. Vamos a ver que
esto no ocurre. De hecho esta unicidad es la razon de que trabajemos con
D en lugar de C. Supongamos entonces que existen a, y b, en A tales que
|z —a,| = |x — by =min{|zr —al:a € A}.

Podemos suponer que a, < b,.

Si z < ay < by, entonces |x —a,| < |r —by| lo cual es absurdo. Por
una razon similar no puede ocurrir que x > b,. Entonces a, < x < b, y
|z — a,| = |v —b;|. Esto también es absurdo por el Lema 3.10. Con esta
contradiccion probamos que a, es unica y entonces k esta bien definida.

Siz € A entonces x es el punto de A més cercano a x. Por tanto k(z) = x.
Demostraremos que k es una funciéon continua.

Sean © € D y ¢ > 0. Analizaremos primero el caso en que x ¢ A.
Supongamos por ejemplo que x < a,. El caso a, < x es similar.

Sea p = a, — x. Hacemos z = x — p. Entonces z < = < a, y |a, — z| =
|z — z|. Por el Lema 3.10, no es posible que 2,z y a, € D. Y como z,a, € D,
obtenemos que z ¢ D. Ya que D es cerrado en R existe r > 0 tal que
(z=r,z+r)ND=0yr<p.

Vamos a mostrar que k(y) = a, para today € (z — 5,24+ £)ND (Notese
que, como y € (x—%,x+%) yr <pentonces z =2 —p < T —5 <y<
T4+ 5<r+p=a,). Seay € (x—%,x+%) N D.

Para hacer esto, tinicamente tenemos que ver que |y — a,| < |y — a| para
toda a € A.

Tomemos pues una a € A. Por la definicion de p y a, tenemos que p =
|z — a,| < |z —a|. Entonces a <z —pox+p<a. Esdecira<zoa, <a.

Caso 1. a < z.
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Como (z—r,z4+r)ND=0ya€ D,entoncesa < z—ro0z+r <a. La
segunda desigualdad no es posible pues a < z. De manera que a < z — r.
Entonces

a<z—r<z<wz-—3<y.

Asiquely—al=y—a>z—5—(z—r)=(z—2)+5=p+5=a,—x+]

=a; — (v —§) > a, —y = |a, — y| (la Gltima igualdad se cumple porque
y<z+5<T+p=ay).

Por tanto |y — a,| < |y — al.

Caso 2. a, < a.

En este caso [y —az| =a, —y<a—y=|y—al.

Esto concluye la prueba de que |y — a,| < |y — a| para toda a € A.

Entonces k(y) = a, para toda y € (x — 5, T+ %) N D.

Haciendo ¢ = , tenemos que para toda y € Br(z) N D, |k(y) — k(z)| =
lay —az| =0 <e.

Por tanto k es continua en x, para toda x € D — A.

Ahora analicemos el caso en que z € A. En este caso hacemos ¢ = 5.
Si y € Bs(x) N D entonces por definicion y como z € A, se tiene que
ly—kW)l=ly—al <|y—z]<d=3.

De manera que [k(z) — k(y)| = [z — k(y)| < |z —y[ + |y — k(y)| <e.

Esto termina la prueba de que k es continua en los puntos de A.

Por tanto k es continua.

Ya estamos en condiciones de demostrar el siguiente teorema.

TEOREMA 3.12. Sea X un espacio métrico, compacto y no vacio
entonces existe una funcion continua y suprayectiva. ¢ : C' — X

Demostracion. Sea X un espacio métrico y compacto. Por el Teorema
3.8, existe una funcion continua e inyectiva

h:X —10,1] x [0,1] x [0,1] x ...

Por otra parte, por la Proposicion 3.4, existe una funcién continua y
suprayectiva

f:C —1[0,1] x[0,1] x [0,1] x ...
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Sea B = f~!(h(X)). Claramente B es un subconjunto cerrado y no vacio
de C'.

De acuerdo con el Teorema 3.11 existe una funcién continua &k : C' — B
tal que k(b) = b para toda b € B.
Observemos que h es un homeomorfismo de X en h (X).
Definimos

p=hltofok:C — X.

¢ es una funcion continua ya que es la composicioén de funciones continuas.
Dada p € C, k(p) € B = f~'(h(X)). Asi que f(k(p)) € h(X). Por lo que
tiene sentido aplicar h~1(f(k(p))). Esto nos dice que ¢ esta bien definida.
Para mostrar que ¢ es suprayectiva tomamos un elemento arbitrario x €
X. Sea ¢ = h(z) € h(X).
Como f es suprayectiva existe ¢ € C tal que f(c) = ¢ = h(z). Entonces
ce f~Yn(X))=B.
Asi que k(c) = c.
Entonces

¢(c) =n7"(f (k(c) =h~" (f(c) = h"Hq) = .

Por tanto, ¢ es una funcion suprayectiva.
Esto concluye la prueba del teorema.

Como vimos en el capitulo 2, el conjunto de Cantor es un espacio métrico,
compacto, perfecto, no vacio y totalmente disconexo. Ahora veremos que si
otro espacio X tiene las propiedades anteriores tiene que ser forzosamente
homeomorfo a C. Por lo que, estas propiedades caracterizan al conjunto de
Cantor.

Para lograr la definicion de un homeomorfismo de X en C| es necesaria
la construccion que se muestra en los lemas siguientes.

LEMA 3.13. Sea X un espacio métrico, compacto, no vacio, totalmente
disconexo y sin puntos aislados entonces para cada € > 0, eriste N € Ny
existen conjuntos abiertos y cerrados Ai, Ao, ..., Ay en X tales que X =
AiUA U UAy, A, #0, para cada i =1,2,...,N, A, Ay, ...,Ax son
ajenos entre si y diametro A; < ¢ para cada ©=1,2,...,N.
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Demostraciéon. Para probar este lema necesitamos hacer uso del teo-
rema que dice que para los espacios métricos compactos la propiedad de ser
totalmente disconexo es equivalente a la propiedad de tener una base de
abiertos y cerrados.

La prueba de este resultado se puede encontrar en [Chandler, Lema 6.31].

Entonces podemos suponer que X tiene una base  de conjuntos abiertos
y cerrados.

Sea € > 0.

Primero vamos a ver que la familia

U={B € (:didgmetro(B) < ¢}

es una cubierta (abierta, por supuesto) de X.
En efecto, sea x € X. Ya que B: () es un abierto en X y 3 es una base
para X, existe B € 8 tal que x € B C B: (x) . Entonces

didgmetro B < didmetro Bs (v) < e.

Asi que B € U.
Por tanto U es una cubierta abierta de X.

Ya que X es un conjunto compacto entonces existen N € Ny By, ..., By €
U tales que

(i) B; # 0 para cadai=1,2,3,...,N .

(77i) Ningtun B; sobra. Es decir ningin B; esta contenido en la uniéon de
los demés (si hubiera de estos simplemente los vamos quitando hasta que ya
no haya).

Como cada B; € U, tenemos que diametro(B;) < e.

Definamos los siguientes conjuntos:

N-1
Al = BlaAZ - B2 - Bl,Ag = B3 - (B1 U BQ),...,AN - BN - U B]

=1

Por la condicion (iii) cada A; # ().

i—1 i—1 ¢ i—1

Jj=1 Jj=1
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tenemos que A; es una interseccion finita de abiertos y también de cerrados
(cada Bj es abierto y cerrado).
De manera que A; es abierto y cerrado.

Para ver que si k < 7, entonces A, N A; = (), observemos que

i—1 i1 i—1
A, C B, C U B;, de modo que A;NA; C (U Bj>ﬂ<Bi — (U Bj>> = (.
j=1

Por tanto A;, As, ..., Ay son ajenos entre si.

Ahora veremos que X = A; U A, U ... U Ay.

Sea x € X. Como X = B; U By U ...U By, existe una ¢ minima tal que
x € B;. Entonces

i—1
=1

De manera que x € A;. Por tanto X = A; U A, U ... U Ay.

Finalmente, como A; C B; y diametro(B;) < &, tenemos que

diagmetro(A;) < € para toda i € {1,2,..., N}.
Esto concluye la prueba del lema.

Hemos visto en el lema anterior que, si X es un espacio métrico, compacto,
totalmente disconexo y no tiene puntos aislados entonces se puede encontrar
una particion finita de conjuntos abiertos y cerrados en X, ajenos dos a dos y
no vacios. Pero cada subconjunto de esta particion al ser un conjunto abierto
y cerrado hereda todas las propiedades del espacio X, como se muestra en el
siguiente lema.

LEMA 3.14. Sea X un espacio métrico, compacto, totalmente disconexo
y sin puntos aislados. Sea A C X, un subconjunto abierto, cerrado y no
vacio, entonces A es un espacio métrico, compacto, totalmente disconexo y
sin puntos aislados.

Demostraciéon. Cualquier subconjunto no vacio de un espacio métrico
es un espacio métrico. Ademas, es claro que los subconjuntos de espacios
totalmente disconexos son totalmente disconexos, por lo cual, A es totalmente
disconexo.
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Como A es un subconjunto cerrado de un conjunto compacto entonces A
es un compacto.

Para ver que A no tiene puntos aislados, sea ¢ > 0. Como A es abierto,
existe r > 0 tal que B.(z) CAyr <e.

Ya que X no tiene puntos aislados, existe y € X talquey # xy y € B, ().
Entonces y € AN B, (x) y y # x. Por tanto A no tiene puntos aislados.

Esto concluye la prueba del lema.

Si X es un espacio métrico, compacto, totalmente disconexo y sin puntos
aislados, por el Lema 3.13, dado un £ > 0, podemos encontrar una particién
finita de subconjuntos abiertos y cerrados, no vacios y con otras propiedades
mas. Por el Lema 3.14, obtenemos que cada subconjunto abierto y ce-rrado,
no vacio de dicha particién hereda las propiedades del espacio original. Aho-
ra, probaremos que esta particiéon se puede refinar tanto como queramos.

LEMA 3.15. Sea X un espacio métrico, no vacio, compacto, totalmente
disconezro y sin puntos aislados entonces para cada € > 0, existe N € N tal
que si n > N entonces existen Ai, Ag, ..., A, abiertos y cerrados en X
tales que

(i) X =A1UAU..UA,.

(it) A; #0parai=1,2,..,n.

(1ii) Ay, Ag, ..., A, son ajenos entre si.

(iv) didgmetro A; < e para cada i=1,2,...,n.

Demostraciéon. Sea ¢ > 0. Por el Lema 3.13, existe N € N tal que
Ay, Ay, ..., Ay son abiertos y cerrados en X y ademas

(1) X =A;UAyU...UAyp.

(it) A; #£ 0 parai=1,2,...,N.

(1ii) Ay, A, ..., Ay son ajenos entre si.

(iv) diagmetro A; < ¢ para cada i = 1,2, ..., N.

Consideremos al abierto y cerrado Ay. Como Ay # 0, existe a € Ay,
por el Lema 3.14, Ay es un espacio métrico, compacto, totalmente disconexo
y sin puntos aislados. Al ser Ay un conjunto abierto entonces existe r > 0
tal que B, (a) C Ax. Ademas, Ay no tiene puntos aislados, por lo que, existe
y # a,y € Ay tal que y € B, (a). Por consiguiente, Ay tiene al menos dos
elementos. Ahora, Ay es totalmente disconexo. En particular, Ay no es
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conexo, por lo cual, existe una disconexiéon para Ay. Sean H y K abiertos
talesque HUK = Ay, HNK =0, H# 0y K # 0.
Definamos

By =A,By=Ay,..,By_1=Anx_1,By =H y Byy1 = K.

Como X — H =X UK — Ay. Pero el conjunto de la derecha es abierto
(ya que es la diferencia de un abierto con un conjunto cerrado). Por tanto
H es cerrado. De igual manera, X — K = X U H — Ay, se deduce que K es
un conjunto cerrado. Asi, H y K son conjuntos abiertos y cerrados.

Demostraremos que X = By U By U ... U By U By ;. Calculando
X231UBQU...UBN_1UBNUBN+1 :A1UA2UUAN_1UHUK:

A1 U A2 u..uJ AN_1 U AN.

Ahora B; N Ay = () para ¢ < N. Calculando
B,N(HUK)=(B;NnH)U(B;NK) = entonces B;NH = B;NK = () para
1 < N.

Por tanto, By, By, ..., By_1, Bxy ¥ Byy1 son ajenos entre si.

Ademés, B; # ) parai=1,2,..., N, N + 1.

Calculando
diametro B; = diametro A; < e parat = 1,2,...., N — 1. Como H C Ay
entonces didmetro(H) < digmetro Ay < e. Similarmente didmetro (K) < «.
Por tanto diametro (B;) < e parai=1,2,.... N, N + 1.

Hasta ahora hemos probado que X se puede partir en NV + 1 partes.

Procediendo en forma similar se muestra que X se puede partir en N + 2
partes, en N + 3 partes, etc.

De manera que X se puede partir en n partes para toda n > N.

Esto concluye la prueba del lema.

Resumiendo para cualquier espacio métrico, no vacio, compacto, total-
mente disconexo y sin puntos aislados y dada una € > 0, podemos partir
nuestro espacio en tantos subconjuntos abiertos y cerrados ajenos dos a dos
como lo necesitemos. Ademés, estos subconjuntos heredan las propiedades
del espacio original y su didmetro es menor que la ¢ dada.

DEFINICION 3.16. Una (n,c) — particion de un espacio X es una
familia P = { Ay, As, ..., A1} que satisface lo siguiente:
(1) Cada A; es un abierto, cerrado y no vacio para cada i € {0,1,...,n — 1}.
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(17) diametro A; < € para cada i € {0,1,...,n —1}.
(iv) Ag, Ay, ..., Ay_1 son ajenos entre si.

Como hemos estado anunciando vamos a mostrar que si X es un espacio
métrico, compacto, no vacio, totalmente disconexo y sin puntos aislados,
entonces X es homeomorfo a C. La demostraciéon de este hecho se basa en
hacer particiones adecuadas de X.

Empezaremos partiendo X por un ntmero de la forma 2™ de conjuntos
abiertos, cerrados, no vacios y de didmetro menor que 1. Como segundo
paso, partiremos cada uno de los miembros de la primera particiéon por un
nimero de la forma 2™ (todos los conjuntos partidos por el mismo nimero
de pedazos) de conjuntos abiertos, cerrados, no vacios y de didmetro menor
que % Y seguiremos partiendo y partiendo.

Como se ve necesitamos introducir una notaciéon apropiada.

Para cada sucesion finita nq,ng, ...,n, € N hacemos J(ny,ng, ..., ny) =
{0,1}™ x {0,1}" x ... x {0,1}"™. Observemos que cada {0,1}" tiene 2"
elementos, de donde J(ny,ns, ..., n,y,) tiene 27t - 2"2 . . 20m = Qnitnat.Anm
elementos.

LEMA 3.17. Sea X un espacio métrico compacto (no vacio), totalmente
disconexo y sin puntos aislados, entonces existe una sucesion de numeros
naturales {nm,},, .y Y una sucesion de particiones {Pp}, . de X tales que

(a) Cada Py, es de la forma Py, = {As :a € J(n1,...nm)}

(b) Los elementos de Py, son abiertos, cerrados, no vacios y de didmetro
MENOT que %

(¢) Para cada o € J(ny,na, ..., ny_1), el conjunto { A g) € P : 5 € {0,1}""}
es una particion de A,, el cual es un elemento de P,,_1.

Demostracién. Haremos una construccion inductiva.

(1) Paran = 1.

Apliquemos el Lema 3.15 a ¢ = 1. Entonces existe N; € N tal que para
cada n > Nj hay una (n, 1) — particion de X. Sea n; € N tal que 2" > Nj.
Entonces existe una (2", 1) — particiéon de X, la cual denotaremos por Py =
{As @€ J(n1)} (como Py y J(ny) tienen 2™ elementos, podemos numerar
a Py con los indices en J(n,)).
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(2) Supongamos que Py, Ps, ..., P, ya han sido construidos.

Dada a = (ay,a9,...,an,) € J(n1,n2,....;0y). Por el Lema 3.14, A, es
un espacio métrico, compacto, no vacio, totalmente disconexo y sin puntos
aislados. Apliquemos el Lema 3.15a ¢ = m%rl y al espacio A,, entonces existe
N, € N tal que, para cada n > N,, A, tiene una (n, m%rl) — particion.

Ya que J(ni,ng,...,ny) es finito, podemos tomar n,.; € N tal que
2mmt+l > N, paratoda o € J(nq, ..., n,,). Entonces, para cada a € J(nq, ..., ny),
existe una (2" +, —L2) — particion Q. de A,.

Como Q, tiene 2™+! elementos, al igual que {0, 1} , podemos denotar
a sus elementos en la forma A, g donde 3 € {0,1}""*" . Notemos que a (c, /)
lo podemos interpretar como a un elemento de J(nq, ..., Ny,i1)-

Finalmente definimos P41 = J{Qa : @ € J(N1, ..., ) }

Claramente los elementos de P,,,; son abiertos y cerrados de X, son no
vacios y tienen didmetro menor que #ﬂ Para cada a € J(ng,...,ny) el
conjunto {A(a,g) € P : 0 €0, l}nm“} es Q, vy entonces es una particion
de A, € Ppp.

Solo nos resta probar que P,,;1 es una particion de X.

Dada z € X, como P, es particion de X, existe a € J(nq,...,n,,) tal
que z € A,. Y como Q, es particion de A,, existe § € {0,1}""*" tal que
x € A(a,3) € Pmy1. Esto prueba que X = {A(a,g) t Ao € Pm+1} )

Ahora tenemos («, 3) # (v,0) con o,y € J(ny,...,nm) y 3,6 € {0, 1},
Si o # 7, como Awpg C Aa, Aps) C Ay y Aa N A, = 0, tenemos que
Aap) N A =0. Y si @ =, entonces § # J. Ya que Q, es una particién
de A,, tenemos que Ay, g N A(qs) = 0.

Esto termina la prueba de que los elementos de P,,.1 son ajenos entre si.

Por tanto P,,;1 es una particion de X.

Esto concluye la construccion y la prueba del lema.

Nm+1

LEMA 3.18. Para cada sucesion nq,ns,... en N, el espacio métrico
{0,1}™ x {0,1}" x {0,1}"* x ... es homeomorfo al espacio métrico {0,1} x
{0,1} x {0,1} x ...

Demostracion. Sea Z = {0,1}"" x {0,1}" x {0,1}"* x ...
g:Z—{0,1} x {0,1} x {0,1} x ...

definida por la siguiente correspondencia
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1 1 2 2 3 3
g((@, ..., @2, ..., a2y, @P,....a),..) =
(1 (2 2 (3 (3)

(a(l) an; , @ Any , Q a )
1 9y Unyg, 1 9=y Ung, 1 9y Ung,y ...

donde az(-n) € {0,1} para toda i,n € N.

Demostraremos que g es una funcién inyectiva. Sean
1 1 2 2 3 3
g((@, ..., @?, ... d), @?,....d)),..) =
(1) (1) ,@ 2 (3 (3)

(a7, ooy any Q15 ey Qg s Q75 ey Qg e
y
g((07, o, B), (0 b2, (07, . b)), ) =
R AN A AN A )
Supongamos que
g((by7, .o bny ), (D)7 ooy by ), (B oy bng )y o)
Esto es equivalente a que
Y N S R R CTC e
Entonces a(m) = b(m) Lai™ = b™ para toda i y m € N. Esto es, por la

definicién de i 1 ualdad en el roducto A51(
2 2 3 3
@V, ...ay =M, o)), (0P, aD) = 0P, .. 63, (@Y, ..., al)), ...

Por tanto ¢ es una funcion inyectiva.

Para mostrar que ¢ es una funcioén suprayectiva tomemos un punto arbi-
trario (ay, as,as,...) € {0,1} x {0,1} x {0,1} x ... .
Entonces

((ala e a”l)’ (an1+17 e an1+n2)v (an1+n2+17 e an1+n2+n3)7 ) <
{0,1}™ x {0,1}™ x {0,1}" x
Aplicando g¢:
g((ala e a”l)’ (an1+17 e an1+n2)7 (an1+n2+17 e an1+n2+n3)v ) = (alv Gz, a3, )
Por lo que, g es una funcion suprayectiva.

Vamos a probar que g es continua. Bastari con que probemos que 7, 0¢ :
Z — {0,1} es continua, donde 7, : {0,1} x {0,1} x {0,1} x ... — {0,1}
es la proyeccion natural. Tomemos pues n € N. Ya que ny; < ny +no < nq +
No+nsz < ..., existe m € Ntal que ny+no+...4n,, <n < ny+no+...+npyq-

Sea a = ((agl), s a,(zll)), (a?’, s a%)), (ag?’), s a,(f;)), ...). Observemos que
1 ) (2 2) (3 3 m+1
ﬂ—nog(a) = ﬂ—n((ag )7 e a7(11)7 ag )7 P a7(12)7 ag )7 e a7(13)7 )) = agz——(l—n1)+nz+...+nm)'

1 s> Yng,y--

)
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De manera que para obtener la funciéon m,, o ¢ podemos primero tomar la
proyeccion (m+1)—ésima del punto a y obtener al punto (a{™", ..., a,({(n;fl))) €
{0,1}"™*" y después tomarle la proyeccion n — (ny + ng + ... + ny,,) a este
punto.

Por tanto m, o g es la composicion de dos proyecciones y, en consecuencia
esta funcion es continua.

Por tanto g es una funcion continua.

Hemos obtenido una funcién continua e inyectiva del espacio métrico com-
pacto {0,1}" x {0,1}"* x {0,1}"* x ... en el espacio métrico {0,1} x {0,1} x
{0,1} x ... . Por [Rudin, Teo. 4.17], g es un homeomorfismo.

Esto concluye la prueba del lema.

LEMA 3.19. El espacio métrico {0,1} x {0,1} x {0,1} x ... es homeo-
morfo al espacio métrico {0,2}>.

Demostracién. Sea
h:{0,1} x {0,1} x {0,1} x ... — {0,2}"
definida por la siguiente correspondencia
h(ay,as,as,...) = (2a1, 2as, 2as, ...)

donde a; € {0,1}.

Es muy facil ver que h es una biyeccién continua del espacio métrico
y compacto {0,1} x {0,1} x {0,1} x ... al espacio métrico {0,2}*. Por
[Rudin, Teo. 4.17], h es un homeomorfismo.

Esto concluye la prueba del lema.

LEMA 3.20. EI espacio métrico {0,1}" x {0,1}" x {0,1}"™ x ... es
homeomorfo a C.

Demostracion. Por el Lema 3.18, el espacio {0, 1} x{0,1}" x{0, 1}"* x
... es homeomorfo al espacio {0,1} x {0,1} x {0,1} x ... .
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Por el Lema 3.19, el espacio {0,1} x {0,1} x {0,1} x ... es homeomorfo
a {0,2}>.

Por el Teorema 2.9, el espacio {0,2}> es homeomorfo a C.

Como sabemos que el homeomorfismo es una relacion de equivalencia en
la clase de todos los espacios topologicos, en particular es transitiva.

Por tanto el espacio métrico {0,1}"" x {0,1}" x {0,1}"* x ... es homeo-
morfo a C.

Esto concluye la prueba del lema.

Estamos listos para demostrar el ultimo resultado de este trabajo.

TEOREMA 3.21. Sea X un espacio métrico, no vacio, compacto, total-
mente disconexo y sin puntos aislados, entonces es homeomorfo al conjunto
de Cantor.

Demostraciéon. Por el Lema 3.17, existe una sucesion de numeros na-
turales {n, },,cy v una sucesién de particiones {Py, },,cy de X tales que

(a) Cada Py, es de la forma P, = {Ay :a € J(ny, ..., ) }

(b) Los elementos de P, son abiertos, cerrados, no vacios y de didmetro
menor que .

(c) Paracadaa € J(ni, ..., 1), el conjunto { A, 3) € P : 3 € {0,1}""}
es una particion de A,, el cual es un elemento de P,,_;.

Tomemos un punto z € X. Dada m € N, como P, es una particion de
X, existe un tnico elemento a = (ay, ..., ap,) € J(nq, ..., ny) tal que z € A,.

Si tomamos = (B}, ..., Bpp1) € J(N1, ..y Nmy1) tal que x € Ag, por (c),
f es de la forma 3 = (o, ..., 4y, Bpy1). Por tanto a y 3 coinciden en los
primeros m terminos.

Sea

f: X —{0,1}" x {0,1}" x {0,1}" x ...
definida por la siguiente correspondencia

f(x) = (a17a2,043, )
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donde para cada m € N, x € A(q, .. an)-

Por la observacion que hicimos hace dos parrafos, oy no depende de cual
m € N se tome, as no depende de cual m > 2 se tome, az no depende de
cual m > 3 se tome, etc. Por tanto f es una funciéon bien definida.

Demostraremos que f es una funcion inyectiva. Sean

f(p) = (a1, 09,03,...) ¥ fg) = (By, Ba, B, ).

Supongamos que f(p) = f(q). Esto es equivalente a que

(0[1,0[2, asg, ) = (517527537 )

Entonces «a,,, = 3,, para toda m € N. Por consiguiente, p,q € A,, con
O € J(n4, ..., ) para toda m € N. Es decir d(p, q) < didmetro(A,,,) < =
para toda m € N. Por tanto, d(p,¢) = 0. Esto es equivalente a p = ¢. Asi, f
es inyectiva.

Para mostrar que f es una funcién suprayectiva tomemos un punto arbi-
trario (7yq,Ya, V3, --) € {0, 1} x {0,1}"* x {0,1}"® x ... . Por la parte (c) del
Lema 3.17, se obtiene

A(717-“77m+1) C A(’YI;“W’Ym) para tOda m 6 N

Es decir, tenemos una sucesion decreciente de conjuntos compactos, no
vacios. Por [Rudin, Teo0.2.36], se obtiene que

ﬂ A(71,~~~,7m) # 0

m=1

Si tomamos un punto r en esta interseccion, entonces

f(?“) = (717727737 )

Por lo que f es suprayectiva.

Demostraremos que f es una funcion continua. Sean p € X, e > 0y
M € N tales que ZLM < &. Supongamos que p € A(q,,. ) Dada ¢ €
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Atay,.anr)- Entonces f(p) v f(q) coinciden en las primeras M coordenadas.

Asi que f(p) y f(q) son de la forma f(p) = (a1,...,an, apry1,..) ¥ f(q) =
(a1, ..., ary Bagyqs o). Entonces

A s(@) = Y 2m—Pul 5 Jom
m=1 m=M+1
1 1 1

< Swrr g g o

1 11 11
_2M+1 1+§+§—|— _2M+1(2)_2_M<6'

Por tanto d(f(p), f(q)) < € para toda ¢ en el abierto A, . a,,)-

Por tanto f es continua. Hemos obtenido una funcion continua e inyectiva
del espacio métrico compacto X en el espacio métrico {0,1}"" x {0,1}"* x
{0,1}" x ... . Por [Rudin, Teo. 4.17], f es un homeomorfismo.

Por el Lema 3.20, se obtiene que X es homeomorfo a C'.

Esto concluye la prueba del teorema.
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