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Introduccion

Este trabajo es sobre sistemas dindmicos discretos cadticos.

Los resultados que aqui presentamos se refieren, en su mayoria, a la dindmica
generada por funciones definidas en un intervalo de los nimeros reales. Sin embargo al
estudiar conjuntos invariantes con dindmica cadtica aparecen, de manera inmediata, con-
juntos con topologia mas complicada como el conjunto de Cantor. Por esta razén iniciamos
adoptando un punto de vista més general: Consideramos un espacio métrico, M, y una

funcién continua definida en él, f : M — M.

Las iteraciones de f, f” = fo fo---o f, generan un sistema dindmico discreto.
Los conceptos basicos que utilizamos son los siguientes: Decimos que x € M es un punto
periddico si existe n € N tal que f"(z) = z, al minimo del conjunto {n € N | f"(x) =z}
lo llamamos el periodo de x. Denotamos por Per(f) al conjunto de puntos periédicos de
f, v por o(z, f) a la érbita (positiva) de z, es decir, o(z, f) = {f"(z) | n > 0} donde f°
es la funcién identidad. Decimos que f es topologicamente transitiva en M si para toda
pareja de subconjuntos abiertos, A y B, de M, distintos del vacio, existe n € N tal que
f™(A) N B # ¢. Por tltimo, decimos que f es sensible a las condiciones iniciales si existe
e > 0 tal que para todo x € M y para toda § > 0, existen y € Bs(z) y n € N tales que
d(f™(z), f"(y)) > e, donde d(-,-) es la métrica en M. Llamamos a esta € la constante de

sensibilidad.

Antes de presentar nuestra definicién de caos conviene aclarar que no existe a la
fecha una definicién aceptada por todos. Conceptos como transitividad, entropia topolédgica
positiva, sensibilidad a las condiciones iniciales, existencia de puntos homoclinicos, y existen-
cia de puntos peridédicos de una cantidad infinita de periodos, aparecen de manera reiterada

cuando alguien se refiere a caos.



Hemos decidido partir de la definicién dada por R. Devaney en 1985 en An In-
troduction to Chaotic Dynamical Systems, ver [11]. Las condiciones por él propuestas para
decidir si un sistema es cadtico nos parecen sencillas y manejables. Ademds varios de
los ejemplos que han dado origen al estudio de dindmicas complicadas, el corrimiento en
dos simbolos, la herradura de Smale, los automorfismos de Anosov en el toro y la funcién
logistica principalmente, cumplen esa definicién en el espacio donde estan definidos o en un

subconjunto invariante de él.

Definicién (Devaney). Decimos que f es cadtica en M si
i) El conjunto Per(f) es denso en M.
ii) f es transitiva en M.

iii) f es sensible a las condiciones iniciales.

De estas tres condiciones, la de la sensibilidad merece algunos comentarios. Existen
otras definiciones de sensibilidad, la que nosotros presentamos parte de una idea propuesta,
por Guckenheimer en 1979 en Sensitive Dependence to Initial Conditions for One Dimen-
sional Maps, ver [14]. La expansividad, véase An Introduction to Ergodic Theory de P.
Walters [35], refleja una idea semejante a la contenida en la sensibilidad, sin embargo su
definicién implica que f sea un homeomorfismo, condicién que no cumplen varias de las fun-
ciones que nosotros estudiamos (por ejemplo la funcién logistica, f(z) = 4z(1 —x), definida
en [0,1] C R). De hecho se puede mostrar que la dindmica generada por un homeomorfismo
definido en un intervalo de los niimeros reales, o en el circulo, no es caético.

Por otro lado , la sensibilidad da la impresién de ser una condicién débil en el
siguiente sentido: dados x € M y ¢ > 0, sélo un punto de la Bs(x) estd obligado a tener
una érbita que se separa, en alguna iteracién, de la érbita de x. La siguiente afirmacion,
cuya demostracion se encuentra al final del capitulo cinco, muestra que la sensibilidad afecta
el comportamiento de las 6rbitas de un conjunto abierto y denso de puntos de Bs(z). Sean
e > 0 la constante de sensibilidad de f, y e > 0 tal que e; < 5. Entonces para todo
x € M y para toda § > 0, el conjunto de puntos y € Bs(z) tales que existe n € N con
d(f™(z), f"(y)) > &1 es abierto y denso en Bs(z).

El ultimo comentario sobre la sensibilidad, y tal vez el més importante, es el
siguiente: En 1992, ver On Devaney’s Definition of Chaos [2], un grupo de mateméticos

australianos, Banks et al, demostré que si M es un espacio métrico perfecto, entonces la



densidad de Per(f) y la transitividad implican que f tiene sensibilidad a las condiciones

iniciales. Este importante resultado nos lleva a adoptar la siguiente definicién.

Definiciéon. Sean M un espacio métrico y f : M — M una funcién continua
en él. Decimos que f es cadtica en M, si M es perfecto y se cumplen las siguientes dos
condiciones:

i) Per(f) es un conjunto denso en M.

ii) f es transitiva en M.

Si D es un conjunto invariante bajo f, f(D) = D, decimos que f es cadtica en D

si D es perfecto y la restriccién de f a D, f|p , cumple las condiciones i) e ii) en D.

Esta definicién, y el resultado de Banks et al, nos llevan a la pregunta principal
que anima este trabajo: ;Qué tanto podemos descubrir de la dindmica generada por f
a partir de la presencia simultanea de dos condiciones: densidad de puntos periédicos y
transitividad topolégica?

La mayoria de los teoremas, proposiciones y ejemplos que presentamos, aunque son
respuestas a preguntas y conjeturas particulares, adquieren un sentido y un cierto orden si

se piensan como fragmentos de la respuesta a esta pregunta general.

En dos campos se pueden dividir los resultados contenidos en el trabajo: Los
que se refieren a la dindmica de funciones definidas en un subintervalo de los reales, y los
que describen algin aspecto de la dindmica de funciones definidas en un espacio métrico
(digamos un estudio mas general).

Ambos campos estin fuertemente relacionados, sin embargo en esta presentacién

intentaremos dar cuenta de ellos por separado.

Iniciemos con los resultados para la dindmica de funciones definidas en un intervalo
de R.

Consideremos I = [a,b] C R,y f : I — I una funcién continua en I. Una gran
cantidad de resultados sobre la dindmica generada por f han tomado como punto de refe-
rencia la entropia topoldgica de f. Existen més de diez condiciones equivalentes al hecho de
que la entropia de f sea positiva, ver los siguientes trabajos: Periodic Points and Topologi-
cal Entropy of One Dimensional Maps de L. Block, J. Guckenheimer, M. Misiurewicz y L.
Young [8]; Dynamics in One Dimension de L. Block y W. A. Coppel [9]; y Complejidad en



Sistemas Dindmicos de M. Falconi y J. Pulido [13]. Nuestra primer tarea fué relacionar la
presencia de caos con este importante concepto.

El estudio de la dindmica de funciones con entropia cero es muy completo, ver [8]
y el trabajo de M. Misiurewicz Invariant Measures for Continuos Transformations of [0, 1]
with Zero Topological Entropy [22]. Los posibles conjuntos invariantes donde la funcién es
transitiva s6lo pueden ser érbitas periddicas, o conjuntos de Cantor donde f se factoriza
en la funcién mdquina sumadora, o : ¥ — X. De aqui que la dindmica de f no presente
subconjuntos con dindmica cadtica. Por tanto la presencia de caos implica entropia positiva,
ent(f) > 0. Es inmediata la siguiente pregunta: ;entropia positiva implica caos? En el

capitulo tres contestamos afirmativamente, y presentamos la demostracién del siguiente

Teorema. Para funciones en el intervalo, f : I — I, las siguientes dos afirmaciones
son equivalentes:
i) Existe D C I tal que f es cadtica en D.

ii) La entropia topoldgica de f es positiva.

Este resultado no sdélo liga nuestro trabajo al estudio que se ha venido realizando
sobre este tipo de sistemas dindmicos, también nos permite encontrar nuevas relaciones
entre la dindmica cadtica y otros conceptos.

En el capitulo cuatro estudiamos la relacién entre caos y el conjunto w(z, f), donde
w(z, f) es el conjunto de los puntos en I, y € I, tales que existe {n;} C N con f"(z) — y.
Al revisar la literatura sobre el tema, ver [8], [9] y [22] nuevamente, nos dimos cuenta que
si la ent(f) = 0, entonces el conjunto w(zx, f) presentaba dos caracteristicas:

Primera. Su cardinalidad s6lo puede ser finita (en el caso de que w(z, f) sea una
érbita periédica), o no numerable (en el caso de que w(z, f) sea un conjunto de Cantor).

Segunda. Es conocido que para toda z € I el conjunto w(z, f) es invariante bajo
f. Lo interesante es que si ent(f) = 0, entonces f ‘w(z,f) siempre es transitiva.

De estas dos observaciones nacieron dos nuevas preguntas: ;jExiste alguna relacién
entre la presencia de caos y la existencia de un punto x € I tal que la cardinalidad de su
w(z, f) sea infinita numerable? ;Existe alguna entre caos y la posibilidad de que f |, s
no sea transitiva para alguna z € 17

Nuestra respuesta es que si existen estas relaciones. El resultado al que llegamos,

cuya demostracién es el contenido del capitulo cuatro, es el siguiente:



Teorema. Para funciones en el intervalo las siguientes tres afirmaciones son equi-
valentes:

i) f es cadtica en algiin subconjunto de 1.

ii) Existe z € I tal que su w (z, f) tiene cardinalidad infinita numerable.

iii) Existe z € I tal que f restringida a w (x, f) no es transitiva.

De las dos caracteristicas que forman parte de nuestra definicién de caos, densidad
de Per(f) y la transitividad, es la segunda la que nos da més informacién sobre la dindmica
de f. Decimos ésto en el siguiente sentido: si de f s6lo conocemos que Per(f) es denso en
1, a partir de aqui no podemos avanzar mucho, la funcién identidad cumple esta condicién
y su dindmica es simple (sin embargo existe un estudio realizado por M. Barge y J. Martin,
Dense Periodicity on the Interval [5], muy completo e interesante sobre la dindmica de
funciones en el intervalo que presentan densidad de puntos periddicos).

Por otro lado de la presencia de la transitividad podemos obtener conclusiones
muy importantes. En 1979 Z. Nitecki demostré en Topological Dynamics on the Interval
que si f es transitiva en I, entonces el conjunto de puntos periddicos es denso en I (véase
[24]). Por lo tanto, en intervalos, transitividad implica caos.

Este ultimo resultado no nos es tan 1util en esta tesis, como pudiera parecer en un
primer momento, ya que los conjuntos invariantes y compactos, D C I, donde hay presencia
de caos son s6lo de dos tipos (como demostraremos en el capitulo dos):

i) D es la unién finita de intervalos 6

ii) D es un conjunto de Cantor.

Dada la orientacién en que hemos realizado nuestro estudio, cuando aseguramos
la presencia de caos en un subconjunto invariante de I, éste es un conjunto de Cantor.

Siguiendo en este camino, podria parecer que de la séla presencia de la sensibilidad
a las condiciones iniciales no obtendriamos més resultados sobre la dindmica de f. Sin
embargo no es asi. En el capitulo cinco demostraremos que, para funciones en el intervalo,

la sensibilidad de f implica que la dindmica es cadtica. Nuestro resultado es el siguiente:

Teorema. Si f : I — I es sensible a las condiciones iniciales, entonces f cumple
las siguientes tres afirmaciones:
i) f es cadtica en algiin subconjunto de 1.

ii) El conjunto de los puntos aperiédicos es denso en 1.



iii) El conjunto de los puntos asintoticamente periddicos es denso en I.

Recordemos que x € I es aperiédico si la cardinalidad de w(z, f) es infinita, y es

asintoticamente periddico si la cardinalidad de w(z, f) es finita.

En un nivel distinto se sitia el estudio del espacio formado por todas las funciones
que son cadticas en algiin subconjunto del intervalo I. Denotemos por C° [I, I] al conjunto
de las funciones continuas de I en I, y por K [I,1I] C C°[I,I] al de las funciones para las
cuales existe un subconjunto de I donde son cadticas. Siguiendo los resultados resenados
por Block y Coppel, [9], se puede demostrar que K [I, I] es abierto y denso en C° [I,1]. La

métrica considerada en CP [I,I] es esta:

d(f,9) = sup{|f(z) — g(x)|, = € I}.

La pregunta que nos planteamos fué ;Cudntas componentes tiene K [I,I]?
Escogimos el camino de estudiar la arco-conexidad de K [I,I]. La respuesta a la
pregunta es: una séla componente. Esta respuesta y algunas otras propiedades de este

conjunto estdn contenidas en el siguiente teorema (su demostracién forma el capitulo seis).

Teorema. Si C[I, ] representa el conjunto de las funciones continuas en I, y
K [I,1I] C C°[I,1] el conjunto de las funciones que son cadticas en algiin subconjunto de 1.
Entonces:

i) K [I,1] es arco-conexo.

ii) El complemento de K [I,I], las funciones no cadticas, también es un espacio
arco-conexo.

iii) Los conjuntos K [I,I] y su complemento no son convexos.

Varias de las implicaciones presentadas para intervalos en R no son validas en
otro tipo de espacios. En particular queremos destacar la que se refiere a la entropia
topoldgica. A. Katok demostrd en 1981, en Lyapunov Exponents, Entropy and Periodic
Orbits for Diffeomorphisms [17], que si f : M — M es un difeomorfismo de clase C1+,
« > 0, de una variedad compacta de dimensién dos y la entropia de f es positiva, entonces
existe un subconjunto invariante donde la dindmica es cadtica. Este resultado es similar
al que nosotros presentamos para funciones del intervalo. Sin embargo, en 1981 también,

M. Rees (ver A Minimal Positive Entropy Homeomorphism of the 2-torus [28]) demostré la



existencia de un homeomorfismo en el toro bidimensional con entropia positiva y sin puntos
. /d- E d . ]_ CO t ’ -t- . l. d. .7

periddicos. Es decir, en clase C", entropia positiva no implica caos en dimensién mayor que

uno. Al final del capitulo cinco mostramos un ejemplo sencillo de un endomorfismo en el

toro con entropia positiva y sin caos.

Consideremos ahora M un espacio métrico perfecto y compacto, y f : M — M
una funcién continua en él. Resultados sobre la dindmica de f en este nivel de generalidad

son menos frecuentes. En este trabajo estdn contenidos tres que nos parecen interesantes.

1.- Para el primero de ellos nos hacemos la siguiente pregunta: Si f es cadtica en
M ;qué podemos decir sobre la dinamica de ™7

Puede suceder que f™ sea cadtica en M para toda n € N. Esto se da por ejemplo
si f es un automorfismo de Anosov y M es el toro de dimensién dos.

Si f™ no es cadtica en M, obtuvimos el siguiente resultado:

Teorema. Si f: M — M es cadtica en M, compacto, y para n € N la funcién
f™ no es cadtica en M, entonces existe una particion de M en n subconjuntos cerrados,
Ay, Ay, ..., Ay, tales que para toda i € {1,2,...,n}, f™ es cadtica en A;. Ademds f (A4;) =

A;11, donde los indices se toman médulo n.

Es inmediato notar la semejanza de este resultado con la descomposicion espectral
del conjunto de los puntos no errantes demostrada por Smale (ver Differentiable Dynamical
Systems [32]) para difeomorfismos que cumplen el axioma A.

Vale la pena mencionar que para la demostracién de nuestro teorema sélo usamos
de f su continuidad y las dos condiciones de la definicién de caos (véase el capitulo uno).

Demostramos en el capitulo tres una afirmacién que puede tomarse, en cierto
sentido, como reciproca de este teorema: Si para alguna n € N se tiene que f™ es cadtica

en en un subconjunto D de M, entonces f es cadtica en C, donde D C C' C M.

2.- Para el segundo resultado partimos de la siguiente pregunta: Supongamos que
f i+ M — M es cadtica en un subconjunto compacto de M, D C M ;cémo es la topologia
de D?

Ya mencionamos antes que si M es un intervalo compacto de R, entonces D tiene
sOlo dos opciones: es la unién de una cantidad finita de componentes o es un conjunto de

Cantor.



En el capitulo dos mostraremos que si M es de dimensién dos, la estructura de
D puede tener més opciones. Es decir, la topologia de D tiene la posibilidad de ser més
complicada, mas rica.

Sin embargo pudimos descubrir lo siguiente:

Teorema. Supongamos que f: M — M es cadtica en D C M. Si D es compacto
y estd formado por una cantidad infinita de componentes, entonces existen lA), un conjunto
de Cantor, f: D — lA), una funcién continua y cadtica en lA), ym:D — lA), continua y

suprayectiva, tales que el siguiente diagrama conmuta:

p 4 b
] s
D f D

Una consecuencia inmediata de este teorema es que si f es cadtica en D, entonces
este conjunto esta formado por una cantidad finita de componentes é por una cantidad no

numerable de ellas.

3.- Los capitulos siete y ocho de la tesis pueden considerarse como apéndices en el
sentido de que redondean los temas tratados en los seis primeros capitulos. En particular
en el siete proponemos una definicién alternativa de caos (equivalente a la dada antes). Con
ella podemos demostrar lo siguiente: Si f es cadtica en M, los periodos presentes en Per(f)
forman un conjunto no acotado. Esta afirmacién es evidente para funciones en el intervalo.
Ahi caos implica entropia positiva y con ello, la presencia de puntos peridédicos con periodos,
de al menos, todas las potencias de 2. La misma afirmacion para funciones definidas en un
espacio métrico M suena también evidente, sin embargo no encontramos una demostracién
de ella en la literatura que consultamos.

El siguiente teorema, que demostraremos en el capitulo siete, contiene la afirmacién
anterior. Nos muestra también que caos implica una particular distribucién de los puntos
periddicos: Todo conjunto abierto distinto del vacio contiene puntos periédicos de periodo

tan grande como se quiera.

Teorema. Sean M un espacio métricoy f : M — M continua en M. Si f es
cadtica en M, entonces para todo z € M, para todo § > 0, y para todo n € N, existe

y € Per(f) tal que y € Bs(x) y el periodo de y es mayor que n.
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Con la afirmacién anterior terminamos la presentacién de nuestro trabajo. Ojala
el lector acepte la invitacién implicita en esta introduccion y siga adelante. Tal vez algunos
fragmentos de esta tesis le sean de utilidad. O, mejor ain, tal vez en la lectura de alguna

parte de ella encuentre un pequeno disfrute.

Héctor Méndez Lango.

Junio de 1995.
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Capitulo 1

Caos, primeras propiedades

La definicién de funcién cadtica, f : M — M, algunas de sus consecuencias ini-
ciales y la presentacién de los primeros ejemplos, son el contenido de este capitulo. En
particular aqui estudiamos la relaciéon entre las dindmicas cadticas de f y f™. En este
terreno demostraremos la siguiente afirmacién:

Si M es compacto y f es cadtica en M, entonces para cada n € N la dindmica
generada por f" tiene dos opciones: f" es cadtica en M, o existe una particion de M en n
subconjuntos cerrados, A1, As, ..., Ay, tales que para cada i € {1,2,....,n}, f™ es cadtica en
A;. Ademids f(A;) = Aiy1, donde los indices se consideran médulo n.

En la segunda parte del capitulo nos preguntamos sobre el comportamiento de la
dindmica cadtica ante diagramas que conmutan. En esencia demostramos que si g es un
factor de f, bajo h, y g es cadtica, entonces f es cadtica en algiin subconjunto de M si para

todo y en el dominio de ¢ la cardinalidad de h~!(y) est4 acotada.

1.1 La definicion de caos

A lo largo de este trabajo M representa un espacio métrico perfecto, d(-,-) su
métrica, y f : M — M una funcién continua en M. Decimos que x € M es un punto
periddico si existe n € N tal que f™(z) = z (donde f™ = fo fo...of es la n-iteracién de f).
Si z es un punto periddico, al minimo del conjunto {n|f™(z) = z } le llamamos el periodo de
x. Denotamos por Per(f) al conjunto de puntos periédicos de f, por Per,(f) al de puntos
periédicos de periodo n, y por o(z, f) a la 6rbita (positiva) de z, o(x, f) = {f™(x)|n >0},

donde f¥ es la funcién identidad, f° = id.
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Definicién 1.1.1 Decimos que f es cadtica en M si:

i) Per(f) es un conjunto denso en M.

ii) f es topoldgicamente transitiva en M. Es decir, para toda pareja de conjuntos
abiertos no vacios, A y B en M, existe n € N tal que f"(A) N B # ¢.

Si D es un conjunto invariante bajo f, f(D) = D, decimos que f es cadtica en D
si D es perfecto y la restriccion de f a D, f|p, cumple las condiciones i) e ii) en D. En

este caso llamamos a D el conjunto cadtico.

Observaciones:

l.a. La definicién anterior se basa en la dada por R. Devaney en 1985, ver [11].
Para él f : M — M es cadtica en M si se cumplen las dos propiedades de nuestra definicién
y f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales. Es decir, existe ¢ > 0 tal que para todo
x € M y para toda 6 > 0, existen y € Bs(xz) y n € N tales que d(f™(x), f"(y)) > e.

Sabemos por un resultado reciente (véase [2]) que si M es perfecto, entonces la
densidad de puntos periédicos y la transitividad topoldgica implican la sensibilidad de f.
Por tanto, en espacios perfectos la definicién que proponemos es equivalente a la definicion
de Devaney.

1.b. Si el espacio M es completo, entonces la condicién ii) de nuestra definicién
de caos es equivalente a la siguiente: f(M) = M y existe x € M tal que o(z, f) es densa en
M. Obsérvese que en este caso M es separable.

1.c. Existen varias formas de definir la estabilidad de una érbita. La siguiente,
utilizada por Barge y Martin (ver [4]), nos permite relacionar caos y estabilidad. Decimos
que € M es topologicamente estable si para todo € > 0 existe 0 > 0 tal quesiy € M y
d(z,y) < d, entonces d(f"(x), f"(y)) < € para toda n € N. La condicién de sensibilidad a
las condiciones iniciales nos dice que ningin punto de M tiene una érbita topolégicamente
estable. Por lo tanto, caos en M significa inestabilidad topoldgica en todos los puntos de

M.

Ejemplos:

1.d. Las definiciones y demostraciones que deberian acompanar este parrafo se
pueden consultar en Smale [32]. Sea M una variedad diferenciable y compacta. Sean
f M — M un difeomorfismo, y €2 el conjunto de los puntos no errantes bajo f. Supongamos
que €2 es un conjunto hiperbdlico y que Per(f) es denso en €. Entonces € es la unién finita

de conjuntos cerrados, invariantes y disjuntos:
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Q=0,U0QU..UQ,

y en cada uno de ellos f es transitiva. Por lo tanto para cada k € {1,2,...,n}, donde Qy es

perfecto,

f |Qk_: Qk — Qk

es cadtica.
l.e. Para este parrafo se pueden consultar [11] y [32]. Sea A una matriz de 2x2
con entradas enteras. Sea T? el toro bidimensional, 7? = R%/Z2. Si el determinante de A

es igual a 1, A induce un difeomorfismo en 72 :

fa:T? =T

Si A es hiperbdlica, es decir si sus valores propios no pertenecen al circulo unitario,
al difeomorfismo inducido lo llamamos automorfismo de Anosov.

Sabemos que si f4 es un automorfismo de Anosov, entonces f4 es cadtica en T2.

1.f. Sea S? la esfera de dimensién dos. Existe un difeomorfismo, conocido como

la herradura de Smale (ver [32]),

f:8% =82

tal que Q = {p} U{q} UD. Donde p es una fuente, ¢ es un sumidero, y D es un conjunto de
Cantor. Ademads f es cadtica en D.
1.g. Consideremos la siguiente familia de funciones: Fy : [0,1] — [0,1], XA € [0,4],

dada por:

Fy(z) = \z(1l — x).

Sabemos (ver [11]) que Fy es cadtica en [0, 1]. Demostraremos en el capitulo tres
que si A € (Ax,4], Ao = 3.5699456..., existe un subconjunto de Cantor D de [0, 1], que
depende de A, tal que F) es cadtica en D. La familia F es conocida como la familia logistica,
y Fy como la funcién logistica.

1.h. Sea G) : [0,1] — [0,1], XA € [0,2], la familia dada por:
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o _{ )\wsixe[o,%]
A(T) = .

A—Adrsiz € [%,1].

(2, conocida como la funcién tienda de campana, es caética en [0,1]. En forma
andloga al ejemplo anterior, para todo A € (1,2], existe un subconjunto de [0,1], que
depende de A, donde la funcién G, es cadtica.

Nos sera util referirnos a funciones del tipo G5 de la siguiente forma: G4 es lineal
a pedazos definida por G(0) = G(1) =0y G(3) = 1.

1.j. Sea f :[0,1] — [0,1] lineal a pedazos definida por: f(0) = f(1) = 0y
I3 =13 =1

Se puede mostrar que f es cadtica en C, donde C es el conjunto ternario de Cantor.

1.2 Relacion entre las dinamicas cadticas de fy f”
Iniciamos mostrando que los conjuntos Per(f) y Per(f™) son iguales.
Lema 1.2.1 Sea n € N, entonces Per(f) = Per(f™).

Demostracién. Sea z € Per(f), esto implica que existe k € N tal que f¥(z) =
z = f"(z) =z, por tanto x € Per(f™). Esto demuestra la contencién Per(f) C Per(f™).

La otra contencién es inmediata. O

Lema 1.2.2 Sean z € M, z ¢ Per(f), y A=o(z, f). Si f(A) = A, entonces A es perfecto.

Demostracién. Sea B C M un conjunto abierto tal que 2 € B. Como f(A) = A,
fYB)N A # ¢, esto implica que existe n > 0, tal que f*(z) € f~'(B) N A. Por tanto
"t (xz) € BN A con f"*!(z) # x, = es punto de acumulacién de A. De lo anterior se sigue
primero que todo elemento de la érbita de z es punto de acumulacién de A, y luego que en

A todo punto es de acumulacion. A es perfecto. O

Teorema 1.2.1 Sea f: M — M cadtica en M, M compacto, si existe n € N tal que f"
no es cadtica en M, entonces existen n subconjuntos cerrados de M, Ay, Aq, ..., A,_1, tales
que:

i) M = Up_jAy.

i) Si k €{0,1,...,n — 2}, entonces f(Ax) = Aky1 y f(An_1) = Ap.
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iii) Para toda k € {0,1,...,n — 1}, se tiene que int(Ag) # ¢ y UZ;&imﬁ(Ak) es
denso en M.

w) Para toda k € {0,1,..,n — 1}, f™|a, : Ay = Ag es cadtica en Ay.

Demostraciéon. Sea n € N tal que la funcién f™ no es cadtica en todo M. Sea

xo tal que o(zg, f) = M. Si o(xg, f) es densa en M, entonces tendriamos que f" es

topologicamente transitiva en M y, por el lema 1.2.1, Per(f™) = Per(f) = M. Lo que nos
llevaria a que f™ es cadtica en M. Por tanto W #£ M .

Sean zj, = f*(xo) y A = o(zy, f7), para k =0,1,2,....,n — 1.

Paso uno. Demostremos la afirmacién i).

Sea x € M, como o(zg, f) = M existe una sucesién infinita de naturales, {n;} = S,

tales que limy,, oo f(z9) = z. Sean

Cr={k,n+k2n+k,3n+k,..},dnde ke{0,1,2,..,n—1}.

Como S = (SNCyH)U(SNC)U...U(SNCy-1), existe k € {0,1,...,n — 1} tal que
S N C}, es infinito numerable, a los elementos de esta interseccién les llamamos n;,. Como
f™(z0) — z tenemos que @ € Ay. Por tanto M = U}_J Ay.

Paso dos. Para las afirmaciones f(Ag) = Ax11y f(An—1) = Ap, demostraremos
primero la contencién “C”.

Sean k € {0,1,...,n —2} yy € f(Ag), existen z € Ay, con f(z) =y, y una sucesién
de miltiplos de n, {n;}, tales que f"(x;) — 2. Esto implica que f™*!(z;) — y , como
it (zy) = fMi(zky1) tenemos que y € Ay . Por tanto f(Ay) C Apyq -

Si kK =n —1 tenemos

Frt @n1) =y, U o)) =y, Y (o) =

por tanto y € Ag y f(An—1) C Ag.

Veamos ahora la contencién “D”. Sean k € {0,1,...,n — 2} y y € A1, existe una
sucesién de multiplos de n, {n;}, tal que f™i(zr11) — y. Como A es compacto podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que la sucesién {f"i(xy)} es convergente. Sea z =

limy,, o0 f™(z) , por tanto z € Ay y

f(z) = lim f”i“'l(azk) = n}gnoo " (xge1) = v.

n; —>00
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Por tanto y € f(Ax) v Ar+1 C f(Ag).
Sik =n—1 tomamos y € Ay, existe {n;} una sucesién de miltiplos de n tal que
f"(z¢) — y. Podemos suponer que la sucesién {f™ " (z,—1)} es convergente.

Sea z = limy,, 400 f™ " (2,—_1), entonces

f(z) — n}I_r)noo fni—n-l-l(xn_l) — n}I_r)noo fni—n-i-l o fn_l(fL'())-

Por tanto f(z) = limy,, yo0 f™(z0) =y, ¥ € f(An—1) y Ao C f(An_1). Con esto
terminamos la demostracién de la afirmacién ii).

Obsérvese que, aplicando varias veces la afirmacion ii), ya tenemos lo siguiente:

a) Para toda m € N, f™(Ag) = Aktm(modn), ¥

b) Para toda k € {0,1,2,....,n — 1}, f*(Ax) = Ag. Cada Ay es estrictamente
invariante bajo f".

Paso tres. Dada k € {0,1,2,...,n — 1}, todo punto de Ay es punto de acumu-
lacién de Ajg.

Demostracién. De las igualdades: f"(A) = A y Ay = o(zy, f7), del hecho de
que zg no es punto periddico y del lema 1.2.2, se sigue que Ay es perfecto.

De lo anterior se desprende también que f" |4, es transitiva en Ay.

k

Paso cuatro. El conjunto A = U}'Zjint(Ax) es denso en M.

Demostracién. Sea B C M, un subconjunto abierto y distinto del vacio. Supon-
gamos que BN A = ¢. Como B Nint(Ay) = ¢, entonces B — Ay # ¢. Sea By = B — Ay,
B1 C B, Bj es abierto y distinto del vacio. Como B Nint(A1) = ¢, By Nint(A41) = ¢.
Podemos definir By = By — A; = B — (AgU A1), y tener que By C B, B; abierto y distinto

del vacio. Continuamos asi hasta obtener:

B, 1=B-— (AU U...u An,Q),

B,,_1 abierto y distinto del vacio. Y por tltimo, como

Bnint(An-1) = ¢ = By Nint(A, 1) = ¢,

definimos B,, asi:

B, =B, 1— An,1 =B -— (AU U...uU Anfl),
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con B, abierto y distinto del vacio, lo cual es una contradicciéon con lo demostrado en el
paso uno.

Paso cinco. Para cada k € {0,1,...,n — 1}, y cada m multiplo de n, se tiene que
f™ (@) € int(A).

Demostracién. Supongamos por el contrario que existen m y k, que cumplen las
condiciones descritas, tales que f™ () € 0Aj, entonces existe A; # Ay, j € {0,1,...,n — 1},
tal que f™(zy) € A; N Ai. Como ambos conjuntos son invariantes bajo f”, tenemos que
para todo p miltiplo de n, p > m, fP(x}) € A; N Aj. Por tanto A, C A;.

Utilizando los resultados del paso dos, obtenemos las siguientes contenciones:

Aj CAjrnrjk) CAjrami—k) C o CAjrm-1)ntj—k) = Anjt(n-1)n—(n-1)k = Ak,

donde los indices deben considerarse médulo n.

De ellas concluimos que A; = Ay, lo cual es una contradiccién.

Los pasos cuatro y cinco demuestran la afirmacion iii).

Paso seis. Sea k € {0,1,...,n — 1}, f™ es cadtica en Ay.

Demostracién. Es suficiente mostrar la densidad de los puntos periddicos,
Per(f™|a,) = Ag.

Sea B abierto y BN Ay # ¢, sean y € Ay y € > 0 tales que B.(y) C B. Existe m,
miiltiplo de n, tal que f™(zx) € B:(y). Como f™(xy) € int(Ay), existe § > 0 tal que

B(;(fm(wk)) C Bg(y) N znt(Ak) C BN A;.

Como Per(f™) es denso en M, existe z € Per(f™) tal que z € Bs(f™(xx)) C
B N Ay. Por tanto Per(f™|a,) es denso en Ay y f" es cadtica en A.

Lo anterior demuestra la afirmacién iv) y termina nuestro teorema. O

Definicién 1.2.1 Decimos que f es mezclante si para toda pareja de abiertos, A y B en M,

distintos del vacio, existe ng € N, ng = no(A, B), tal que sin > ng, entonces f"(A)NB # ¢.
Observacion 1.j. f mezclante implica f transitiva.

Proposicion 1.2.1 Si f es cadtica en M y es mezclante, entonces para toda n € N, f™ es

cadtica en M.
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Demostraciéon. Es inmediato demostrar que si f es mezclante, entonces para
todo n € N se tiene que f" es transitiva en M. Y por el lema 1.2.1, obtenemos que f" es

cadtica en M. O

Sea M un intervalo compacto en R. Siguiendo el trabajo de Marcy Barge y Joe
Martin (véase [6]) se puede demostrar que f es mezclante en M si y sélo si para todon € N,

f™ es cadtica en M.

1.3 Caos y diagramas que conmutan

A lo largo de esta seccién f : M — M, g : N — Ny h : M — N seran
funciones continuas; M y N espacios métricos perfectos; h suprayectiva, y supondremos

que el siguiente diagrama conmuta:

M Lo
h{ bho oo (%)
N @ N

Es decir, para todo z € M se tiene que h o f(z) = g o h(x).

Definicién 1.3.1 Si h es un homeomorfismo, decimos que f y g son topologicamente equi-
valentes (o equivalentes) y lo denotamos asi: f ~ g . Si h no es inyectiva decimos que g es

un factor de f, o que g es una semiconjugacion de f.

Observacion 1.k. Son conocidos los siguientes resultados:

i) La igualdad ho f = goh implica que para todon € N se tiene que ho f™ = g"oh.

ii) Si f ~ g, entonces f es transitiva en M si y solamente si g es transitiva en N.

iii) Si f ~ g, entonces f tiene densidad de puntos periédicos si y solamente si g
tiene densidad de puntos periddicos. Por tanto si f y g son equivalentes, entonces f es
cadtica en M siy solamente si g es cadtica en N.

iv) En el articulo de Banks et al, [2], aparece un ejemplo donde se muestra que
si f ~ gy f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales, entonces g no necesariamente
tiene sensibilidad. Sin embargo si los conjuntos M y N son compactos, y f ~ g, se puede
demostrar que la sensibilidad de f si implica la sensibilidad de g.

v) Si g es un factor de f y f es cadtica en M, entonces g es cadtica en N (véase
26]).
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vi)SiMy N son compactos podemos asignar tanto a f como a ¢ un ntimero mayor
o igual a cero conocido como su entropia topoldgica, ent(f) y ent(g). Si f ~ g, entonces
ent(f) = ent(g). Si g es factor de f, entonces ent(f) > ent(g).

Los resultados que sobre la entropia topoldgica de f en algiin momento utilizaremos

se pueden consultar en [1] y [9].

Si g es un factor de f la parte v) de la observacién anterior nos dice que lo caético
de la dindmica de f se hereda a la dindmica de g. En el teorema 1.3.1 analizamos el proceso
inverso: si la dindmica de g es cadtica ;Qué podemos decir sobre la dindmica de f7

Para la demostracién del teorema 1.3.1 necesitamos el siguiente lema.

Lema 1.3.1 Sean p, q y r tres puntos en M. Si q es punto de acumulacién de la o(p, f), y

r es punto de acumulacion de la o(q, f), entonces r es punto de acumulacion de la o(p, f).

Demostracién. Existen dos sucesiones, {n;} y {m;} en N, tales que

frip) = qy f™(q) —r

Dada e > 0, existe mg € N tal que f™(q) € B.(r). Sea § > 0 tal que

Bs(f™(q)) C Be(r) y r & Bs(f™(q))-

Como f™0 es una funcién continua, existe v > 0 tal que

fm(By(q)) C Bs(f™(q))-

Sea ng € N tal que f™(p) € B,(q), por las contenciones anteriores fm0+™0(p)

Be(r) con frotmo(p) = r. Por lo tanto 7 es punto de acumulacién de la 6rbita de p bajo f.

|

Teorema 1.3.1 Supongamos que g es factor de f, que M y N son compactos y que existe
m € N tal que para todo y € N la cardinalidad de h='(y) es menor o igual a m. Si g es

cadtica en ]\7, entonces existe D C M tal que f es cadtica en D.

Demostracién. Sea yo € N, tal que o(yo,g) = N. Como h es a lo mis m
al, hi(yo) = {z1,72,....,2p} con p < my z; # xj sii # j. Sea Ay = o=y, f), para

ke{l1,2,..,p}.
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Paso uno. Existe k € {1,2,...,p} tal que z; es punto de acumulacién de o(zy, f).
Demostracién. Como y, es punto de acumulacién de o(yo, g), existe una sucesién
{n;} C N tal que g"(yg) — yo. Consideremos la sucesién {f"(z1)} . Como A; es compacto,

podemos suponer que esta sucesién es convergente, f™i(z1) — x. Ademads

h(z) =h( lim_f"(z1)) = lim ho f*(z;) = lim g™ oh(z1) = lim_g" (yo) = yo.

n;—00 n; —00

Por lo tanto = € {z1,z2,...,zp}.

Seguimos el mismo procedimiento para z y obtenemos que la sucesion f™i(xz9)
converge a un punto de h~'(yp). En forma andloga con z3, y asi para todo elemento de
h™! (yo)-

Definimos una aplicacién de h~!(yp) en si mismo, P : h~!(y9) — h~'(y), definida

Plae) = Jim, /" (ze).

ke {l,2,..,p}.
Como la cardinalidad de h~!(yo) es finita, existen k& € {1,2,...,p} y m € N tales

que P™(z)) = x. Es decir, tenemos el siguiente esquema:

P P P P
Tk —> Ty — Thy —7 -- —> T

De aqui se sigue que zj, es punto de acumulacién de o(xg, f), x, es punto de
acumulacién de o(zy,, f), y asi sucesivamente. Aplicando el lema 1.3.1 concluimos que z,
es punto de acumulacién de o(zg, f).

Renumerando los indices, si es necesario, podemos suponer que z; es punto de
acumulacién de o(z1, f).

Paso dos. f(A1) = A;.

Demostracion. Sea y € f(A1), y = f(z) con z € A;. Existe una sucesién de
naturales, {n;}, tales que f™(z;) = z = f*+t!(z;) =y, por tanto y € A; y f(A;) C A;.

Sea y € Aj, existe f"(x1) — y, como A; es compacto podemos suponer que
" 1(z1) — 2. Para este punto tenemos que f(z) =y, por tanto y € f(A;) y A1 C f(A1).

De las igualdades f(A;) = A1 y A} = o(z1, f) y de que z1 ¢ Per(f), se sigue que

Ay es perfecto.
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Hasta aqui tenemos que A; es compacto, perfecto, estrictamente invariante bajo
f, vy que f en Ay es transitiva.

Paso tres. h(A4;) = N.

Demostracién. Es suficiente mostrar que N C h(A;). Sea y € N, existe una
sucesién {g™ (yo)} tal que ¢"i(yp) — y. Como A; es compacto podemos suponer que la
sucesion {f"i(z1)} es convergente. Sea z = limy,, _,o " (z1), es inmediato que h(z) = y.
Por tanto N C h(A;).

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A, 14
hl Lh
N g N,

con f transitiva en Aj.
Paso cuatro. El conjunto Per(f |4, ) es distinto del vacio.

Demostracién. Sean y € Per,(g9) y © € A; tal que h(z) = y. Como h(f*"(z)) =

g*™(y) =y, se tiene que

{2, 1" (@), (@), .} < h (),
por tanto existen my; < ng, ambos miltiplos de n, tales que f™(x) = f"2(x), de aqui
obtenemos:

[t (@) = f* () = [ (=), [ (2) € Per(f |a,)-

Lo anterior también muestra que para todo y € Per(g) existe z € Per(f |4, ) tal
que h(z) =y, es decir, Per(g) C h(Per(f |a,)). La otra contencién es inmediata, de hecho

tenemos la igualdad de estos dos conjuntos:

Per(g) = h(Per(f |a,))-

Paso cinco. Sea M; = (Per(f|a,), entonces h(M;) = N y f(M;) C M;.
Demostracion. Por la parte final del paso anterior tenemos Per(g) C h(M), como

h(M;) es compacto, tenemos: N = Per(g) C h(M).
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La segunda afirmacién también es inmediata. Sea y € f(My), existe z € M,
f(z) =y, existe {z;} C Per(f|a,), tal que z; = z = f(z) = y con {f(zi)} C Per(f|a,).
Por tanto y € M;.

Paso seis. El final.

Los pasos anteriores nos permiten tener el siguiente diagrama conmutativo:

[

M1 — M1
Bl bk ()
N ¢ N.

Si tenemos que x; € My, entonces A1 = o(zy,f) C My = Per(f|a,) C A1 =
Ay = My, y por tanto f seria cadtica en My .

Sizy ¢ My, a partir del diagrama (%) seguimos el mismo camino descrito para el

diagrama
M LM
hl bhooo (%)
N @ N

con la ventaja de que la imagen inversa, bajo h, de yo no contiene a x; y por tanto su

cardinalidad es estrictamente menor que p. Ahora obtenemos el diagrama conmutativo

M, 2 M,
hl Lh
N @ N

con Ay = o(zy, f) y My = Per(f|a,). Para lo anterior tal vez sea necesario renumerar los
indices de h™!(yp).

Nuevamente si zo € My habremos terminado, en caso contrario seguimos el mismo
procedimiento con este iltimo diagrama conmutativo.

Como la cardinalidad de h~'(yg) es finita, existe k& < p, donde obtenemos que f

es cadtica en M. Tomando My = D terminamos. O

El siguiente ejemplo muestra que bajo las condiciones del teorema anterior no se
puede asegurar que f sea cadtica en todo M.

Ejemplo 1.1. Sean f :[-1,1] — [-1,1], ¢ : [0,1] — [0,1] y h : [-1,1] — [0,1]
dadas por:
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) dx(l—2) sizel0,1]
fla _{ dz(1 +z) si z € [-1,0]
g9(z) = 4z(1 — ), y h(z) = [2].

Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

-1,1 L [-1,1]
hl L h
0,1 g [0,1],

con g cadtica en [0,1], h a lo mds 2 a 1, y f no cadtica en [—1,1].

Con el siguiente ejemplo mostramos que la condicién: h es a lo mas m a 1, en el

teorema anterior, es necesaria.

Ejemplo 1.m. Sean I = [0,1], S' = R/Z el circulo,y M = IxS'. Sea f : M — M
dada por

f(xay) = (4]7(1 - $)7y + 6o (mOd 1))7

con 6y ¢ Q.
Sean 7 : M — [0,1], n(z,y) =z, 9: I — I, g(x) = 42(1 — z). Con estas funciones

tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M LM
ml Ky
I ¢ I

Obsérvese que g es cadtica en I, pero f no es cadtica en ningiin subconjunto de

M ya que Per(f) = ¢.
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Capitulo 2

Sobre el conjunto caético

Sea f : M — M, continua en M, espacio métrico. Supongamos que f es cadtica
en D C M, D compacto. Describimos en este capitulo algunas de las caracteristicas de D.
Mostramos que si M es un intervalo en R (o en el circulo), D tiene sélo dos opciones: es
un conjunto de Cantor o es una unién finita de intervalos. En el caso de que M no sea
una variedad de dimensién uno veremos que el conjunto D puede tener una estructura mas
complicada. El capitulo finaliza mostrando que si D estd formado por una cantidad infinita
de componentes, entonces existen 13, un conjunto de Cantor, y f : D — D cadtica en 13,

tales que f es una semiconjugacién de f.

2.1 El conjunto cadtico en el intervalo
La siguiente es una caracterizacion del conjunto de Cantor.

Definicién 2.1.1 Sea C el conjunto formado por todos los puntos del intervalo [0,1] que,
al expresarse en base 3, no tienen al numero 1 en su expansion. Llamamos a C el conjunto

de Cantor.
Sabemos que C es compacto, perfecto, totalmente disconexo y métrico.

Lema 2.1.1 Cualquier espacio compacto, perfecto, totalmente disconexo y métrico es ho-

meomorfo al conjunto de Cantor.

Demostracién. Véase Hocking y Young [16], pdgina 100. O
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Lema 2.1.2 Sea f : I — I, I = [a,b] en R. Supongamos que [ es cadtica en D C I, D
compacto. Entonces D es un conjunto de Cantor, es decir homeomorfo a C, o D es la

union de una cantidad finita de intervalos, D = D1 U Dy U ... U D,,.

Demostraciéon. Sabemos que D es perfecto. Podemos expresar a D asi: D =
UaeaDq, donde cada D, es una componente de D. Ademds D, # Dg si a # .

Observemos lo siguiente: Si para todo @ € A, D, estd formada por un sélo punto,
entonces D es totalmente disconexo y por tanto D es de Cantor.

Si existe a € A tal que D, tiene mds de un punto, int(D,) # ¢. Existen z y y en
el interior de D, tales que z € Per,(f) y o(y, f) = D.

Como f es continua, la imagen de una componente de D bajo f estd contenida en

otra componente de D. Esto implica que existen aq, s, ...,a, 1 en A tales que

f(Dg) C Day, f*(Do) C Doy, vy " "(Da) C Da,,_, vy f*(Da) C Dq.

De estas contenciones se sigue que

o(y,f) CDyUDy, U...UD,, ,,

y, como cada componente es compacta, concluimos que

D CDyUDqy, U..UD,, _, CD.

Por tanto D es la unién finita de subintervalos en I. O

Observacion 2.a. El lema anterior también es valido si I es un intervalo en el

circulo.

Mostramos a continuacién una funcién f : R — R, tal que fes cadticaen D C R

y D tiene exactamente tres componentes.

Ejemplo 2.b. Nuestra funcién f : R — R es asi: Primero nos aseguramos que
f tiene una 6rbita de periodo 3, f(1) = 2, f(2) = 3, f(3) = 1. Sea ¢ > 0 tal que las bolas
cerradas de radio ¢ alrededor de estos tres puntos, B:(1) = Dy, B:(2) = D2, B:(3) = Ds,

sean ajenas. En nuestro caso tomamos € = % Definamos f de tal forma que
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v
3

Figura 2.1:

D, %4 py, 4 Dy LDy,

y ahi, D = D; U D2 U D3, f sea cadtica. La siguiente funcién cumple estas condiciones.
Sea f : R — R la funcién lineal a pedazos definida por: f(%) = g, f(%) =
S =56 =53 =375 =3 ) =5 f@) =Fsic<iyflz)=3si
T > %. Su grafica es la Figura 2.1.
Obsérvese que la construccién que presentamos en este ejemplo se puede adaptar
para mostrar que la siguiente proposicién es cierta: Dada n € N, existe f : R — R tal que

f es cadticaen D, D C R, y D tiene n componentes.

Observaciéon 2.c. El lema 2.1.2 también muestra que, para funciones en el
intervalo, el conjunto cadtico es de Cantor si y solamente si su interior es el vacio. En el
siguiente ejemplo vemos que la afirmacién int(D) = ¢ no implica que D sea de Cantor si f

es una funcién definida en M, y M no es una variedad de dimensién uno.

Ejemplo 2.d. Sean M = [0,1]x[0,1] C R?,y f : M — M con regla de correspon-

dencia f(z,y) = (4z(1 — z),/y). Observemos que f no es cadtica en M, pero si es caética
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en D =10,1]x{0}. En D, f es esencialmente la funcién logistica. Ademds int(D) = ¢ y D

estd formado por una séla componente.

2.2 El conjunto cadético. Una aproximacion mas general
Sean f: M — M, M espacio métrico, f cadtica en D C M, D compacto.

Lema 2.2.1 Si el interior de D, en M, es distinto del vacio, D estd formado por una

cantidad finita de componentes.

Demostracion. La argumentacion presentada en el lema 2.1.2 también es valida

aqui. O

De aqui en adelante supondremos que D, el conjunto cadtico, estd formado por

una cantidad infinita de componentes:

D - UaeADa,

donde A tiene cardinalidad infinita.
La herradura de Smale (ver ejemplo 1.h del capitulo 1), muestra que el conjunto
cadtico en variedades de dimensién 2, también puede ser un conjunto de Cantor. Los

siguientes dos ejemplos muestran nuevas opciones para la estructura de D.

Ejemplo 2.e. Sean M = [0,1]x[0,1] v f : M — M dada por f(z,y) =
(9(x),4y(1 — y)). Donde ¢ : [0,1] — [0, 1] es lineal a pedazos definida por ¢g(0) = g(1) =
0, g(3) = g(3) = 1. Sabemos que g es cadtica en C, el conjunto de Cantor, y h(y) = 4y(1—y)
es cadtica y mezclante en todo el intervalo [0, 1]. Con estas dos tltimas condiciones se puede

mostrar que f es cadtica en D = Cx[0,1].

Ejemplo 2.f. Sean M = [—1,1]x[—1,1], g : [0,1] — [0,1] como en el ejemplo
anterior, y f: M — M dada por f(z,y) = fo(f1(x,y)), donde

(9(2),4y(1 —y)) siz >0 y y>0.
(@, 4y(1 —y)) siz <0 y y>0.
(z,y)siz <0 y y<O0.
(9(x),y) siz >0 y y <0.

fi(z,y) =
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y fa(z,y) = (—z,—y). La funcién f es cadtica en

D = (Cx[0,1]) U ((—C)x[-1,0]),

donde —C es el conjunto: —C = {t|t = —z, z € C}. Observemos que D, en este caso, no

es el producto de un conjunto de Cantor y un intervalo.
El siguiente lema muestra que las componentes de D no estan aisladas.

Lema 2.2.2 Sean B C M, un subconjunto abierto, y Do una componente de D. St BND,, #
¢, entonces existe B € A, f # «, tal que BN Dg # ¢.

Demostracién. Si BN D, C Dy, existen en D, puntos periddicos y puntos con
orbita densa en D. Siguiendo la argumentacion del lema 2.1.2 llegamos a que D tiene una

cantidad finita de componentes, lo cual contradice nuestra hipétesis inicial. O

Observacion 2.g. Bajo las hipétesis del lema anterior, si B N D # ¢, entonces
B intersecta una cantidad infinita de componentes de D.

Demostraciéon. Una vez que BN Dg # ¢. tomamos By = B — Dg. El conjunto B
es abierto, ya que Dg es cerrado, y BiN Dy # ¢. Con esta informacién podemos repetir el
procedimiento para mostrar que B intersecta otra componente de D, y asi sucesivamente.

a

Definimos en D una relacidn de equivalencia: z ~ y si ambos puntos estdn en la
misma componente de D, es decir, existe @ € A tal que z € D, y y € D,. Denotamos
por D al espacio cociente, D= D/ ~, con la topologia cociente. La proyeccién de D en
lA), que a cada punto le asocia su clase de equivalencia (su componente), la denotamos por
m:D — D.

Como f es continua en D se tiene que f(x) ~ f(y) si © ~ y. Por tanto existe

~

f :D — D, continua en D tal que el siguiente diagrama conmuta.

p I b
Tl lm.
~ —= ~
D f D

De este diagrama tenemos la siguiente informacién inicial:



29

i) m es continua y suprayectiva. D es compacto.

ii) Como f es un factor de f, f es transitiva en D y tiene densidad de puntos
periédicos.

iii) Como D es separable, D es separable.

iv) Ya que, por el lema 2.2.2; las componentes de D no son aisladas, todo punto

de D es punto de acumulacién. Por lo tanto D es perfecto.

Los siguientes lemas nos permitirdn mostrar que D es un espacio de Hausdorff, y

es totalmente disconexo.

Lema 2.2.3 Sean S un espacio de Hausdorff y T una componente de él. Sea U abierto tal
que T' C U, entonces existe V, abierto, tal que T CV C U y dV = ¢.

Demostracién. Ver Hocking y Young [16], pidgina 47. O

Lema 2.2.4 Sea B un abierto en D tal que cumple la siguiente condicion: Six € BND y
z es elemento de la componente D,, se tiene que D, C B.

Entonces w(B) es abierto en D.

Demostracién. Mostraremos que 7' (7(B)) = B. Sea z € 7' (n(B)) = 7(x) €
m(B), existe y € B tal que 7(z) = 7(y), por tanto = ~ y, ambos puntos estin en la misma
componente. Esto implica que z € B y 7! (n(B)) C B. La otra contencién es inmediata.

a

Lema 2.2.5 Sean D, y Dg dos componentes distintas de D. Entonces existen dos abiertos
en D, B, y Bg tales que D, C B, y Dg C Bg, B,NBg = ¢, B,UBg = D y ambos cumplen
la siguiente condicion:

SizeB;ND yxe€D,, entonces D, C B;, i = o, 5. (*)

Demostraciéon. Como D, N Dg = ¢, existe § > 0 tal que para todo z € D, y
para todo y € Dg se tiene que d(z,y) > 0. Sea B = Uzcp, Bs(x), B es abierto, D, C By
BNDg=¢.

Por el lema 2.2.3, existe B, abierto de D tal que D, C B, C B con 0B, = ¢ (en
D).

Como 0B, = ¢, B, es cerrado y (B,)¢ es abierto en D. Por tanto B, y (Bg)¢
forman una disconexién de D. Cada componente de D estd en uno sélo de estos dos abiertos.

Tomando Bg = (B,)¢ terminamos. O
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Proposicion 2.2.1 El espacio D es de Hausdorff, y es totalmente disconezo.

Demostraciéon. Sean Z # y en D. Consideramos las componentes 7! (Z) = Dy y
7 1(§) = Do, Dy N Dy = ¢. Por el lema 2.2.5, existen dos conjuntos abiertos, By y B, tales
que Dy C By y Dy C Bsy; By N By = ¢; ambos cumplen la condicién (*) y D C By U Bs.

Por el lema 2.2.4, 7(B;) y m(Bs) son dos conjuntos abiertos en D tales que:

& € n(By), § € m(By), m(B1) Nw(By) = ¢, y D =m(B1) Un(By).
Por tanto D es de Hausdorff y es totalmente disconexo. O

Proposicion 2.2.2 El conjunto cadtico estd formado por una cantidad no numerable de

componentes.

Demostracién. Con la proposicién anterior tenemos que el conjunto D es com-
pacto, perfecto y de Hausdorff, por lo tanto es no numerable. A cada componente de D le

corresponde un Unico punto de D. O

Para concluir que D es un conjunto de Cantor sélo falta demostrar que D es

metrizable.

Lema 2.2.6 Si un espacio de Hausdorff es la imagen continua de un espacio métrico com-

pacto, entonces es metrizable.

Demostracién. Ver Nadler [23], pdgina 37. O

Lo anterior nos da en forma inmediata el siguiente corolario.
Corolario 2.2.1 FEl conjunto D es un conjunto de Cantor. O

El siguiente teorema es un resumen de lo que hemos demostrado.

Teorema 2.2.1 Sean M wun espacio métrico, f : M — M continua en M, y D C M

tal que f es cadtica en D. Si D es compacto y estd formado por una cantidad infinita de
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componentes, existen D, un conjunto de Cantor, y f : D — D continua y cadtica en D

tales que ffactoriza a f. Es decir el siguiente diagrama conmuta:

p 4 b
] s
=
D f D,

donde 7: D — D es continua y suprayectiva. O
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Capitulo 3

Caos y entropia positiva en el

intervalo

Sean I = [a,b] un subintervalo compacto en R,y f : I — I una funcién continua
en I. Recientemente L. S. Block y W. A. Coppel propusieron, ver [9], que el criterio para
decidir si la dindmica generada por f es cadtica es que su entropia topolégica sea positiva.
En este capitulo relacionamos este criterio con nuestra definicién de caos. Demostramos
que f tiene entropia topoldgica positiva si y sélo si existe D, un subconjunto de I, tal que

f es cadtica en D.

3.1 Definiciones y resultados preliminares

Iniciamos recordando algunas propiedades importantes sobre el espacio de dos
simbolos.

Sea > = {7 = (¢, 1,22, ...) |z; € {0,1} para todo i > 0} con la distancia:

1
d(z,7) = 2—n,donde n=min{i|z; #y;}.

Sean o : Y, — >, el corrimiento, y s : >, — >, la mdquina sumadora (o, simple-

mente sumadora), las funciones dadas por:

o(xg,x1,%2,...) = (T1,%2, X3, ...),

Yy por
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s(zo, x1, T2, ...) = (0,71, T2, ...) + (1,0,0,...),

donde la suma es en médulo 2 coordenada a coordenada, de izquierda a derecha, cargando
un uno a la componente de la derecha en caso de que la suma seq 1+1.

Sabemos que Y es un conjunto de Cantor y que ambas funciones son continuas.
El corrimiento es cadtico en ) ; la sumadora es topologicamente transitiva en ), pero
Per(s) = ¢ (véase [11]), por lo tanto s no es cadtica en ningin subconjunto de ). La
entropia de la sumadora es cero, ent(s) = 0, ya que es una isometria (véase [1]). La del

corrimiento es In(2), ent(o) = In(2) (véase [10]).

Definicién 3.1.1 Sean f: M — M y D C M. Decimos que D es minimal si es no vacio,

cerrado, invariante bajo f y ningin subconjunto propio de él tiene estas tres propiedades.

Observaciones:

3.a. Un conjunto minimal tiene cardinalidad finita si y sélo si es una érbita
periddica.

3.b. Para la funcién s : Y, — >, el conjunto Y es minimal, ver [11].

3.c. Sif:M—->Myg:N— N son topologicamente equivalentes bajo h: M —

N, entonces D es minimal para f si y s6lo si k(D) es minimal para g.

Sea f: I — I, donde I = [a,b] C Ry f es continua en I. El siguiente teorema
describe los posibles conjuntos transitivos e invariantes de aquellas funciones que sélo tienen

puntos periédicos cuyos periodos son potencias de 2.

Teorema 3.1.1 Si todo periodo presente en f : I — I es una potencia de 2, entonces
cualquier subconjunto invariante, f(D) = D, de I que sea transitivo bajo f es de una de las
siguientes dos formas:

i) Una drbita periddica.

ii) Es minimal y f en D es factorizada por s: Y. — Y, mediante h: D — % . Es

decir el siguiente diagrama conmuta:

5 p
hl LA
=

Ademds h es a lo mds 2 a 1.
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Demostracién. Véase Nitecki [24], 6 Misiurewicz [22]. O

Observacion 3.d. Supongamos que f : I — I cumple la condicién del teorema
anterior. Si f es topologicamente transitiva en D C I, entonces f no es cadtica en D. Ya
que D, por ser invariante, estaria en alguno de los dos casos, i) ¢ ii), en el primero D es

finito, y en el segundo Per(f |p) = ¢ ya que D es minimal y su cardinalidad es infinita.

En el estudio de la dindmica de funciones definidas en intervalos de ntmeros
reales la entropia topoldgica positiva es una de las referencias mas importantes. El siguiente
teorema, resumen del trabajo de varios matematicos, muestra algunas equivalencias con este

importante concepto. Su demostracién se puede consultar en Block y Coppel [9].

Teorema 3.1.2 Sea f : I — I, continua en I = [a,b]. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) La entropia de f es positiva.

ii) Eziste m € N, m no potencia de 2, tal que Pery,(f) # ¢.

iii) Ezisten n € N, D C I, compacto e invariante, y h : D — Y, tales que el

siguiente diagrama conmuta:
fn

D = D
hl I h
> 7 X

donde h es a lo mds 2 a 1. Ademds el conjunto de puntos donde h no es inyectiva es a lo

mds numerable O.

Observacion 3.e. Para Block y Coppel una funcién f : I — I es cadtica si
cumple alguna de las afirmaciones del teorema anterior. Para evitar confusiones nosotros
seguiremos utilizando la definicién 1.1.1 dada en el capitulo uno para decidir si una funcién

es cadtica o no.

3.2 En intervalos, son equivalentes caos y entropia positiva

Proposicién 3.2.1 Sean f: I — 1,1 =[a,b] C R,y D C 1. Si f es cadtica en D, entonces
ent(f) > 0.
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Demostracién. Supongamos por el contrario que ent(f) = 0, por el teorema
3.1.2 los periodos presentes en f son sélo potencias de 2. Por la observacién 3.d, f no es

cadtica en D para todo D en I, lo cual contradice la hipétesis. O

Ahora nuestra meta es demostrar el reciproco de la afirmacién anterior: Si

ent(f) > 0, entonces existe D C I tal que f es cadtica en D.
El teorema 3.1.2 nos da una relacidn entre entropia positiva de f y la dindmica de
f™. La siguiente proposicién relaciona las dindmicas de f™ y f, y es reciproca del teorema

1.2.1 del capitulo uno.

Proposicion 3.2.2 Sean f: M — M continua y M espacio métrico compacto. Si existen
n €N yC C M tales que f™ es cadtica en C, entonces existe D,C C D C M, tal que f es

caotica en D.

Demostracién. Como f™ es cadtica en C, existe 2o € C tal que o(zg, f*) = C'y
f™(C) = C. Sea D = o(zg, f). Observemos lo siguiente:

i) C C D. Ya que o(zqg, f™) C o(z, ).

ii) f(D) =D.

Demostracion. Observemos primero que zp es punto de acumulacién de o(xzg, f™)
y, por tanto, punto de acumulacién de o(zg, f). De aqui se sigue que para todo m € N,

f™(z0) es también punto de acumulacion de o(xg, f).

Sea y € f(D), existe z € o(xg, f) tal que y = f(z). Existe {n;} C N tal que

fMi(zo) = 2 = fMT(z) >y =ye€D.

Por lo tanto f(D) C D.

Sea y € D, existe {n; |n; > 1} tal que f™(xy) — y. Como D es compacto podemos
suponer que la sucesién { f*1(zp)} es convergente, f™!(xg) — z, con z € Dy f(2) =y.
Por tanto y € f(D),y D C f(D).

De las afirmaciones i) e ii) y del lema 1.2.2 se concluye que D es perfecto y que f
es transitiva en D.

iii) Per(f|p) es denso en D.

Demostracién. Sea A C M abierto y AN D # ¢. Como la 6rbita de zy es densa
en D, existe j € N tal que f7(z9) € A. El conjunto f~7(A) N C es abierto en C y distinto

del vacio, ya que z( es un elemento de él. Como Per(f™|¢) es denso en C, existe
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z € Per(f"|c) N [f—j(A) n 0} .

Sea z = fJ(x), tenemos que z € Per(f), z € Dy z € A, por lo tanto Per(f|p) es
denso en D.

De las tres afirmaciones anteriores se sigue que f es cadtica en D. O

Lema 3.2.1 Sea f : I — I, supongamos que existe C' C I, invariante, tal que el siguiente

diagrama conmuta:

c 4 ¢
hl Lh
> Y

Supongamos ademds que la funcion h es continua, suprayectiva, a lo mds dos a
uno, y que el conjunto de puntos de Y, que tienen dos preimdgenes es a lo mds numerable.

Entonces existe D C I donde f es cadtica.

Demostracién. Es inmediata a partir del teorema 1.3.1 del capitulo uno. De
hecho a partir de ese resultado tenemos también que D C C| y que el siguiente diagrama

conmuta:

I

D = D
hl Lh (%).0
> 7T X

Observacién 3.f. En el contexto del lema anterior , f|p : D — D es a lo més 4
a l.
Demostracién. Se sigue de que las funciones A y o son a lo mas 2 a 1, y del

diagrama conmutativo (*). O

Teorema 3.2.1 Sea f: 1 — 1. Si la entropia de [ es positiva, entonces existe D C I tal

que f es cadtica en D.

Demostracién. Por el teorema 3.1.2, ent(f) > 0 implica que existen n € N y

B C I, compacto e invariante, tales que el siguiente diagrama conmuta:



37

B I B
hl Lh
> T X

Donde h es continua, suprayectiva, a lo mas 2 a 1, y el conjunto de puntos de 3
con dos preimagenes es a lo mds infinito numerable.
Por el lema 3.2.1, existe C' C I donde f™ es cadtica. Por la proposicién 3.2.2,

existe D C I donde f es cadtica. O

Observacion 3.g. El teorema anterior estd en la misma direccién que el siguiente
resultado de A. Katok (véase [17] y [21]):

Si f: M — M es un difeomorfismo de clase C'T®, & > 0, de una variedad compacta
de dimensién dos, y la entropia de f es positiva. Entonces existe un subconjunto invariante,
I, tal que la restriccién de f a I' es topoldgicamente conjugada a un subshift de tipo finito
y ent(f |r) > 0.

Es decir, existe un subconjunto invariante en M tal que f es cadtica en él.

La hipétesis de que f es de clase C'T® es de gran importancia. M. Rees demuestra
en [28] la existencia de un homeomorfismo en el toro bidimensional, f : T" — T, con las
siguientes propiedades: ent(f) > 0y Per(f) = ¢. Por tanto en clase C°, en variedades de
dimensién dos, entropia positiva no implica caos. Més adelante (capitulo cinco) veremos un

ejemplo sencillo de un endomorfismo en el toro donde entropia positiva no implica caos.

Observacion 3.h. Bajo las hipétesis del teorema 3.2.1 el conjunto C' donde la

funcién f™ es cadtica satisface el siguiente diagrama conmutativo:

c L ¢
hl Lh
> Ty,

con h alo més 2 a 1. Como el conjunto ) es de Cantor, el conjunto C también es de
Cantor.

El conjunto D, donde f es cadtica, es de la forma;:

D=CUFf(C)UfA(C)U..UfYC).
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Por la observacién 3.f., la funciéon f”, restringida a C, es a lo mds 4 a 1. Esto
implica que para todo k € {0,1,2,....,n — 1}, f restringida a f*(C) es a lo més 4 a 1. Por
lo tanto cada f¥(C) es un conjunto de Cantor. En resumen el conjunto D mencionado en

el teorema anterior es de Cantor.

En el siguiente teorema reunimos lo que hemos demostrado con la informacién

contenida en el teorema 3.1.2.

Teorema 3.2.2 Sea f : I — I, continua en I. Las siguientes tres afirmaciones son equiva-
lentes:

i) f es cadtica en algun subconjunto de I.

ii) La entropia topoldgica de f es positiva.

iii) f tiene un punto periddico con periodo no potencia de 2. O

Nota final. La equivalencia de i) con ii) del teorema 3.2.2 fué anunciada por
Shihai Li en 1991 (ver [19]). A fines de 1993 aparecié la demostracién en [20]. Nosotros la
conocimos en 1994 cuando ya habiamos terminado la demostracién del teorema 3.2.2. La
demostracién de Shihai Li y la nuestra, aunque muestran algunas diferencias, siguen, en

esencia, el mismo camino.
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Capitulo 4

Caos y el w(z, f) en el intervalo

Si tenemos I = [0,1] C R,y f : I — I. El omega conjunto limite de z € I,
w(z, f),estd formado por los puntos a los que converge la érbita de z. Dos son las caracte-
risticas de w(zx, f) que nos interesan: su cardinalidad, y la dindmica de f restringida a
este conjunto. Demostraremos en este capitulo que las siguientes tres afirmaciones son
equivalentes:

i) Existe D C I, tal que f es cadtica en D.

ii) Existe 2 € I, tal que la cardinalidad de w(z, f) es infinito numerable.

iii) Existe z € I, tal que f restringida a w(z, f) no es transitiva.

4.1 El conjunto w(z, f), primeras propiedades

Sean I = [0,1] en R,y f : I — I una funcién continua. Sea z € I, el omega

conjunto limite de z, bajo f, es:

w(z, f) = {y € I |existe {n;} C N, tal quenlignOO fi(z) = y} .

Son conocidas las siguientes propiedades de w(z, f).
i) Para todo = € I, w(x, f) # ¢.

ii) w(z, f) es un conjunto cerrado.

iii) w(z, f) es estrictamente invariante bajo f, f(w(z, f)) = w(z, f).

Definicién 4.1.1 Sea x € I, decimos que x es asintoticamente periodico si existe
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y € Per(f) tal que
lim d(f"(z), f"(y)) = 0.

n— 00

Por tanto w(z, f) = o(y, f).

Lema 4.1.1 La cardinalidad de w(x, f) es finita si y solamente si x es asintoticamente

periodico.
Demostracién. Ver Block y Coppel [9], pdgina 72. O

Observacién 4.a. Siw(z, f) contiene propiamente una érbita periédica, entonces

su cardinalidad es infinita.

Lema 4.1.2 Para todo x € I, y para toda n € N se tiene que:
i) w(z, f) = w(z, ") Uw(f(2), f*) U... U (f* (), /7).
ii) Para 1 <k <n—1 se tiene que f (w(fk(m),f”)) =
W (@), 1), y f (w(f* (@), 1) = wlz, 7).

Demostraciéon. Estd contenida en el paso uno del teorema 1.2.1, del capitulo

uno. O

Observacion 4.b. El lema anterior implica lo siguiente: Sea n € N, entonces

w(z, f) tiene cardinalidad infinito numerable si y solamente si w(z, f™) también la tiene.

Sea C° el espacio de las funciones continuas de I en 1.

Los conjuntos:

K(I,I)={f |existeD C Idondefes cadtica} = {f|ent(f) >0},y
NK(I,I) ={f |no existeD C Idondefsea cadtica} = {f |ent(f) =0},

forman una particién de C°(I, I).
Revisamos, a continuacién, las posibles caracteristicas de w(z, f) para funciones

que pertenecen al conjunto NK (I, 7).

Lema 4.1.3 Sea f € C°(I,I). Si existe una potencia de 2, n, tal que Per,(f) = ¢, entonces

para todo x € I se tiene que w(z, f) tiene cardinalidad finita.
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Demostracién. Véase Block y Coppel [9]. O

Observacion 4.c. Si f cumple las hipétesis del lema anterior, entonces para todo
x € I se tiene que w(z, f) = o(y, f) para algiin y € Per(f). Por lo tanto para todo z € I, f

restringida a w(zx, f) es transitiva.

Sea A = {2" | n > 0}, es decir, A es el conjunto de todas las potencias de 2. Es
posible encontrar funciones que cumplen las siguientes dos condiciones:

i) Para todo m € A, existe z € Per(f) cuyo periodo es m.

ii) Si x € Per(f), entonces su periodo pertenece a A.

Al conjunto de funciones que cumple estas condiciones lo denotamos por 2°°.

Observacién 4.d. 2°° C NK(I;I). Esta contencién se sigue del teorema 3.2.2,
del capitulo tres.
Asi el conjunto NK(I,I) estd formado por funciones de dos tipos: aquellas para

las cuales existe una potencia de 2, m, tal que Per,,(f) = ¢, y las que pertenecen a 2°°.

El siguiente resultado nos da informacién sobre los posibles omega conjuntos limite

para funciones en 2.

Proposicién 4.1.1 Sea f € C°(I,1). Si la entropia topolégica de f es cero, entonces para

todo © € I se tiene que w(x, f) contiene un unico conjunto minimal. Ademds para todo

y €w(z, f), wly, f) = w(z, f).
Demostracién. Ver Block y Coppel [9]. O

La proposicién anterior implica que si f € NK(I,I), entonces para todo = € I,

[ lo@.n:wz, f) = w(z, f)
es transitiva.

Supongamos que ent(f) = 0 y que existe z € I tal que w(z, f) tiene cardinalidad
infinita (por lo tanto f € 2°°). Entonces por el teorema 3.1.1 del capitulo tres, f |w(:r,f)
se factoriza en la funcién sumadora, s : >, — .. Por tanto w(z, f) tiene cardinalidad no
numerable.

En resumen tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 4.1.1 Si f € NK(I,I), entonces para todo x € I se tiene:
i) [ lu(z,f) €s transitiva.

ii) La cardinalidad de w(zx, f) sdlo puede ser finita o infinita no numerable. O

Nuestra meta es ahora mostrar lo siguiente: Si f € K(I,I), entonces existe x €
tal que:
i) f lu(a,f) nO es transitiva y

ii) La cardinalidad de w(z, f) es infinito numerable.

4.2 La entropia positiva y el conjunto w(z, f)

Sea f € K(I,I), por el teorema 3.1.2 del capitulo tres, existen n € N, D C [ y

h: D — > (el espacio de dos simbolos), tales que el siguiente diagrama conmuta:

p I bp
h | ho (%)
> o7 Y,

donde o es el corrimiento y h es suprayectiva y a lo més 2 a 1.

Consideremos en Y el siguiente punto:

y = (1303 1303 03 13 0307 03 17 03 03 03 03 1303 ) )

donde los bloques de ceros van creciendo segin los nimeros naturales.

Sea I' C > el conjunto:

I' = {7 | existe 1 > 0 tal que z; = 1 y 2; = 0 para todo j # i} U {0},
donde T = (¢, 1, %2,...) y 0 = (0,0,0,...).
Proposicién 4.2.1 T’ = w(7, 0).

Demostracién. La contencién I' C w(7, o) es inmediata. Veamos la otra. Sea
7 € w(y, o). Podemos suponer que T # 0.

Demostraremos que si z; = 1, para alguna 7, entonces para todo j >4, z; = 0.
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Supongamos por el contrario que existen ¢ y j, ¢ < j, tales que z; = 1y z; = L.
Seam=j—i,8in> w + (m — 1), entonces la minima cantidad de ceros en un bloque

de 0™ () es m. Por lo tanto para todo n € N que cumpla:

n>w+(m—l),

tenemos que

A" (@),7) 2 7.

Esta tltima desigualdad contradice el hecho de que = € w(7, o).

Por lo tanto si T € w(y, o), T tiene a lo mds un 1 en su expresién. Es decir 7 € T.

Observacion 4.e. La igualdad T' = w(7, o) nos dice que la cardinalidad de w(7, o)

es infinito numerable.
Proposicién 4.2.2 La funcion o restringida a w(g,o) no es transitiva.

Demostracién. Sean Z; y T los siguientes puntos en w(g, o).

7 = (1,0,0,0,...)y T2 = (0,1,0,0,...) .

La distancia entre T y T es % Sean A y B los siguientes conjuntos abiertos:

A= B1(T1)y B = Bi(T2).

1
4
Es inmediato que ANw(y,0) =21y BNw(y,0) = z2. De aqui se sigue que
o" (ANw(y,0)) = {0},
para todo n € N.
Por lo tanto, para todo n € N se tiene que
o" (ANw(y,0)) N (BNw(y,o0)) = ¢.

Lo que nos dice que o no es transitiva en w(y, o). O
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Regresemos al diagrama (*). Sea y € D tal que h(y) = 3. Es inmediato que

h(w(y, [)) = w(@,0).
Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

n

Wiy, M D wiy, )
hl Lh (")
w(y,0) T w(@,o),

donde h es suprayectiva y a lo més 2 a 1.

Observacion 4.f. Como w(y, o) es infinito numerable, la cardinalidad de w(y, f™)
es infinita numerable. Por la observacién 4.b, tenemos que el conjunto w(y, f) es infinito

numerable. Por tanto tenemos demostrada la siguiente proposicién.

Proposicién 4.2.3 Si f € K(I,1), existe x € I tal que w(x, f) tiene cardinalidad infinita

numerable. O

Observacion 4.g. Del diagrama (**) también tenemos la siguiente informacién:

i) Como hesalomés 2 a1,y w(7y,o) sblo tiene un punto de acumulacién, w(y, f™)
tiene a lo méas dos puntos de acumulacién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que son dos, ty 7.

ii) {t,r} = h=Y(0) y, por tanto, f*(t) € {t,r}y f™(r) € {t,r}.

iii) La imagen inversa de ¢t bajo f™ debe tener al menos un punto de acumulacién
de w(y, f*). Por lo tanto f2"(t) =ty f2"(r) = r.

iv) f™ no es transitiva en w(y, f™) ya que o no es transitiva en w(y, o).

Proposicién 4.2.4 Si f € K(I,I), existe y € I tal que f restringida a w(y, f) no es

transitiva.

Demostraciéon. De las hipdtesis podemos llegar hasta el diagrama conmutativo
(**), y a la observacién 4.g. Sea a € w(y, f™) tal que h(a) =71 = (1,0,0,...), observemos
lo siguiente:

Ha#rya#t.

ii) a es punto aislado de w(y, f™).
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iii) h(f?"(a)) = o?(h(a)) = o(0) = 0. Por tanto f?"(a) € {t,7}, f**(a) # a,
a no es punto periédico de f pero si un punto preperiédico, la érbita de a bajo f es de
cardinalidad finita.

iv) a es un punto aislado de w(y, f).

Demostracién. Supongamos por el contrario que existe una sucesién de elementos
{y;}, distintos entre si, en w(y, f), tales que y; — a. Entonces existe & € {1,2,...,n — 1},
tal que a es punto de acumulacién de w(f*(y), f*). Es decir podemos suponer que y; — a
con {yi} C w(f*(y), ).

Como f¥(w(y, f™) = w(f*(y), "), existe una sucesién {z;} en (w(y, f*) tal que
f¥(z) = y; para todo i € N. Dado que w(y, f*) es compacto, podemos suponer que esta
nueva sucesién es convergente, z; — z. Esto iltimo nos dice que z es un punto de acumu-
lacion de w(y, f*), z € {t,r},y f¥(2) = a. Por lo tanto a € o(t, f) Uo(r, f) y f?"(a) = a, lo
cual es una contradiccién con iii).

Para demostrar que f no es transitiva en w(y, f), tomemos los abiertos:

A={a}y B=uw(y, f) —ola, f).

Para toda n € N tenemos:
f"(A)NB=¢.0O

El siguiente teorema es un resumen de lo que hemos demostrado.

Teorema 4.2.1 Sean I =[0,1] CR y f: I — I una funcion continua. Las siguientes tres
afirmaciones son equivalentes:

i) [ es cadtica en algun subconjunto de I.

ii) Eziste x € I, tal que la cardinalidad de w (x, f) es infinita numerable.

ii1) Existe x € 1, tal que f restringida o w (z, f) no es transitiva.

Demostracion. Se sigue de las proposiciones 4.2.1 y 4.2.4 y del teorema 4.2.1. O
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Capitulo 5

Sensibilidad implica caos

Sea I el intervalo [0, 1] en R. Sabemos que si f : I — I es transitiva en I, f tiene
densidad de puntos periédicos y, por tanto, f es cadtica en I (ver [4]). La transitividad
es por ésto una condicién que podriamos llamar fuerte. Por otro lado, si de f sabemos
solamente que tiene densidad de puntos periddicos, a partir de aqui no podemos avanzar
mucho. La funcién identidad, i¢d : I — I, cumple esta tltima condicién y su dindmica es
muy sencilla. La tercera condicién de la definicién de caos de Devaney, la sensibilidad a las
condiciones iniciales, es en apariencia débil ya que, como mencionamos en el capitulo uno,
es consecuencia de la transitividad y de la densidad de los puntos periédicos. La verdad
es que, al menos para funciones en el intervalo, la séla presencia de la sensibilidad d& vida
a una dindmica complicada. En este capitulo mostramos que si f tiene sensibilidad en I,
entonces f cumple las siguientes tres afirmaciones:

i) Existe D C I tal que f es cadtica en D. En particular la entropia topoldgica de
f es positiva.

ii) El conjunto {z € I |la cardinalidad de w(z, f) es infinita} es denso en I.

iii) El conjunto {z € I |la cardinalidad de w(z, f) es finita} es denso en I.

5.1 La sensibilidad, el caos y una digrafica

Sean I =[0,1] y f: I — I una funcién continua. Decimos que f es sensible a las
condiciones iniciales (o, simplemente, sensible) si existe § > 0 tal que se cumple la siguiente
condicién: Para todo z € I y para toda vecindad de z, U, existen y € U y n € N tales que
d(f™(z), f"(y)) > 4. A esta d le llamamos la constante de sensibilidad.
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Supondremos a lo largo de este capitulo que f : I — I es sensible en I, y que § es
su constante de sensibilidad.

Para iniciar asociamos a la funcién f una digréfica.

Sea P = {ty = 0,11, t2, ..., t;, = 1} una particién de I, tal que t;—t; 1 < g para todo
i€{l,2,...m}, |P|| < g. Los vértices de la digrafica serdn los subintervalos A; = [t;_1, %],
1 <4 < m. Pondremos una flecha de A; a A; si existe n € N tal que f"(4;) D A; y la
longitud del intervalo f™(A;) es mayor o igual que 6, long(f™(A;)) > 4.

Lema 5.1.1 De cada vértice A;, 1 < i < m salen al menos dos flechas hacia vértices

consecutivos, Aj y Ajy1 con 1 <j < m.

Demostracién. Por la sensibilidad de f, para cada i € {1,2,...,m} existe n; € N
tal que long(f™ (A;)) > 0. Por lo tanto existe j € {1,2,...,m} tal que A; UA; 1 C f"(4;).
O

Lema 5.1.2 Si existe una flecha de A; a Aj, y una de Aj a Ay. Entonces existe una flecha
de Ai a Ak.

Demostracién. Existen n; y ny en los naturales tales que f"1(A;) D A; con long(
™ (A) > 6,y f™2(A)) D Ay, long (f"2(A;)) > 4. Por lo tanto f™11"2(A;) D f"2(A;) D Ay
y long (f™"772(4;)) > 4. O

Lema 5.1.3 Sean i # j en {1,2,...,m} . Si existen dos nimeros naturales, p y q, tales que
A;UA; C fP(A;) y AU A C fI(4;),
entonces existe n € N tal que
AU Aj C f"(Ai) N (A4;).

Demostraciéon. La afirmacién es inmediata de las siguientes contenciones:

AU Aj C fP(A) C fP(Ai U Aj) C fPHI(Ay),

A; U A]‘ C fq(Aj) C fq(AZ U Aj) C fp+q(Ai).

Tomando n = p 4+ ¢ terminamos. O
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Definicién 5.1.1 Decimos que f : I — I es turbulenta si existen dos subintervalos de I,

A=la,bl y B=1le,d],a<byc<d, con alo mds un punto en comin, tales que
AUBC f(A)n f(B).
Si AN B = ¢, decimos que f es estrictamente turbulenta.

El camino que seguiremos serd mostrar que la sensibilidad de f implica que existe
n € N tal que f™ es turbulenta. La siguiente afirmacion, valida para funciones continuas
del intervalo en general, nos dice que ésto es suficiente para mostrar que existe D C I donde

la funcién es cadtica.

Lema 5.1.4 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) Existe D C I donde f es cadtica.
ii) Eziste n € N tal que f™ es turbulenta.

Demostracién. En [9] Block y Coppel demuestran que la condicién ii) es equi-
valente a que la entropia de f sea positiva. En el capitulo tres nosotros demostramos que

ent(f) > 0 es equivalente a la condicién i). O

Al ntimero de flechas que salen de A; le llamaremos el grado de A;, gd (A;). Y si

existe una flecha de A; a A;, diremos que A; es accesible desde A;.

Observacién 5.a. Si A; es accesible desde A;, entonces gd(A;) < gd(A4;). La
demostracién es inmediata. Por el lema 5.1.2 todos los vértices accesibles desde A; son

accesibles desde A;. O

Teorema 5.1.1 Si f : I — I tiene sensibilidad o las condiciones iniciales, entonces existe

D C I tal que f es cadtica en D.

Demostraciéon. Sea § > 0 la constante de sensibilidad de f. Asociamos a f una
digrifica de la manera que mencionamos antes.
Seai € {1,2,...,m} . De los vértices accesibles desde A;, sea A; el de menor grado,

gd(Aj) = g. Sean Aj,, Aj,,..., Aj, los vértices accesibles desde A;.
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S

N
/

N\

Ordenados de tal forma que si z € A, y y € Aj,, entonces z <y sik <.

A

Jg*

Como cada Aj,, 1 <k < g, es accesible desde A;, se tiene que gd(A;, ) > g (por

Tk
ser g el minimo). Ademads, por la observacién 5.a., gd(A;,) < gd(A;) = g. Por tanto para
todo k, 1 <k < g, se tiene que gd(4;,) = g.

Tomemos el vértice A;

jrs 1 <k < g, desde este vértice hay exactamente g vértices

accesibles. Por el lema 5.1.2, ellos deben ser Aj , Aj,,...,Aj, . Por lo tanto tenemos las

siguientes flechas en la digréfica:

Ajl — Ajl y Aj2 — Ajl'

Es decir, existen p y ¢ nimeros naturales tales que:

fP(A1) D Ajy f1(Az) D Ajy.
Como las longitudes de fP(A;) y f9(Aj,) son mayores que 6, entonces cada una

de estas imagenes abarca al menos dos intervalos. Dado que los intervalos estdn ordenados,

tenemos las siguientes contenciones:

fP(Aj) D Ajy U A, y fU(Aj,) D Aj U Aj,.

Por el lema 5.1.3, existe n € N tal que

Ajl UAj2 C fn(Ajl) mfn(AJé)'

Por tanto f™ es turbulenta y, por el lema 5.1.4, existe D C I tal que f es cadtica

en D. O

El siguiente ejemplo muestra que si f es sensible en I = [0, 1], el conjunto caético

no es necesariamente todo el intervalo I.
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Ejemplo 5.b. Sea f : I — I, lineal a pedazos definida por f(0) =0, f(5) =1,

1y _
3=
f(%) = % y f(1) = 1. La constante de sensibilidad de f es § = i, f es cadtica en [%, 1] ,y

para todo = € (0, %) existe n € N tal que f™(z) € [%, 1] .

5.2 La sensibilidad implica la densidad del conjunto de los

puntos aperiodicos

Sean I =[0,1], f: I — I continua en I, y I' y ¥ los conjuntos:

I'={z € I'|w(z, f) tiene cardinalidad infinita},

U = {z € I |w(z, f) tiene cardinalidad finita} .

Observacion 5.c. T es el conjunto de los puntos aperiédicos, y ¥ es el conjunto

de los puntos asintoticamente periédicos (ver [9]).

Observaciéon 5.d. Recordemos que para todo = € I y para todo n € N se tiene

que

w(z, f) = w(z, f*) Yo (f(2), 1) V.. U (f*(2), ),

Yy que

f(w (F5 @), 7)) = w (£ (@), 1)
donde el exponente k£ + 1 se toma médulo n.

De lo anterior se sigue que para todo n € N y para todo = € I, la cardinalidad de

w(z, f) es finita si y solo si la cardinalidad de w(z, f™) es finita.

Teorema 5.2.1 Si f es sensible a las condiciones iniciales, entonces tanto I' como ¥ son

conjuntos densos en I.

Demostracion. Sean x € [ y £ > 0. Sea d la constante de sensibilidad de f. Sea
P una particién de I, P = {tg = 0,t1,....t,m, = 1}, tal que ||P| < g y existe 7, 1 < j < m,
tal que Aj C BE(.’L‘), A]‘ = [tj_l,tj] .
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Por el teorema 5.1.1, existe p € N tal que fP es turbulenta. Sean A y B los dos

intervalos cerrados de I tales que

AUB C fP(A) N f7(B).

Siguiendo el trabajo de Block y Coppel, capitulo dos de [9], existen ¢, miltiplo de
p,y C C AU B tales que f?]|¢ se factoriza por el corrimiento en dos simbolos. Por el lema
3.2.1 del capitulo tres, existe D C C' tal que f? es cadtica en D. Esto ultimo implica que
existen y € D con w(y, f?) de cardinalidad infinita, y z € D con w(z, f?) de cardinalidad
finita. Por la observacién 5.c,y € 'y z € W.

El teorema 5.1.1 también muestra que existe r € N talque f"(A4;) D AUB, por lo

tanto

f"(B:(x)) D D.

De esta tltima contencién se sigue que existen a y b en B.(z) tales que f"(a) =
yy fr(b) = z. Esto implica que w(a, f) tiene cardinalidad infinita y que w(b, f) tiene
cardinalidad finita.

Por lo tanto B.(z) NT' # ¢ y B.(x) N ¥ # ¢. Los conjuntos I' y ¥ son densos en

El siguiente ejemplo muestra que la densidad de I' y la densidad de ¥ no implican

que f : I — I sea cadtica en algin subconjunto de I.

Ejemplo 5.e. Sea f : [~1,1] — [~1,1] dada por f(z) = z? + ¢, donde ¢ =
—1.401155189...

La dindmica de f, ver [21], tiene las siguientes caracteristicas:

i) Existe A C [—1,1], conjunto de Cantor, tal que f |4: A — A es equivalente a la
sumadora, s: >, — Y.

ii) Para casi todo punto z € [—1,1], w(z, f) = A. Por tanto I" es denso en [—1,1].

iii) Existe un conjunto numerable y denso en [—1,1], B, tal que si z € B, entonces
w(z, f) es una 6rbita periddica. Por tanto el conjunto ¥ es denso en [—1,1].

iv) La entropia topoldgica de f es cero, f no es cadtica en ningin subconjunto de

~1,1].
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Con el siguiente ejemplo, f : M — M, mostramos que sensibilidad no implica la

existencia de un subconjunto donde la dindmica sea cadtica si M no es un intervalo en R.

Ejemplo 5.f. Sean S' = R/Z, el circulo, y T = S'xS" el toro bidimensional. Sea
f:T — T la funcién dada por

f(z,y) = (22 (mod 1),y + 6p (mod 1)),

donde 6y ¢ Q.
Es inmediato que f es sensible a las condiciones iniciales. Sin embargo, como
Per (f) = ¢, no existe D C T tal que f |p sea cadtica.

Observemos, ademads, que el siguiente diagrama conmuta:

T = T
hl Lh
st g S

donde h(z,y) =z y g (z) = 2z (mod 1).

Como la entropia de g es positiva, la entropia de f es positiva. Por tanto, en
superficies, contrariamente a lo establecido en el capitulo tres para intervalos en R, ent(f) >
0 no implica caos.

Conviene, también, nuevamente contrastar esta informacién con el resultado de
Katok: Para difeomorfismos de clase C'T%, a > 0, en variedades de dimensién dos, entropia

positiva implica la existencia de un subconjunto donde el difeomorfismo es cadtico.

La siguiente proposicion es la parte final de este capitulo. Se puede pensar como
un pequeno apéndice donde se muestra de nuevo, y desde otro punto de vista, la fuerza
que tiene la sensibilidad a las condiciones iniciales. Regresemos a M, un espacio métrico, y
f M — M, una funcién continua. Mostraremos que dada x € M la sensibilidad afecta no
s6lo a un punto de cada vecindad de z, sino a un conjunto abierto y denso de cada una de

esas vecindades.

Proposicion 5.2.1 Sean M un espacio métrico perfecto, f: M — M sensible a las condi-

ciones iniciales, y 6 > 0 su constante de sensibilidad. Sean 61 > 0, §; < %, o € M,

Y
A ={z € M| existe n € Ntal que d(f"(x), f"(zo)) > 01}
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Entonces A es abierto y denso en M.

Demostraciéon. Por la sensibilidad A es distinto del vacio. Veamos primero que
A es abierto.

Sea x € A, existe n € N tal que d(f"(z), f"(x0)) =y > 01. Como f" es continua,
existe ¢ > 0 tal que para toda y € B¢(z) se tiene que f"(y) € By_s (f™(x)). De aqui se
sigue que la distancia de f™(y) a f"(xo) es mayor que d;. Por lo tanto B¢(xz) C A, y asi A
es abierto.

Veamos ahora la densidad.

Sean z € M y € > 0, demostraremos que B.(z) N A # ¢.

Por la sensibilidad existen y € B.(z) y n € N tales que d(f™(y), f"(z)) > ¢. Como

d(f"(y), ["(2)) < d(f"(y), ["(x0)) +d (f" (20), f"(2)) ,

tenemos que

N &

d(f"(y), f"(xo)) =

A" a0), 1) 2 5 > b

De aqui que y € A 6 z € A, en ambos casos B.(z) N A # ¢. O
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Capitulo 6

El conjunto de las funciones

caoticas

Las equivalencias establecidas en el teorema 3.2.2 del capitulo tres nos permiten
hacer algunas afirmaciones sobre la topologia del espacio que forman las funciones que
son cadticas en algin subconjunto del intervalo. Denotemos por C°(I,I) al conjunto de
las funciones f : I — I que son continuas en I, y por K(I,I) C C°I,I) a aquellas
para las cuales existe algiin subconjunto de I donde son caéticas. Siguiendo los resultados
contenidos en Block y Coppel [9], es inmediato que K (I,I) es abierto y denso en C°(I, ).
Aqui demostraremos que K (I, I) es arco-conexo, que su complemento, el conjunto de las

funciones no cadticas, también es arco-conexo, y que ambos conjuntos no son convexos.

6.1 EIl conjunto de las funciones cadticas, en el intervalo, es

arco-conexo

Sea I un intervalo compacto en R, (en algunas ocasiones, por conveniencia en la

notacién, tomaremos I = [0, 1]). Sean C°(I,I) el conjunto:

C%I,I) = {f : I — I tales que f es continua en I},

y K(I,I) el conjunto:

K(I,I) = {f e CO(I,1) tales que f es caética en D, para algin D C I}.
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Observacién 6.a. C°(I,I) es un espacio métrico completo si consideramos la

siguiente distancia en él:

d(f,9) = max{|f(z) — g(x)| ,= € I}.

Definicién 6.1.1 Sean f y g en CO(I,I). Si existe F : [0,1] x I — I, (\,z) = F(\,z) =
F\(z), tal que

i) F\(z) es continua en [0,1] x I, y

ii) Fo(z) = f(z) y F1(z) = g(x) para toda x € I.

Decimos que Fy es una familia de funciones en C°(I,I) que conecta f con g.

También nos referiremos a F\ como un arco.

Observaciones:

6.b. Sean f y g en C°(I,I), entonces para todo A € [0,1] la funcién F\ =
(1 = X) f + Ag es elemento de C°(I,T). Por lo tanto C°(I,I) es convexo.

6.c. Sean f,gy hen C°(I,I). Si existe un arco que conecta f con g, y otro que

conecta g con h, entonces existe un arco que conecta f con h.
Proposicion 6.1.1 La entropia topoldgica, considerada como una funcion
ent : C°(I, 1) = RU oo,
es semicontinua inferiormente.
Demostracién. Ver Block y Coppel [9], pagina 216. O
Corolario 6.1.1 El conjunto K(I,I) es abierto en C°(I,I).

Demostracién. Por el teorema 3.2.2, K(I,1) = {f € C°(I,I)|ent(f) >0} . Por

la proposicién 6.1.1, este conjunto es abierto. O

Proposicién 6.1.2 El conjunto de las funciones, f € C°(I,I), tales que ent(f) > 0 es
denso en CO(I,1).

Demostracién. Ver [9], pagina 216. O

Corolario 6.1.2 El conjunto K(I,I) es abierto y denso en C°(I,I). O
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Figura 6.1:

Denotemos por NK (I, I) al complemento de K(I,I). NK(I,I) es el conjunto de

las funciones no caédticas. El corolario anterior muestra que 0K (I,I) = NK(I,I).
Lema 6.1.1 Si f € K(I,I), I =10,1], entonces ezxiste z € (0,1) tal que f(z) = =.

Demostracién. Si para todo = € (0,1), f(z) > =, f es creciente en I. Esto
implica que para todo = € (0,1), lim,_, f™(xz) = 1. Por tanto f no es cadtica en ningin
subconjunto de I, lo que contradice la hipétesis. El otro caso, f(z) < z para todo z € (0, 1),

se trata de manera andloga. O
Teorema 6.1.1 El conjunto K(I,I), I =10,1], es arco-conezo.

Demostracién. Sea f € K(I,I), construiremos, en cuatro pasos, un arco en

K(I,1I), que una f con la siguiente funcién cadtica:

3xsix€[0

—_

g(r)=¢ 2—3xsiz €

)

—_

[SHL\
—

3 —2sixz €

)

——r—
Wi Wi o=

Ver Figura 6.1
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Paso uno. Sea zy € (0,1) tal que f(zo) = xo. Como f € K(I,I), existe € > 0

tal que para toda h € Be(f), h € K(I,1),y (zo—¢,20+¢) C [0,1]. Sea e1 = 3, existe

0 <601 < e tal que f (351 (:L"[))) C B, (:L"[))
Sea § tal que 0 < § < é1. Sea f1 : I — I, continua en I, definida por

f(z)siz ¢ (xg— 1,20 + 61),
lineal a pedazos en [zy — d1,29 + 61| definida por:
filwo—08) = filzo+§) =20 —6, y
fi(zo — %) = fi(zo+0) = z¢ + 4.

fi(z) =

En la siguiente Figura 6.2 vemos las graficas de f y fi.

Tenemos f1 € K(I,I)y d(f, f1) <e.

Sea F\ = (1 —=X) f+ Af1, A €[0,1]. Este arco es tal que para toda
x ¢ (xg — 1,20 + 01), Fx(z) = f(z). Ademds para todo X € [0,1] y para toda
x € (o — 01,20 + 01) ,

|Fy(z) — f(z)| < 21 <.
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Por lo tanto es un arco en K(I,I) que une f con f.

Paso dos. Sea fy € K(I,I) dada por

xzsiz ¢ [xg— 0,20+ 0]
fa(z) = ,
fi(z) siz € [xg — 6,20 + ).
Consideremos ahora el arco Fy = (1 — X) f1 + Af2, A € [0,1]. Como F)(z) = fi(x)
para todo = € [zg — d,x0 + 0] y para todo A € [0,1], se tiene que Fy es un arco en K(I,I)

que une fi con fo.

Paso tres. La siguiente familia de funciones

FA(2) = fole + Awo = 3)) + A5 — ),

A €[0,1], es un arco, en K(I,I), que une fo con f3, donde

rxsizé¢ [%—5,%4—5]
lineal a pedazos si z € [5 -4, % + 5] , definida por:
L=t
fG+§=35-4

Paso cuatro. Por iltimo la siguiente es una curva en K (I, ) que une f3 con g:

f3(z) =

o1
Fﬂmzkh< A2+§>—§u—n,

con A\ € [1, %] .
Por lo tanto existe un arco en K (I, ) que une f con g, y asi K (I, I) es arco-conexo.
O

Nota. La argumentacion seguida en el paso uno del teorema anterior la realicé a

partir de la demostracién que presentan Block y Coppel a la proposicién 31 del capitulo 8
de [9].

6.2 El conjunto de las funciones no cadéticas también es arco-

conexo

Sean I = [0,1] y f € C°(I, I). Consideremos la siguiente familia de funciones:
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F(o) { @) si f(z) < 2
Asi f(z) >\

con A € [0,1].
Obsérvese que Fi(z) = f(z) y Fo(x) = 0 para todo x € [0, 1].

Lema 6.2.1 F)(z) es continua en [0,1]z].
Demostracién. Sean \; < Ay, ambas en [0, 1]. Es inmediato que

d(Fy,, Fy,) < X2 — A1

Sea £ > 0. Como f es uniformemente continua, existe d; > 0 tal que

si |z —y| < 01 entonces |f(z) — f(y)] < %

Por la relacién entre f y F), tenemos también lo siguiente:

si|z —y| < 01 entonces |F)\(z) — F\(y)| < %,

para todo A € [0,1].

Sea d = min {41, 5}, y obtenemos lo siguiente:

si ||(A,z) — (Ao, 0)|| <6, entonces |A— Ag| < % y | —xo| < d1.

Esto implica que

€
[EA(2) = B (w0)] < |Ex(2) = Fxg (2)] + [F (2) = Fxg(w0)| < |A = o] + 5 <e.
De aqui se sigue que F)\ (z) es continua en [0, 1]x/. O

Lema 6.2.2 Sea A € [0,1]. Para todo subintervalo cerrado, A C I, distinto del vacio, se
tiene que F\(A) C f(A) 6 F)\(A) = {\}.
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Demostracién. Considero tres casos:

i) Si A > max{f (z) |z € A}, para todo = € A se tiene que F)\(z) = f(z). Por lo
tanto F)\(A) = f(A).

ii) Si A < min{f (z) |z € A}, para toda z € A se tiene que Fy(z) = A. Por lo
tanto F)\(A) = {A}.

iii) Sie =min{f (z) |z € A} < A <max{f (z)|z € A} = b, entonces

F\(A) =[a,A] C [a,b] = f(A).O

Para demostrar que la curva F) estd contenida en el conjunto de las funciones no

cadticas si f es no cadtica, utilizamos la siguiente definicién y la siguiente proposicién.

Definicién 6.2.1 Decimos que f € C°(I,I) es estrictamente turbulenta si existen dos

subintervalos cerrados de I, A y B, distintos del vacio, tales que ANB = ¢ y AUB C
fANf(B).

Proposicion 6.2.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) feK(I,I).

ii) Existe n € N tal que f™ es estrictamente turbulenta.

Demostracién. La afirmacién i) es equivalente a ent(f) > 0. Block y Coppel

demuestran en [9] que ent(f) > 0 es equivalente a la afirmacién ii). O
Lema 6.2.3 Si para algin A € [0,1] se tiene que F\ € K(I,I), entonces f € K(I,I).

Demostracién. Supongamos que F)\ € K (I, ). Por la proposicién 6.2.1, existen

n € N y dos subintervalos cerrados distintos del vacio, A y B, talesque ANB =¢y

AUB C FIA) N FMB).

Como AU B C FY{(A), tenemos que para toda j € {0,1,2,...,n}, F{(A) no
es un intervalo formado por un sélo punto. Por lo tanto para toda j € {0,1,2,...,n},
F(A) # {A}.

Por el lema 6.2.2, tenemos:

F(A) = By (F1(A)) € f (Fr 1) = £ (FAFR2(4))) € 2 (F2(4)) = ..
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o © P THR(A) © P (F(A)) = F(A).

Por tanto AUB C f™(A). De manera andloga AUB C f™(B). Y, por la proposicién
6.2.1, f € K(I,I). O

Teorema 6.2.1 El conjunto NK(I,I) es arco-conezo.

Demostracién. Sea f € NK(I,I), consideremos la familia:

flz) si flz) <A
Fy (,’L‘) = . )
Asif(z) > A
A € [0,1]. Por el lema 6.2.1, Fy es un arco que une f con la funcién constante cero. Por el

lema 6.2.3, para todo A € [0,1], F\ € NK(I,I). O

Finalizamos mostrando que tanto K (I,I) como NK(I,I) no son conjuntos con-

VEXOS.
Proposicién 6.2.2 K(I,I) no es convezo.

Demostracién. Consideremos la familia Fy(z) = (1 — A) f(z) +Xg(x), A € [0,1],
donde f(z) = 4z (1 —xz) y g(z) = 1 — f(x). Ambas funciones, f y g, son elementos de
K(I,I)y como F%(x) = 1 para todo z € [0,1], F% ¢ K(I,I). 0O

Proposicién 6.2.3 NK(I,I) no es convezo.

Demostracién. Consideremos la familia Fy(z) = Ag(z), g € C°(I,I), donde g (z)

estd dada por:

%sixe[ﬂ,ﬂ,

Lsize |l 1],
g(z) = ? {2 ] 1]

es lineal a pedazos si z € [i, AR

definida por f (%) =1,

\

y A€ [0,1]. Fy es un segmento de recta que une g con la funcién constante cero.
Obsérvese que para todo z € [O, %] , g(x) € [%, 1] , (ver la Figura 6.3 al final
del capitulo). Por tanto para todo z € [0,1] se tiene que ¢*(z) = %, esto implica que

g€ NK(I,I).



Sin embargo F1 evaluada en los puntos i, % y % es asi:
2

1\ 3 3\ 1 1 1
3 (4) g’ <8> 23 (2) 4

La funcién F1 tiene un punto periédico de periodo 3, F1 ¢ NK(I,I). O
2 2

W=
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Figura 6.3:

Estas son las gréificas de g y F1.
2
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Capitulo 7

Caos y puntos periodicos

Sea, M un espacio métrico perfecto y completo. En este capitulo demostramos la
siguiente equivalencia: f : M — M es cadtica en M si y solamente si para todo € > 0, y
para todo conjunto D compacto, D C M, existe un punto periédico tal que su 6rbita es
e-densa en D. Es decir, la presencia de caos es equivalente a una particular distribucién de
los puntos periédicos. Como corolario obtenemos que los periodos presentes en una funcién
cadtica forman un conjunto no acotado. En el caso de que el espacio M sea compacto, la
equivalencia anterior se puede expresar asi:

La funcién f es cadtica en M si y solamente si para toda € > 0, existe z € Per(f)

tal que su érbita es e-densa en M.
7.1 Relaciéon caos y puntos periédicos.

Sean f: M — M, continua en M, y M espacio métrico perfecto y completo.

Definicién 7.1.1 Sean D C M y e > 0, decimos que A C M es e-denso en D si para todo
x € D existe y € A tal que d(x,y) < €.

Observacién 7.a. Si D es compacto, para toda ¢ > 0 existe A, de cardinalidad

finita, tal que A es e-denso en D.

Proposicion 7.1.1 Si f es cactica en M, entonces para todo subconjunto compacto, D, y

para toda € > 0, existe x € Per(f) tal que o(x, f) es e-densa en D.
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Demostracién. Sea D C M un conjunto compacto. Dada ¢ > 0, existe una
cubierta abierta finita de D de la siguiente forma:
© = {Bz(w:) | 5 € D parai € {1,2,...,k} }, D C UL, Bx ().

£
3
g

Sean 0 = 5 y u € M tal que la o(u, f) es densa en M. Como cada Bs(z;) es abierta

en M, existe ny € N tal que para todo j € {1,2,...,k} se tiene que

B(ws) N {u, F (), F2(u), s [ ()} # 60 (%)

Sea

B = B;(u) N f7H(Bs(f () N ... 0 f70(Bs(f (w)).

Obsérvese que B es abierto y distinto del vacio. Por tanto existe z € Per(f) N B.

Demostraremos ahora que la érbita de z es e-densa en D. Sea y € D, existe
4,1 < j < Kk, tal que y € Bs(xj). Por la ecuacién (*), existe 4,0 < i < ng, tal que
f%(u) € Bs(z;). Esto implica que:

d(f*(2),y) < d(f'(x), f'(w) +d(f(u),2j) +d(zj,y) <6+ 0+5=e.
Por tanto d(f'(z),y) < e. O

Proposicién 7.1.2 Si para todo D C M compacto y para toda € > 0, existe x € Per(f)

tal que o(x, f) es e-densa en D, entonces f es cadtica en M.

Demostracion.

Paso uno: La densidad de los puntos periédicos.

Sea A C M un conjunto abierto y distinto del vacio. Sean a € A y € > 0 tales que
B.(a) C A. Como el conjunto D = {a} es compacto, existe z € Per(f) tal que su drbita es
e-densa en D, esto implica que existe y € Per(f) N B:(a) C A. Por tanto Per(f) es denso
en M.

Paso dos: La transitividad topolégica.

Sean A y B abiertos y distintos del vacio. Sea a € Ay b € B, existe ¢ > 0 tal
que B:(a) C Ay B.(b) C B. Sea D = {a,b}, D es compacto en M. Por hipdtesis existe

x € Per(f) cuya érbita es e-densa en D, entonces
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oz, [YNA# ¢y olz, f)N B # ¢.

Por lo tanto existe n € N tal que f"(A) N B # ¢. O
El siguiente teorema resume los resultados anteriores.

Teorema 7.1.1 f : M — M es cadtica en M si y solamente si para todo subconjunto

compacto de M, D, y para toda € > 0, existe x € Per(f) tal que o(x, f) es e-densa en D. O

Corolario 7.1.1 Si f es cadtica en M, entonces el conjunto {n | Per,(f) # ¢} es no aco-

tado.

Demostracién. Dada n € N tomamos n puntos distintos en M, {1, x,...,2p} =

D. Sean

0
..

Como D es compacto, existe z € Perp,(f) tal que su 6rbita es e-densa en D, esto

0 = min{d(z;,z;) [ i # j,1 <d,j <n} ye=

implica que m > n. O

Observacion 7.b. El teorema 7.1.1 y el corolario anterior muestran también que
si f: M — M es cadtica en M, entonces en todo subconjunto abierto de M existen puntos
periddicos de periodo arbitrariamente grande. Es decir, de manera mas formal, la siguiente
afirmacion es cierta: Si f : M — M es cadtica en M, entonces para todo € > 0, para todo

x € M y para todo n € N, existe y € B. () N Pery, (f) tal que m > n.
En el caso de que M sea compacto, el teorema 7.1.1 queda de la siguiente forma:

Teorema 7.1.2 Sea M wun espacio métrico, compacto y perfecto. Sea f : M — M una
funcion continua en M. Entonces f es cadtica en M si y solamente si para todo € > 0

existe © € Per(f) tal que su orbita es e-densa en M. O

El hecho de que f sea cadtica en M, con M compacto, no implica que dada & > 0
exista ng € N tal que toda érbita de periodo mayor que ng sea e-densa. Consideremos el

siguiente ejemplo:
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Ejemplo 7.c. Sea > = {Z = (zg,x1,x2,...) |x; € {0,1} para todo i >0} con la

distancia:

1
d(z,y) = o donde n = min {i |z; # y; }.

Sea o : Y, — > el corrimiento, es decir o(xg, x1,x2,...) = (1, %2, x3,...). Sabemos
(véase [11]) que Y es compacto y que o es cadtica en ). .

Dada n € N,n > 2, consideremos el siguiente punto de .

z=(0,1,1,..,1,0,1,1,..,1,0,1,...,1,0,1,...),

donde los 1’s forman bloques de n — 1 elementos. Tenemos que T € Per,(f), y que para

todo m > 0 la d(c™(%),0) > 3, donde 0 = (0,0, ...). Por tanto ninguna de las érbitas de

este tipo de puntos periédicos puede ser e-densa en Y si € < %
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Capitulo 8

Ejemplos de funciones cadticas

En todos los ejemplos vistos hasta ahora, el conjunto caético ha sido compacto. En
esta parte construiremos una funcién caética en todo R, f : R — R, y con ella mostraremos
una que lo es en el intervalo abierto (0,1), g : (0,1) — (0,1). En la parte final demostraremos
que para todo € > 0, existe una e-perturbacién de la identidad, id : [0,1] — [0, 1], cadtica

en todo [0,1].
8.1 Una funcidn cadtica en todo R.

Sea f: R — R asi: si z € Z, entonces

z+ 2 si z es par
-]

z — 2 si z es impar.
En cada intervalo de la forma (z,z + 1), z € Z, definimos a f en forma lineal de
tal forma que f sea continua en R.
Observacion. 8.a.
i) f restringida a los enteros es una funcién biyectiva, y podemos representar su

dinamica de este modo:

4, 3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...

Por tanto si z es par, lim,_, f"(z) = 00, y si z es impar, lim, ,~ f"(z) = —oc0.
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-4 =3 -2 -

Figura 8.1:

ii) La pendiente de f en [z,z + 1] es -3 si z es par, y es 5 si z es impar.
Ver la Figura 8.1 que es la grifica de f.

Lema 8.1.1 Para todo z € Z y para todo n € N se tiene que:
i) Nz 2+ 1)) C M2z +1]) y
i) US o f™"([z,2 + 1] = R.

Demostracién. Sea z € Z, como

[z — 1,2+ 2]si z es par
f(lz2+1]) = N
[z — 2,2+ 3] siz es impar,

en ambos casos tenemos que [z,z + 1] C f([z,z + 1]) = [u,v], con u entero impar y v par,

u < v. De aqui se sigue que para toda n € N

"z, z+ 1)) =[u—2(n—1),v4+2(n —1)].

De esta igualdad concluimos de manera inmediata las dos afirmaciones del lema.
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Proposicion 8.1.1 f es topologicamente transitiva en R.

Demostracién. Sean z € Ry ¢ > 0, tales que B.(z) C [z,2z + 1] para algin
z € Z.

Paso uno. Existe ng € N tal que f™(B.(z)) contiene un entero.

Demostracién. Si A = (a,b) C [w,w + 1], w € Z, entonces la longitud de f(A) es
mayor o igual a tres veces la longitud de A, long(f(A)) > 3long(A). Por tanto si para toda
ke {0,1,...,n}, f¥(B:(x)) N Z = ¢ tenemos que

long(f"(Be(x)) = 3" (2e).

A partir de esta desigualdad es inmediata la afirmacion.

Paso dos. Existe n; > ng tal que [z,z + 1] C f"(B.(z)) para algin z € Z.

Demostraciéon. Sabemos que f"°(B.(z)) contiene un intervalo de la forma [w,b)
conw € Z y w < b; o dela forma (a,w] conw € Z y a < w.

Tomemos el caso [w,b) C f™(B:(x)). Siw+1 ¢ [w,b), f([w,b)) es un intervalo
abierto en un extremo y cerrado en el otro, en ambos casos tenemos long(f([w,b))) >
3(b —w). Si f (Jw,b)) contiene a dos enteros consecutivos, terminamos. En caso contrario
aplicamos nuevamente f.

En forma andloga al paso anterior. Si para todo k € {0,1,...,n}, f([w,b)) no

contiene dos enteros consecutivos, entonces

tong(f" ([w, b)) = 3" (b — w).

Y de esta desigualdad se sigue la afirmacion.

Paso tres. El final.

Sean A y B dos conjuntos abiertos y distintos del vacio. Por los pasos uno y dos,
existe n € N tal que [z,z + 1] C f™(A) para alguna z en Z. Por el lema 8.1.1, existe m € N
tal que f™(A) N B # ¢. Por tanto f es transitiva en R. O

La siguiente proposicién nos dé informacién valiosa sobre la dindmica de funciones

definidas en un intervalo de R.

Proposicion 8.1.2 Sean I un intervalo en Ry f: I — I una funcion continua. Si f es

transitiva en I, entonces f tiene densidad de puntos periddicos en I.
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Demostracién. Ver [24], [34], 6 [4]. D

Proposicion 8.1.3 Sean I un intervalo en Ry f : I — I una funcion continua. Si f es

transitiva en I, entonces f es cadtica en 1. O
Por lo tanto la funcién f : R — R que hemos construido es caética en R.

Observacion 8.b. En la proposicion 8.1.1 de hecho demostramos que f es

mezclante.

A partir de f podemos inmediatamente construir una funcién caética en el inter-
valo abierto (0,1), g : (0,1) — (0,1).
Sea h : R — (0,1), dada por h(z) = (%)arctan(z) + 3. La funcién h es un

™

homeomorfismo. Sea g = ho f o h~!, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

R 4 R

hl Lh
(0,1) g (0,1).

Por lo tanto g es cadtica en (0,1).

Proposicién 8.1.4 Ezxiste G : [0,1] — [0,1], continua en [0, 1], tal que para todo x € (0,1)
se tiene g(x) = G(x).

Demostracién. Sabemos que para todo 2 € R, f(x) cumple las siguientes de-

sigualdades:

z—2< f(z) <z+2. (%

Por tanto para todo ¢ € (0,1) tenemos

RYt) —2< foh™ () < h7H(t) + 2.

Como h es creciente,

h(h™'(t) —2) < ho foh™'(t) < h(h™'(t) +2).

Por lo tanto para todo ¢ € (0,1) se cumplen las siguientes desigualdades:
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h(h™' (1) = 2) < g(t) < (k™' (1) +2). (*¥)

Sea ¢ € R, tenemos

tan(m(t — 1)) —i—c] + % =0y

1
limh(h~1(t) + ¢) = lim — arctan 5

t—0 t—0 T

1 1
tan(m(t — 5)) + C:| to= L.

De estos limites y de la desigualdad (**) obtenemos que

1
lim h(h~"(t) + ¢) = lim — arctan

t—1 t—1 1

limg(#) =0y limg(t) = L.
Definiendo G : [0,1] — [0,1] asi G(0) = 0, G(1) = 1 y G(z) = g¢(z) para todo

z € (0,1) terminamos. O

Observacién 8.c.

i) G es cadtica en [0,1].

ii) G es mezclante en [0, 1].

iii) Para todo A abierto, A C (0,1), se tiene que US2 ;G "(A4) = (0,1).

iv) G1(0) = {0} y G-'(1) = {1}

v) El conjunto {z € [0,1]|U2,G " (z) es denso en [0,1]} es el intervalo (0,1) , ver
[5]. De hecho M. Barge y J. Martin demuestran que si F : [0, 1] — [0, 1] es cadtica en [0, 1],
entonces existen a lo mds tres puntos en [0, 1], =1, z2, z3, tales que USS (F~"(x;), i =1,2 6

3, no es denso en [0,1].

De las desigualdades en (**) obtenemos

h(h=1(t) —2) < G(t) < h(h™(t) +2).

para todo ¢t € (0,1). Sabemos también que para todo ¢ € (0,1) se tiene

h(h™'(t) —2) <t < h(h7'(t) +2),

por lo tanto para todo t € (0,1)

tan(r(t — %)) - 2] }

|G(t) —t] < 1 {arctan [tan(w(t - %)) + 2} — arctan
m
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Vamos a encontrar una cota superior para la distancia d(G, id).
Sean A > 0y Hy(y) = arctan(y + A) — arctan(y — A). La funcién H) alcanza su
méaximo en y = 0, y éste es arctan(\) — arctan(—\) = 2arctan(\).

Por lo tanto para todo t € [0, 1],

2
|G(t) — t| < —arctan(2).
™

De esta tltima desigualdad concluimos que d(G,id) < Z arctan(2).

8.2 Una e-perturbacién cadtica de la identidad.

La siguiente proposiciéon muestra que podemos encontrar funciones cadticas, [ :
[0,1] — [0,1], con conjunto cadtico todo el [0, 1], tan cercanas como queramos a la funcién
identidad. En su demostracién utilizamos las funciones f, g, h, G y H) que hemos constru-

ido.

Proposicién 8.2.1 Para todo € > 0 existe | : [0,1] — [0,1], continua y cadtica en [0,1],
tal que d(l,id) < e.

Demostracién. Sea A > 0. Consideremos el homeomorfismo Jy(z) = §, y fx :

R — R tal que el siguiente diagrama conmuta

f

R = R
Ind USY)N
R 7. R

La coleccién { fa(z) = (%) fQAz), A > 0} es una familia de funciones cadticas en
R.
Es inmediato |fx(z) — z| = } |f(Az) — Az|. De esta desigualdad y de la desigual-

dad (*) obtenemos

y de aqui,
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Siguiendo el camino de la proposicién 8.1.4, llegamos a

AR (0~ 5) < 0a(6) < BT 6) + ),

donde gy : (0,1) — (0,1), gx(t) = ho fy o h=1(¢).
Cada g es cadtica en (0, 1) y podemos extenderla a una funcién cadtica y continua
enel [0,1], Gy :[0,1] — [0,1].

Por dltimo:

|GA(t) =t S A(RTH(E) + ) — h(h™H (1) = 3),

2
A
para toda t € [0,1] .

Recordando lo que hicimos para H) obtenemos

|GA(t) — 1] < 2arctan(§),

para toda t € [0, 1]. Por lo tanto d (G, id) < 2arctan (%) .
Dada ¢ > 0, existe A > 0 tal que 2arctan(3) < e. Sea [(t) = G,(¢), d(l,id) < e. O

Observaciéon 8.d. Las familias {gx} y {G} son continuas con respecto a .

Definicién 8.2.1 Sean f € C°(I,I) y e > 0, decimos que g € C°(I, ) es una
e-perturbacidn de f si d(f,g) < e.

Lo que hemos demostrado en esta parte se puede expresar asi:

Proposicién 8.2.2 Para todo € > 0, eziste una e-perturbacion de la identidad, id : [0,1] —

[0,1], tal que es cadtica en todo el intervalo [0,1]. O

-fin-
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