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Introducci�on

Este trabajo es sobre sistemas din�amicos discretos ca�oticos.

Los resultados que aqu�� presentamos se re�eren, en su mayor��a, a la din�amica

generada por funciones de�nidas en un intervalo de los n�umeros reales. Sin embargo al

estudiar conjuntos invariantes con din�amica ca�otica aparecen, de manera inmediata, con-

juntos con topolog��a m�as complicada como el conjunto de Cantor. Por esta raz�on iniciamos

adoptando un punto de vista m�as general: Consideramos un espacio m�etrico, M; y una

funci�on continua de�nida en �el, f :M !M:

Las iteraciones de f; fn = f � f � � � � � f; generan un sistema din�amico discreto.

Los conceptos b�asicos que utilizamos son los siguientes: Decimos que x 2 M es un punto

peri�odico si existe n 2 N tal que fn(x) = x; al m��nimo del conjunto fn 2 N j fn(x) = xg
lo llamamos el periodo de x: Denotamos por Per(f) al conjunto de puntos peri�odicos de

f; y por o(x; f) a la �orbita (positiva) de x; es decir, o(x; f) = ffn(x) j n � 0g donde f0

es la funci�on identidad. Decimos que f es topologicamente transitiva en M si para toda

pareja de subconjuntos abiertos, A y B; de M; distintos del vac��o, existe n 2 N tal que

fn(A) \ B 6= �: Por �ultimo, decimos que f es sensible a las condiciones iniciales si existe

" > 0 tal que para todo x 2 M y para toda � > 0; existen y 2 B�(x) y n 2 N tales que

d(fn(x); fn(y)) � "; donde d(�; �) es la m�etrica en M: Llamamos a esta " la constante de

sensibilidad.

Antes de presentar nuestra de�nici�on de caos conviene aclarar que no existe a la

fecha una de�nici�on aceptada por todos. Conceptos como transitividad, entrop��a topol�ogica

positiva, sensibilidad a las condiciones iniciales, existencia de puntos homocl��nicos, y existen-

cia de puntos peri�odicos de una cantidad in�nita de periodos, aparecen de manera reiterada

cuando alguien se re�ere a caos.
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Hemos decidido partir de la de�nici�on dada por R. Devaney en 1985 en An In-

troduction to Chaotic Dynamical Systems, ver [11] : Las condiciones por �el propuestas para

decidir si un sistema es ca�otico nos parecen sencillas y manejables. Adem�as varios de

los ejemplos que han dado origen al estudio de din�amicas complicadas, el corrimiento en

dos s��mbolos, la herradura de Smale, los automor�smos de Anosov en el toro y la funci�on

log��stica principalmente, cumplen esa de�nici�on en el espacio donde est�an de�nidos o en un

subconjunto invariante de �el.

De�nici�on (Devaney). Decimos que f es ca�otica en M si

i) El conjunto Per(f) es denso en M:

ii) f es transitiva en M:

iii) f es sensible a las condiciones iniciales.

De estas tres condiciones, la de la sensibilidadmerece algunos comentarios. Existen

otras de�niciones de sensibilidad, la que nosotros presentamos parte de una idea propuesta

por Guckenheimer en 1979 en Sensitive Dependence to Initial Conditions for One Dimen-

sional Maps, ver [14] : La expansividad, v�ease An Introduction to Ergodic Theory de P.

Walters [35] ; re
eja una idea semejante a la contenida en la sensibilidad, sin embargo su

de�nici�on implica que f sea un homeomor�smo, condici�on que no cumplen varias de las fun-

ciones que nosotros estudiamos (por ejemplo la funci�on log��stica, f(x) = 4x(1�x); de�nida

en [0; 1] � R). De hecho se puede mostrar que la din�amica generada por un homeomor�smo

de�nido en un intervalo de los n�umeros reales, o en el c��rculo, no es ca�otico.

Por otro lado , la sensibilidad da la impresi�on de ser una condici�on d�ebil en el

siguiente sentido: dados x 2 M y � > 0; s�olo un punto de la B�(x) est�a obligado a tener

una �orbita que se separa, en alguna iteraci�on, de la �orbita de x: La siguiente a�rmaci�on,

cuya demostraci�on se encuentra al �nal del cap��tulo cinco, muestra que la sensibilidad afecta

el comportamiento de las �orbitas de un conjunto abierto y denso de puntos de B�(x): Sean

" > 0 la constante de sensibilidad de f; y "1 > 0 tal que "1 < "
2 : Entonces para todo

x 2 M y para toda � > 0; el conjunto de puntos y 2 B�(x) tales que existe n 2 N con

d(fn(x); fn(y)) > "1 es abierto y denso en B�(x):

El �ultimo comentario sobre la sensibilidad, y tal vez el m�as importante, es el

siguiente: En 1992, ver On Devaney's De�nition of Chaos [2] ; un grupo de matem�aticos

australianos, Banks et al, demostr�o que si M es un espacio m�etrico perfecto, entonces la
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densidad de Per(f) y la transitividad implican que f tiene sensibilidad a las condiciones

iniciales. Este importante resultado nos lleva a adoptar la siguiente de�nici�on.

De�nici�on. Sean M un espacio m�etrico y f : M ! M una funci�on continua

en �el. Decimos que f es ca�otica en M , si M es perfecto y se cumplen las siguientes dos

condiciones:

i) Per(f) es un conjunto denso en M:

ii) f es transitiva en M:

Si D es un conjunto invariante bajo f; f(D) = D; decimos que f es ca�otica en D

si D es perfecto y la restricci�on de f a D; f jD ; cumple las condiciones i) e ii) en D:

Esta de�nici�on, y el resultado de Banks et al, nos llevan a la pregunta principal

que anima este trabajo: >Qu�e tanto podemos descubrir de la din�amica generada por f

a partir de la presencia simultanea de dos condiciones: densidad de puntos peri�odicos y

transitividad topol�ogica?

La mayor��a de los teoremas, proposiciones y ejemplos que presentamos, aunque son

respuestas a preguntas y conjeturas particulares, adquieren un sentido y un cierto orden si

se piensan como fragmentos de la respuesta a esta pregunta general.

En dos campos se pueden dividir los resultados contenidos en el trabajo: Los

que se re�eren a la din�amica de funciones de�nidas en un subintervalo de los reales, y los

que describen alg�un aspecto de la din�amica de funciones de�nidas en un espacio m�etrico

(digamos un estudio m�as general).

Ambos campos est�an fuertemente relacionados, sin embargo en esta presentaci�on

intentaremos dar cuenta de ellos por separado.

Iniciemos con los resultados para la din�amica de funciones de�nidas en un intervalo

de R:

Consideremos I = [a; b] � R; y f : I ! I una funci�on continua en I: Una gran

cantidad de resultados sobre la din�amica generada por f han tomado como punto de refe-

rencia la entrop��a topol�ogica de f: Existen m�as de diez condiciones equivalentes al hecho de

que la entrop��a de f sea positiva, ver los siguientes trabajos: Periodic Points and Topologi-

cal Entropy of One Dimensional Maps de L. Block, J. Guckenheimer, M. Misiurewicz y L.

Young [8]; Dynamics in One Dimension de L. Block y W. A. Coppel [9]; y Complejidad en
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Sistemas Din�amicos de M. Falconi y J. Pulido [13] : Nuestra primer tarea fu�e relacionar la

presencia de caos con este importante concepto.

El estudio de la din�amica de funciones con entrop��a cero es muy completo, ver [8]

y el trabajo de M. Misiurewicz Invariant Measures for Continuos Transformations of [0; 1]

with Zero Topological Entropy [22] : Los posibles conjuntos invariantes donde la funci�on es

transitiva s�olo pueden ser �orbitas peri�odicas, o conjuntos de Cantor donde f se factoriza

en la funci�on m�aquina sumadora, � : � ! �: De aqu�� que la din�amica de f no presente

subconjuntos con din�amica ca�otica. Por tanto la presencia de caos implica entrop��a positiva,

ent(f) > 0: Es inmediata la siguiente pregunta: >entrop��a positiva implica caos? En el

cap��tulo tres contestamos a�rmativamente, y presentamos la demostraci�on del siguiente

Teorema. Para funciones en el intervalo, f : I ! I; las siguientes dos a�rmaciones

son equivalentes:

i) Existe D � I tal que f es ca�otica en D:

ii) La entrop��a topol�ogica de f es positiva.

Este resultado no s�olo liga nuestro trabajo al estudio que se ha venido realizando

sobre este tipo de sistemas din�amicos, tambi�en nos permite encontrar nuevas relaciones

entre la din�amica ca�otica y otros conceptos.

En el cap��tulo cuatro estudiamos la relaci�on entre caos y el conjunto !(x; f); donde

!(x; f) es el conjunto de los puntos en I; y 2 I; tales que existe fnig � N con fni(x)! y:

Al revisar la literatura sobre el tema, ver [8] ; [9] y [22] nuevamente, nos dimos cuenta que

si la ent(f) = 0; entonces el conjunto !(x; f) presentaba dos caracter��sticas:

Primera. Su cardinalidad s�olo puede ser �nita (en el caso de que !(x; f) sea una

�orbita peri�odica), o no numerable (en el caso de que !(x; f) sea un conjunto de Cantor).

Segunda. Es conocido que para toda x 2 I el conjunto !(x; f) es invariante bajo

f: Lo interesante es que si ent(f) = 0; entonces f
���!(x;f) siempre es transitiva.

De estas dos observaciones nacieron dos nuevas preguntas: >Existe alguna relaci�on

entre la presencia de caos y la existencia de un punto x 2 I tal que la cardinalidad de su

!(x; f) sea in�nita numerable? >Existe alguna entre caos y la posibilidad de que f
���!(x;f)

no sea transitiva para alguna x 2 I?

Nuestra respuesta es que s�� existen estas relaciones. El resultado al que llegamos,

cuya demostraci�on es el contenido del cap��tulo cuatro, es el siguiente:



6

Teorema. Para funciones en el intervalo las siguientes tres a�rmaciones son equi-

valentes:

i) f es ca�otica en alg�un subconjunto de I:

ii) Existe x 2 I tal que su ! (x; f) tiene cardinalidad in�nita numerable.

iii) Existe x 2 I tal que f restringida a ! (x; f) no es transitiva.

De las dos caracter��sticas que forman parte de nuestra de�nici�on de caos, densidad

de Per(f) y la transitividad, es la segunda la que nos da m�as informaci�on sobre la din�amica

de f: Decimos �esto en el siguiente sentido: si de f s�olo conocemos que Per(f) es denso en

I; a partir de aqu�� no podemos avanzar mucho, la funci�on identidad cumple esta condici�on

y su din�amica es simple (sin embargo existe un estudio realizado por M. Barge y J. Martin,

Dense Periodicity on the Interval [5] ; muy completo e interesante sobre la din�amica de

funciones en el intervalo que presentan densidad de puntos peri�odicos).

Por otro lado de la presencia de la transitividad podemos obtener conclusiones

muy importantes. En 1979 Z. Nitecki demostr�o en Topological Dynamics on the Interval

que si f es transitiva en I, entonces el conjunto de puntos peri�odicos es denso en I (v�ease

[24]): Por lo tanto, en intervalos, transitividad implica caos.

Este �ultimo resultado no nos es tan �util en esta tesis, como pudiera parecer en un

primer momento, ya que los conjuntos invariantes y compactos, D � I; donde hay presencia

de caos son s�olo de dos tipos (como demostraremos en el cap��tulo dos):

i) D es la uni�on �nita de intervalos �o

ii) D es un conjunto de Cantor.

Dada la orientaci�on en que hemos realizado nuestro estudio, cuando aseguramos

la presencia de caos en un subconjunto invariante de I; �este es un conjunto de Cantor.

Siguiendo en este camino, podr��a parecer que de la s�ola presencia de la sensibilidad

a las condiciones iniciales no obtendr��amos m�as resultados sobre la din�amica de f: Sin

embargo no es as��. En el cap��tulo cinco demostraremos que, para funciones en el intervalo,

la sensibilidad de f implica que la din�amica es ca�otica. Nuestro resultado es el siguiente:

Teorema. Si f : I ! I es sensible a las condiciones iniciales, entonces f cumple

las siguientes tres a�rmaciones:

i) f es ca�otica en alg�un subconjunto de I:

ii) El conjunto de los puntos aperi�odicos es denso en I:



7

iii) El conjunto de los puntos asintoticamente peri�odicos es denso en I:

Recordemos que x 2 I es aperi�odico si la cardinalidad de !(x; f) es in�nita, y es

asintoticamente peri�odico si la cardinalidad de !(x; f) es �nita.

En un nivel distinto se sit�ua el estudio del espacio formado por todas las funciones

que son ca�oticas en alg�un subconjunto del intervalo I: Denotemos por C0 [I; I] al conjunto

de las funciones continuas de I en I; y por K [I; I] � C0 [I; I] al de las funciones para las

cuales existe un subconjunto de I donde son ca�oticas. Siguiendo los resultados rese~nados

por Block y Coppel, [9] ; se puede demostrar que K [I; I] es abierto y denso en C0 [I; I] : La

m�etrica considerada en C0 [I; I] es esta:

d(f; g) = sup fjf(x)� g(x)j ; x 2 Ig :

La pregunta que nos planteamos fu�e >Cu�antas componentes tiene K [I; I]?

Escogimos el camino de estudiar la arco-conexidad de K [I; I] : La respuesta a la

pregunta es: una s�ola componente. Esta respuesta y algunas otras propiedades de este

conjunto est�an contenidas en el siguiente teorema (su demostraci�on forma el cap��tulo seis).

Teorema. Si C0 [I; I] representa el conjunto de las funciones continuas en I; y

K [I; I] � C0 [I; I] el conjunto de las funciones que son ca�oticas en alg�un subconjunto de I:

Entonces:

i) K [I; I] es arco-conexo.

ii) El complemento de K [I; I] ; las funciones no ca�oticas, tambi�en es un espacio

arco-conexo.

iii) Los conjuntos K [I; I] y su complemento no son convexos.

Varias de las implicaciones presentadas para intervalos en R no son validas en

otro tipo de espacios. En particular queremos destacar la que se re�ere a la entrop��a

topol�ogica. A. Katok demostr�o en 1981, en Lyapunov Exponents, Entropy and Periodic

Orbits for Di�eomorphisms [17] ; que si f : M ! M es un difeomor�smo de clase C1+�;

� > 0; de una variedad compacta de dimensi�on dos y la entrop��a de f es positiva, entonces

existe un subconjunto invariante donde la din�amica es ca�otica. Este resultado es similar

al que nosotros presentamos para funciones del intervalo. Sin embargo, en 1981 tambi�en,

M. Rees (ver A Minimal Positive Entropy Homeomorphism of the 2-torus [28]) demostr�o la
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existencia de un homeomor�smo en el toro bidimensional con entrop��a positiva y sin puntos

peri�odicos. Es decir, en clase C0; entrop��a positiva no implica caos en dimensi�on mayor que

uno. Al �nal del cap��tulo cinco mostramos un ejemplo sencillo de un endomor�smo en el

toro con entrop��a positiva y sin caos.

Consideremos ahora M un espacio m�etrico perfecto y compacto, y f : M ! M

una funci�on continua en �el. Resultados sobre la din�amica de f en este nivel de generalidad

son menos frecuentes. En este trabajo est�an contenidos tres que nos parecen interesantes.

1.- Para el primero de ellos nos hacemos la siguiente pregunta: Si f es ca�otica en

M >qu�e podemos decir sobre la din�amica de fn?

Puede suceder que fn sea ca�otica en M para toda n 2 N . Esto se da por ejemplo

si f es un automor�smo de Anosov y M es el toro de dimensi�on dos.

Si fn no es ca�otica en M; obtuvimos el siguiente resultado:

Teorema. Si f : M ! M es ca�otica en M; compacto, y para n 2 N la funci�on

fn no es ca�otica en M; entonces existe una partici�on de M en n subconjuntos cerrados,

A1; A2; :::; An; tales que para toda i 2 f1; 2; :::; ng ; fn es ca�otica en Ai: Adem�as f (Ai) =

Ai+1, donde los ��ndices se toman m�odulo n:

Es inmediato notar la semejanza de este resultado con la descomposici�on espectral

del conjunto de los puntos no errantes demostrada por Smale (ver Di�erentiable Dynamical

Systems [32]) para difeomor�smos que cumplen el axioma A.

Vale la pena mencionar que para la demostraci�on de nuestro teorema s�olo usamos

de f su continuidad y las dos condiciones de la de�nici�on de caos (v�ease el cap��tulo uno).

Demostramos en el cap��tulo tres una a�rmaci�on que puede tomarse, en cierto

sentido, como rec��proca de este teorema: Si para alguna n 2 N se tiene que fn es ca�otica

en en un subconjunto D de M; entonces f es ca�otica en C; donde D � C �M:

2.- Para el segundo resultado partimos de la siguiente pregunta: Supongamos que

f : M ! M es ca�otica en un subconjunto compacto de M; D � M >c�omo es la topolog��a

de D?

Ya mencionamos antes que si M es un intervalo compacto de R; entonces D tiene

s�olo dos opciones: es la uni�on de una cantidad �nita de componentes o es un conjunto de

Cantor.
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En el cap��tulo dos mostraremos que si M es de dimensi�on dos, la estructura de

D puede tener m�as opciones. Es decir, la topolog��a de D tiene la posibilidad de ser m�as

complicada, m�as rica.

Sin embargo pudimos descubrir lo siguiente:

Teorema. Supongamos que f : M !M es ca�otica en D �M: Si D es compacto

y est�a formado por una cantidad in�nita de componentes, entonces existen bD; un conjunto

de Cantor, bf : bD ! bD; una funci�on continua y ca�otica en bD; y � : D ! bD; continua y

suprayectiva, tales que el siguiente diagrama conmuta:

D
f! D

� # # �bD �!bf bD:
Una consecuencia inmediata de este teorema es que si f es ca�otica en D; entonces

este conjunto esta formado por una cantidad �nita de componentes �o por una cantidad no

numerable de ellas.

3.- Los cap��tulos siete y ocho de la tesis pueden considerarse como ap�endices en el

sentido de que redondean los temas tratados en los seis primeros cap��tulos. En particular

en el siete proponemos una de�nici�on alternativa de caos (equivalente a la dada antes). Con

ella podemos demostrar lo siguiente: Si f es ca�otica en M , los periodos presentes en Per(f)

forman un conjunto no acotado. Esta a�rmaci�on es evidente para funciones en el intervalo.

Ah�� caos implica entrop��a positiva y con ello, la presencia de puntos peri�odicos con periodos,

de al menos, todas las potencias de 2. La misma a�rmaci�on para funciones de�nidas en un

espacio m�etrico M suena tambi�en evidente, sin embargo no encontramos una demostraci�on

de ella en la literatura que consultamos.

El siguiente teorema, que demostraremos en el cap��tulo siete, contiene la a�rmaci�on

anterior. Nos muestra tambi�en que caos implica una particular distribuci�on de los puntos

peri�odicos: Todo conjunto abierto distinto del vac��o contiene puntos peri�odicos de periodo

tan grande como se quiera.

Teorema. Sean M un espacio m�etrico y f : M ! M continua en M: Si f es

ca�otica en M , entonces para todo x 2 M; para todo � > 0; y para todo n 2 N , existe

y 2 Per(f) tal que y 2 B�(x) y el periodo de y es mayor que n:
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Con la a�rmaci�on anterior terminamos la presentaci�on de nuestro trabajo. Ojal�a

el lector acepte la invitaci�on impl��cita en esta introducci�on y siga adelante. Tal vez algunos

fragmentos de esta tesis le sean de utilidad. O, mejor a�un, tal vez en la lectura de alguna

parte de ella encuentre un peque~no disfrute.

H�ector M�endez Lango.

Junio de 1995.
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Cap��tulo 1

Caos, primeras propiedades

La de�nici�on de funci�on ca�otica, f : M ! M , algunas de sus consecuencias ini-

ciales y la presentaci�on de los primeros ejemplos, son el contenido de este cap��tulo. En

particular aqu�� estudiamos la relaci�on entre las din�amicas ca�oticas de f y fn: En este

terreno demostraremos la siguiente a�rmaci�on:

Si M es compacto y f es ca�otica en M; entonces para cada n 2 N la din�amica

generada por fn tiene dos opciones: fn es ca�otica en M; o existe una partici�on de M en n

subconjuntos cerrados, A1; A2; :::; An; tales que para cada i 2 f1; 2; :::; ng ; fn es ca�otica en

Ai: Adem�as f(Ai) = Ai+1; donde los ��ndices se consideran m�odulo n:

En la segunda parte del cap��tulo nos preguntamos sobre el comportamiento de la

din�amica ca�otica ante diagramas que conmutan. En esencia demostramos que si g es un

factor de f; bajo h, y g es ca�otica, entonces f es ca�otica en alg�un subconjunto de M si para

todo y en el dominio de g la cardinalidad de h�1(y) est�a acotada.

1.1 La de�nici�on de caos

A lo largo de este trabajo M representa un espacio m�etrico perfecto, d(�; �) su

m�etrica, y f : M ! M una funci�on continua en M . Decimos que x 2 M es un punto

peri�odico si existe n 2 N tal que fn(x) = x (donde fn = f �f � :::�f es la n-iteraci�on de f).

Si x es un punto peri�odico, al m��nimo del conjunto fn jfn(x) = xg le llamamos el periodo de

x. Denotamos por Per(f) al conjunto de puntos peri�odicos de f , por Pern(f) al de puntos

peri�odicos de periodo n, y por o(x; f) a la �orbita (positiva) de x, o(x; f) = ffn(x) jn � 0g ;
donde f0 es la funci�on identidad, f0 = id:



12

De�nici�on 1.1.1 Decimos que f es ca�otica en M si:

i) Per(f) es un conjunto denso en M .

ii) f es topol�ogicamente transitiva en M: Es decir, para toda pareja de conjuntos

abiertos no vac��os, A y B en M , existe n 2 N tal que fn(A) \B 6= �.

Si D es un conjunto invariante bajo f; f(D) = D; decimos que f es ca�otica en D

si D es perfecto y la restricci�on de f a D; f jD ; cumple las condiciones i) e ii) en D: En

este caso llamamos a D el conjunto ca�otico.

Observaciones:

1.a. La de�nici�on anterior se basa en la dada por R. Devaney en 1985, ver [11] :

Para �el f : M !M es ca�otica en M si se cumplen las dos propiedades de nuestra de�nici�on

y f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales. Es decir, existe " > 0 tal que para todo

x 2M y para toda � > 0; existen y 2 B�(x) y n 2 N tales que d(fn(x); fn(y)) � ":

Sabemos por un resultado reciente (v�ease [2]) que si M es perfecto, entonces la

densidad de puntos peri�odicos y la transitividad topol�ogica implican la sensibilidad de f:

Por tanto, en espacios perfectos la de�nici�on que proponemos es equivalente a la de�nici�on

de Devaney.

1.b. Si el espacio M es completo, entonces la condici�on ii) de nuestra de�nici�on

de caos es equivalente a la siguiente: f(M) =M y existe x 2M tal que o(x; f) es densa en

M . Obs�ervese que en este caso M es separable.

1.c. Existen varias formas de de�nir la estabilidad de una �orbita. La siguiente,

utilizada por Barge y Martin (ver [4]), nos permite relacionar caos y estabilidad. Decimos

que x 2 M es topologicamente estable si para todo " > 0 existe � > 0 tal que si y 2 M y

d(x; y) < �; entonces d(fn(x); fn(y)) < " para toda n 2 N: La condici�on de sensibilidad a

las condiciones iniciales nos dice que ning�un punto de M tiene una �orbita topol�ogicamente

estable. Por lo tanto, caos en M signi�ca inestabilidad topol�ogica en todos los puntos de

M:

Ejemplos:

1.d. Las de�niciones y demostraciones que deber��an acompa~nar este p�arrafo se

pueden consultar en Smale [32]. Sea M una variedad diferenciable y compacta. Sean

f :M !M un difeomor�smo, y 
 el conjunto de los puntos no errantes bajo f: Supongamos

que 
 es un conjunto hiperb�olico y que Per(f) es denso en 
: Entonces 
 es la uni�on �nita

de conjuntos cerrados, invariantes y disjuntos:
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 = 
1 [ 
2 [ ::: [ 
n;

y en cada uno de ellos f es transitiva. Por lo tanto para cada k 2 f1; 2; :::; ng ; donde 
k es

perfecto,

f j
k
: 
k ! 
k

es ca�otica.

1.e. Para este p�arrafo se pueden consultar [11] y [32]. Sea A una matriz de 2x2

con entradas enteras. Sea T 2 el toro bidimensional, T 2 = R2=Z2: Si el determinante de A

es igual a 1, A induce un difeomor�smo en T 2 :

fA : T 2 ! T 2:

Si A es hiperb�olica, es decir si sus valores propios no pertenecen al c��rculo unitario,

al difeomor�smo inducido lo llamamos automor�smo de Anosov.

Sabemos que si fA es un automor�smo de Anosov, entonces fA es ca�otica en T 2:

1.f. Sea S2 la esfera de dimensi�on dos. Existe un difeomor�smo, conocido como

la herradura de Smale (ver [32]),

f : S2 ! S2;

tal que 
 = fpg [ fqg [D: Donde p es una fuente, q es un sumidero, y D es un conjunto de

Cantor. Adem�as f es ca�otica en D:

1.g. Consideremos la siguiente familia de funciones: F� : [0; 1]! [0; 1] ; � 2 [0; 4] ;

dada por:

F�(x) = �x(1� x):

Sabemos (ver [11]) que F4 es ca�otica en [0; 1] : Demostraremos en el cap��tulo tres

que si � 2 (�1; 4] ; �1 = 3:5699456:::; existe un subconjunto de Cantor D de [0; 1] ; que

depende de �; tal que F� es ca�otica en D: La familia F� es conocida como la familia log��stica,

y F4 como la funci�on log��stica.

1.h. Sea G� : [0; 1]! [0; 1] ; � 2 [0; 2] ; la familia dada por:
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G�(x) =

8<: �x si x 2
h
0; 12

i
�� �x si x 2

h
1
2 ; 1
i
:

G2; conocida como la funci�on tienda de campa~na, es ca�otica en [0; 1] : En forma

an�aloga al ejemplo anterior, para todo � 2 (1; 2] ; existe un subconjunto de [0; 1] ; que

depende de �; donde la funci�on G� es ca�otica.

Nos ser�a �util referirnos a funciones del tipo G2 de la siguiente forma: G2 es lineal

a pedazos de�nida por G(0) = G(1) = 0 y G(12) = 1:

1.j. Sea f : [0; 1] ! [0; 1] lineal a pedazos de�nida por: f(0) = f(1) = 0 y

f(13) = f(23) = 1:

Se puede mostrar que f es ca�otica en C; dondeC es el conjunto ternario de Cantor.

1.2 Relaci�on entre las din�amicas ca�oticas de f y fn

Iniciamos mostrando que los conjuntos Per(f) y Per(fn) son iguales.

Lema 1.2.1 Sea n 2 N , entonces Per(f) = Per(fn):

Demostraci�on. Sea x 2 Per(f); esto implica que existe k 2 N tal que fk(x) =

x) fnk(x) = x, por tanto x 2 Per(fn): Esto demuestra la contenci�on Per(f) � Per(fn):

La otra contenci�on es inmediata. 2

Lema 1.2.2 Sean x 2M; x =2 Per(f); y A = o(x; f). Si f(A) = A; entonces A es perfecto.

Demostraci�on. Sea B �M un conjunto abierto tal que x 2 B: Como f(A) = A;

f�1(B) \ A 6= �; esto implica que existe n � 0; tal que fn(x) 2 f�1(B) \ A: Por tanto

fn+1(x) 2 B \A con fn+1(x) 6= x; x es punto de acumulaci�on de A: De lo anterior se sigue

primero que todo elemento de la �orbita de x es punto de acumulaci�on de A; y luego que en

A todo punto es de acumulaci�on. A es perfecto. 2

Teorema 1.2.1 Sea f : M ! M ca�otica en M , M compacto, si existe n 2 N tal que fn

no es ca�otica en M , entonces existen n subconjuntos cerrados de M; A0; A1; :::; An�1; tales

que:

i) M = [n�1k=0Ak:

ii) Si k 2 f0; 1; :::; n � 2g, entonces f(Ak) = Ak+1 y f(An�1) = A0.
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iii) Para toda k 2 f0; 1; :::; n � 1g, se tiene que int(Ak) 6= � y [n�1k=0int(Ak) es

denso en M .

iv) Para toda k 2 f0; 1; :::; n � 1g ; fn jAk
: Ak ! Ak es ca�otica en Ak:

Demostraci�on. Sea n 2 N tal que la funci�on fn no es ca�otica en todo M . Sea

x0 tal que o(x0; f) = M . Si o(x0; f
n) es densa en M , entonces tendr��amos que fn es

topologicamente transitiva en M y, por el lema 1.2.1, Per(fn) = Per(f) = M: Lo que nos

llevar��a a que fn es ca�otica en M . Por tanto o(x0; fn) 6=M .

Sean xk = fk(x0) y Ak = o(xk; fn); para k = 0; 1; 2; :::; n � 1:

Paso uno. Demostremos la a�rmaci�on i).

Sea x 2M , como o(x0; f) =M existe una sucesi�on in�nita de naturales, fnig = S,

tales que limni!1 fni(x0) = x: Sean

Ck = fk; n+ k; 2n+ k; 3n+ k; :::g ; donde k 2 f0; 1; 2; :::; n � 1g :

Como S = (S \C0)[ (S \C1)[ :::[ (S \Cn�1); existe k 2 f0; 1; :::; n � 1g tal que
S \ Ck es in�nito numerable, a los elementos de esta intersecci�on les llamamos nik . Como

fnik (x0)! x tenemos que x 2 Ak: Por tanto M = [n�1k=0Ak.

Paso dos. Para las a�rmaciones f(Ak) = Ak+1 y f(An�1) = A0; demostraremos

primero la contenci�on \�".
Sean k 2 f0; 1; :::; n � 2g y y 2 f(Ak), existen z 2 Ak con f(z) = y; y una sucesi�on

de m�ultiplos de n, fnig ; tales que fni(xk) ! z. Esto implica que fni+1(xk) ! y ; como

fni+1(xk) = fni(xk+1) tenemos que y 2 Ak+1: Por tanto f(Ak) � Ak+1 .

Si k = n� 1 tenemos

fni+1(xn�1)! y; fni+1(fn�1(x0))! y; fni+n(x0)! y;

por tanto y 2 A0 y f(An�1) � A0:

Veamos ahora la contenci�on \�". Sean k 2 f0; 1; :::; n � 2g y y 2 Ak+1; existe una

sucesi�on de m�ultiplos de n; fnig ; tal que fni(xk+1) ! y: Como Ak es compacto podemos

suponer, sin p�erdida de generalidad, que la sucesi�on ffni(xk)g es convergente. Sea z =

limni!1 fni(xk) , por tanto z 2 Ak y

f(z) = lim
ni!1

fni+1(xk) = lim
ni!1

fni(xk+1) = y:
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Por tanto y 2 f(Ak) y Ak+1 � f(Ak):

Si k = n� 1 tomamos y 2 A0; existe fnig una sucesi�on de m�ultiplos de n tal que

fni(x0)! y: Podemos suponer que la sucesi�on ffni�n(xn�1)g es convergente.
Sea z = limni!1 fni�n(xn�1); entonces

f(z) = lim
ni!1

fni�n+1(xn�1) = lim
ni!1

fni�n+1 � fn�1(x0):

Por tanto f(z) = limni!1 fni(x0) = y; y 2 f(An�1) y A0 � f(An�1): Con esto

terminamos la demostraci�on de la a�rmaci�on ii).

Obs�ervese que, aplicando varias veces la a�rmaci�on ii), ya tenemos lo siguiente:

a) Para toda m 2 N; fm(Ak) = Ak+m(modn); y

b) Para toda k 2 f0; 1; 2; :::; n � 1g ; fn(Ak) = Ak: Cada Ak es estrictamente

invariante bajo fn:

Paso tres. Dada k 2 f0; 1; 2; :::; n � 1g ; todo punto de Ak es punto de acumu-

laci�on de Ak:

Demostraci�on. De las igualdades: fn(Ak) = Ak y Ak = o(xk; fn); del hecho de

que x0 no es punto peri�odico y del lema 1.2.2, se sigue que Ak es perfecto.

De lo anterior se desprende tambi�en que fn jAk
es transitiva en Ak:

Paso cuatro. El conjunto A = [n�1k=0int(Ak) es denso en M:

Demostraci�on. Sea B � M; un subconjunto abierto y distinto del vac��o. Supon-

gamos que B \ A = �: Como B \ int(A0) = �; entonces B � A0 6= �: Sea B1 = B � A0;

B1 � B; B1 es abierto y distinto del vac��o. Como B \ int(A1) = �; B1 \ int(A1) = �:

Podemos de�nir B2 = B1�A1 = B� (A0 [A1); y tener que B2 � B; B2 abierto y distinto

del vac��o. Continuamos as�� hasta obtener:

Bn�1 = B � (A0 [ ::: [An�2);

Bn�1 abierto y distinto del vac��o. Y por �ultimo, como

B \ int(An�1) = �) Bn�1 \ int(An�1) = �;

de�nimos Bn as��:

Bn = Bn�1 �An�1 = B � (A0 [ ::: [An�1);
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con Bn abierto y distinto del vac��o, lo cual es una contradicci�on con lo demostrado en el

paso uno.

Paso cinco. Para cada k 2 f0; 1; :::; n � 1g ; y cada m m�ultiplo de n; se tiene que

fm(xk) 2 int(Ak):

Demostraci�on. Supongamos por el contrario que existen m y k; que cumplen las

condiciones descritas, tales que fm(xk) 2 @Ak; entonces existe Aj 6= Ak; j 2 f0; 1; :::; n � 1g ;
tal que fm(xk) 2 Aj \ Ak: Como ambos conjuntos son invariantes bajo fn; tenemos que

para todo p m�ultiplo de n; p � m; fp(xk) 2 Aj \Ak: Por tanto Ak � Aj :

Utilizando los resultados del paso dos, obtenemos las siguientes contenciones:

Aj � Aj+(n+j�k) � Aj+2(n+j�k) � ::: � Aj+(n�1)(n+j�k) = Anj+(n�1)n�(n�1)k = Ak;

donde los ��ndices deben considerarse m�odulo n:

De ellas concluimos que Aj = Ak; lo cual es una contradicci�on.

Los pasos cuatro y cinco demuestran la a�rmaci�on iii).

Paso seis. Sea k 2 f0; 1; :::; n � 1g ; fn es ca�otica en Ak:

Demostraci�on. Es su�ciente mostrar la densidad de los puntos peri�odicos,

Per(fn jAk
) = Ak:

Sea B abierto y B \Ak 6= �; sean y 2 Ak y " > 0 tales que B"(y) � B: Existe m;

m�ultiplo de n; tal que fm(xk) 2 B"(y): Como fm(xk) 2 int(Ak); existe � > 0 tal que

B�(f
m(xk)) � B"(y) \ int(Ak) � B \Ak:

Como Per(fn) es denso en M; existe z 2 Per(fn) tal que z 2 B�(f
m(xk)) �

B \Ak: Por tanto Per(f
n jAk

) es denso en Ak y fn es ca�otica en Ak:

Lo anterior demuestra la a�rmaci�on iv) y termina nuestro teorema. 2

De�nici�on 1.2.1 Decimos que f es mezclante si para toda pareja de abiertos, A y B en M ,

distintos del vac��o, existe n0 2 N; n0 = n0(A;B); tal que si n � n0; entonces f
n(A)\B 6= �:

Observaci�on 1.j. f mezclante implica f transitiva.

Proposici�on 1.2.1 Si f es ca�otica en M y es mezclante, entonces para toda n 2 N; fn es

ca�otica en M:
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Demostraci�on. Es inmediato demostrar que si f es mezclante, entonces para

todo n 2 N se tiene que fn es transitiva en M . Y por el lema 1.2.1, obtenemos que fn es

ca�otica en M: 2

Sea M un intervalo compacto en R: Siguiendo el trabajo de Marcy Barge y Joe

Martin (v�ease [6]) se puede demostrar que f es mezclante enM si y s�olo si para todo n 2 N;

fn es ca�otica en M:

1.3 Caos y diagramas que conmutan

A lo largo de esta secci�on f : M ! M; g : ~N ! ~N y h : M ! ~N ser�an

funciones continuas; M y ~N espacios m�etricos perfectos; h suprayectiva, y supondremos

que el siguiente diagrama conmuta:

M
f! M

h # # h
~N �!g ~N

� � � (�)

Es decir, para todo x 2M se tiene que h � f(x) = g � h(x):

De�nici�on 1.3.1 Si h es un homeomor�smo, decimos que f y g son topologicamente equi-

valentes (o equivalentes) y lo denotamos as��: f � g . Si h no es inyectiva decimos que g es

un factor de f; o que g es una semiconjugaci�on de f:

Observaci�on 1.k. Son conocidos los siguientes resultados:

i) La igualdad h�f = g�h implica que para todo n 2 N se tiene que h�fn = gn�h:
ii) Si f � g, entonces f es transitiva en M si y solamente si g es transitiva en ~N .

iii) Si f � g; entonces f tiene densidad de puntos peri�odicos si y solamente si g

tiene densidad de puntos peri�odicos. Por tanto si f y g son equivalentes, entonces f es

ca�otica en M si y solamente si g es ca�otica en ~N:

iv) En el art��culo de Banks et al, [2], aparece un ejemplo donde se muestra que

si f � g y f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales, entonces g no necesariamente

tiene sensibilidad. Sin embargo si los conjuntos M y ~N son compactos, y f � g; se puede

demostrar que la sensibilidad de f s�� implica la sensibilidad de g:

v) Si g es un factor de f y f es ca�otica en M; entonces g es ca�otica en ~N (v�ease

[26]).
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vi) SiM y ~N son compactos podemos asignar tanto a f como a g un n�umero mayor

o igual a cero conocido como su entrop��a topol�ogica, ent(f) y ent(g): Si f � g; entonces

ent(f) = ent(g): Si g es factor de f , entonces ent(f) � ent(g):

Los resultados que sobre la entrop��a topol�ogica de f en alg�un momento utilizaremos

se pueden consultar en [1] y [9].

Si g es un factor de f la parte v) de la observaci�on anterior nos dice que lo ca�otico

de la din�amica de f se hereda a la din�amica de g: En el teorema 1.3.1 analizamos el proceso

inverso: si la din�amica de g es ca�otica >Qu�e podemos decir sobre la din�amica de f?

Para la demostraci�on del teorema 1.3.1 necesitamos el siguiente lema.

Lema 1.3.1 Sean p; q y r tres puntos en M: Si q es punto de acumulaci�on de la o(p; f); y

r es punto de acumulaci�on de la o(q; f); entonces r es punto de acumulaci�on de la o(p; f):

Demostraci�on. Existen dos sucesiones, fnig y fmjg en N; tales que

fni(p)! q y fmj (q)! r:

Dada " > 0; existe m0 2 N tal que fm0(q) 2 B"(r): Sea � > 0 tal que

B�(f
m0(q)) � B"(r) y r =2 B�(f

m0(q)):

Como fm0 es una funci�on continua, existe 
 > 0 tal que

fm0(B
(q)) � B�(f
m0(q)):

Sea n0 2 N tal que fn0(p) 2 B
(q); por las contenciones anteriores f
n0+m0(p) 2

B"(r) con fn0+m0(p) 6= r: Por lo tanto r es punto de acumulaci�on de la �orbita de p bajo f:

2

Teorema 1.3.1 Supongamos que g es factor de f; que M y ~N son compactos y que existe

m 2 N tal que para todo y 2 ~N la cardinalidad de h�1(y) es menor o igual a m: Si g es

ca�otica en ~N , entonces existe D �M tal que f es ca�otica en D:

Demostraci�on. Sea y0 2 ~N , tal que o(y0; g) = ~N: Como h es a lo m�as m

a 1; h�1(y0) = fx1; x2; :::; xpg con p � m y xi 6= xj si i 6= j: Sea Ak = o(xk; f); para

k 2 f1; 2; :::; pg :
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Paso uno. Existe k 2 f1; 2; :::; pg tal que xk es punto de acumulaci�on de o(xk; f):

Demostraci�on. Como y0 es punto de acumulaci�on de o(y0; g); existe una sucesi�on

fnig � N tal que gni(y0)! y0: Consideremos la sucesi�on ffni(x1)g : Como A1 es compacto,

podemos suponer que esta sucesi�on es convergente, fni(x1)! x: Adem�as

h(x) = h( lim
ni!1

fni(x1)) = lim
ni!1

h � fni(x1) = lim
ni!1

gni � h(x1) = lim
ni!1

gni(y0) = y0:

Por lo tanto x 2 fx1; x2; :::; xpg :
Seguimos el mismo procedimiento para x2 y obtenemos que la sucesi�on fni(x2)

converge a un punto de h�1(y0): En forma an�aloga con x3; y as�� para todo elemento de

h�1(y0):

De�nimos una aplicaci�on de h�1(y0) en s�� mismo, P : h�1(y0)! h�1(y0); de�nida

as��:

P (xk) = lim
ni!1

fni(xk);

k 2 f1; 2; :::; pg :
Como la cardinalidad de h�1(y0) es �nita, existen k 2 f1; 2; :::; pg y m 2 N tales

que Pm(xk) = xk: Es decir, tenemos el siguiente esquema:

xk
P! xk1

P! xk2
P! :::

P! xk:

De aqu�� se sigue que xk1 es punto de acumulaci�on de o(xk; f); xk2 es punto de

acumulaci�on de o(xk1 ; f); y as�� sucesivamente. Aplicando el lema 1.3.1 concluimos que xk

es punto de acumulaci�on de o(xk; f):

Renumerando los ��ndices, si es necesario, podemos suponer que x1 es punto de

acumulaci�on de o(x1; f):

Paso dos. f(A1) = A1:

Demostraci�on. Sea y 2 f(A1); y = f(z) con z 2 A1: Existe una sucesi�on de

naturales, fnig ; tales que fni(x1)! z ) fni+1(x1)! y; por tanto y 2 A1 y f(A1) � A1:

Sea y 2 A1; existe fni(x1) ! y; como A1 es compacto podemos suponer que

fni�1(x1)! z: Para este punto tenemos que f(z) = y; por tanto y 2 f(A1) y A1 � f(A1):

De las igualdades f(A1) = A1 y A1 = o(x1; f) y de que x1 =2 Per(f); se sigue que

A1 es perfecto.
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Hasta aqu�� tenemos que A1 es compacto, perfecto, estrictamente invariante bajo

f; y que f en A1 es transitiva.

Paso tres. h(A1) = ~N:

Demostraci�on. Es su�ciente mostrar que ~N � h(A1): Sea y 2 ~N; existe una

sucesi�on fgni(y0)g tal que gni(y0) ! y: Como A1 es compacto podemos suponer que la

sucesi�on ffni(x1)g es convergente. Sea x = limni!1 fni(x1); es inmediato que h(x) = y:

Por tanto ~N � h(A1):

Tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

A1
f! A1

h # # h
~N �!g ~N;

con f transitiva en A1:

Paso cuatro. El conjunto Per(f jA1
) es distinto del vac��o.

Demostraci�on. Sean y 2 Pern(g) y x 2 A1 tal que h(x) = y: Como h(fkn(x)) =

gkn(y) = y; se tiene que

n
x; fn(x); f2n(x); :::

o
� h�1(y);

por tanto existen n1 < n2; ambos m�ultiplos de n; tales que fn1(x) = fn2(x), de aqu��

obtenemos:

fn2�n1(fn1(x)) = fn2(x) = fn1(x); fn1(x) 2 Per(f jA1
):

Lo anterior tambi�en muestra que para todo y 2 Per(g) existe x 2 Per(f jA1
) tal

que h(x) = y; es decir, Per(g) � h(Per(f jA1
)): La otra contenci�on es inmediata, de hecho

tenemos la igualdad de estos dos conjuntos:

Per(g) = h(Per(f jA1
)):

Paso cinco. Sea M1 = (Per(f jA1
); entonces h(M1) = ~N y f(M1) �M1:

Demostraci�on. Por la parte �nal del paso anterior tenemos Per(g) � h(M1); como

h(M1) es compacto, tenemos: ~N = Per(g) � h(M1):
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La segunda a�rmaci�on tambi�en es inmediata. Sea y 2 f(M1); existe z 2 M1;

f(z) = y; existe fzig � Per(f jA1
); tal que zi ! z ) f(zi) ! y con ff(zi)g � Per(f jA1

):

Por tanto y 2M1:

Paso seis. El �nal.

Los pasos anteriores nos permiten tener el siguiente diagrama conmutativo:

M1
f! M1

h # # h
~N �!g ~N:

� � � (��)

Si tenemos que x1 2 M1, entonces A1 = o(x1; f) � M1 = Per(f jA1
) � A1 )

A1 =M1; y por tanto f ser��a ca�otica en M1 .

Si x1 =2M1; a partir del diagrama (��) seguimos el mismo camino descrito para el

diagrama

M
f! M

h # # h
~N �!g ~N

� � � (�)

con la ventaja de que la imagen inversa, bajo h; de y0 no contiene a x1 y por tanto su

cardinalidad es estrictamente menor que p: Ahora obtenemos el diagrama conmutativo

M2
f! M2

h # # h
~N �!g ~N

con A2 = o(x2; f) y M2 = Per(f jA2
): Para lo anterior tal vez sea necesario renumerar los

��ndices de h�1(y0):

Nuevamente si x2 2M2 habremos terminado, en caso contrario seguimos el mismo

procedimiento con este �ultimo diagrama conmutativo.

Como la cardinalidad de h�1(y0) es �nita, existe k � p; donde obtenemos que f

es ca�otica en Mk: Tomando Mk = D terminamos. 2

El siguiente ejemplo muestra que bajo las condiciones del teorema anterior no se

puede asegurar que f sea ca�otica en todo M:

Ejemplo 1.l. Sean f : [�1; 1] ! [�1; 1] ; g : [0; 1] ! [0; 1] y h : [�1; 1] ! [0; 1]

dadas por:
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f(x) =

8<: 4x(1� x) si x 2 [0; 1]

4x(1 + x) si x 2 [�1; 0]
;

g(x) = 4x(1� x); y h(x) = jxj :

Obtenemos el siguiente diagrama conmutativo:

[�1; 1] f! [�1; 1]
h # # h
[0; 1] �!g [0; 1] ;

con g ca�otica en [0; 1] ; h a lo m�as 2 a 1, y f no ca�otica en [�1; 1].

Con el siguiente ejemplo mostramos que la condici�on: h es a lo m�as m a 1, en el

teorema anterior, es necesaria.

Ejemplo 1.m. Sean I = [0; 1] ; S1 = R=Z el c��rculo, yM = IxS1: Sea f :M !M

dada por

f(x; y) = (4x(1� x); y + �0 (mod 1)) ;

con �0 =2 Q:

Sean � :M ! [0; 1] ; �(x; y) = x; g : I ! I; g(x) = 4x(1� x): Con estas funciones

tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M
f! M

� # # �
I �!g I:

Obs�ervese que g es ca�otica en I; pero f no es ca�otica en ning�un subconjunto de

M ya que Per(f) = �:



24

Cap��tulo 2

Sobre el conjunto ca�otico

Sea f : M ! M , continua en M; espacio m�etrico. Supongamos que f es ca�otica

en D �M; D compacto. Describimos en este cap��tulo algunas de las caracter��sticas de D:

Mostramos que si M es un intervalo en R (o en el c��rculo), D tiene s�olo dos opciones: es

un conjunto de Cantor o es una uni�on �nita de intervalos. En el caso de que M no sea

una variedad de dimensi�on uno veremos que el conjunto D puede tener una estructura m�as

complicada. El cap��tulo �naliza mostrando que si D est�a formado por una cantidad in�nita

de componentes, entonces existen bD; un conjunto de Cantor, y bf : bD ! bD ca�otica en bD;
tales que bf es una semiconjugaci�on de f:

2.1 El conjunto ca�otico en el intervalo

La siguiente es una caracterizaci�on del conjunto de Cantor.

De�nici�on 2.1.1 Sea C el conjunto formado por todos los puntos del intervalo [0; 1] que,

al expresarse en base 3, no tienen al n�umero 1 en su expansi�on. Llamamos a C el conjunto

de Cantor.

Sabemos que C es compacto, perfecto, totalmente disconexo y m�etrico.

Lema 2.1.1 Cualquier espacio compacto, perfecto, totalmente disconexo y m�etrico es ho-

meomorfo al conjunto de Cantor.

Demostraci�on. V�ease Hocking y Young [16], p�agina 100. 2
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Lema 2.1.2 Sea f : I ! I; I = [a; b] en R: Supongamos que f es ca�otica en D � I; D

compacto. Entonces D es un conjunto de Cantor, es decir homeomorfo a C, o D es la

uni�on de una cantidad �nita de intervalos, D = D1 [D2 [ ::: [Dn:

Demostraci�on. Sabemos que D es perfecto. Podemos expresar a D as��: D =

[�2AD�; donde cada D� es una componente de D: Adem�as D� 6= D� si � 6= �:

Observemos lo siguiente: Si para todo � 2 A; D� est�a formada por un s�olo punto,

entonces D es totalmente disconexo y por tanto D es de Cantor.

Si existe � 2 A tal que D� tiene m�as de un punto, int(D�) 6= �: Existen x y y en

el interior de D� tales que x 2 Pern(f) y o(y; f) = D:

Como f es continua, la imagen de una componente de D bajo f est�a contenida en

otra componente de D: Esto implica que existen �1; �2; :::; �n�1 en A tales que

f(D�) � D�1 ; f
2(D�) � D�2 ; :::; f

n�1(D�) � D�n�1 y f
n(D�) � D�:

De estas contenciones se sigue que

o(y; f) � D� [D�1 [ ::: [D�n�1 ;

y, como cada componente es compacta, concluimos que

D � D� [D�1 [ ::: [D�n�1 � D:

Por tanto D es la uni�on �nita de subintervalos en I: 2

Observaci�on 2.a. El lema anterior tambi�en es valido si I es un intervalo en el

c��rculo.

Mostramos a continuaci�on una funci�on f : R! R; tal que f es ca�otica en D � R

y D tiene exactamente tres componentes.

Ejemplo 2.b. Nuestra funci�on f : R ! R es as��: Primero nos aseguramos que

f tiene una �orbita de periodo 3, f(1) = 2; f(2) = 3; f(3) = 1: Sea " > 0 tal que las bolas

cerradas de radio " alrededor de estos tres puntos, B"(1) = D1; B"(2) = D2; B"(3) = D3;

sean ajenas. En nuestro caso tomamos " = 1
3 : De�namos f de tal forma que
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Figura 2.1:

D1
f! D2

f! D3
f! D1;

y ah��, D = D1 [D2 [D3; f sea ca�otica. La siguiente funci�on cumple estas condiciones.

Sea f : R ! R la funci�on lineal a pedazos de�nida por: f(23) = 5
3 ; f(

8
9) =

7
3 ; f(

10
9 ) =

5
3 ; f(

4
3) =

7
3 ; f(

7
3) =

10
3 ; f(

8
3) =

2
3 ; f(

10
3 ) =

4
3 ; f(x) =

5
3 si x < 2

3 y f(x) = 4
3 si

x > 10
3 : Su gr�a�ca es la Figura 2.1.

Obs�ervese que la construcci�on que presentamos en este ejemplo se puede adaptar

para mostrar que la siguiente proposici�on es cierta: Dada n 2 N; existe f : R! R tal que

f es ca�otica en D; D � R; y D tiene n componentes.

Observaci�on 2.c. El lema 2.1.2 tambi�en muestra que, para funciones en el

intervalo, el conjunto ca�otico es de Cantor si y solamente si su interior es el vac��o. En el

siguiente ejemplo vemos que la a�rmaci�on int(D) = � no implica que D sea de Cantor si f

es una funci�on de�nida en M; y M no es una variedad de dimensi�on uno.

Ejemplo 2.d. SeanM = [0; 1]x[0; 1] � R2; y f : M !M con regla de correspon-

dencia f(x; y) = (4x(1 � x);
p
y): Observemos que f no es ca�otica en M; pero s�� es ca�otica
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en D = [0; 1]xf0g : En D; f es esencialmente la funci�on log��stica. Adem�as int(D) = � y D

est�a formado por una s�ola componente.

2.2 El conjunto ca�otico. Una aproximaci�on m�as general

Sean f : M !M; M espacio m�etrico, f ca�otica en D �M; D compacto.

Lema 2.2.1 Si el interior de D; en M; es distinto del vac��o, D est�a formado por una

cantidad �nita de componentes.

Demostraci�on. La argumentaci�on presentada en el lema 2.1.2 tambi�en es valida

aqu��. 2

De aqu�� en adelante supondremos que D, el conjunto ca�otico, est�a formado por

una cantidad in�nita de componentes:

D = [�2AD�;

donde A tiene cardinalidad in�nita.

La herradura de Smale (ver ejemplo 1.h del cap��tulo 1), muestra que el conjunto

ca�otico en variedades de dimensi�on 2, tambi�en puede ser un conjunto de Cantor. Los

siguientes dos ejemplos muestran nuevas opciones para la estructura de D:

Ejemplo 2.e. Sean M = [0; 1]x[0; 1] y f : M ! M dada por f(x; y) =

(g(x); 4y(1 � y)): Donde g : [0; 1] ! [0; 1] es lineal a pedazos de�nida por g(0) = g(1) =

0; g(13 ) = g(23 ) = 1: Sabemos que g es ca�otica enC, el conjunto de Cantor, y h(y) = 4y(1�y)
es ca�otica y mezclante en todo el intervalo [0; 1] : Con estas dos �ultimas condiciones se puede

mostrar que f es ca�otica en D = Cx[0; 1] :

Ejemplo 2.f. Sean M = [�1; 1]x[�1; 1] ; g : [0; 1] ! [0; 1] como en el ejemplo

anterior, y f : M !M dada por f(x; y) = f2(f1(x; y)); donde

f1(x; y) =

8>>>>>><>>>>>>:

(g(x); 4y(1 � y)) si x � 0 y y � 0:

(x; 4y(1 � y)) si x � 0 y y � 0:

(x; y) si x � 0 y y � 0:

(g(x); y) si x � 0 y y � 0:
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y f2(x; y) = (�x;�y): La funci�on f es ca�otica en

D = (Cx [0; 1]) [ ((�C)x [�1; 0]);

donde �C es el conjunto: �C = ft jt = �x; x 2 Cg : Observemos que D; en este caso, no

es el producto de un conjunto de Cantor y un intervalo.

El siguiente lema muestra que las componentes de D no est�an aisladas.

Lema 2.2.2 Sean B �M; un subconjunto abierto, y D� una componente de D: Si B\D� 6=
�; entonces existe � 2 A; � 6= �; tal que B \D� 6= �:

Demostraci�on. Si B \D� � D�; existen en D� puntos peri�odicos y puntos con

�orbita densa en D: Siguiendo la argumentaci�on del lema 2.1.2 llegamos a que D tiene una

cantidad �nita de componentes, lo cual contradice nuestra hip�otesis inicial. 2

Observaci�on 2.g. Bajo las hip�otesis del lema anterior, si B \D 6= �; entonces

B intersecta una cantidad in�nita de componentes de D:

Demostraci�on. Una vez que B \D� 6= �: tomamos B1 = B �D� : El conjunto B1

es abierto, ya que D� es cerrado, y B1\ D� 6= �: Con esta informaci�on podemos repetir el

procedimiento para mostrar que B intersecta otra componente de D; y as�� sucesivamente.

2

De�nimos en D una relaci�on de equivalencia: x � y si ambos puntos est�an en la

misma componente de D; es decir, existe � 2 A tal que x 2 D� y y 2 D�: Denotamos

por bD al espacio cociente, bD = D= �; con la topolog��a cociente. La proyecci�on de D enbD; que a cada punto le asocia su clase de equivalencia (su componente), la denotamos por

� : D ! bD:
Como f es continua en D se tiene que f(x) � f(y) si x � y: Por tanto existebf : bD ! bD; continua en bD tal que el siguiente diagrama conmuta.

D
f! D

� # # �bD �!bf bD
:

De este diagrama tenemos la siguiente informaci�on inicial:
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i) � es continua y suprayectiva. bD es compacto.

ii) Como bf es un factor de f; bf es transitiva en bD y tiene densidad de puntos

peri�odicos.

iii) Como D es separable, bD es separable.

iv) Ya que, por el lema 2.2.2, las componentes de D no son aisladas, todo punto

de bD es punto de acumulaci�on. Por lo tanto bD es perfecto.

Los siguientes lemas nos permitir�an mostrar que bD es un espacio de Hausdor�, y

es totalmente disconexo.

Lema 2.2.3 Sean S un espacio de Hausdor� y T una componente de �el. Sea U abierto tal

que T � U; entonces existe V; abierto, tal que T � V � U y @V = �:

Demostraci�on. Ver Hocking y Young [16], p�agina 47. 2

Lema 2.2.4 Sea B un abierto en D tal que cumple la siguiente condici�on: Si x 2 B \D y

x es elemento de la componente D�; se tiene que D� � B:

Entonces �(B) es abierto en bD:
Demostraci�on. Mostraremos que ��1(�(B)) = B: Sea x 2 ��1(�(B))) �(x) 2

�(B); existe y 2 B tal que �(x) = �(y); por tanto x � y; ambos puntos est�an en la misma

componente. Esto implica que x 2 B y ��1(�(B)) � B: La otra contenci�on es inmediata.

2

Lema 2.2.5 Sean D� y D� dos componentes distintas de D: Entonces existen dos abiertos

en D; B� y B� tales que D� � B� y D� � B� ; B�\B� = �; B�[B� = D y ambos cumplen

la siguiente condici�on:

Si x 2 Bi \D y x 2 D
 , entonces D
 � Bi; i = �; �: (*)

Demostraci�on. Como D� \ D� = �; existe � > 0 tal que para todo x 2 D� y

para todo y 2 D� se tiene que d(x; y) � �: Sea B = [x2D�B�(x); B es abierto, D� � B y

B \D� = �:

Por el lema 2.2.3, existe B� abierto de D tal que D� � B� � B con @B� = � (en

D).

Como @B� = �; B� es cerrado y (B�)
c es abierto en D: Por tanto B� y (B�)

c

forman una disconexi�on de D: Cada componente de D est�a en uno s�olo de estos dos abiertos.

Tomando B� = (B�)
c terminamos. 2
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Proposici�on 2.2.1 El espacio bD es de Hausdor�, y es totalmente disconexo.

Demostraci�on. Sean bx 6= by en bD: Consideramos las componentes ��1(bx) = D1 y

��1(by) = D2; D1 \D2 = �: Por el lema 2.2.5, existen dos conjuntos abiertos, B1 y B2; tales

que D1 � B1 y D2 � B2; B1 \B2 = �; ambos cumplen la condici�on (*) y D � B1 [B2:

Por el lema 2.2.4, �(B1) y �(B2) son dos conjuntos abiertos en bD tales que:

bx 2 �(B1); by 2 �(B2); �(B1) \ �(B2) = �; y bD = �(B1) [ �(B2):

Por tanto bD es de Hausdor� y es totalmente disconexo. 2

Proposici�on 2.2.2 El conjunto ca�otico est�a formado por una cantidad no numerable de

componentes.

Demostraci�on. Con la proposici�on anterior tenemos que el conjunto bD es com-

pacto, perfecto y de Hausdor�, por lo tanto es no numerable. A cada componente de D le

corresponde un �unico punto de bD: 2
Para concluir que bD es un conjunto de Cantor s�olo falta demostrar que bD es

metrizable.

Lema 2.2.6 Si un espacio de Hausdor� es la imagen continua de un espacio m�etrico com-

pacto, entonces es metrizable.

Demostraci�on. Ver Nadler [23], p�agina 37. 2

Lo anterior nos da en forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 2.2.1 El conjunto bD es un conjunto de Cantor. 2

El siguiente teorema es un resumen de lo que hemos demostrado.

Teorema 2.2.1 Sean M un espacio m�etrico, f : M ! M continua en M; y D � M

tal que f es ca�otica en D: Si D es compacto y est�a formado por una cantidad in�nita de
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componentes, existen bD; un conjunto de Cantor, y bf : bD ! bD continua y ca�otica en bD
tales que bf factoriza a f: Es decir el siguiente diagrama conmuta:

D
f! D

� # # �bD �!bf bD;
donde � : D ! bD es continua y suprayectiva. 2
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Cap��tulo 3

Caos y entrop��a positiva en el

intervalo

Sean I = [a; b] un subintervalo compacto en R; y f : I ! I una funci�on continua

en I: Recientemente L. S. Block y W. A. Coppel propusieron, ver [9], que el criterio para

decidir si la din�amica generada por f es ca�otica es que su entrop��a topol�ogica sea positiva.

En este cap��tulo relacionamos este criterio con nuestra de�nici�on de caos. Demostramos

que f tiene entrop��a topol�ogica positiva si y s�olo si existe D; un subconjunto de I; tal que

f es ca�otica en D:

3.1 De�niciones y resultados preliminares

Iniciamos recordando algunas propiedades importantes sobre el espacio de dos

s��mbolos.

Sea
P

= fx = (x0; x1; x2; :::) jxi 2 f0; 1g para todo i � 0g con la distancia:

d(x; y) =
1

2n
;donde n = min fi jxi 6= yi g :

Sean � :
P! P

; el corrimiento, y s :
P! P

; la m�aquina sumadora (o, simple-

mente sumadora), las funciones dadas por:

�(x0; x1; x2; :::) = (x1; x2; x3; :::);

y por
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s(x0; x1; x2; :::) = (x0; x1; x2; :::) + (1; 0; 0; :::);

donde la suma es en m�odulo 2 coordenada a coordenada, de izquierda a derecha, cargando

un uno a la componente de la derecha en caso de que la suma sea 1+1.

Sabemos que
P

es un conjunto de Cantor y que ambas funciones son continuas.

El corrimiento es ca�otico en
P
; la sumadora es topologicamente transitiva en

P
; pero

Per(s) = � (v�ease [11]), por lo tanto s no es ca�otica en ning�un subconjunto de
P
: La

entrop��a de la sumadora es cero, ent(s) = 0; ya que es una isometr��a (v�ease [1]). La del

corrimiento es ln(2); ent(�) = ln(2) (v�ease [10]).

De�nici�on 3.1.1 Sean f : M ! M y D � M: Decimos que D es minimal si es no vac��o,

cerrado, invariante bajo f y ning�un subconjunto propio de �el tiene estas tres propiedades.

Observaciones:

3.a. Un conjunto minimal tiene cardinalidad �nita si y s�olo si es una �orbita

peri�odica.

3.b. Para la funci�on s :
P!P

; el conjunto
P

es minimal, ver [11].

3.c. Si f : M !M y g : ~N ! ~N son topologicamente equivalentes bajo h : M !
~N; entonces D es minimal para f si y s�olo si h(D) es minimal para g:

Sea f : I ! I; donde I = [a; b] � R y f es continua en I: El siguiente teorema

describe los posibles conjuntos transitivos e invariantes de aquellas funciones que s�olo tienen

puntos peri�odicos cuyos periodos son potencias de 2.

Teorema 3.1.1 Si todo periodo presente en f : I ! I es una potencia de 2, entonces

cualquier subconjunto invariante, f(D) = D; de I que sea transitivo bajo f es de una de las

siguientes dos formas:

i) Una �orbita peri�odica.

ii) Es minimal y f en D es factorizada por s :
P!P

; mediante h : D !P
: Es

decir el siguiente diagrama conmuta:

D
f! D

h # # hP �!s P
Adem�as h es a lo m�as 2 a 1.
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Demostraci�on. V�ease Nitecki [24], �o Misiurewicz [22]. 2

Observaci�on 3.d. Supongamos que f : I ! I cumple la condici�on del teorema

anterior. Si f es topologicamente transitiva en D � I; entonces f no es ca�otica en D: Ya

que D; por ser invariante, estar��a en alguno de los dos casos, i) �o ii), en el primero D es

�nito, y en el segundo Per(f jD ) = � ya que D es minimal y su cardinalidad es in�nita.

En el estudio de la din�amica de funciones de�nidas en intervalos de n�umeros

reales la entrop��a topol�ogica positiva es una de las referencias m�as importantes. El siguiente

teorema, resumen del trabajo de varios matem�aticos, muestra algunas equivalencias con este

importante concepto. Su demostraci�on se puede consultar en Block y Coppel [9].

Teorema 3.1.2 Sea f : I ! I; continua en I = [a; b] : Las siguientes a�rmaciones son

equivalentes:

i) La entrop��a de f es positiva.

ii) Existe m 2 N; m no potencia de 2, tal que Perm(f) 6= �:

iii) Existen n 2 N; D � I; compacto e invariante, y h : D ! P
; tales que el

siguiente diagrama conmuta:

D
fn! D

h # # hP �!� P
donde h es a lo m�as 2 a 1. Adem�as el conjunto de puntos donde h no es inyectiva es a lo

m�as numerable 2.

Observaci�on 3.e. Para Block y Coppel una funci�on f : I ! I es ca�otica si

cumple alguna de las a�rmaciones del teorema anterior. Para evitar confusiones nosotros

seguiremos utilizando la de�nici�on 1.1.1 dada en el cap��tulo uno para decidir si una funci�on

es ca�otica o no.

3.2 En intervalos, son equivalentes caos y entrop��a positiva

Proposici�on 3.2.1 Sean f : I ! I; I = [a; b] � R; y D � I: Si f es ca�otica en D; entonces

ent(f) > 0:
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Demostraci�on. Supongamos por el contrario que ent(f) = 0; por el teorema

3.1.2 los periodos presentes en f son s�olo potencias de 2. Por la observaci�on 3.d, f no es

ca�otica en D para todo D en I; lo cual contradice la hip�otesis. 2

Ahora nuestra meta es demostrar el rec��proco de la a�rmaci�on anterior: Si

ent(f) > 0; entonces existe D � I tal que f es ca�otica en D:

El teorema 3.1.2 nos da una relaci�on entre entrop��a positiva de f y la din�amica de

fn: La siguiente proposici�on relaciona las din�amicas de fn y f; y es rec��proca del teorema

1.2.1 del cap��tulo uno.

Proposici�on 3.2.2 Sean f : M !M continua y M espacio m�etrico compacto. Si existen

n 2 N y C �M tales que fn es ca�otica en C; entonces existe D;C � D �M; tal que f es

ca�otica en D:

Demostraci�on. Como fn es ca�otica en C; existe x0 2 C tal que o(x0; fn) = C y

fn(C) = C: Sea D = o(x0; f): Observemos lo siguiente:

i) C � D: Ya que o(x0; f
n) � o(x0; f):

ii) f(D) = D:

Demostraci�on. Observemos primero que x0 es punto de acumulaci�on de o(x0; f
n)

y, por tanto, punto de acumulaci�on de o(x0; f): De aqu�� se sigue que para todo m 2 N;

fm(x0) es tambi�en punto de acumulaci�on de o(x0; f):

Sea y 2 f(D); existe z 2 o(x0; f) tal que y = f(z): Existe fnig � N tal que

fni(x0)! z ) fni+1(x0)! y ) y 2 D:

Por lo tanto f(D) � D:

Sea y 2 D; existe fni jni > 1g tal que fni(x0)! y: Como D es compacto podemos

suponer que la sucesi�on
�
fni�1(x0)

	
es convergente, fni�1(x0)! z; con z 2 D y f(z) = y:

Por tanto y 2 f(D); y D � f(D):

De las a�rmaciones i) e ii) y del lema 1.2.2 se concluye que D es perfecto y que f

es transitiva en D:

iii) Per(f jD ) es denso en D:

Demostraci�on. Sea A � M abierto y A \D 6= �: Como la �orbita de x0 es densa

en D; existe j 2 N tal que f j(x0) 2 A: El conjunto f�j(A) \ C es abierto en C y distinto

del vac��o, ya que x0 es un elemento de �el. Como Per(fn jC ) es denso en C; existe
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x 2 Per(fn jC ) \
h
f�j(A) \ C

i
:

Sea z = f j(x); tenemos que z 2 Per(f); z 2 D y z 2 A; por lo tanto Per(f jD ) es

denso en D:

De las tres a�rmaciones anteriores se sigue que f es ca�otica en D: 2

Lema 3.2.1 Sea f : I ! I; supongamos que existe C � I; invariante, tal que el siguiente

diagrama conmuta:

C
f! C

h # # hP �!� P
Supongamos adem�as que la funci�on h es continua, suprayectiva, a lo m�as dos a

uno, y que el conjunto de puntos de
P

que tienen dos preim�agenes es a lo m�as numerable.

Entonces existe D � I donde f es ca�otica.

Demostraci�on. Es inmediata a partir del teorema 1.3.1 del cap��tulo uno. De

hecho a partir de ese resultado tenemos tambi�en que D � C; y que el siguiente diagrama

conmuta:

D
f! D

h # # hP �!� P (*).2

Observaci�on 3.f. En el contexto del lema anterior , f jD : D ! D es a lo m�as 4

a 1.

Demostraci�on. Se sigue de que las funciones h y � son a lo m�as 2 a 1, y del

diagrama conmutativo (*). 2

Teorema 3.2.1 Sea f : I ! I: Si la entrop��a de f es positiva, entonces existe D � I tal

que f es ca�otica en D:

Demostraci�on. Por el teorema 3.1.2, ent(f) > 0 implica que existen n 2 N y

B � I; compacto e invariante, tales que el siguiente diagrama conmuta:
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B
fn! B

h # # hP �!� P
Donde h es continua, suprayectiva, a lo m�as 2 a 1, y el conjunto de puntos de

P
con dos preim�agenes es a lo m�as in�nito numerable.

Por el lema 3.2.1, existe C � I donde fn es ca�otica. Por la proposici�on 3.2.2,

existe D � I donde f es ca�otica. 2

Observaci�on 3.g. El teorema anterior est�a en la misma direcci�on que el siguiente

resultado de A. Katok (v�ease [17] y [21]):

Si f :M !M es un difeomor�smo de clase C1+�; � > 0; de una variedad compacta

de dimensi�on dos, y la entrop��a de f es positiva. Entonces existe un subconjunto invariante,

�; tal que la restricci�on de f a � es topol�ogicamente conjugada a un subshift de tipo �nito

y ent(f j�) > 0:

Es decir, existe un subconjunto invariante en M tal que f es ca�otica en �el.

La hip�otesis de que f es de clase C1+� es de gran importancia. M. Rees demuestra

en [28] la existencia de un homeomor�smo en el toro bidimensional, f : T ! T; con las

siguientes propiedades: ent(f) > 0 y Per(f) = �: Por tanto en clase C0; en variedades de

dimensi�on dos, entrop��a positiva no implica caos. M�as adelante (cap��tulo cinco) veremos un

ejemplo sencillo de un endomor�smo en el toro donde entrop��a positiva no implica caos.

Observaci�on 3.h. Bajo las hip�otesis del teorema 3.2.1 el conjunto C donde la

funci�on fn es ca�otica satisface el siguiente diagrama conmutativo:

C
fn! C

h # # hP �!� P
;

con h a lo m�as 2 a 1. Como el conjunto
P

es de Cantor, el conjunto C tambi�en es de

Cantor.

El conjunto D; donde f es ca�otica, es de la forma:

D = C [ f(C) [ f2(C) [ ::: [ fn�1(C):
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Por la observaci�on 3.f., la funci�on fn; restringida a C; es a lo m�as 4 a 1. Esto

implica que para todo k 2 f0; 1; 2; :::; n � 1g ; f restringida a fk(C) es a lo m�as 4 a 1. Por

lo tanto cada fk(C) es un conjunto de Cantor. En resumen el conjunto D mencionado en

el teorema anterior es de Cantor.

En el siguiente teorema reunimos lo que hemos demostrado con la informaci�on

contenida en el teorema 3.1.2.

Teorema 3.2.2 Sea f : I ! I; continua en I: Las siguientes tres a�rmaciones son equiva-

lentes:

i) f es ca�otica en alg�un subconjunto de I:

ii) La entrop��a topol�ogica de f es positiva.

iii) f tiene un punto peri�odico con periodo no potencia de 2. 2

Nota �nal. La equivalencia de i) con ii) del teorema 3.2.2 fu�e anunciada por

Shihai Li en 1991 (ver [19]). A �nes de 1993 apareci�o la demostraci�on en [20]. Nosotros la

conocimos en 1994 cuando ya hab��amos terminado la demostraci�on del teorema 3.2.2. La

demostraci�on de Shihai Li y la nuestra, aunque muestran algunas diferencias, siguen, en

esencia, el mismo camino.
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Cap��tulo 4

Caos y el !(x; f ) en el intervalo

Si tenemos I = [0; 1] � R; y f : I ! I: El omega conjunto l��mite de x 2 I;

!(x; f); est�a formado por los puntos a los que converge la �orbita de x: Dos son las caracte-

r��sticas de !(x; f) que nos interesan: su cardinalidad, y la din�amica de f restringida a

este conjunto. Demostraremos en este cap��tulo que las siguientes tres a�rmaciones son

equivalentes:

i) Existe D � I; tal que f es ca�otica en D:

ii) Existe x 2 I; tal que la cardinalidad de !(x; f) es in�nito numerable.

iii) Existe x 2 I; tal que f restringida a !(x; f) no es transitiva.

4.1 El conjunto !(x; f); primeras propiedades

Sean I = [0; 1] en R; y f : I ! I una funci�on continua. Sea x 2 I; el omega

conjunto l��mite de x; bajo f; es:

!(x; f) =

�
y 2 I

����existe fnig � N; tal que lim
ni!1

fni(x) = y

�
:

Son conocidas las siguientes propiedades de !(x; f):

i) Para todo x 2 I; !(x; f) 6= �:

ii) !(x; f) es un conjunto cerrado.

iii) !(x; f) es estrictamente invariante bajo f; f(!(x; f)) = !(x; f):

De�nici�on 4.1.1 Sea x 2 I; decimos que x es asintoticamente peri�odico si existe
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y 2 Per(f) tal que

lim
n!1

d(fn(x); fn(y)) = 0:

Por tanto !(x; f) = o(y; f):

Lema 4.1.1 La cardinalidad de !(x; f) es �nita si y solamente si x es asintoticamente

peri�odico.

Demostraci�on. Ver Block y Coppel [9], p�agina 72. 2

Observaci�on 4.a. Si !(x; f) contiene propiamente una �orbita peri�odica, entonces

su cardinalidad es in�nita.

Lema 4.1.2 Para todo x 2 I; y para toda n 2 N se tiene que:

i) !(x; f) = !(x; fn) [ !(f(x); fn) [ ::: [ !(fn�1(x); fn):

ii) Para 1 � k < n� 1 se tiene que f
�
!(fk(x); fn)

�
=

!(fk+1(x); fn); y f
�
!(fn�1(x); fn)

�
= !(x; fn):

Demostraci�on. Est�a contenida en el paso uno del teorema 1.2.1, del cap��tulo

uno. 2

Observaci�on 4.b. El lema anterior implica lo siguiente: Sea n 2 N; entonces

!(x; f) tiene cardinalidad in�nito numerable si y solamente si !(x; fn) tambi�en la tiene.

Sea C0 el espacio de las funciones continuas de I en I:

Los conjuntos:

K(I; I) = ff jexisteD � Idondefes ca�oticag = ff jent(f) > 0g ; y
NK(I; I) = ff jno existeD � Idondefsea ca�oticag = ff jent(f) = 0g ;

forman una partici�on de C0(I; I):

Revisamos, a continuaci�on, las posibles caracter��sticas de !(x; f) para funciones

que pertenecen al conjunto NK(I; I):

Lema 4.1.3 Sea f 2 C0(I; I): Si existe una potencia de 2, n; tal que Pern(f) = �; entonces

para todo x 2 I se tiene que !(x; f) tiene cardinalidad �nita.
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Demostraci�on. V�ease Block y Coppel [9]. 2

Observaci�on 4.c. Si f cumple las hip�otesis del lema anterior, entonces para todo

x 2 I se tiene que !(x; f) = o(y; f) para alg�un y 2 Per(f): Por lo tanto para todo x 2 I; f

restringida a !(x; f) es transitiva.

Sea A = f2n j n � 0g ; es decir, A es el conjunto de todas las potencias de 2. Es

posible encontrar funciones que cumplen las siguientes dos condiciones:

i) Para todo m 2 A; existe x 2 Per(f) cuyo periodo es m:

ii) Si x 2 Per(f); entonces su periodo pertenece a A:

Al conjunto de funciones que cumple estas condiciones lo denotamos por 21:

Observaci�on 4.d. 21 � NK(I; I): Esta contenci�on se sigue del teorema 3.2.2,

del cap��tulo tres.

As�� el conjunto NK(I; I) est�a formado por funciones de dos tipos: aquellas para

las cuales existe una potencia de 2; m, tal que Perm(f) = �; y las que pertenecen a 21:

El siguiente resultado nos da informaci�on sobre los posibles omega conjuntos l��mite

para funciones en 21:

Proposici�on 4.1.1 Sea f 2 C0(I; I): Si la entrop��a topol�ogica de f es cero, entonces para

todo x 2 I se tiene que !(x; f) contiene un �unico conjunto minimal. Adem�as para todo

y 2 !(x; f); !(y; f) = !(x; f):

Demostraci�on. Ver Block y Coppel [9]. 2

La proposici�on anterior implica que si f 2 NK(I; I); entonces para todo x 2 I;

f j!(x;f): !(x; f)! !(x; f)

es transitiva.

Supongamos que ent(f) = 0 y que existe x 2 I tal que !(x; f) tiene cardinalidad

in�nita (por lo tanto f 2 21). Entonces por el teorema 3.1.1 del cap��tulo tres, f j!(x;f)
se factoriza en la funci�on sumadora, s :

P ! P
: Por tanto !(x; f) tiene cardinalidad no

numerable.

En resumen tenemos el siguiente teorema:
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Teorema 4.1.1 Si f 2 NK(I; I); entonces para todo x 2 I se tiene:

i) f j!(x;f) es transitiva.
ii) La cardinalidad de !(x; f) s�olo puede ser �nita o in�nita no numerable. 2

Nuestra meta es ahora mostrar lo siguiente: Si f 2 K(I; I); entonces existe x 2 I

tal que:

i) f j!(x;f) no es transitiva y

ii) La cardinalidad de !(x; f) es in�nito numerable.

4.2 La entrop��a positiva y el conjunto !(x; f)

Sea f 2 K(I; I); por el teorema 3.1.2 del cap��tulo tres, existen n 2 N; D � I y

h : D !P
(el espacio de dos s��mbolos), tales que el siguiente diagrama conmuta:

D
fn! D

h # # hP �!� P
;

(*)

donde � es el corrimiento y h es suprayectiva y a lo m�as 2 a 1.

Consideremos en
P

el siguiente punto:

y = (1; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 0; 0; 1; 0; :::) ;

donde los bloques de ceros van creciendo seg�un los n�umeros naturales.

Sea � �P el conjunto:

� = fx j existe i � 0 tal que xi = 1 y xj = 0 para todo j 6= ig [ �0	 ;
donde x = (x0; x1; x2; :::) y 0 = (0; 0; 0; :::):

Proposici�on 4.2.1 � = !(y; �):

Demostraci�on. La contenci�on � � !(y; �) es inmediata. Veamos la otra. Sea

x 2 !(y; �): Podemos suponer que x 6= 0:

Demostraremos que si xi = 1; para alguna i; entonces para todo j > i; xj = 0:
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Supongamos por el contrario que existen i y j, i < j; tales que xi = 1 y xj = 1:

Sea m = j� i; si n > (m�1)m
2 +(m� 1); entonces la m��nima cantidad de ceros en un bloque

de �n(y) es m: Por lo tanto para todo n 2 N que cumpla:

n >
(m� 1)m

2
+ (m� 1);

tenemos que

d (�n(y); x) � 1

2j
:

Esta �ultima desigualdad contradice el hecho de que x 2 !(y; �):

Por lo tanto si x 2 !(y; �); x tiene a lo m�as un 1 en su expresi�on. Es decir x 2 �:

2

Observaci�on 4.e. La igualdad � = !(y; �) nos dice que la cardinalidad de !(y; �)

es in�nito numerable.

Proposici�on 4.2.2 La funci�on � restringida a !(y; �) no es transitiva.

Demostraci�on. Sean x1 y x2 los siguientes puntos en !(y; �):

x1 = (1; 0; 0; 0; :::) y x2 = (0; 1; 0; 0; :::) :

La distancia entre x1 y x2 es
1
2 : Sean A y B los siguientes conjuntos abiertos:

A = B 1

4

(x1) y B = B 1

4

(x2):

Es inmediato que A \ !(y; �) = x1 y B \ !(y; �) = x2: De aqu�� se sigue que

�n (A \ !(y; �)) =
�
0
	
;

para todo n 2 N:

Por lo tanto, para todo n 2 N se tiene que

�n (A \ !(y; �)) \ (B \ !(y; �)) = �:

Lo que nos dice que � no es transitiva en !(y; �): 2
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Regresemos al diagrama (*). Sea y 2 D tal que h(y) = y: Es inmediato que

h (!(y; fn)) = !(y; �):

Por lo tanto tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

!(y; fn)
fn! !(y; fn)

h # # h
!(y; �) �!� !(y; �);

(**)

donde h es suprayectiva y a lo m�as 2 a 1.

Observaci�on 4.f. Como !(y; �) es in�nito numerable, la cardinalidad de !(y; fn)

es in�nita numerable. Por la observaci�on 4.b, tenemos que el conjunto !(y; f) es in�nito

numerable. Por tanto tenemos demostrada la siguiente proposici�on.

Proposici�on 4.2.3 Si f 2 K(I; I); existe x 2 I tal que !(x; f) tiene cardinalidad in�nita

numerable. 2

Observaci�on 4.g. Del diagrama (**) tambi�en tenemos la siguiente informaci�on:

i) Como h es a lo m�as 2 a 1, y !(y; �) s�olo tiene un punto de acumulaci�on, !(y; fn)

tiene a lo m�as dos puntos de acumulaci�on. Sin p�erdida de generalidad podemos suponer

que son dos, t y r:

ii) ft; rg = h�1(0) y, por tanto, fn(t) 2 ft; rg y fn(r) 2 ft; rg :
iii) La imagen inversa de t bajo fn debe tener al menos un punto de acumulaci�on

de !(y; fn): Por lo tanto f2n(t) = t y f2n(r) = r:

iv) fn no es transitiva en !(y; fn) ya que � no es transitiva en !(y; �).

Proposici�on 4.2.4 Si f 2 K(I; I); existe y 2 I tal que f restringida a !(y; f) no es

transitiva.

Demostraci�on. De las hip�otesis podemos llegar hasta el diagrama conmutativo

(**), y a la observaci�on 4.g. Sea a 2 !(y; fn) tal que h(a) = x1 = (1; 0; 0; :::); observemos

lo siguiente:

i) a 6= r y a 6= t:

ii) a es punto aislado de !(y; fn):
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iii) h(f2n(a)) = �2(h(a)) = �(0) = 0: Por tanto f2n(a) 2 ft; rg ; f2n(a) 6= a;

a no es punto peri�odico de f pero s�� un punto preperi�odico, la �orbita de a bajo f es de

cardinalidad �nita.

iv) a es un punto aislado de !(y; f):

Demostraci�on. Supongamos por el contrario que existe una sucesi�on de elementos

fyig, distintos entre s��, en !(y; f); tales que yi ! a: Entonces existe k 2 f1; 2; :::; n � 1g ;
tal que a es punto de acumulaci�on de !(fk(y); fn): Es decir podemos suponer que yi ! a

con fyig � !(fk(y); fn):

Como fk(!(y; fn)) = !(fk(y); fn); existe una sucesi�on fzig en (!(y; fn) tal que

fk(zi) = yi para todo i 2 N: Dado que !(y; fn) es compacto, podemos suponer que esta

nueva sucesi�on es convergente, zi ! z:Esto �ultimo nos dice que z es un punto de acumu-

laci�on de !(y; fn); z 2 ft; rg ; y fk(z) = a: Por lo tanto a 2 o(t; f)[ o(r; f) y f2n(a) = a; lo

cual es una contradicci�on con iii).

Para demostrar que f no es transitiva en !(y; f); tomemos los abiertos:

A = fag y B = !(y; f)� o(a; f):

Para toda n 2 N tenemos:

fn(A) \B = �:2

El siguiente teorema es un resumen de lo que hemos demostrado.

Teorema 4.2.1 Sean I = [0; 1] � R y f : I ! I una funci�on continua. Las siguientes tres

a�rmaciones son equivalentes:

i) f es ca�otica en alg�un subconjunto de I:

ii) Existe x 2 I; tal que la cardinalidad de ! (x; f) es in�nita numerable.

iii) Existe x 2 I; tal que f restringida a ! (x; f) no es transitiva.

Demostraci�on. Se sigue de las proposiciones 4.2.1 y 4.2.4 y del teorema 4.2.1. 2
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Cap��tulo 5

Sensibilidad implica caos

Sea I el intervalo [0; 1] en R: Sabemos que si f : I ! I es transitiva en I; f tiene

densidad de puntos peri�odicos y, por tanto, f es ca�otica en I (ver [4]). La transitividad

es por �esto una condici�on que podr��amos llamar fuerte. Por otro lado, si de f sabemos

solamente que tiene densidad de puntos peri�odicos, a partir de aqu�� no podemos avanzar

mucho. La funci�on identidad, id : I ! I; cumple esta �ultima condici�on y su din�amica es

muy sencilla. La tercera condici�on de la de�nici�on de caos de Devaney, la sensibilidad a las

condiciones iniciales, es en apariencia d�ebil ya que, como mencionamos en el cap��tulo uno,

es consecuencia de la transitividad y de la densidad de los puntos peri�odicos. La verdad

es que, al menos para funciones en el intervalo, la s�ola presencia de la sensibilidad d�a vida

a una din�amica complicada. En este cap��tulo mostramos que si f tiene sensibilidad en I;

entonces f cumple las siguientes tres a�rmaciones:

i) Existe D � I tal que f es ca�otica en D: En particular la entrop��a topol�ogica de

f es positiva.

ii) El conjunto fx 2 I jla cardinalidad de !(x; f) es in�nitag es denso en I:

iii) El conjunto fx 2 I jla cardinalidad de !(x; f) es �nitag es denso en I:

5.1 La sensibilidad, el caos y una digr�a�ca

Sean I = [0; 1] y f : I ! I una funci�on continua. Decimos que f es sensible a las

condiciones iniciales (o, simplemente, sensible) si existe � > 0 tal que se cumple la siguiente

condici�on: Para todo x 2 I y para toda vecindad de x; U; existen y 2 U y n 2 N tales que

d(fn(x); fn(y)) � �: A esta � le llamamos la constante de sensibilidad.
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Supondremos a lo largo de este cap��tulo que f : I ! I es sensible en I; y que � es

su constante de sensibilidad.

Para iniciar asociamos a la funci�on f una digr�a�ca.

Sea P = ft0 = 0; t1; t2; :::; tm = 1g una partici�on de I; tal que ti�ti�1 < �
3 para todo

i 2 f1; 2; :::;mg ; kPk < �
3 : Los v�ertices de la digr�a�ca ser�an los subintervalos Ai = [ti�1; ti] ;

1 � i � m: Pondremos una 
echa de Ai a Aj si existe n 2 N tal que fn(Ai) � Aj y la

longitud del intervalo fn(Ai) es mayor o igual que �; long(fn(Ai)) � �:

Lema 5.1.1 De cada v�ertice Ai; 1 � i � m salen al menos dos 
echas hacia v�ertices

consecutivos, Aj y Aj+1 con 1 � j < m.

Demostraci�on. Por la sensibilidad de f; para cada i 2 f1; 2; :::;mg existe ni 2 N

tal que long(fni(Ai)) � �: Por lo tanto existe j 2 f1; 2; :::;mg tal que Aj [Aj+1 � fni(Ai):

2

Lema 5.1.2 Si existe una 
echa de Ai a Aj ; y una de Aj a Ak: Entonces existe una 
echa

de Ai a Ak:

Demostraci�on. Existen n1 y n2 en los naturales tales que f
n1(Ai) � Aj con long(

fn1(Ai)) � �; y fn2(Aj) � Ak; long (f
n2(Aj)) � �: Por lo tanto fn1+n2(Ai) � fn2(Aj) � Ak

y long (fn1+n2(Ai)) � �: 2

Lema 5.1.3 Sean i 6= j en f1; 2; :::;mg : Si existen dos n�umeros naturales, p y q; tales que

Ai [Aj � fp(Ai) y Ai [Aj � f q(Aj);

entonces existe n 2 N tal que

Ai [Aj � fn(Ai) \ fn(Aj):

Demostraci�on. La a�rmaci�on es inmediata de las siguientes contenciones:

Ai [Aj � fp(Ai) � fp(Ai [Aj) � fp+q(Aj);

Ai [Aj � f q(Aj) � f q(Ai [Aj) � fp+q(Ai):

Tomando n = p+ q terminamos. 2
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De�nici�on 5.1.1 Decimos que f : I ! I es turbulenta si existen dos subintervalos de I;

A = [a; b] y B = [c; d] ; a < b y c < d; con a lo m�as un punto en com�un, tales que

A [B � f(A) \ f(B):

Si A \B = �; decimos que f es estrictamente turbulenta.

El camino que seguiremos ser�a mostrar que la sensibilidad de f implica que existe

n 2 N tal que fn es turbulenta. La siguiente a�rmaci�on, v�alida para funciones continuas

del intervalo en general, nos dice que �esto es su�ciente para mostrar que existe D � I donde

la funci�on es ca�otica.

Lema 5.1.4 Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

i) Existe D � I donde f es ca�otica.

ii) Existe n 2 N tal que fn es turbulenta.

Demostraci�on. En [9] Block y Coppel demuestran que la condici�on ii) es equi-

valente a que la entrop��a de f sea positiva. En el cap��tulo tres nosotros demostramos que

ent(f) > 0 es equivalente a la condici�on i). 2

Al n�umero de 
echas que salen de Ai le llamaremos el grado de Ai; gd (Ai) : Y si

existe una 
echa de Ai a Aj ; diremos que Aj es accesible desde Ai:

Observaci�on 5.a. Si Aj es accesible desde Ai; entonces gd(Aj) � gd (Ai) : La

demostraci�on es inmediata. Por el lema 5.1.2 todos los v�ertices accesibles desde Aj son

accesibles desde Ai: 2

Teorema 5.1.1 Si f : I ! I tiene sensibilidad a las condiciones iniciales, entonces existe

D � I tal que f es ca�otica en D:

Demostraci�on. Sea � > 0 la constante de sensibilidad de f: Asociamos a f una

digr�a�ca de la manera que mencionamos antes.

Sea i 2 f1; 2; :::;mg : De los v�ertices accesibles desde Ai; sea Aj el de menor grado,

gd(Aj) = g: Sean Aj1 ; Aj2 ; :::; Ajg los v�ertices accesibles desde Aj:
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Aj1

% Aj2

%

Aj

...

&
Ajg :

Ordenados de tal forma que si x 2 Ajk y y 2 Ajl ; entonces x � y si k < l:

Como cada Ajk ; 1 � k � g; es accesible desde Ai; se tiene que gd(Ajk) � g (por

ser g el m��nimo): Adem�as, por la observaci�on 5.a., gd(Ajk) � gd(Aj) = g: Por tanto para

todo k; 1 � k � g; se tiene que gd(Ajk) = g:

Tomemos el v�ertice Ajk ; 1 � k � g; desde este v�ertice hay exactamente g v�ertices

accesibles. Por el lema 5.1.2, ellos deben ser Aj1 ; Aj2 ; :::; Ajg : Por lo tanto tenemos las

siguientes 
echas en la digr�a�ca:

Aj1 ! Aj1 y Aj2 ! Aj1 :

Es decir, existen p y q n�umeros naturales tales que:

fp(Aj1) � Aj1 y f
q(Aj2) � Aj1 :

Como las longitudes de fp(Aj1) y f q(Aj2) son mayores que �; entonces cada una

de estas im�agenes abarca al menos dos intervalos. Dado que los intervalos est�an ordenados,

tenemos las siguientes contenciones:

fp(Aj1) � Aj1 [Aj2 y f
q(Aj2) � Aj1 [Aj2 :

Por el lema 5.1.3, existe n 2 N tal que

Aj1 [Aj2 � fn(Aj1) \ fn(Aj2):

Por tanto fn es turbulenta y, por el lema 5.1.4, existe D � I tal que f es ca�otica

en D: 2

El siguiente ejemplo muestra que si f es sensible en I = [0; 1] ; el conjunto ca�otico

no es necesariamente todo el intervalo I:
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Ejemplo 5.b. Sea f : I ! I; lineal a pedazos de�nida por f(0) = 0; f(12) = 1;

f(34) =
1
2 y f(1) = 1: La constante de sensibilidad de f es � = 1

4 ; f es ca�otica en
h
1
2 ; 1
i
; y

para todo x 2
�
0; 12

�
existe n 2 N tal que fn(x) 2

h
1
2 ; 1
i
:

5.2 La sensibilidad implica la densidad del conjunto de los

puntos aperi�odicos

Sean I = [0; 1] ; f : I ! I continua en I; y � y 	 los conjuntos:

� = fx 2 I j!(x; f) tiene cardinalidad in�nitag ;

	 = fx 2 I j!(x; f) tiene cardinalidad �nitag :

Observaci�on 5.c. � es el conjunto de los puntos aperi�odicos, y 	 es el conjunto

de los puntos asintoticamente peri�odicos (ver [9]).

Observaci�on 5.d. Recordemos que para todo x 2 I y para todo n 2 N se tiene

que

!(x; f) = !(x; fn) [ !(f(x); fn) [ ::: [ !(fn�1(x); fn);

y que

f
�
!
�
fk(x); fn

��
= !

�
fk+1(x); fn

�
;

donde el exponente k + 1 se toma m�odulo n:

De lo anterior se sigue que para todo n 2 N y para todo x 2 I; la cardinalidad de

!(x; f) es �nita si y s�olo si la cardinalidad de !(x; fn) es �nita.

Teorema 5.2.1 Si f es sensible a las condiciones iniciales, entonces tanto � como 	 son

conjuntos densos en I:

Demostraci�on. Sean x 2 I y " > 0: Sea � la constante de sensibilidad de f: Sea

P una partici�on de I; P = ft0 = 0; t1; :::; tm = 1g ; tal que kPk < �
3 y existe j; 1 � j � m;

tal que Aj � B"(x); Aj = [tj�1; tj ] :
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Por el teorema 5.1.1, existe p 2 N tal que fp es turbulenta. Sean A y B los dos

intervalos cerrados de I tales que

A [B � fp(A) \ fp(B):

Siguiendo el trabajo de Block y Coppel, cap��tulo dos de [9], existen q; m�ultiplo de

p; y C � A[B tales que f q jC se factoriza por el corrimiento en dos s��mbolos. Por el lema

3.2.1 del cap��tulo tres, existe D � C tal que f q es ca�otica en D: Esto �ultimo implica que

existen y 2 D con !(y; f q) de cardinalidad in�nita, y z 2 D con !(z; f q) de cardinalidad

�nita. Por la observaci�on 5.c, y 2 � y z 2 	:

El teorema 5.1.1 tambi�en muestra que existe r 2 N talque f r(Aj) � A[B; por lo
tanto

f r (B"(x)) � D:

De esta �ultima contenci�on se sigue que existen a y b en B"(x) tales que f
r(a) =

y y f r(b) = z: Esto implica que !(a; f) tiene cardinalidad in�nita y que !(b; f) tiene

cardinalidad �nita.

Por lo tanto B"(x) \ � 6= � y B"(x) \	 6= �: Los conjuntos � y 	 son densos en

I. 2

El siguiente ejemplo muestra que la densidad de � y la densidad de 	 no implican

que f : I ! I sea ca�otica en alg�un subconjunto de I:

Ejemplo 5.e. Sea f : [�1; 1] ! [�1; 1] dada por f(x) = x2 + c; donde c =

�1:401155189:::
La din�amica de f; ver [21], tiene las siguientes caracter��sticas:

i) Existe A � [�1; 1] ; conjunto de Cantor, tal que f jA: A! A es equivalente a la

sumadora, s :
P!P

:

ii) Para casi todo punto x 2 [�1; 1] ; ! (x; f) = A: Por tanto � es denso en [�1; 1] :
iii) Existe un conjunto numerable y denso en [�1; 1] ; B; tal que si x 2 B; entonces

! (x; f) es una �orbita peri�odica. Por tanto el conjunto 	 es denso en [�1; 1] :
iv) La entrop��a topol�ogica de f es cero, f no es ca�otica en ning�un subconjunto de

[�1; 1] :
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Con el siguiente ejemplo, f : M ! M; mostramos que sensibilidad no implica la

existencia de un subconjunto donde la din�amica sea ca�otica si M no es un intervalo en R:

Ejemplo 5.f. Sean S1 = R=Z; el c��rculo, y T = S1xS1 el toro bidimensional. Sea

f : T ! T la funci�on dada por

f (x; y) = (2x (mod 1) ; y + �0 (mod 1)) ;

donde �0 =2 Q:

Es inmediato que f es sensible a las condiciones iniciales. Sin embargo, como

Per (f) = �; no existe D � T tal que f jD sea ca�otica.

Observemos, adem�as, que el siguiente diagrama conmuta:

T
f! T

h # # h
S1 �!g S1;

donde h (x; y) = x y g (x) = 2x (mod 1) :

Como la entrop��a de g es positiva, la entrop��a de f es positiva. Por tanto, en

super�cies, contrariamente a lo establecido en el cap��tulo tres para intervalos en R, ent(f) >

0 no implica caos.

Conviene, tambi�en, nuevamente contrastar esta informaci�on con el resultado de

Katok: Para difeomor�smos de clase C1+�; � > 0; en variedades de dimensi�on dos, entrop��a

positiva implica la existencia de un subconjunto donde el difeomor�smo es ca�otico.

La siguiente proposici�on es la parte �nal de este cap��tulo. Se puede pensar como

un peque~no ap�endice donde se muestra de nuevo, y desde otro punto de vista, la fuerza

que tiene la sensibilidad a las condiciones iniciales. Regresemos a M , un espacio m�etrico, y

f :M !M; una funci�on continua. Mostraremos que dada x 2M la sensibilidad afecta no

s�olo a un punto de cada vecindad de x; sino a un conjunto abierto y denso de cada una de

esas vecindades.

Proposici�on 5.2.1 Sean M un espacio m�etrico perfecto, f : M !M sensible a las condi-

ciones iniciales, y � > 0 su constante de sensibilidad. Sean �1 > 0; �1 < �
2 ; x0 2 M;

y

A = fx 2M j existe n 2 N tal que d (fn(x); fn(x0)) > �1g
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Entonces A es abierto y denso en M:

Demostraci�on. Por la sensibilidad A es distinto del vac��o. Veamos primero que

A es abierto.

Sea x 2 A; existe n 2 N tal que d(fn(x); fn(x0)) = 
 > �1: Como fn es continua,

existe � > 0 tal que para toda y 2 B�(x) se tiene que fn(y) 2 B
��1(f
n(x)): De aqu�� se

sigue que la distancia de fn(y) a fn(x0) es mayor que �1: Por lo tanto B�(x) � A, y as�� A

es abierto.

Veamos ahora la densidad.

Sean z 2M y " > 0, demostraremos que B"(z) \A 6= �:

Por la sensibilidad existen y 2 B"(z) y n 2 N tales que d(fn(y); fn(z)) � �: Como

d (fn(y); fn(z)) � d (fn(y); fn(x0)) + d (fn(x0); f
n(z)) ;

tenemos que

d (fn(y); fn(x0)) � �

2
> �1

�o

d (fn(x0); f
n(z)) � �

2
> �1:

De aqu�� que y 2 A �o z 2 A; en ambos casos B"(z) \A 6= �: 2
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Cap��tulo 6

El conjunto de las funciones

ca�oticas

Las equivalencias establecidas en el teorema 3.2.2 del cap��tulo tres nos permiten

hacer algunas a�rmaciones sobre la topolog��a del espacio que forman las funciones que

son ca�oticas en alg�un subconjunto del intervalo. Denotemos por C0(I; I) al conjunto de

las funciones f : I ! I que son continuas en I; y por K(I; I) � C0(I; I) a aquellas

para las cuales existe alg�un subconjunto de I donde son ca�oticas. Siguiendo los resultados

contenidos en Block y Coppel [9], es inmediato que K(I; I) es abierto y denso en C0(I; I):

Aqu�� demostraremos que K(I; I) es arco-conexo, que su complemento, el conjunto de las

funciones no ca�oticas, tambi�en es arco-conexo, y que ambos conjuntos no son convexos.

6.1 El conjunto de las funciones ca�oticas, en el intervalo, es

arco-conexo

Sea I un intervalo compacto en R; (en algunas ocasiones, por conveniencia en la

notaci�on, tomaremos I = [0; 1]). Sean C0(I; I) el conjunto:

C0(I; I) = ff : I ! I tales que f es continua en Ig ;

y K(I; I) el conjunto:

K(I; I) =
n
f 2 C0(I; I) tales que f es ca�otica en D; para alg�un D � I

o
:
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Observaci�on 6.a. C0(I; I) es un espacio m�etrico completo si consideramos la

siguiente distancia en �el:

d(f; g) = max fjf(x)� g(x)j ; x 2 Ig :

De�nici�on 6.1.1 Sean f y g en C0(I; I): Si existe F : [0; 1] � I ! I; (�; x) ! F (�; x) =

F�(x); tal que

i) F�(x) es continua en [0; 1] � I; y

ii) F0(x) = f(x) y F1(x) = g(x) para toda x 2 I:

Decimos que F� es una familia de funciones en C0(I; I) que conecta f con g:

Tambi�en nos referiremos a F� como un arco.

Observaciones:

6.b. Sean f y g en C0(I; I); entonces para todo � 2 [0; 1] la funci�on F� =

(1� �) f + �g es elemento de C0(I; I): Por lo tanto C0(I; I) es convexo.

6.c. Sean f; g y h en C0(I; I): Si existe un arco que conecta f con g; y otro que

conecta g con h; entonces existe un arco que conecta f con h:

Proposici�on 6.1.1 La entrop��a topol�ogica, considerada como una funci�on

ent : C0(I; I)! R [1;

es semicontinua inferiormente.

Demostraci�on. Ver Block y Coppel [9], p�agina 216. 2

Corolario 6.1.1 El conjunto K(I; I) es abierto en C0(I; I):

Demostraci�on. Por el teorema 3.2.2, K(I; I) =
�
f 2 C0(I; I) jent(f) > 0

	
: Por

la proposici�on 6.1.1, este conjunto es abierto. 2

Proposici�on 6.1.2 El conjunto de las funciones, f 2 C0(I; I); tales que ent(f) > 0 es

denso en C0(I; I):

Demostraci�on. Ver [9], p�agina 216. 2

Corolario 6.1.2 El conjunto K(I; I) es abierto y denso en C0(I; I): 2
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Figura 6.1:

Denotemos por NK(I; I) al complemento de K(I; I): NK(I; I) es el conjunto de

las funciones no ca�oticas. El corolario anterior muestra que @K(I; I) = NK(I; I):

Lema 6.1.1 Si f 2 K(I; I); I = [0; 1] ; entonces existe x 2 (0; 1) tal que f(x) = x:

Demostraci�on. Si para todo x 2 (0; 1) ; f(x) > x; f es creciente en I: Esto

implica que para todo x 2 (0; 1) ; limn!1 fn(x) = 1: Por tanto f no es ca�otica en ning�un

subconjunto de I; lo que contradice la hip�otesis. El otro caso, f(x) < x para todo x 2 (0; 1) ;

se trata de manera an�aloga. 2

Teorema 6.1.1 El conjunto K(I; I); I = [0; 1] ; es arco-conexo.

Demostraci�on. Sea f 2 K(I; I); construiremos, en cuatro pasos, un arco en

K(I; I); que una f con la siguiente funci�on ca�otica:

g(x) =

8>>><>>>:
3x si x 2

h
0; 13

i
2� 3x si x 2

h
1
3 ;

2
3

i
3x� 2 si x 2

h
2
3 ; 1
i

Ver Figura 6.1
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Figura 6.2:

Paso uno. Sea x0 2 (0; 1) tal que f(x0) = x0: Como f 2 K(I; I); existe " > 0

tal que para toda h 2 B"(f); h 2 K(I; I); y (x0 � "; x0 + ") � [0; 1] : Sea "1 = "
3 ; existe

0 < �1 < "1 tal que f
�
B�1(x0)

�
� B"1(x0):

Sea � tal que 0 < � < �1: Sea f1 : I ! I; continua en I; de�nida por

f1(x) =

8>>>>>><>>>>>>:

f(x) si x =2 (x0 � �1; x0 + �1) ;

lineal a pedazos en [x0 � �1; x0 + �1] de�nida por:

f1(x0 � �) = f1(x0 +
�
3) = x0 � �; y

f1(x0 � �
3 ) = f1(x0 + �) = x0 + �:

En la siguiente Figura 6.2 vemos las gr�a�cas de f y f1.

Tenemos f1 2 K(I; I) y d(f; f1) < ":

Sea F� = (1� �) f + �f1; � 2 [0; 1] : Este arco es tal que para toda

x =2 (x0 � �1; x0 + �1) ; F�(x) = f(x): Adem�as para todo � 2 [0; 1] y para toda

x 2 (x0 � �1; x0 + �1) ;

jF�(x)� f(x)j � 2"1 < ":
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Por lo tanto es un arco en K(I; I) que une f con f1:

Paso dos. Sea f2 2 K(I; I) dada por

f2(x) =

8<: x si x =2 [x0 � �; x0 + �]

f1(x) si x 2 [x0 � �; x0 + �] :

Consideremos ahora el arco F� = (1� �) f1+�f2; � 2 [0; 1] : Como F�(x) = f1(x)

para todo x 2 [x0 � �; x0 + �] y para todo � 2 [0; 1] ; se tiene que F� es un arco en K(I; I)

que une f1 con f2:

Paso tres. La siguiente familia de funciones

F�(x) = f2(x+ �(x0 � 1

2
)) + �(

1

2
� x0);

� 2 [0; 1] ; es un arco, en K(I; I); que une f2 con f3; donde

f3(x) =

8>>>>>><>>>>>>:

x si x =2
h
1
2 � �; 12 + �

i
lineal a pedazos si x 2

h
1
2 � �; 12 + �

i
; de�nida por:

f3(
1
2 � �

3) =
1
2 + �;

f3(
1
2 +

�
3) =

1
2 � �:

Paso cuatro. Por �ultimo la siguiente es una curva en K(I; I) que une f3 con g:

F�(x) = �f3

 
x� 1

2

�
+

1

2

!
� 1

2
(�� 1) ;

con � 2
h
1; 1

2�

i
:

Por lo tanto existe un arco enK(I; I) que une f con g; y as��K(I; I) es arco-conexo.

2

Nota. La argumentaci�on seguida en el paso uno del teorema anterior la realic�e a

partir de la demostraci�on que presentan Block y Coppel a la proposici�on 31 del cap��tulo 8

de [9].

6.2 El conjunto de las funciones no ca�oticas tambi�en es arco-

conexo

Sean I = [0; 1] y f 2 C0(I; I): Consideremos la siguiente familia de funciones:
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F�(x) =

8<: f(x) si f(x) � �

� si f(x) > �;

con � 2 [0; 1] :

Obs�ervese que F1(x) = f(x) y F0(x) = 0 para todo x 2 [0; 1] :

Lema 6.2.1 F�(x) es continua en [0; 1]xI:

Demostraci�on. Sean �1 < �2, ambas en [0; 1] : Es inmediato que

d(F�1 ; F�2) � �2 � �1:

Sea " > 0: Como f es uniformemente continua, existe �1 > 0 tal que

si jx� yj < �1 entonces jf(x)� f(y)j < "

2
:

Por la relaci�on entre f y F�; tenemos tambi�en lo siguiente:

si jx� yj < �1 entonces jF�(x)� F�(y)j < "

2
;

para todo � 2 [0; 1] :

Sea � = min
�
�1;

"
2

	
; y obtenemos lo siguiente:

si k(�; x) � (�0; x0)k < �; entonces j�� �0j < "

2
y jx� x0j < �1:

Esto implica que

jF�(x)� F�0(x0)j � jF�(x)� F�0(x)j+ jF�0(x)� F�0(x0)j < j�� �0j+ "

2
< ":

De aqu�� se sigue que F� (x) es continua en [0; 1]xI: 2

Lema 6.2.2 Sea � 2 [0; 1] : Para todo subintervalo cerrado, A � I; distinto del vac��o, se

tiene que F�(A) � f(A) �o F�(A) = f�g :
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Demostraci�on. Considero tres casos:

i) Si � � max ff (x) jx 2 Ag ; para todo x 2 A se tiene que F�(x) = f(x): Por lo

tanto F�(A) = f(A):

ii) Si � � minff (x) jx 2 Ag ; para toda x 2 A se tiene que F�(x) = �: Por lo

tanto F�(A) = f�g :
iii) Si a = min ff (x) jx 2 Ag < � < max ff (x) jx 2 Ag = b; entonces

F�(A) = [a; �] � [a; b] = f(A):2

Para demostrar que la curva F� est�a contenida en el conjunto de las funciones no

ca�oticas si f es no ca�otica, utilizamos la siguiente de�nici�on y la siguiente proposici�on.

De�nici�on 6.2.1 Decimos que f 2 C0(I; I) es estrictamente turbulenta si existen dos

subintervalos cerrados de I; A y B; distintos del vac��o, tales que A \ B = � y A [ B �
f (A) \ f (B) :

Proposici�on 6.2.1 Las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

i) f 2 K(I; I):

ii) Existe n 2 N tal que fn es estrictamente turbulenta.

Demostraci�on. La a�rmaci�on i) es equivalente a ent(f) > 0: Block y Coppel

demuestran en [9] que ent(f) > 0 es equivalente a la a�rmaci�on ii). 2

Lema 6.2.3 Si para alg�un � 2 [0; 1] se tiene que F� 2 K(I; I); entonces f 2 K(I; I):

Demostraci�on. Supongamos que F� 2 K(I; I): Por la proposici�on 6.2.1, existen

n 2 N y dos subintervalos cerrados distintos del vac��o, A y B; tales que A \B = � y

A [B � F n
� (A) \ F n

� (B):

Como A [ B � F n
� (A); tenemos que para toda j 2 f0; 1; 2; :::; ng ; F j

�(A) no

es un intervalo formado por un s�olo punto. Por lo tanto para toda j 2 f0; 1; 2; :::; ng ;
F j
�(A) 6= f�g :

Por el lema 6.2.2, tenemos:

F n
� (A) = F�

�
F n�1
� (A)

�
� f

�
F n�1
� (A)

�
= f

�
F�(F

n�2
� (A))

�
� f2

�
F n�2
� (A)

�
= :::
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::: � fn�1 (F�(A)) � fn�1 (f(A)) = fn(A):

Por tanto A[B � fn(A): De manera an�aloga A[B � fn(B): Y, por la proposici�on

6.2.1, f 2 K(I; I): 2

Teorema 6.2.1 El conjunto NK(I; I) es arco-conexo.

Demostraci�on. Sea f 2 NK(I; I); consideremos la familia:

F�(x) =

8<: f(x) si f(x) � �

� sif(x) > �
;

� 2 [0; 1] : Por el lema 6.2.1, F� es un arco que une f con la funci�on constante cero. Por el

lema 6.2.3, para todo � 2 [0; 1] ; F� 2 NK(I; I): 2

Finalizamos mostrando que tanto K(I; I) como NK(I; I) no son conjuntos con-

vexos.

Proposici�on 6.2.2 K(I; I) no es convexo.

Demostraci�on. Consideremos la familia F�(x) = (1� �) f(x)+�g(x); � 2 [0; 1] ;

donde f(x) = 4x (1� x) y g(x) = 1 � f(x): Ambas funciones, f y g; son elementos de

K(I; I) y como F 1

2

(x) = 1
2 para todo x 2 [0; 1] ; F 1

2

=2 K(I; I): 2

Proposici�on 6.2.3 NK(I; I) no es convexo.

Demostraci�on. Consideremos la familia F�(x) = �g(x); g 2 C0(I; I); donde g (x)

est�a dada por:

g(x) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

3
4 si x 2

h
0; 14

i
;

1
2 si x 2

h
1
2 ; 1
i
;

es lineal a pedazos si x 2
h
1
4 ;

1
2

i
;

de�nida por f
�
3
8

�
= 1;

y � 2 [0; 1] : F� es un segmento de recta que une g con la funci�on constante cero.

Obs�ervese que para todo x 2
h
0; 12

i
; g(x) 2

h
1
2 ; 1
i
; (ver la Figura 6.3 al �nal

del cap��tulo). Por tanto para todo x 2 [0; 1] se tiene que g2(x) = 1
2 ; esto implica que

g 2 NK(I; I):
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Sin embargo F 1

2

evaluada en los puntos 1
4 ;

3
8 y 1

2 es as��:

F 1

2

�
1

4

�
=

3

8
; F 1

2

�
3

8

�
=

1

2
; F 1

2

�
1

2

�
=

1

4
:

La funci�on F 1

2

tiene un punto peri�odico de periodo 3, F 1

2

=2 NK(I; I): 2
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Figura 6.3:

Estas son las gr�a�cas de g y F 1

2

:
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Cap��tulo 7

Caos y puntos peri�odicos

Sea M un espacio m�etrico perfecto y completo. En este cap��tulo demostramos la

siguiente equivalencia: f : M ! M es ca�otica en M si y solamente si para todo " > 0; y

para todo conjunto D compacto, D � M; existe un punto peri�odico tal que su �orbita es

"-densa en D. Es decir, la presencia de caos es equivalente a una particular distribuci�on de

los puntos peri�odicos. Como corolario obtenemos que los periodos presentes en una funci�on

ca�otica forman un conjunto no acotado. En el caso de que el espacio M sea compacto, la

equivalencia anterior se puede expresar as��:

La funci�on f es ca�otica en M si y solamente si para toda " > 0; existe x 2 Per(f)

tal que su �orbita es "-densa en M .

7.1 Relaci�on caos y puntos peri�odicos.

Sean f : M !M; continua en M; y M espacio m�etrico perfecto y completo.

De�nici�on 7.1.1 Sean D �M y " > 0; decimos que A �M es "-denso en D si para todo

x 2 D existe y 2 A tal que d(x; y) < ":

Observaci�on 7.a. Si D es compacto, para toda " > 0 existe A; de cardinalidad

�nita, tal que A es "-denso en D:

Proposici�on 7.1.1 Si f es ca�otica en M; entonces para todo subconjunto compacto, D; y

para toda " > 0; existe x 2 Per(f) tal que o(x; f) es "-densa en D:
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Demostraci�on. Sea D � M un conjunto compacto. Dada " > 0; existe una

cubierta abierta �nita de D de la siguiente forma:

� =
n
B "

3
(xi) j xi 2 D para i 2 f1; 2; :::; kg

o
;D � [ki=1B "

3
(xi):

Sean � = "
3 y u 2M tal que la o(u; f) es densa enM: Como cada B�(xj) es abierta

en M; existe n0 2 N tal que para todo j 2 f1; 2; :::; kg se tiene que

B�(xj) \
n
u; f(u); f2(u); :::; fn0(u)

o
6= �: (*)

Sea

B = B�(u) \ f�1(B�(f(u))) \ ::: \ f�n0(B�(f
n0(u))):

Obs�ervese que B es abierto y distinto del vac��o. Por tanto existe x 2 Per(f) \B:
Demostraremos ahora que la �orbita de x es "-densa en D. Sea y 2 D; existe

j; 1 � j � k; tal que y 2 B�(xj): Por la ecuaci�on (*), existe i; 0 � i � n0; tal que

f i(u) 2 B�(xj): Esto implica que:

d(f i(x); y) � d(f i(x); f i(u)) + d(f i(u); xj) + d(xj ; y) < � + � + � = ":

Por tanto d(f i(x); y) < ": 2

Proposici�on 7.1.2 Si para todo D � M compacto y para toda " > 0; existe x 2 Per(f)

tal que o(x; f) es "-densa en D; entonces f es ca�otica en M:

Demostraci�on.

Paso uno: La densidad de los puntos peri�odicos.

Sea A �M un conjunto abierto y distinto del vac��o. Sean a 2 A y " > 0 tales que

B"(a) � A: Como el conjunto D = fag es compacto, existe x 2 Per(f) tal que su �orbita es

"-densa en D; esto implica que existe y 2 Per(f) \ B"(a) � A: Por tanto Per(f) es denso

en M:

Paso dos: La transitividad topol�ogica.

Sean A y B abiertos y distintos del vac��o. Sea a 2 A y b 2 B; existe " > 0 tal

que B"(a) � A y B"(b) � B: Sea D = fa; bg ; D es compacto en M: Por hip�otesis existe

x 2 Per(f) cuya �orbita es "-densa en D ; entonces
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o(x; f) \A 6= � y o(x; f) \B 6= �:

Por lo tanto existe n 2 N tal que fn(A) \B 6= �: 2

El siguiente teorema resume los resultados anteriores.

Teorema 7.1.1 f : M ! M es ca�otica en M si y solamente si para todo subconjunto

compacto de M; D; y para toda " > 0; existe x 2 Per(f) tal que o(x; f) es "-densa en D. 2

Corolario 7.1.1 Si f es ca�otica en M; entonces el conjunto fn j Pern(f) 6= �g es no aco-

tado.

Demostraci�on. Dada n 2 N tomamos n puntos distintos enM; fx1; x2; :::; xng =
D: Sean

� = minfd(xi; xj) j i 6= j; 1 � i; j � ng y " =
�

2
:

Como D es compacto, existe x 2 Perm(f) tal que su �orbita es "-densa en D; esto

implica que m � n: 2

Observaci�on 7.b. El teorema 7.1.1 y el corolario anterior muestran tambi�en que

si f :M !M es ca�otica en M; entonces en todo subconjunto abierto de M existen puntos

peri�odicos de periodo arbitrariamente grande. Es decir, de manera m�as formal, la siguiente

a�rmaci�on es cierta: Si f : M ! M es ca�otica en M; entonces para todo " > 0; para todo

x 2M y para todo n 2 N; existe y 2 B" (x) \ Perm (f) tal que m > n:

En el caso de que M sea compacto, el teorema 7.1.1 queda de la siguiente forma:

Teorema 7.1.2 Sea M un espacio m�etrico, compacto y perfecto. Sea f : M ! M una

funci�on continua en M: Entonces f es ca�otica en M si y solamente si para todo " > 0

existe x 2 Per(f) tal que su �orbita es "-densa en M . 2

El hecho de que f sea ca�otica en M; con M compacto, no implica que dada " > 0

exista n0 2 N tal que toda �orbita de periodo mayor que n0 sea "-densa. Consideremos el

siguiente ejemplo:
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Ejemplo 7.c. Sea
P

= fx = (x0; x1; x2; :::) jxi 2 f0; 1g para todo i � 0g con la

distancia:

d(x; y) =
1

2n
donde n = min fi jxi 6= yi g :

Sea � :
P!P

el corrimiento, es decir �(x0; x1; x2; :::) = (x1; x2; x3; :::): Sabemos

(v�ease [11]) que
P

es compacto y que � es ca�otica en
P
:

Dada n 2 N;n � 2; consideremos el siguiente punto de
P
.

x = (0; 1; 1; :::; 1; 0; 1; 1; :::; 1; 0; 1; :::; 1; 0; 1; :::);

donde los 1's forman bloques de n � 1 elementos. Tenemos que x 2 Pern(f); y que para

todo m � 0 la d(�m(x); 0) � 1
2 ; donde 0 = (0; 0; :::): Por tanto ninguna de las �orbitas de

este tipo de puntos peri�odicos puede ser "-densa en
P

si " < 1
2 :
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Cap��tulo 8

Ejemplos de funciones ca�oticas

En todos los ejemplos vistos hasta ahora, el conjunto ca�otico ha sido compacto. En

esta parte construiremos una funci�on ca�otica en todo R; f : R! R; y con ella mostraremos

una que lo es en el intervalo abierto (0; 1) ; g : (0; 1)! (0; 1): En la parte �nal demostraremos

que para todo " > 0; existe una "-perturbaci�on de la identidad, id : [0; 1] ! [0; 1] ; ca�otica

en todo [0; 1] :

8.1 Una funci�on ca�otica en todo R:

Sea f : R! R as��: si z 2 Z; entonces

f(z) =

8<: z + 2 si z es par

z � 2 si z es impar.

En cada intervalo de la forma (z; z + 1); z 2 Z; de�nimos a f en forma lineal de

tal forma que f sea continua en R:

Observaci�on. 8.a.

i) f restringida a los enteros es una funci�on biyectiva, y podemos representar su

din�amica de este modo:

:::; -4; -3 , -2 , -1 , 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , ...

Por tanto si z es par, limn!1 fn(z) =1; y si z es impar, limn!1 fn(z) = �1:
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Figura 8.1:

ii) La pendiente de f en [z; z + 1] es -3 si z es par, y es 5 si z es impar.

Ver la Figura 8.1 que es la gr�a�ca de f:

Lema 8.1.1 Para todo z 2 Z y para todo n 2 N se tiene que:

i) fn�1([z; z + 1]) � fn([z; z + 1]) y

ii) [1n=0fn([z; z + 1] = R:

Demostraci�on. Sea z 2 Z; como

f([z; z + 1]) =

8<: [z � 1; z + 2] si z es par

[z � 2; z + 3] si z es impar,

en ambos casos tenemos que [z; z + 1] � f([z; z + 1]) = [u; v] ; con u entero impar y v par,

u < v. De aqu�� se sigue que para toda n 2 N

fn([z; z + 1]) = [u� 2(n� 1); v + 2(n� 1)] :

De esta igualdad concluimos de manera inmediata las dos a�rmaciones del lema.

2
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Proposici�on 8.1.1 f es topologicamente transitiva en R:

Demostraci�on. Sean x 2 R y " > 0; tales que B"(x) � [z; z + 1] para alg�un

z 2 Z:

Paso uno. Existe n0 2 N tal que fn0(B"(x)) contiene un entero.

Demostraci�on. Si A = (a; b) � [w;w + 1] ; w 2 Z; entonces la longitud de f(A) es

mayor o igual a tres veces la longitud de A; long(f(A)) � 3long(A): Por tanto si para toda

k 2 f0; 1; :::; ng ; fk(B"(x)) \ Z = � tenemos que

long(fn(B"(x)) � 3n(2"):

A partir de esta desigualdad es inmediata la a�rmaci�on.

Paso dos. Existe n1 � n0 tal que [z; z + 1] � fn1(B"(x)) para alg�un z 2 Z:

Demostraci�on. Sabemos que fn0(B"(x)) contiene un intervalo de la forma [w; b)

con w 2 Z y w < b; o de la forma (a;w] con w 2 Z y a < w:

Tomemos el caso [w; b) � fn0(B"(x)): Si w + 1 =2 [w; b) ; f([w; b)) es un intervalo

abierto en un extremo y cerrado en el otro, en ambos casos tenemos long(f([w; b))) �
3(b � w): Si f ([w; b)) contiene a dos enteros consecutivos, terminamos. En caso contrario

aplicamos nuevamente f:

En forma an�aloga al paso anterior. Si para todo k 2 f0; 1; :::; ng ; f ([w; b)) no
contiene dos enteros consecutivos, entonces

long(fn([w; b))) � 3n(b� w):

Y de esta desigualdad se sigue la a�rmaci�on.

Paso tres. El �nal.

Sean A y B dos conjuntos abiertos y distintos del vac��o. Por los pasos uno y dos,

existe n 2 N tal que [z; z + 1] � fn(A) para alguna z en Z: Por el lema 8.1.1, existe m 2 N

tal que fm(A) \B 6= �: Por tanto f es transitiva en R: 2

La siguiente proposici�on nos d�a informaci�on valiosa sobre la din�amica de funciones

de�nidas en un intervalo de R:

Proposici�on 8.1.2 Sean I un intervalo en R y f : I ! I una funci�on continua. Si f es

transitiva en I; entonces f tiene densidad de puntos peri�odicos en I:
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Demostraci�on. Ver [24], [34], �o [4]. 2

Proposici�on 8.1.3 Sean I un intervalo en R y f : I ! I una funci�on continua. Si f es

transitiva en I, entonces f es ca�otica en I: 2

Por lo tanto la funci�on f : R! R que hemos construido es ca�otica en R:

Observaci�on 8.b. En la proposici�on 8.1.1 de hecho demostramos que f es

mezclante.

A partir de f podemos inmediatamente construir una funci�on ca�otica en el inter-

valo abierto (0,1), g : (0; 1)! (0; 1):

Sea h : R ! (0; 1); dada por h(x) = ( 1
�
) arctan(x) + 1

2 : La funci�on h es un

homeomor�smo. Sea g = h � f � h�1; tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

R
f! R

h # # h
(0; 1) �!g (0; 1) :

Por lo tanto g es ca�otica en (0; 1) :

Proposici�on 8.1.4 Existe G : [0; 1]! [0; 1] ; continua en [0; 1] ; tal que para todo x 2 (0; 1)

se tiene g(x) = G(x):

Demostraci�on. Sabemos que para todo x 2 R; f(x) cumple las siguientes de-

sigualdades:

x� 2 � f(x) � x+ 2: (*)

Por tanto para todo t 2 (0; 1) tenemos

h�1(t)� 2 � f � h�1(t) � h�1(t) + 2:

Como h es creciente,

h(h�1(t)� 2) � h � f � h�1(t) � h(h�1(t) + 2):

Por lo tanto para todo t 2 (0; 1) se cumplen las siguientes desigualdades:
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h(h�1(t)� 2) � g(t) � h(h�1(t) + 2): (**)

Sea c 2 R; tenemos

lim
t!0

h(h�1(t) + c) = lim
t!0

1

�
arctan

�
tan(�(t� 1

2
)) + c

�
+

1

2
= 0 y

lim
t!1

h(h�1(t) + c) = lim
t!1

1

�
arctan

�
tan(�(t� 1

2
)) + c

�
+

1

2
= 1:

De estos l��mites y de la desigualdad (**) obtenemos que

lim
t!0

g(t) = 0 y lim
t!1

g(t) = 1:

De�niendo G : [0; 1] ! [0; 1] as�� G(0) = 0; G(1) = 1 y G(x) = g(x) para todo

x 2 (0; 1) terminamos. 2

Observaci�on 8.c.

i) G es ca�otica en [0; 1] :

ii) G es mezclante en [0; 1] :

iii) Para todo A abierto, A � (0; 1) ; se tiene que [1n=1G�n(A) = (0; 1):

iv) G�1(0) = f0g y G�1(1) = f1g :
v) El conjunto fx 2 [0; 1] j[1n=0G�n(x) es denso en [0; 1]g es el intervalo (0; 1) ; ver

[5]. De hecho M. Barge y J. Martin demuestran que si F : [0; 1]! [0; 1] es ca�otica en [0; 1] ;

entonces existen a lo m�as tres puntos en [0; 1] ; x1; x2; x3; tales que [1n=0F�n(xi); i = 1; 2 �o

3; no es denso en [0; 1] :

De las desigualdades en (**) obtenemos

h(h�1(t)� 2) � G(t) � h(h�1(t) + 2):

para todo t 2 (0; 1) : Sabemos tambi�en que para todo t 2 (0; 1) se tiene

h(h�1(t)� 2) � t � h(h�1(t) + 2);

por lo tanto para todo t 2 (0; 1)

jG(t)� tj � 1

�

�
arctan

�
tan(�(t� 1

2
)) + 2

�
� arctan

�
tan(�(t� 1

2
))� 2

��
:
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Vamos a encontrar una cota superior para la distancia d(G; id):

Sean � > 0 y H�(y) = arctan(y + �) � arctan(y � �): La funci�on H� alcanza su

m�aximo en y = 0; y �este es arctan(�)� arctan(��) = 2 arctan(�):

Por lo tanto para todo t 2 [0; 1] ;

jG(t)� tj � 2

�
arctan(2):

De esta �ultima desigualdad concluimos que d(G; id) � 2
�
arctan(2):

8.2 Una "-perturbaci�on ca�otica de la identidad.

La siguiente proposici�on muestra que podemos encontrar funciones ca�oticas, l :

[0; 1]! [0; 1] ; con conjunto ca�otico todo el [0; 1] ; tan cercanas como queramos a la funci�on

identidad. En su demostraci�on utilizamos las funciones f; g; h;G y H� que hemos constru-

ido.

Proposici�on 8.2.1 Para todo " > 0 existe l : [0; 1] ! [0; 1] ; continua y ca�otica en [0; 1] ;

tal que d(l; id) < ":

Demostraci�on. Sea � > 0: Consideremos el homeomor�smo J�(x) =
x
�
; y f� :

R! R tal que el siguiente diagrama conmuta

R
f! R

J� # # J�
R

�!
f� R:

La colecci�on
n
f�(x) =

�
1
�

�
f(�x); � > 0

o
es una familia de funciones ca�oticas en

R:

Es inmediato jf�(x)� xj = 1
�
jf(�x)� �xj : De esta desigualdad y de la desigual-

dad (*) obtenemos

jf�(x)� xj � 2

�
;

y de aqu��,

x� 2

�
� f�(x) � x+

2

�
:
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Siguiendo el camino de la proposici�on 8.1.4, llegamos a

h(h�1(t)� 2

�
) � g�(t) � h(h�1(t) +

2

�
);

donde g� : (0; 1)! (0; 1) ; g�(t) = h � f� � h�1(t):
Cada g� es ca�otica en (0; 1) y podemos extenderla a una funci�on ca�otica y continua

en el [0; 1] ; G� : [0; 1]! [0; 1] :

Por �ultimo:

jG�(t)� tj � h(h�1(t) +
2

�
)� h(h�1(t)� 2

�
);

para toda t 2 [0; 1] :

Recordando lo que hicimos para H� obtenemos

jG�(t)� tj � 2 arctan(
2

�
);

para toda t 2 [0; 1] : Por lo tanto d (G�; id) � 2 arctan
�
2
�

�
:

Dada " > 0; existe � > 0 tal que 2 arctan( 2
�
) < ": Sea l(t) = G�(t); d(l; id) < ": 2

Observaci�on 8.d. Las familias fg�g y fG�g son continuas con respecto a �:

De�nici�on 8.2.1 Sean f 2 C0(I; I) y " > 0; decimos que g 2 C0(I; I) es una

"-perturbaci�on de f si d(f; g) < ":

Lo que hemos demostrado en esta parte se puede expresar as��:

Proposici�on 8.2.2 Para todo " > 0; existe una "-perturbaci�on de la identidad, id : [0; 1]!
[0; 1] ; tal que es ca�otica en todo el intervalo [0; 1] : 2

-�n-
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