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La teoria moderna de las ecuaciones diferenciales nos brinda la posibili-
dad, en muchos casos, de estudiar los modelos planteados e incluso de llegar
a determinadas conclusiones sobre la evolucién de los sistemas involucrados.

El uso de las ecuaciones diferenciales es el adecuado, cuando tratamos
con procesos en los que, en gran medida, se observa continuidad en el tiempo
o en el espacio. Esta condicion la cumplen muchos procesos fisicos, quimicos
y bioquimicos. Sin embarqo en los procesos biolégicos, particularmente en
los sistemas ecoldgicos, con frecuencia es necesario considerar adicionalmente
cterto retardo, condicionado por el tiempo de crecimiento de los individuos
de la especie, que entran en el sistema.

Esto tltimo conduce a que, en los modelos mateméticos, en lugar de
aparecer ecuaciones diferenciales se plantean ecuaciones difero diferenciales,
integro diferenciales o similares.

Tales tipos de ecuaciones, por regla general, son ya entes matemdticos
muy complicados para ser estudiados cualitativamente, digamos por ejemplo
problemas como el de la influencia de tales o cuales pardmetros conside-
rados en el modelo, o el estudio de la estabilidad del modelo mismo, etc.
Ademads con frecuencia ocurre que dichos tipos de ecuaciones sirven para
obtener no resultados cualitativos, sino precisamente cuantitativos, digamos
por ejemplo el cilculo de determinadas soluciones bajo ciertos valores fijos
de los pardmetros y todo lo anterior bajo la hipdtesis de que el modelo imita
suficientemente bien al sistema biolégico considerado.
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En el arsenal de la matematica, al lado de las ecuaciones de los tipos
mencionados, se cuenta ademds con las ecuaciones en diferencias, en la
mayoria de los casos, sustancialmente més simples para la investigacién que
las ecuaciones diferenciales o difero diferenciales, sin mencién ya de otros
tipos de ecuaciones mas complicadas.

Al estudiar los sistemas ecoldgicos, por ejemplo, al estudiar la dindmica
de las poblaciones, donde lo discreto del desarrollo en el tiempo usualmente
estd a la vista, es natural también usar como modelos matematicos a las
ecuaciones en diferencias. KEsto en primer lugar tiene relacién con pobla-
ciones cuyas generaciones no se traslapan.

Las ecuaciones en diferencias nos ofrecen muy amplias posibilidades para
deducciones cualitativas acerca de cdmo cambian las propiedades del sistema
al variar los pardmetros del modelo. Desgraciadamente los especialistas que
utilizan como instrumento de trabajo el anilisis matemédtico con frecuencia
conocen insuficientemente la teoria de las ecuaciones en diferencias.

En los ultimos anos han aparecido trabajos tanto de biolégos como de
matematicos, en los cuales se consideran las ecuaciones en diferencias, ge-
neradas por modelos ecoldgicos sencillos. En estas ecuaciones se estudia
el comportamiento asintético de sus soluciones, se analizan las variaciones
cualitativas a las que llevan los cambios en los pardmetros de tales ecua-
ciones. En particular, en estos trabajos, se muestra que las ecuaciones en
diferencias de tipos extremadamente simples puede llegar a tener soluciones
de comportamientos asintdticos muy complicados (vease por ejemplo en [1]-
[11] ) . Estos y toda una serie de problemas suficientemente delicados de la
teoria cualitativa de las ecuaciones en diferencias fueron estudiados por el
autor a mediados de los anos 60 en [12].

Las investigaciones consideradas sobre las ecuaciones en diferencias, fun-
damentalmente, contienen resultados que pueden ser ubicados en los tra-
bajos arriba citados ([1]-[12]), o bien deducidos de ellos. En lo sucesivo
trataremos sobre ciertos problemas de la teoria cualitativa de las ecuaciones
en diferencias mas simples y en particular trataremos:

1) Qué tan distintas son las propiedades, sobre todo las propiedades os-
cilatorias, de las soluciones de las ecuaciones diferenciales y en diferencias,
las cuales necesariamente deberdn tomarse en cuenta al escoger o plantear



los modelos matematicos.

2) El cémo influyen los pardmetros de las ecuaciones en diferencias sobre
las propiedades de sus soluciones (algunos aspectos de la teoria de bifur-
caciones). Bajo qué condiciones las soluciones pueden tener un caracter
oscilatorio simple o por el contrario complicado, particularmente para los
modelos ecoldgicos mas simples que describen la dindmica del tamano de las
poblaciones.

Y atractor extrano”. En los ultimos anos este ente se ha

3) Qué es un
vuelto muy popular entre fisicos y matematicos. El atractor extrano ha
resultado ser un modelo de las oscilaciones estocésticas (en los modelos de-
terministicos). Tales atractores hacen en principio imposibles los prondsticos
a largo plazo, en una serie de casos. Estos atractores aparecen incluso en
los modelos ecoldgicos sencillos y conducen a que para ciertos valores de los
parametros el tamano de la poblacion con el tiempo se comporta de manera
irregular, de manera cuasialeatoria, tomando en cuenta que dichos modelos
no contienen parametros aleatorios. Tales tipos de oscilaciones cuasialeato-
rias han sido observadas en condiciones de laboratorio multiples veces. En
cuanto a las poblaciones que se observan en la naturaleza, en particular las
que habitan regiones templadas y frias, donde la diversidad de especies no
es muy amplia, para ellas también son tipicas las oscilaciones significativas
de la poblacidn, incluso las muy irregulares (véase, por ejemplo [13]).

1 DISTINCION EN LAS PROPIEDADES DE LAS
ECUACIONES DIFERENCIALES Y EN DI-
FERENCIAS

Como es sabido las soluciones de las ecuaciones diferenciales del tipo:

donde z(t) = (x1(¢),...,zn(t)) pueden comportarse de la manera si-
guiente:



Sin =1, entonces la ecuacién anterior no tiene soluciones oscilatorias,
cada solucion resulta ser constante, o bien una funcién mondtona, cuya
grafica si la funcién es acotada, nos describe la asi llamada curva “logistica”.

Las soluciones

z(t) = const.

corresponden a los ceros de la funcién F(z).

Si a1, as son dos ceros sucesivos de la funcién F(z):

F(ay) = F(az) =0y F(x) # 0,2 € (a1,a2), entonces cuando z(0) €
(a1,az) tendremos que

\ a; ,si F(z) <0
z(?) { as ,si F(x) >0

t — 400

En particular para la ecuacion

dz
7 =az — bz a,b>0
cuya parte derecha se reduce a cero en
a
z=0 y T = >

de manera que toda solucién z(¢) mondtonamente converge a la solucién
7, cuando t — +o00, si 2(0) > O(véase Fig. 1).
Para n = 2 la ecuacién

d—x:F(az),xE%” (1)
dt

puede tener ademads de soluciones mondtonas y de equilibrio también
soluciones oscilatorias, que incluye las periédicas. La bisqueda de soluciones
perio-
dicas no es un problema sencillo. Para casi todas la ecuaciones ! los posibles
tipos de soluciones quedan agotadas por las soluciones de equilibrio, las
periddicas y las que asintéticamente se acercan a estas soluciones.

Para n = 3 el espectro de posibles soluciones se amplia sustancialmente.
Ahora las ecuaciones tipo (1) admiten soluciones correspondientes a las lla-
madas trayectorias homoclinicas, descubiertas en problemas de mecanica

!Por ejemplo, para las llamadas ecuaciones groseras o estructuralmente estables. Para,
n = 2 , sabido es que, casi todas las ecuaciones son estructuralmente estables.



Fig. 1:

celeste por Poincaré. Estas trayectorias son tales que tanto para tiempos
crecientes como decrecientes tienden a una misma trayectoria periédica (Fig.
2). La existencia de una tal trayectoria implica la existencia, en cualquier
vecindad de ella, de un conjunto numerable de trayectorias periédicas, de
periodos tan grandes como se quiera, y también implica la existencia de
trayectorias con comportamientos “cuasialeatorios’. Las trayectorias de este
ultimo tipo resultan ser inestables (pues casi todas las trayectorias cercanas
se separan de ellas) y pueden pertenecer tanto a los conjuntos inestables
como a los estables. Precisamente a tales conjuntos estables se les llamé
atractores extranos. Més en detalle sobre estos atractores al final del folleto.

A diferencia de las ecuaciones diferenciales (ver ecuacién (1)) las ecua-
ciones en diferencias correspondientes:

2t +1) = Fa(t)) , (2)

donde z = (z1,...,x,) € R™, incluso para n = 1 admite ya todos los tipos
de soluciones que poseen las ecuaciones diferenciales (1) para n = 1,2,3
sobre las que hablamos arriba. Esto lo mostraremos a través de un ejemplo,



Fig. 2:

a través de la ecuacion en diferencias no lineal de tipo mas simple:
z(t+1) = az(t)(1 — bz(t)) (3)

que resulta ser el modelo mds sencillo que describe la dindmica del
tamano de una poblacién con generaciones que no se traslapan, lo que con
frecuencia ocurre entre los insectos, y con recursos acotados. El coeficiente
a representa la tasa de reproduccion.

Junto a la ecuacion (3) en el modelaje de tales poblaciones es usada la
ecuacion

z(t + 1) = az(t)e~?*® (4)

ademads de otra serie de ecuaciones en diferencias suficientemente simples
(véase [5]). El andlisis matemdtico de (4) puede realizarse de la misma forma
como se realiza el andlisis de (3). Las propiedades de las ecuaciones (3) vy,
por ejemplo (4), en sus rasgos esenciales coinciden.

Desde el punto de vista de las aplicaciones bioldgicas el modelo (3), en
comparacién con el modelo (4), tiene ciertas desventajas: En (4) la tasa de



reproduccién a puede ser cualquiera, mientras que en (3) el coeficiente a
tiene una cota superior, dado que 0 < a < 4 para que z(t) > 0 , cualquiera
que sea z(0) € [0, 3] .2

2 INFLUENCIA DE LOS PARAMETROS EN LAS
PROPIEDADES DE LAS ECUACIONES

Recurramos de nuevo a la ecuacién (3). Con el fin de simplificar més ain el
problema consideraremos que en la ecuacién (3) b = 1, lo cual puede lograrse
introduciendo la nueva funcién T = bx , y ahora trataremos el problema de
como cambiar las propiedades de las soluciones de la ecuacion

z(t+ 1) = az(t)[1 — z(¢)] (5)

al variar el valor del pardmetro a .

En otras palabras, estudiemos como cambia a lo largo del tiempo el
tamano de la poblacién para diferentes valores del coeficiente de repro-
duccién a, si usamos el modelo (5).

Recordemos primeramente algunos hechos y conceptos relacionados con
las ecuaciones en diferencias necesarios en la consecusién de nuestro analisis.

La ecuacién en diferencias (ver ecuacion (2)) define la siguiente transfor-
macién

q:r— F(z) (6)

de R™ en R" | que resulta cdmodo usar al investigar las propiedades de
las soluciones de la ecuacién (2).

La solucién z(t) de la ecuacién en diferencias (ver ecuacién (2)) que
satisface la condicién inicial £(0) = ¢, puede escribirse de la siguiente forma:

z(t) =q'zg , t € Z7 ={0,1,2,...} ,
donde ¢ = q(¢" '), (i=1,2,...) , con "z = x.

La solucién del problema (2) con condicién inicial queda dada por el
conjunto de puntos

2 t
Lo, T1 = qTo, T2 = q L0y, Tt = ¢ L0, ---

2En efecto, si F(z) = az(1 —bz) y a,b > 0, entonces F(z) >

F(0) :F(%) =0y mazF(z) :F(% b)) =

para las = € (0, });

0
£ por lo tanto F[0, 1] C [0, ] s6lo si a < 4.



al que se acostumbra llamar trayectoria (de la transformacién q) que
pasa por el punto zg .
Una trayectoria se llama periddica, o ciclo de periodo m , si

q""zo = To y q'wo # 70 (0 <t < m)

Una trayectoria peridédica corresponde a una solucién periddica.
La busqueda de trayectorias periddicas de un periodo dado m , se reduce
al problema de hallar las raices de la ecuacién

F(F(..F(z)..)) =z
N——

m veces

que es sustancialmente mas simple que el problema de buscar las solu-
ciones periddicas de las ecuaciones diferenciales.
La trayectoria periédica

Y= {1707]717 "'7$m71}

se llama atractora (o estable), si existe una vecindad U de esta trayecto-
ria, todos los puntos de la cual son atraidos hacia v , esto es, cualquiera que
seaz €U y para cualquier vecindad U dela trayectoria vy existe un ¢ tal
que ¢z’ € U parat >t .

La trayectoria v es atractora, si los numeros caracteristicos

A1 (7)3 Ao (’7)3 ) >‘n(7)

de la matriz de la parte lineal de la transformacién

en x = zp y en valor absoluto, son menores que 1.
En particular, para n = 1 la trayectoria periddica es atractora, si

a4
dz

’ ’

F (z9)..F (zm-1)| <1

T=x0

F(F(..F(z)...)

La trayectoria periédica v se llama repulsora, si existe una vecindad
U de la trayectoria 7 , cuyos puntos, excepto los de la misma trayectoria
v, abandonan la vecindad U, es decir, para cualquier punto z e U, no

perteneciente a la trayectoria v, existe un t >0, tal que: ¢ z’ ¢ U.



La trayectoria 7 es repulsora, si
A >1,(=1,2,....,n).

A la ecuacién en diferencias (ver ecuacion (5)) para 0 < a < 4, le corres-
ponde la transformacién del segmento I = [0, 1] en si mismo

q:r— ax(l —x), (7)

por lo tanto, si 2(0) = xy € I , entonces para t > 0 tendremos también
que

z(t) =q¢'wg €T

Lo anterior no obsta para que el comportamiento de z(¢), cuando ¢t —
oo y diferentes valores de a, pueda ser sustancialmente distinto.

e Para 0 < a <1 la transformacién (7) tiene un tnico punto fijo z = 0
sobre I = [0, 1]. Adem4s este punto fijo es atractor:

¢'z — 0 para cualquier 2 € (0,1) e i — 00, puesto que para z € (0,1):
F(z) < z , véase Fig.3;

o sea que cualquiera que sea z(0) = zg del (0,1) : z(t) 20,

La interpretacién biolégica de este resultado es inmediata: si el coefi-
ciente de reproduccién no es mayor que 1 , entonces el tamano de la poblacién
tiende a extinguirse.

e Para a > 1 el punto fijo x = 0 de la transformacién (ver ecuacién
(7)) resulta ser repulsor y sobre el intervalo I aparece un nuevo punto fijo
adicional

r=ap=1——

a
Dado que
dF
e a(l —2x)
entonces
dF
AMay) = - =2—a

=01
y consecuentemente el punto £ = 1 , cuando 1 < a < 3 , resulta ser un
punto atractor. Para cualquier z( € (0, 1):



Fig. 3:

Fig. 4:



q'ry — ay

(véase Fig.4).
e Sil <a< 2, entonces tendremos que

)\(051) >0

y la trayectoria ¢’z se acerca a oy oscilando alrededor del mismo valor
a1, tomando sucesivamente valores mayores y menores que a; .

Si z(t) representa el tamano de una poblacién, lo antedicho significa que,
para a > 1 el tamano de la poblacién crece incluso cuando al inicio dicho
tamano sea pequeno, y con el tiempo, si 1 < a < 3 el tamano de la poblacién
se estabiliza y tiende a ay .

El paso del pardmetro a través del valor ¢ = 3 genera una nueva bifur-
cacién: el punto fijo z = oy pasa de ser un punto atractor a ser un punto
repulsor y de él nace un ciclo de periodo 2, formado por los puntos

1 (@ a+1+tva®—-2a-3

[0 « =
2 12 2@

e Este ciclo es atractor para

3<a<1+V6=3449.3

(véase la Fig. b)
La trayectoria ¢*zg es atraida por el ciclo

{agl) ) a§2)}

para cualquiera que sea

zo € I'\ {0, 1,y el conjunto numerable de puntos que llegan a o}

Obsérvese que la sucesién ¢%z( tiende a uno de los puntos del ciclo,
mientras que la sucesién ¢* 'z tiende al otro. Véase Fig. 6.

3Los puntos ozgl),ag) quedan definidos como raices de la ecuacién F(F(z)) = z,

diferentes de las raices de la ecuacién F(xr) = z; para los puntos agl),agm obtenemos
la ecuacién: a’z® —a(a + Dz + (a + 1) = 0; )\(agl),ag)) = ‘fi—i|ag1) . ‘fi—i|ag2)
a’(1— 2agl))(1 — 20[52)) =a’l - 2(a§1) + a§2)) +442a —a”];

Aal? o) < 1,si3<a<1+ V6.
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Fig. 5:

La interpretacién bioldgica de lo arriba mencionado se reduce a que si el
coeficiente de reproduccién * satisface la condicién:

3 <a<3.449..

el tamano de la poblacién, con el tiempo, ya no se estabilizard y empezara
a tener oscilaciones de periodo 2.

e Al pasar el valor del pardmetro a través de a = 1 4+ /6 ocurre la
siguiente bifurcacién: El ciclo agl) , aéZ) de atractor se transforma en repulsor
y bajo estas condiciones nace un ciclo atractor de periodo 4.

e Si luego aumentamos el valor de la tasa de crecimiento a , entonces
el ciclo de periodo 4 también se convierte en repulsor y de él nace un ciclo
atractor de periodo 8.

La sucesiva duplicacién de los periodos en los ciclos atractores al crecer

el valor del parametro a ocurre hasta el valor

a=a"=3.57..

40 tasa intrinseca de crecimiento.

12
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Fig. 6:
e Para a = «* la transformacién (ver ecuacién (7)) tiene ciclos de

perfodos 2¢(i = 0,1,2,...) y todos ellos son repulsores, ademds no posee
ciclos de otros periodos.
Las trayectorias

{d'0}?,

son atraidas por un conjunto de Cantor perfecto y denso en ninguna
parte, para casi todos los puntos xp € I . Este conjunto consiste de un
continuo de trayectorias, cada una de las cuales es densa en este mismo
conjunto; una de tales trayectorias es la que pasa por z = % .

e Si continuamos aumentando el valor del coeficiente a comenzard la
aparicién de nuevos ciclos incluso de periodos distintos a,

20 =0,1,2,...)
Asi por ejemplo para a = 3.83 la transformacién (ver ecuacion (7)) poseé

ciclos de todos los periodos enteros.
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Bajo estas condiciones, la aparicién de nuevos ciclos ocurre de dos ma-
neras diferentes: como lo descrito arriba, esto es cuando un ciclo atractor se
convierte en repulsor y éste genera un nuevo ciclo atractor de periodo doble,
o bien aparece “de la nada”, es decir nace un ciclo que simultdneamente
es atractor y repulsor, el cual inmediatamente se disocia en dos ciclos, del
mismo periodo uno de los cuales es atractor y el otro repulsor (en particular,
éstos aparecen como resultado de la acumulacién de ciclos de periodos tan
grandes como se quiera).

Sin embargo, si para a < a* los ciclos definen el comportamiento asintoti-
co de todas las trayectorias de la transformacién (ver ecuacién (7)) en el
sentido de que para t — +o00 , cada trayectoria tiende a alguno de los
ciclos y solamente a uno, en cambio para a > a* la situacién cambia.

e Cuando a > a* para la misma transformacion (7) ya existen trayecto-
rias que no son ciclos atractores. Tales trayectorias, para las a pertenecientes
a un cierto conjunto abierto y denso del intevalo [a*, 4], son muy pocas: La
medida del conjunto de puntos a correspondientes a estas trayectorias es
igual a cero. A su vez existen un continuo de valores del pardmetro a, para
los cuales casi todas las trayectorias no seran atraidas por ciclos.’?

Aqui podemos separar las dos situaciones, que en cierto sentido, son las
mas simples.

Con una de estas situaciones ya nos enfrentamos al ver el caso

a=a*=357..

Existe un conjunto numerable A* de valores del pardmetro a € [0, 4] for-
mado por puntos limite de aquellos valores bajo los cuales ocurre la sucesiva
duplicacién de periodos de ciclos atractores.

Un tal valor limite ademds de a* es, por ejemplo a5 ~ 3.85. Para a =
3.83, como ya fue senalado hay un ciclo atractor de periodo 3 y al aumentar
el valor del pardmetro hasta a3 son generados sucesivamente ciclos atractores
de periodos:

3x2,3%x2%,3x2% ..

Para a = a3; ya no existe ningun ciclo atractor.
Cuando a € A* casi todos los puntos x € I son atraidos por un conjunto
de Cantor (esto es, por un conjunto perfecto y denso en ninguna parte), que

®La medida de Lebesgue de tales valores del pardmetro a es positiva como fue de-
mostrado por Yakobson M.V. en “Absolutely continuous invariant measures for one pa-
rameter families of one dimentional maps”. COMMUN.MATH.PHYS.;1981,P.39-48.
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no contiene ciclos y que resulta ser la cerradura de la trayectoria que pasa
por

La segunda situacién que es adecuado separar también se realiza para
un conjunto numerable A** de valores del pardmetro a, en particular para
los valores a =4y a = a** = 3.678...

El conjunto A** de valores del pardmetro a, estd formado por aquéllos y
sélo aquéllos valores de a para los cuales existe un entero k (para cada a el
suyo) tal que el punto qk% es periddico y pertenece a un ciclo repulsor.

Cuando a € A*™ un conjunto J resulta ser atractor si estd formado de
un nimero finito de intervalos cerrados .Ji, ..., J;,, , los cuales transitan unos
en otros (“enciclados”) bajo la transformacién (ver ecuacién (7)).

Las trayectorias {qim}fio son densas sobre todo J , para casi todas las
z € J. Al mismo tiempo sobre el conjunto J (a diferencia del caso anterior)
aparecen densamente en todos los puntos periédicos. Casi todos los puntos
de I son atraidos por el conjunto J , esto es para casi cada punto z € I
existe un i, tal que ¢’z € J y la trayectoria {qzac}fizm es densa sobre .J .

Paraa=4:J =1 =[0,1], cuando a = a** el conjunto J estd también
formado por un solo intervalo

a’(4—a) a
= | ——%, | =[0.27...,0.91...
J [ - ,4] [0.27...,0.91...]

(véase Fig. 7)

Senalemos que la transformacién (ver ecuacién (7)) tiene no mds de un
ciclo atractor, para cualquier a, como fue mostrado ya desde Jullia en [14].
Si tenemos un ciclo atractor, entonces, como ya se menciond, casi todos los
puntos z € I son atraidos por dicho ciclo.

Por lo arriba visto, para aquellos valores de a, a € [0,4], en los que
no existen ciclos atractores, casi todos los puntos 2 € I son atraidos por un
cierto conjunto atractor indescomponible (este conjunto contiene una trayec-
toria densa en si misma). Lo mismo ocurre para los a A*NA** (ahora el con-
junto atractor es la llamada w prolongacién del punto z = % ; por definicién
la w prolongacién de un punto x es igual a

N+ { N Ui

6>01:>0

15



Fig. T:

donde Us(z) es una vecindad de radio § del punto z ).

i Qué conclusiones, de todo lo dicho, podemos sacar sobre la dindmica
del tamano de la poblacién si como modelo usamos la ecuacién (5)?

Para los valores del parametro a > 3 , el tamano de la poblacién con el
tiempo no se estabiliza, sino que empezara a oscilar.

Para ciertos valores del coeficiente a las oscilaciones mencionadas tendran
periodos no muy grandes, por ejemplo:

con periodo 2 para 3 < a < 3.44...

con periodo 3 para 3.828 < a < 3.845, etc.

Para otros valores del pardmetro a el periodo de las oscilaciones de equi-
librio puede ser muy grande, como por ejemplo cerca del valor ¢ = 3.57 y en
este caso las oscilaciones se parecerdn a las no regulares.

Finalmente existen valores del parametro a cuando las oscilaciones del
tamano de la poblacién revisten un caracter estocdstico (cuasialeatorio); por
ejemplo, para

a =a** = 3.678...

el tamano de la poblacién x(t) oscilard entre

16



0.27.. y  0.91..

y en este caso sdlo se puede hablar de la probabilidad con la que x(t)
tomard tales o cuales valores del intervalo (0.27...,0.91...) cuando ¢ — +oo0.

De este modo, hemos visto como un modelo en diferencias completa-
mente simple permite describir oscilaciones de caracter muy diverso.

Analogos resultados son también vélidos para la ecuacién en diferencias
(ver ecuacién (4)).

En particular la transformacién

r — axe’®

correspondiente a la ecuacién en diferencias (4)/como en otras tantas
transformaciones usadas en los modelos ecolégicos/ posee a lo mas un ciclo
atractor para cualesquiera que sean los valores de los pardmetros a y b (véase
10] y [15)).

Algunas propiedades de la ecuacién en diferencias (ver ecuacion (5)) a las
que nos hemos referido no son privativas de ella, sino que por lo contrario
se cumplen para cualquier ecuacién en diferencias tipo (ver ecuacién (2))
cuandon =1.

Si la transformacion

es continua, entonces a partir de que la misma transformacion (8) tiene
un ciclo de periodo m se sigue que tendrd también ciclos de cualquier periodo
posterior a m en el conjunto de los niimeros naturales ordenados [16] de la
siguiente forma;:

3,5,7,9,...,3.2,5.2,7.2,9.2, ..., 3.22,5.22,7.22 922 . 23 92 21 .

Ezisten trayectorias de la transformacién (8) que no son atraidas por los
ciclos, si y sdlo si el conjunto formado por los puntos de los ciclos no es
cerrado [17].

En particular tales trayectorias existen si la transformacion tiene un
ciclo de periodo distinto de 2°(i = 0,1,2,...) /en este caso el conjunto de
puntos de los ciclos no sélo no es cerrado, sino que no es un conjunto tipo
G5 , esto es, no es representable como interseccion de conjuntos abiertos/
(véase [17]).

Ademis la entropia topoldgica de la transformacion (8) es positiva, si
posee un ciclo de periodo distinto a 2'(i = 0,1,2,...) / véase [18] y [19]/.
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3 ATRACTORES EXTRANOS

En los ltimos anos ha sido puesta mucha atencién, por parte de fisicos
y matemdaticos que trabajan con ecuaciones en diferencias y diferenciales,
sobre los conjuntos atractores de las soluciones de tales ecuaciones que a su
vez no resulten ser variedades en el sentido topolégico.

Ruelle y Takens [20] los llamaron atractores extranos. El interés a estos
atractores estd particularmente relacionado con la esperanza de clarificar,
finalmente, el mecanismo a través del cual aparecen las oscilaciones turbu-
lentas.

El atractor mas conocido es el asi llamado atractor de Lorenz por primera
vez detectado por el conocido meteordlogo Edward Lorenz [21] al analizar
numérica-
mente el sistema de ecuaciones diferenciales:

z = —xz+uy, (9)

rC — Y — TZ,

z = —bz+ zy,

que aparece al investigar el movimiento convectivo de la capa de un
liquido calentado por debajo.

No obstante el gran niimero de trabajos dedicados al atractor de Lorenz,
la demostracion matemdtica de la existencia de un atractor extrano en el
sistema (9) que sélo contiene dos términos no lineales (cuadriticos) hasta el
momento no se conoce.

Es mas ficil explicar qué es un atractor extrano y qué relaciéon puede
tener con los modelos ecolégicos a través de las ecuaciones en diferencias.

Uno de los atractores extranos mas simples es el solenoide de Smale Van
Dan Sing [22] y [23] , el cual se construye para una transformaciéon que
manda el interior del toro en si mismo.

Aqui daremos un ejemplo de atractor extrano para un sistema de ecua-
ciones en diferencias de segundo orden relacionado con los modelos que nos
ocupan.

La definicion formal de un atractor extrano puede ser dada de la manera
siguiente: 6

SEn este trabajo usaremos el término suficientemente reconocido de “atractor extrano”
aunque nos parece mas adecuado el nombre de “atractor mezclador” el cual refleja mas
fielmente el contenido de este concepto.
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Sea

q : X —X
qg : X — F(X)

una transformacién del espacio “fase” X en si mismo (definida, por ejem-
plo, mediante las soluciones de una ecuacién diferencial o en diferencias) Sea
A un conjunto invariante (gA = A ) y cerrado en X .

Al conjunto A , que no se reduce a un punto, lo llamaremos atractor
ezxtrano de la transformacién ¢, si:

i) Existe una vecindad U del conjunto A tal que

USqU>D>¢@U>D... vy U =n
i>0

ii) Para cualquier conjunto V' C A , abierto en A , y cualquier cubierta
abierta finita ), = {o;} del conjunto A, existen K = K(V,) ) y m > 1 que
dependerd sélo de A |, tales que para todas las j :

m—1
¢ dv)os £0
i=0

El atractor extrano A ,expresindose figuradamente, se caracteriza porque
una “gota” que cubre a todo A con le tiempo se contrae a solo A , mientras
que una “gota” caida dentro de A con el tiempo se dilata a todo A .

La condicién ii) implica que sobre A tiene lugar una mezcla desordenada
de tipo topolégico: Para cualquier par de conjuntos abiertos Vi y Vo en A
existe un k tal que

Vi V2 #0

y es por esto que existen trayectorias densas en A .

De la mencionada definicién se desprende que los atractores extranos
también existen en espacios de dimension 1 , por ejemplo véase la ecuacién
(5).

En efecto cuando a € A**(a # 4) , no es dificil darse cuenta que tales
atractores resultan ser los conjuntos



donde Ji, Js, ..., J;, son intervalos que la transformaciéon g “encicla”
(véase arriba):

1) existe un conjunto abierto U D J y una n = n(U) tales que ¢"U = J.

2) para cualquier conjunto abierto (por ejemplo para un intervalo) V' C J

m—1
existe una k = k(V) tal que ¢*( J ¢'V) = J.
i=0

Cuando a = a** = 3.678... el atractor extrafio resulta ser el intervalo
J* = (0.27...,0.91...);

como vecindad U podemos tomar cualquier intervalo (¢, d) € J** tal que
le,d] C (0,1) .

Tanto para la ecuacién (5) como para cualquier otra ecuacion en dife-
rencias con n = 1 7, no existen atractores extraiios distintos de la unién de
un numero finito de intervalos. Por lo tanto los atractores extranos en el
sentido topolégico, para n = 1 , no resultan ser “extranos”.

La definicién de atractor extrano en términos de la teoria ergddica estd
dada en (24).

Para percibir que tan complicada puede resultar la estructura de un
conjunto atractor hay que recurrir a las ecuaciones en diferencias con n > 2.

El modelo ecolégico (5) pudimos haberlo completado con un “depredador”
y analizar el sistema de ecuaciones:

{ z(t+1) = az(t)[1 — z(¢t)] (10)
y(t+1) = by(t)[g(z(t)) —y(t)]

Aqui, en este sistema, se supone que el “depredador” no ejerce una influ-
encia sustancial sobre el tamano de la poblacién de “presas”, la funcién g(z)
caracteriza la reserva de “alimento”. Un tal sistema puede poseer atractores
extranos, por ejemplo, para a = 3.678... es de comportamiento complicado,
sin embargo proponer una descripcion visual de un tal conjunto atractor no
es un problema sencillo. Por esto en lugar del sistema (10) consideremos
un sistema para el cual no es dificil mostrar como se ve un atractor extrano
(incluso en el sentido topoldgico). Precisemos: el sistema siguiente

z(t+1) = f(z(t))
{ y(t+1) = %m(t) 4 %y(t) (11)

"significa z € R™, con n = 1
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Fig. 8:

con
20 +4, r< —1

fa)={ -2, |el<1
2 —4, 7> 1

el cual contiene sélo funciones seccionalmente lineales nos brinda tal
posibilidad.
Al sistema (11) le corresponde la transformacién

r — T
— leJ(r )i (12)
4 2 09

Para la transformaciéon ©z — f(z) el intervalo [—2,2] es un atractor
extrano que atrae a los puntos del intervalo (—4,4) . El atractor extrano de
la transformacion (12), representada por ¢ , estd situado en el cuadrado

M ={|z| <2,|y| <2}

y su construccién es suficientemente complicada. Este atractor jala a todos
los puntos del cuadrado M y para explicarse qué es lo que representa hay
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Fig. 9:

que estudiar las imdgenes de M bajo la transformacién ¢ , dada por (12),
esto es analizar

M, qM,¢*>M, ...

La aplicacion de la transformacién ¢ nos lleva a la contratacion, a lo
largo del eje y , en 10 veces y a la distensién, a lo largo del eje x , en 2 veces.
M>qM D> ¢MD ---

El atractor

A= m qiM
i>0

resulta ser un conjunto conezxo, pero localmente inconexo en cada punto
(todo subconjunto abierto suficientemente pequeno resulta ser un conjunto
inconexo).

El corte de A mediante la recta z = «, para cualquier a € [—2,2] nos
genera el conjunto de Cantor (conjunto perfecto y denso en ninguna parte).

Puesto que, para cada i > 0 , el drea ¢"t'M es al menos 5 veces menor
que el drea ¢°M , entonces la medida (de Lebesgue) de A es igual a cero.

Las ecuaciones diferenciales y en diferencias que poseen atractores ex-
tranios son los modelos matemdticos de los procesos y fenomenos que admiten
oscilaciones estocdsticas.

La existencia de tales ecuaciones hace que en una serie de casos en prin-
cipio sea imposible el prondstico a largo plazo. El “efecto de la mariposa”
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a=3.2

II'!tzqsbva’

Fig. 10:

asi llamé E. Lorenz a tal situacién (el mas breve parpadeo de una mariposa
en cierto paraje africano puede conducir a que dentro de medio ano habra
un dia soleado en lugar de lluvia, que ocurriria si la tal mariposa no llegara
a parpadear sus alas).

Los atractores extranos nos dan también la posibilidad de modelar las
oscilaciones turbulentas, las cuales son oscilaciones de los medios conti-
nuos. Una representacion de como aparecen y se desarrollan las oscila-
citones turbulentas podemos obtenerla mediante las ecuaciones en diferen-
cias si suponemos que t varia continuamente y no en forma discreta (tales
ecuaciones en diferencias surgen, por ejemplo, en los problemas con valores
en la frontera para las ecuaciones en derivadas parciales) (25).

Ya desde la ecuacion no lineal més simple (ver ecuacién (5)) puede obser-
varse, al variar el pardmetro a , cémo aparecen las oscilaciones “turbulentas”
y cémo, al crecer «a , el cardcter de estas oscilaciones cambia.

Para a > 3 todas las soluciones z(¢) (continuas y acotadas) de la ecuacién
(5) resultan oscilatorias (con excepcién de dos de ellas z(t) = 0y 2(t) = 1—1
(véase la Fig. 10)).

Para ¢ > 14 V6 = 3.449... cuando la transformacién (ver ecuacién
(7)) admite un ciclo de periodo 4 , existen los puntos aj, g, ..., a9y, que
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ix 0= 3.83

3
|
|
Y

Fig. 11:

forman un ciclo repulsor de la transformacién (7) y existe también d > 0
(dependiente de a), tales que para cada solucién no constante de la ecuacién
(5) se puede mostrar una funcién periédica (dependiente de z(t) ) , cons-
tante a trozos (de periodo 27’”, con K entero impar) con valores iguales a
A1, 2, eey OOy -
Respecto de tal funcién la z(t) oscila con amplitud > d y frecuencias
crecientes sin cota alguna en el intervalo [¢,¢ + 1] cuando ¢ — +o0 .
Cuandoa — a* ,m — ooy d — 0 ; para a > a* = 3.678...,m =0
(4=a)

la z(t) oscila (respecto de z = 1 — 1) tomando valores desde GZT
7 (véase la Fig. 11).

La “turbulencia més desarrollada” tiene lugar en aquellos valores del
parametro a , donde la ecuacién (5) admite un atractor extrano. En este
caso junto con ¢ crece indefinidamente la frecuencia de las oscilaciones (con
amplitud > d en el intervalo [t,¢ + h] cualquiera que sea h > 0 ) , véase la
Fig. 12.

En este trabajo sélo hemos tocado algunos aspectos de la teoria de las
ecuaciones en diferencias y su relacion con algunos problemas de la biologia
tedrica. Sin embargo ya los pocos resultados que fueron aqui presentados
permiten sacar la siguiente conclusién: Las ecuaciones en diferencias junto

hasta
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X 0=3,678

——

5 b 1 8

Fig. 12:

[
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o
Caa

-

con las ecuaciones diferenciales (y con las difero diferenciales en las que no
nos detuvimos) resultan ser un buen instrumento en la investigacién no sélo
en problemas fisicos y técnicos, sino también en los problemas biolégicos
complejos.
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