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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Enfoque clasico.

Clasicamente un sistema de ecuaciones diferenciales lo podemos representar de la
forma

F(t,x,p) = OJucthesisdequationdonde

F:RxXR"™ x R" — R™, en este trabajo tomaremos F € C'*°.

Se dice que una funciéon x, definida en un intervalo, es solucién al sistema de
ecuaciones si se cumple que para toda ¢ en ese intervalo F(¢,x(t),%(t)) = 0.

Si de la ecuacién (1.1) se puede despejar p como una funcién suave que depende
de (t,x), tendremos que hay una tnica solucién al sistema que cumple condiciones iniciales
dadas. Esto lo podemos garantizar localmente, si el rango de la matriz formada por las
parciales de F' con respecto a las coordenadas de p es maximo. A esta matriz la denotaremos
por Fp.

El objetivo de este trabajo es estudiar el comportamiento de las posibles soluciones
en el caso en que no podamos aplicar el teorema de existencia y unicidad. Diremos que un
sistema es singular en el punto (¢,,Xo, Po) si el rango de Fp(t,,Xo, Po) N0 es maximo. En
estos términos lo que estudiaremos son los sistemas singulares.

Un ejemplo sencillo es el dado por la ecuacion
p2 —t=0

Como la definicién clasica de soluciéon no permite incluir funciones que no sean d-

iferenciables, tenemos que este ejemplo no tiene ninguna solucién que cumpla que z(0) = 0.



/ ‘

Sin embargo la curva 922 — 4> = 0 es una integral de la ecuacién. Notese que ésta no
es una curva lisa, sin embargo se puede ver como la proyeccién de una curva lisa constru-
ida de la siguiente manera: consideremos la funcién z(t) = %t% zy -z definidas en R
son soluciones a la ecuacién diferencial. Las imdgenes de las curvas parametrizadas por:
t —— (t,4a(t), +i(t)) completadas por el cero forman una 1-variedad (suave) en R* cuya
proyeccién a sus dos primeras coordenadas es la curva integral mencionada.

Es comin en sistemas de ecuaciones singulares que ocurra este fenémeno, esa es
una de las razones por las cuales se ha desarrollado un enfoque mas moderno bajo el cual

se trabaja en el espacio de 1-jets.

1.2 El espacio de 1-jets.

El espacio de m-jets de aplicaciones de R a R", que denotaremos por J™, se define
como el espacio de n-adas de polinomios de grado menor ¢ igual a m.

Dado una aplicaciéon de R a R™ y un punto de su dominio, se le asocia un elemento
de J™ haciendole corresponder las n-adas de sus polinomios de Taylor de orden m centrados
en dicho punto. A este elemento de J™ se le denomina el m-jet de la aplicacién en el punto
dado. El m-jet de una aplicacion es la curva formada por los m-jets de la aplicacién en

todos los puntos de su dominio.



El m-jet de una aplicacién es una curva especial en J™, o sea, no cualquier curva
en J™ es un m-jet de una aplicacién, para caracterizar a las que si lo son se construye la
estructura de contacto natural de J™.[7] Aqui solo lo haremos para el caso m=1.

Para facilitar esta construccién le daremos coordenadas a J' asociando a cada
n-ada de polinomios X, + po(t — 1,) el punto (¢,,Xo, po) de R*"F1,

Consideremos las 1-formas en J! definidas por a; = dz; — p;dt y denotemos por K;
a su nucleo respectivo y por K a la interseccion de éstos. La estructura de contacto natural
de J' es el campo de n+1-planos en T’ (J') determinado por z — K (z).

Se dice que una variedad es una integral de esta estructura si su espacio tangente
en z estd contenido en K(z).

En estos términos podemos dar una caracterizaciéon de los 1-jets de aplicaciones

como las integrales de esta estructura cuya proyeccién a J© es una inmersion.

1.3 Sistemas de ecuaciones como variedades, y sus soluciones

geométricas.
Con las siguientes definiciones se busca expresar los conceptos de ecuacién difer-
encial y de solucion dentro del espacio de 1-jets.

Definicién: Una ecuacion diferencial I es una n+1-variedad F contenida en J'.

Notese que se pide que la dimensién de E sea n+1 para que la ecuaciéon no esté
”sobredeterminada” ni "subdeterminada”. En este caso tenemos que F se puede expresar

localmente como los ceros de una submersién F : J! — R™.

Definicién: Una solucion geométrica C, a una ecuacién diferencial ¥, es una curva

integral de la estructura de contacto natural de J' contenida en E.

La definicién de solucién geométrica, abarca en cierto sentido a las soluciones

clasicas, puesto que el 1-jet de cualquier solucién cldsica es una solucién geométrica, pero

!Por brevedad, bajo este término incluiremos tambien a los sistemas de ecuaciones diferenciales.



ademds incluye a curvas en J!' que sean la cerradura de la unién de 1-jets de soluciones

clasicas. Esta definicion permite hablar de soluciones que pasan por puntos singulares.

Definicién: Una curva integral de una ecuacién es la proyeccion a J° de una

soluciéon geométrica de la ecuacion.

En este trabajo solo vamos a estudiar el comportamiento de algunas ecuaciones
diferenciales singulares, de hecho las mas sencillas. La primera hip6tesis que vamos a pedir
es que la estructura de contacto restringida a F nos de un campo de lineas, esto garantiza
que las soluciones geométricas sean curvas suaves y que por cada punto de F pase una y

solo una solucién geométrica. Precisando ésto, hacemos la siguiente

Hipdtesis: En este trabajo I serd una ecuacién diferencial que cumpla que

dim[T, £ N K(z)] = 1 para todo z € E. Esto equivale a que T, 2 N K (z).

1.4 El trabajo de Rabier.

Rabier [10] aborda el problema de describir el comportamiento local de las solu-
ciones a sistemas de la forma (1.1) en la cercania de los puntos singulares mas sencillos.

El método que sigue Rabier, parte de la observacién de que el sistema:
i=1
X=p (1.2)
dF(z)z =0
donde z =(t,x, p) tiene como soluciones clasicas a funciones cuya imagen es el 1-jet de una

solucién clasica de la familia de ecuaciones F(¢,x,p) = c.

Utilizando las dos primeras igualdades de (1.2) la tercera se puede expresar como:

pr) = _(Ft + Fxp)

donde Fp, Fy y Ft son las submatrices correspondientes de la matriz jacobiana de dF'.
Por otro lado, se tiene que la matriz adjunta, A* de una matriz A, definida como

la transpuesta de la matriz de cofactores, cumple que A*A = det(A)l = AA*. Aplicando



esta propiedad se tiene que, si f no se anula en ningin abierto, la ecuacién anterior equivale
a:

/b = —Fj(F, + Fyp)
donde f = det Fp,.

Con esto se obtiene que el sistema (1.2) se puede expresar de la forma:

donde

—F;(F, + Fxp)

Posterirmente en el mismo trabajo, Rabier se plantea estudiar los sistemas en
general de la forma (1.3), o sea que no necesariamente cumplan (1.4). El llega a describir el
comportamiento de las soluciones en la cercania de lo que llama un punto singular estandar,
0 sea un punto z,, que cumple que f(z,) = 0y df(z,)H(zo) £O. Este puede ser de dos tipos.

Localmente f~1(0) es una hipersuperficie que atrae o repele a las soluciones, dependiendo

del signo de df(zo) H(zo).

f-1(0) f.1(0)
Zo ZO

df(zo)H (20)>0 dffzo)H (20)<0

Mas precisamente, Rabier demuestra que si df(zo)H(z,) >0, entonces existen dos



soluciones definidas en un intervalo de la forma (0,7"), (con 17" > 0), tales que

2151_1(% z(t) = 2o

Ademas éstas cumplen que

lim || #(1) || = oo

y la unién de sus imdgenes completada por z, es una curva cuyo espacio tangente en z, es
el generado por H(z,), por lo que es transversal a f~1(0).

El caso en que df(zo)H(z,) <0 es andlogo, solo que las soluciones mencionadas
estan definidas en un intervalo de la forma (—=171',0).

En el caso de que el sistema (1.3) provenga de uno de la forma (1.1) y z, =
(t5,Xo, Po) sea un punto singular estandar, Rabier demuestra que los puntos singulares de
(1.1) forman (localmente) una n-variedad, cuya proyeccién a J° es una inmersién. Ademads
como en los puntos singulares la proyecciéon de H(z, ) es 0, la curva formada por las imagenes
de las dos soluciones de (1.3) mencionadas anteriormente, no se proyecta a una curva suave,
Rabier sugiere que ésta tiene la forma de una cispide, hecho que esta en concordancia con

lo que se sabe para n=1.

En nuestro trabajo retomamos la idea de Rabier de estudiar los sistemas de la for-
ma (1.3) y llegamos a dar una lista de formas normales que describen los comportamientos
locales genericamete posibles en el caso de que H nunca se anule. Utilizando esta infor-
macién, también damos formas normales para (1.1) en una vecindad de algunos tipos de

puntos singulares.



Capitulo 2

Las ecuaciones fz =H

En este capitulo estudiaremos las ecuaciones de la forma

donde f es una funcién de RN a R, (con N arbitraria) y H es un campo de RV que no se
anula. Ambos entes los tomaremos €.

Nos interesa el comportamiento de las imagenes de las soluciones en la cercanfa
de un punto en donde f se anula. El resultado al que llegamos es que genericamente estas

imédgenes son difeomorfas, localmente, a las imagenes de alguna de las ecuaciones
vz = e
donde k <N, z=(z,2,..2nv), e =(1,0,..,0)y

k k-2 k-3
fo(z) =2 + 27 20+ 27 P23+ oo+ 212521 + 2

2.1 Equivalencia

Las soluciones clasicas a este tipo de ecuaciones estan bien definidas, siempre y
cuando sus imigenes no toquen los ceros de f. Ademds sus imagenes estin contenidas
en las curvas integrales de H, por lo que, si H nunca se anula, la dnica patologia que
pude tener una solucién z definida en un intervalo (¢,,?1) y acotada, es que no se pueda
extender para t <1, (ot > t1). En este caso lim;_, z(t) existe y esta en los ceros de fy

limi—y, (1)) = .



Buscando que se conserven estas propiedades y tomando en cuenta que nos interesa
el comportamiento local, daremos la siguiente relacién de equivalencia en el producto del

espacio de gérmenes de aplicaciones de RN a R por el espacio de gérmenes de campos de

RN,

Definicién: Diremos que (f, H) en z, es equivalente a (f, I:I) en Z, .y lo denotare-
mos (f,H,z,) ~ (f,I:I,io), si existe un germen de difeomorfismo ¥ : (RV,z,) — (RN, 2,)
y germenes de funciones a y A que no se anulan y que cumplan

foW¥ =af

: (2.1)
dUYH =)\ H oV

De aqui en adelante denotaremos a los ceros de f por 5

Bajo la hipétesis de que df(z,) £0 y df(io) /0 la relacién de equivalencia que
definimos equivale a que en una vecindad de z, se cumpla que 7 es la imagen de una
solucién clasica de la ecuacién original si y solo si U(7) lo es, de la ecuacién equivalente, y
que (5) =9

Notese que con esta relacién de equivalencia no estamos tomando en cuenta la
forma en que debe estar parametrizada una solucion, ni siquiera su direccion, estolo hacemos

asi pues, como veremos mds adelante, esto no es relevante para el analisis de las ecuaciones

de la forma (1.1).

2.2 El caso mas sencillo.

Ejemplo 1: La ecuacién mas sencilla de la forma (1.3) para la cual f se anula en
algin punto es

4l i:el

En este caso e; no es tangente a .5, v de hecho esta propiedad la caracteriza. Mas

precisamente:

Proposiciéon 1: Si f y H cumplen que f(zo) =0y df(z0)H(zo) £0, entonces
(f,H,ZO) ~ (21761,0)-
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Demostracién: Sea § = f~1(0)y § = {z |2 =0} y A(z) = Vf(z) - H(z). En
una vecindad de z,, H es transversal a 5 y en una vecindad de 0 Aey es transversal a 5‘,
por lo que el teorema de caja de flujo para campos vectoriales garantiza la existencia de un

difeomorfismo ¥ : (RN, z,) — (RY,0) cuyo germen cumple
¥(s)==5 (2.2)

dV(z)H(z) =\(z)e, (2.3)

Sea f = foW~L. Con esto tenemos que (f,H,zo) ~ (f,el,O). Veremos que f(z) =z en
una vecindad de z,.

De (2.2) se sigue que localmente f(O,zz,...,zN) = 0 y de (2.3) se obtiene que
%(z) =1 por lo que f(z)= 2.0

Comentario: Otra forma de demostrar el teorema de Rabier, mencionado anteri-
ormente, es dado z, un punto singular estandar de (f, H), construir un difeomorfismo local
¥ que cumpla que W oz sea una solucion clasica a £z = ey para cualquier solucién cldsica

z a (1.3). Esta propieded se puede expresar como:
foU dU H=fHoU (2.4)

donde f = +z y H = e;. Aqui lo haremos para el caso en que df(zo) H(zo) >0.

Proposicién 2: Si f(z,) = 0y df(zo) H(z,) >0, entonces se cumple (2.4) donde
flz)= 2y H(z) = e,

Demostracién: Sea ¢ : (RV,z,) — (RY,0) un germen de difeomorfismo que
cumpla
¢(5) = {z |21 = 0}
do H = e,
y & de la forma &(z1,22) =(£1(2), 2, ), Posteriormente diremos quien es &;. Sea ¥ = o ¢
Tenemos que
06

qjl d‘Il H:£10¢ 8—210¢ (S3]
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por lo que para que se cumpla (2.4) basta que

06 _ 1
&1 8—Zl—f0¢

O sea

06 _ -
82’1 B 2f ° ¢

Sea
&1(z) = signo(z) [2 /021 food (s, zo)ds ’ (2.5)

Notese que signo( fod™(z)) = signo(z1) pues d(fop™1)(0) e = df(zo) H(zo) >0
por lo que & estd bien definida.

Veremos que & es suave. Como f o ¢71(0,2,) = 0, entonces existe un germen de

funcién suave, fi, tal que
fo¢7lz) = = fi(z)

Sustituyendo esta igualdad en (2.5) y expresando la integral en términos de la

variable 7 = i se obtiene que

&(z) == [2 /01 fl(TZl,ZQ)dT]%

Esta funcién es suave y ademads £ es un difeomorfismo pues

Ao = [0 -

df(z0) H(z,)|” /0
Con esto queda demostrada la proposicién.{
2.3 Los conjuntos S’

Empezaremos analizando algunos ejemplos.

Ejemplo 2: Consideremos la ecuacién
(34 2) z=e
En este caso el campo H = ey es tangente a S para puntos de la subvariedad

St={ze€ S|z =0}
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Z;
2

Z

' 2 - ]
2,2=¢, (zi+2)) 2=, (Z42,2:42,)2=¢

La proposicién 1 asegura que para z € S — S esta ecuacién es equivalente en z a
71z = ey en 0.

Nétese que en este ejemplo el campo H no es tangente a 5*.

Ejemplo 3: Analizaremos la ecuacién
(Zf + 2120+ 23) 2=

Sean
SI:{ZES|32f—I—ZQ:O}
52:{ZESI|21:0}
H es tangente a S en puntos de S y también lo es a S en puntos de S?. Ademds

H no es tangente a S2.

Estos ejemplos muestran una forma en que se pueden ir haciendo mas complejas
las ecuaciones que estudiamos. Aqui juegan un papel clave los conjuntos S! dados por la

siguiente
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Definicidn: Llamaremos el conjunto l-singular de una pareja (f, H) al conjunto

St dado por
50=9 (2.6)
§t={ze 81| H(z) e 1,5} '

S estd bien definida en el caso de que S'=1 sea una variedad.

Los conjuntos l-singulares son respetados por ecuaciones equivalentes, o sea

Proposicion 3:5i (f,H,z,) ~ (f, I:I,io) y W es un germen de difeomorfismo que

realiza la equivalencia, entonces (localmente) ¥(S') = §'.

La demostracién es inmediata.

Ejemplo 4: Para k < N consideremos la funcién definida por:
fu(z) = zf + zf_QZQ + zf_?’z;), + ot 2z + 2 (2.7)

v tomemos H = e;.
En este caso los conjuntos 5! estan dados por los ceros del mapeo

Z|—>(f7 of alf)

82’1 s eees 82{

. Sil < k este mapeo se anula en 0y 0 es un valor regular de él, por lo que 5! es localmente

una (N — [ — 1)-variedad que contiene a cero (de hecho en este caso es global). Ademas

8kl(O) /0 por lo que 5% = §.

k
dzy

2.4 Los operadores S y los puntos singulares k-regulares.

Para cada | definiremos un operador &; tal que, localmente, los ceros de &;(f, H)

sea 5!~ y en términos de estos se caracterizaran a los puntos singulares que llamaremos

k-regulares de (f, H)

Veremos mas adelante que las parejas (f, H) genéricas estan representadas en sus
puntos singulares por alguna de las mencionadas en el ejemplo 4 en la cercania del cero,

por lo que daremos la siguiente
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Definicién: Diremos que z es un punto singular, k-reqular de (f,H)si (f,H,z) ~ ( fx,e1,0),
donde f; esta definida por (2.7).

Denotaremos por Diqf a la elésima derivada de fen la direccion del campo H..

Esta queda definida por
Dpf=df H
Diyf=d(D'[)H

Definicién : Llamaremos S; al operador

S COO(RN,R) X XOO(RN) — R!
(f,H) — (f, Dy, ...Di7")

Nétese que si z, € 51y S1(f,H) es una submersién en z,, entonces restrin-

giéndonos a una vecindad de z,, S'estd dada por las ecuaciones

Si(f,H)(z) =0
d(Sy(f,H))(z) H(z) =0

las cuales son equivalentes a
SI—I—oo(fv H)(Z) =0
con lo que tenemos que en condiciones genéricas (y localmente)
§'= Sproe( [ H)TH0)

Nétese que ademds que si z€ S¥~1 — S¥entonces D%, f(z) /0.

De estas observaciones se sigue que

Proposicion 4: Si se cumple

D f(zo) # 0
S)(f,H)(zo) = 0 (2.8)

S|(f, H)esunasubmersionenz

entonces restringiéndonos a una vecindad de z,,se cumple que
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a) Paral < k S’ es una subvariedad de dimensién N-I-1.

b) % = 0.
De hecho las condiciones (2.8) caracterizan a los puntos singulares k-regulares
Teorema 5: z es un punto singular k-regular de (f, H) si y solo si se cumple (2.8)

Antes de demostrar este teorema se demostrara el siguiente

Lema 6: Sean fy f funciones definidas en un abierto U de RN y H y H campos

en U. Si ¢ es un difeomorfismo tal que

d¢ H =Ho ¢
f=Ffo ¢

entonces

Si(f,H) =S)(f, H)o¢

Demostracién : Basta que demostrar que bajo las hipdtesis del lema se tiene que

Esto es inmediato para [ = 0. Suponiéndolo vilido para [ — 1 se tiene que

Dy f(z) = d[(Dyf) ©¢] H(z) =(Dpf) (¢(z))

Este lema permite asegurar que los resultados que aqui damos para parejas ( f, H)

definidas en abiertos de RY son vilidos también en variedades.

Demostracién del Teorema 5: En el apéndice A se definen lo que son las

deformaciones d-versales y se dan algunas de sus propiedades. De la proposicién 1, el
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teorema 2 y el corolario 4 de ese apéndice se sigue que son equivalentes las siguientes
propiedades.

A) Sy(g,e)(0)=0 DF g(0) £0 y S||(g,e1) es una submersién en cero.

B) Existe un difeomorfismo local £ : (R™,0) — (RY,0) y una funcién que no se
anula p tales que g = fr o & ydfe; = pey

Con este antecedente demostraremos el teorema. Supongamos que se cumple(2.8).
Sea ¢ : (RN,z) — (RN,0) tal que

dp H = e (2.9)

y sea
g=1foo (2.10)
por el lema tenemos que

S)(f,H) = S)(g.e1)0 ¢

por lo que ¢ cumple la propiedad A y por tanto B. El difeomorfismo % = £ o ¢ realiza la
equivalencia (f,H,z) ~ (fi,e1,0)

(R,0)
/oo 1g  N\B
(RN,z) — (RN,0) — (RM,0)
¢ 3

Ahora supongamos que (f,H,z) ~(fx,e1,0). Otra vez tomemos ¢ que cumpla
(2.9) v tomemos ¢ como en (2.10), por el lema basta demostrar que g cumple con la

propiedad A.

/
(RN.z) —  (R,0)

N R - N
(RN,0) — (rRN,0) — (RM,0)
¥ n
3

Nétese que (g,e1,0) ~ (fx,e1,0) por lo que existe un difeomorfismo 1 : (R, 0) —
(RN, 0) tal que
d¢ e = /\e1
g=afpor
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Sea f = a o ¢~! Claramente S (5 fr,e1)(0) = 0y DE (Bfx)(0) A0 La matriz
jacobiana de d(S)(3fre1))(0) es de la forma

0 L0 013(0) 0 -+ 0
. : :

0 (k—=2)1(0) =*.. * 0 --- 0
kl5(0) * * 0 --- 0

por lo que (3fx,e1) cumple A y por tanto existe un difeomorfismo local 7 tal que

dn ei = veryBfe = fron

Tomando £ =nofy p= A voi, tenemos que se cumple B y por lo tanto A.{$

En el siguiente corolario se describen las propiedades de los conjuntos Lsingulares

en la cercania en un punto singular k-regular.

Corolario 7: En una vecindad de un punto singular k-regular se cumple
a) Sil <k, 5! es una variedad de dimensién N-L1y S* =0

b) El conjunto de puntos singulares l-regulares es §'~1 — §!

Demostracién: Fl insciso a) se sigue de la proposiciéon 4 y del teorema 5. El

insciso b) es consecuencia de la proposicién 3 y de que ésto se cumple para (fi,e1){

El siguiente corolario se usard en el capitulo 2

Corolario:8

a) z es un punto singular 1-regular de (f,H), si y solo si f(z) =0,y Dy f(z) £O0.

b)z es un punto singular 2-regular de (f, H)si y solosi f(z) =Dp f(z) =0 D% f(z) /
=0 vy df(z) £O.

Demostracién: a) es inmediato, también es inmediato que si z es singular 2-

regular se cumplen las condiciones dadas sobre f y sus derivadas.
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Para demostrar (b) solo hace falta ver que estas son suficientes, de hecho basta

ver que Soo(f,H) es submersién en z. Nétese que

A(Soc( £, H))(z) H(z) = ( Dujlz) )

Dy f()
por lo que

0
Im d(S(f,H))(z
(D]?;If(z) ) € (Sool £, H))(2)

Tomando v £gen H(z) tenemos que df(z)v £0, por lo que también

( df(z)v

Im d(S(f,H))(z
d(DHf)(Z)U)G (Sool £, H))(2)

por lo que df(z) A0 y D% f(z) A0 implican que So.(f, H) es submersién en z{

2.5 Genericidad

El siguiente teorema garantiza que los puntos singulares k-regulares sean los que
aparecen en parejas (f, H) genéricas.

Sea U un abierto de RV y sea A el subconjunto de C*(U, R) x x*(U) formado
por las parejas (f, H) tales que todos sus puntos singulares sean k-regulares para alguna

k< N.

Teorema 9: A es un abierto y denso con la topologia fina de Whitney.!

Demostracion:Primero veremos que A es un abierto. Sea A, el subconjunto de
C®(U, R) x x**(U) formado por las parejas (f, H) tales que Sproo(f, H) nunca se anulan
en U

Para k € {1,..., N} sea Ay el conjunto de parejas (f, H) tales que S(f, H) nunca
se anula en U o que 0 sea valor regular §)(f, H).

Tenemos que

A=l A

1De hecho es un abierto con la topologfa fina C¥ y denso con la topologia fina C*°.
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Veremos que Ay es un abierto. Parak > 1 consideremos el operador O} : C°°(U, R)x
X®(U) — C>(U, R) que a cada (f,H) le asocia la funcién dada por
k-1 2
: o(S)(f, H))
DY 2
2 (DiafF 42, [ ANz 2,)

=0

donde % denota el determinante de la matriz formada por las columnas ¢;...7; de la
matriz jacobiana de G.

Este operador es continuo con la topologia fina CVN y ademas Ay es la imagen
inversa bajo O de las funciones que nunca se anulan en U, este conjunto es un abierto, por
lo que A también lo es.

Anélogamente se ve que A, es un abierto.

DENSIDAD: Se demostrara que si H es un campo de U cuyos ceros son puntos

aislados, entonces el conjunto
By ={J € C™(U; R) | (J,H) € A}

es denso en C°(U; R). Claramente esto garantiza la densidad de A en C*°(U, R) x x**(U)
pues la propiedad que se le pide H es densa en xy*(U).

AFIRMACION 1: Se puede suponer sin péridida de generalidad que H nunca se

anula en U.

Demostracién: Supondremos que ya se demostré la densidad en este caso. Sea W
un abierto de RV y H un campo que solo se anula en los puntos {Zi};c4 ¥ estos puntos son
aislados.

Sea f € C*°(W,R) y N una vencindad de f. Se puede suponer que f(z;) ~0.

Sea U = W —{zi},. 4 - Como H no se anula en U, podemos escoger g € C*(U, R)
arbitrariamente cercana a f y que este en B%, también podemos suponer que z; no es punto
de acumulacién de g=1(0).

Notese de que las condiciones de que g € B% solo depende de los gérmenes de g
en los puntos de ¢g71(0), por lo que se puede perturbar g en una familia de bolas {Bi}ica
tales que z; € B;, que no se intersecten por parejas y que no intersecten a ¢~1(0). Esta

perturbacion de g, se puede hacer de tal forma que se pueda extender a una funcién C'*°
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en W, que esté en A' y que no se anule en UB;. Claramente una perturbacién con estas
caracterfsticas estd en BJY.

La técnica para realizar esto es escoger, para cada i, una funciéon A; € C*(W, [0, 1])
con soporte contenido en B; y que valga 1 en una vecindad de z;, y tomar la perturbacion

mencionada como

g=> Nf+(1=X)g

€A
El hecho de que g sea suficientemente cercano a f garantiza que § € Ay que

§710) = g71(0)

AFIRMACION 2. Para cada z € U existe una vecindad de z, V tal que B}/I es
denso en C°(V, R).

Demostracion: Por la afirmacién 1 podemos suponer que H no se anula por lo que

para cada z €U existe una vecindad de z, V y un difeomorfismo

¢:(V,z) — (¢(V),0)

tal que
dgb H= (S3]

Noétese que f € C(V, R) esta en B}/I si v solo si fo¢! es una deformacién d-versal en
cada punto (f o ¢~1)71(0).
Consideremos el operador
O :C®(V,R) — C=(¢(V), R)
frfoo™!
Este operador es un homeomorfismo con la topologia fina de Whitney[9], por lo

que preserva la densidad. En el apéndice A, se demuestra que las deformaciones que son

d-versales en sus ceros forman un conjunto denso por lo que B}/I tambien lo es.

AFIRMACION 3: Para cualquier compacto K, contenido en U, el conjunto de
funciones g € C°°(U, R) tales que g |k € BE es denso en C*(U, R).
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Demostracién: Sea A un abierto de C*°(U, R). K se puede cubrir con un nimero
finito de abiertos {V;}2; tales que cada B}/Ii sea denso en C'™°(V;, R). Tomemos {K;}/",
una coleccién de compactos que cubran a K y tales que K; C V;

Sea W; un abierto tal que Ky C W; C Wy C WV

Del hecho de que B}/f es denso en C'"°(Vy, R) se sigue que existe g1 € C(U; R)
tal que g1 € Ny ¢1 |uy € By

Construiremos g € C*°(U, R) tal que g € Ny g1 |k UK, € B]]f} LR

Sea A € C*(U,[0,1]) una funcién con soporte compacto contenido en V5 tal que

A |k, = 1. Escogeremos g, € C°(U, R) tal que g2 |k, € B]If}? de tal forma que la funcién
g=(1=XAg1+ g2

cumpla las propiedades enunciadas.

Nétese que g — g1 = A(g2 — ¢1), por lo que para que g € N basta que?

H 92— 41 Hr,sopA< aq (211)
para algin real positivo oy adecuado.
Es inmediato que ¢ |(r, —sop)uK, € Bgﬂl_SOpA)UKQ .Tenemos que Bj' es un abierto,

por lo que para que ¢1 |k, UK, € B]]?_} VK2 hasta que

192 = 91 11, 5 sopr< €2 (2.12)

para alguna ay adecuada.

Como B}/f es denso, siempre se puede escoger g; € B}/f de tal forma que se cumplan
(2.11) y (2.12).

Este proceso se puede repetir un ntimero finito de veces hasta construir ¢ € A tal

que ¢ |K€ B]I;‘I

DEMOSTRACION DE LA DENSIDAD: De la afirmacién 3 vy usando el mismo
argumento que se usé en el apéndice A para demostrar que V es denso, se sigue que Bg

también lo es.$

2En el apéndice A se puede ver ésto con mas detalle.
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Capitulo 3

Ecuaciones diferenciales implicitas.

En este capitulo trabajaremos con algunos sistemas de ecuaciones implicitos de
primer orden. Los que cumplen que sus soluciones geométricas dan una foliacién de la
ecuacion.

A través del andlisis que hicimos para parejas ( f, H), caracterizaremos localmente
los dos primeros tipos de singularidades, dando formas normales para estos.

Es interesante notar que los resultados que hay para ecuaciones escalares, no se
generalizan para sistemas. Por ejemplo, en el caso del primer tipo de singularidad se tiene

que cualquier ecuacién escalar de este tipo, es equivalente a la ecuacién dada por
p2 +t=0

a través de un difeomorfismo en J°. Veremos que para sistemas esto no ocurre. Es mas, si
se quisiera clasificar de esta forma, habria demasiadas clases.

Nosotros usamos una relacién de equivalencia mas débil, a través de cierto tipo de
difeomorfismos en J!'. A pesar de esto, si podemos obtener alguna informacién de lo que

ocurre en J°.

3.1 Acerca de la relacion de equivalencia.

Como dijimos en la introducciéon, Rabier asocia a cada ecuacién F dada por
F(t,x,p)=0 (3.1)

una ecuacién de la forma

J(2)h = H (2)
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donde
f
f=detF, y H= fp (3.2)
~Fp(F,+Fxp)
vz=(t,x,p)

Daremos una relacion de equivalencia para ecuaciones de la forma (3.1) adaptada
de la correspondiente para parejas (f, H) bajo la cual ya describimos el comportamiento de
casi cada clase en el caso de que H no se anule.

Nétese que dadas las ecuaciones £ = F~1(0) y £ = F~1(0), no basta pedir
que (f,H) N(f,I:I), pues esto solo garantiza que cada solucién geométrica de F~1(c) sea
mapeada por un difeomorfismo a una solucién geométrica de f‘_l(k) para alguna k que
depende de la primera solucién mencionada. En la seccién 2.3 daremos un ejemplo en
el cual las parejas (f, H) correspondientes a dos ecuaciones son equivalentes, sin embargo

ningtin difeomorfismo que realice la equivalencia manda una ecuacién en la otra.

Definicién: Diremos que la ecuacién E es equivalente en zo a la ecuacion E en

%o v 1o denotaremos (E,zq) ~ (F, 2o) si
i) Existen submersiones locales tales que £ = F~1(0)y £ = F=1(0) y (f, H, 2o) ~(f. H, o).
ii) Existe un difeomorfismo ¥ que realiza esta equivalencia y que cumple (local-

mente) que W(E) = E.

De aqui en adelante, supondremos que F es foliada por sus soluciones geométricas,o
sea dim(T,E N K(z)) = 1 ! lo que equivale a que T,E N K(z). Veremos que esto es lo
mismo que pedir que H no se anule. También veremos que este comportamiento se puede

caracterizar dentro de .J°. Sea 7 la proyeccién natural de J! a J°.

Proposicion 1: Las siguientes propiedades son equivalentes
a) H(z) £ 0

b) T, F NK(z)

c)dn(z) (T,E)+ R(1,p) = T4 x)J°

17— K(z) denota la estructura de contacto natural de JY. Ver la introduccién.



24

Demostracién:

a<b) Tenemos que 7, £ N K(z) queda caracterizado por

(F + Fxp)ét + Fprép =0
0x —pét=0

por lo que, para demostrar la proposicién basta demostrar que H(z) # 0 si y solo si r(F; +
Fxp.Fp) = n. Esto es inmediato si z €5.

Se puede ver que si A es una matriz de n x n entonces que r(A) = n — 1 equivale
aque A #0y r(A) < n. En cuyo caso ker A* = I'm(A).

Si z €S, H(z) # 0 si y solo si FE(Ft + Fxp) # 0, lo que equivale a que F; +
Fxp ¢Im(Fp) y 1(Fp) =n —1. O sea r(F; + Fxp,Fp) = n.

c&b) Nétese que dr(z) K(z) =R(1,p), por lo que ¢) equivale a

dr(z) (T, E + K(z)) = Tix)d®
lo cual es equivalente a
kerdr(z)+ T, E + K(z) = T,J'

Como kerdn(z) CK(z), ésto iltimo equivale a b).$

Comentario: Varios autores como Arnold y Chaperon utilizan equivalencias
dadas a través de contactomorfismos que son difeomorfismos de J! que conservan la estrutu-
ra de contacto natural de J!. M4s precisamente, un contactomorfismo es un difeomorfismo
¥ J! — J! tal que

d¥(z) K(z)=K(¥(z)) (3.3)

Cualquier difeomorfismo de J°, induce un contactomorfismo en un abierto de J1!.
A este tipo de contactomorfismos les llamaremos propios.

Un contactomorfismo propio es de la forma

¥(t,x,p)=(T(t,x),X(t,x),P(t,x,p)) (3.4)

donde (7,X) es un difeomorfismo de J° y
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_Xt + Xxp
Tt + Txp

Sin> 1 cualquier contactomorfismo es un contactomorfismo propio. Si n=1 hay

P (3.5)

més contactomorfismos.

Se puede ver esto mas ampliamente en [5], [6], [7],[1].

Los difeomorfismos de J' que realizan la equivalencia con la cual nosotros traba-
jamos, es una clase mas amplia que la de los contactomorfismos propios. Mas precisamente,

tenemos la siguiente

Proposicién 2: Si ¥ : (J1 z,) — (J',2,) es un contactomorfismo propio tal que,
localmente, W(E) = E, entonces (E,zo) ~ (E,%,) y ¥ es un difeomorfismo que realiza esta

equivalencia.

Demostracién: Sea F submersién tal que F71(0) = E, y sea F=Fo¥ ' Para
cada ¢ € R"denotemos E. = F~(c)y E. = F~!(c). Notese que ¥(F.) = F.
De la forma de W (ver (3.4))se obtiene que F, = F, 0 o Pp. Ademaés det P, #0

pues ¥ es un difeomorfismo y

Con esto tenemos que

f:a fow!

donde a = det P, #0.

Por otro lado, utilizando (3.3) y que ¥(E) = E se sigue que
() (T4 (ENK (2)) =T BN K ((2)

Como estamos suponiendo que H(z) # 0 la dimensién de estos espacios es igual a

1. De hecho H 6 F o ¥ los generan, por lo que existe A que no se anula tal que

dUH =\ Ho ¥ '

Con esto queda demostrada la proposicién.{
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Como veremos en la siguiente secciéon hay muchos casos en los cuales ¥ ~ E y el
difeomorfismo que realiza esta equivalencia no es un contactomorfismo.
Los difeomorfismos que nosotros usamos conservan sélo la interseccién de la forma

de contacto con la ecuacién, o sea cumplen que
AW (2)(To(E)NK(2)) =Ty () (9(2))

e -1 . .
puesto que H 6 Ho W generan a los espacios correspondientes.

3.2 Puntos doblez

En esta seccién analizaremos, localmente, el tipo de ecuaciones para las cuales
alguna de sus parejas correspondientes (f, H) (de hecho cualquiera) tenga un punto singular
1-regular. Veremos que éstas son equivalentes, en dicho punto a la ecuacién k. (en el 0)

dada por los ceros de
F(tv X, p) = (p17p721 + t)

donde estamos denotando p = (p1,pn)-
Veremos también que las curvas entegrales de una ecuacién con estas caracteristicas
son cuspides, cuyos vértices se encuentran en una hipersuperficie de J°, pero que la estruc-

tura que pueden tener es muy diversa.
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3.2.1 La forma normal y las curvas integrales

Al principio de este trabajo, ya vimos esta ecuaciéon para el caso escalar. Su
comportamiento para mas dimensiones lo podemos resumir asi :

Sea 7 la proyeccién natural de J1(R, R") a J°(R, R").
7 es un doblez cuyos puntos singulares son SNk = {zcJ'|t=0,p,=0}.

i)m
i) Las curvas integrales de E son ctispides contenidas en m(E) = {(t,x) €J° | t < 0}
con vértices en m($ N E) = {(t,x) €J° |t = 0} . Estas estan contenidas en las superficies

dadas por x; = c.

Definicién: Diremos que F tiene un punto doblez en z, si zo es un punto sigular,

1-regular de alguna de sus parejas ( f, H) correspondientes.

Esta definiciéon realmente no depende de la pareja (f, H), sino es algo intrinseco

de F, como veremos en la siguiente

Proposicién 3: Si z, es un punto doblez de £ y F es una submersién tal que

F~1(0) = E, entonces z, es un punto singular 1-regular de (f, H).

Demostracion: Sea F una submersion tal que z, sea un punto singular, 1-regular
de (f,H) y que £ = F~1(0).
Por otro lado tenemos que ,para z € E, tanto H(z) como H(z) generan a T, F N

K(z) por lo que existe A : F'— R que no se anula tal que
H(z) =\(z) H(z) (3.6)
La primera entrada de esta igualdad es
f(z) =\(z)f(2) (3.7)

De estas dos igualdades se sigue que si (f, H) cumple f(z,) = 0y df(z,) H(z,) ~0
entonces también (f, I:I) lo cumple, por lo que usando el corolario 8 del capitulo 1 se sigue

lo enunciado.$
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Teorema 4: F tiene un punto doblez en z, si y solo si (E,zo) ~ (E,0).

Demostracién: La equivalencia de las ecuaciones claramente implica que z, sea
punto doblez de E. Veremos que también es una condicién necesaria.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z, = 0. Si no fuese asi , podemos

componer con el contactomorfismo dado por

(t,x,p)— (t —t,,X — Xo — Po(t — t,), P — Po) (3.8)

Como ya vimos que los contactomorfismos conservan las equivalencias, esto no
afecta el resultado.

Notese que si logramos construir un germen de difeomorfismo que realice la equiv-
alencia de (f,H,z,) con (f, H, 0) tal que ¥(ENS) = ENS, éste cumplird que Y(F)= E,
pues Hy H son, respectivamente, campos tangentes a F o E y transversales a S o S.

Del hecho de que 0 sea un punto doblez tenemos que dim S = 2n y H(0) £7,(5),
como ademas H es un campo tangente a F, se sigue que E NS en 0. Esto tltimo implica
que F NS es localmente una variedad de dimensiéon n.

Lo anterior garantiza que existe un germen de difeomorfismo < : (5,0) — ($,0)
que cumpla que P(S N FE) = SnE.

Este lo podemos extender a otro germen de difeomorfismo ¥ : (J',0) — (J!,0)

que cumpla
d¥ H=Ho ¥ (3.9)
definiendo ¥ de la siguiente manera.
Denotemos Ex(7,2,) el flujo del campo K al tiempo 7
Restringiendo Eg a R X 5, se obtiene un difeomorfismo local de (R x.5,0)a (J*,0)
pues H(0) £To(5).
Sea W definida por

V(En(T,20)) = Eq(7,¥(20))

Claramente se cumple (3.9).

Por otro lado, como S est4 dado por la ecuacién p, =0,y ¥(9) = 5‘, entonces

f o ‘I’_l(t,X,pl,O) =0
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por lo que existe 3 € C°°(J!, R) cuyo germen cumple
fo¥™l =5 f

Diferenciando, aplicando a F(0) y utilizando (3.9) se obtiene que 3(0) = —df(0)H(0)
Esto es distinto de 0,pues 0 es un punto doblez de £.{

Veremos que a pesar de tener una relacién de equivalencia a través de difeomor-
fismos en J!, La ecuacién modelo F da informacién acerca de las curvas integrales de F.

Esta informacién es transmitida a través del mapeo 7 o ¥, donde ¥ realiza la equivalencia

de I con E.

Teorema 5: Bajo las condiciones del teorema 4, si ¥ realiza la equivalencia de

(E,0) ~ (F,2,) entonces el germen de mapeo 7o ¥ 7 es un doblez.

Demostracion:

AFIRMACION 1:

i) 7 |snge es un difeomorfismo local sobre su imdgen

i) Sea mx :J2 — R™ la proyecciéon dada por (£,x)— x.. Si 0 €L NS, 7 |Ens es

un difeomorfismo en una vecindad de 0 sobre su imagen.

Demostracién: En la demostracién del teorema anterior se vié que F NS, por lo
que

dn(Ty(EN S)) = dn(T, E)N dr(T,,5)

Como Ty, S + RH(zo) =T,,J" v H(zo) € kerdr(z,)NT,, F, entonces
dn(T, (ENS))=dr(T, L)

Por la proposicién 1, estos espacios tienen dimension igual a n, de donde se sigue

Tomando z, = 0, y usando la misma proposicién se obtiene que
To(r(ENS))+ R(1,0)=T4J°

de donde se sigue (ii).
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AFIRMACION 2:

Sea ¥ =(T,X,P) un germen de difeomorfismo que realiza la equivalencia de E
con F tal que ¥(0) = 0, se tiene que

i) Xx(0) tiene rango n.

i) 22(0)—2E(0) = A%(0) df(0)H(0) /0.

i) 2X(0) - 2X(0) = 0

ot

Demostracién:

i) tenemos que se cumple que ‘I’(§ N E) = SN FE, por lo que, utilizando que

U
D
m>
Il

{z |t =0y p = 0} se obtiene que
To(m(SNE))=1Im dx(T,X)(0)

Del inciso (ii) de la afirmacién anterior se sigue (i).
i) y iii) Sabemos que se cumple

A~

1% (2)f(z) =\(z) H(¥(2))

Derivando esta igualdad con respecto a p,, evaluando en 0 y utilizando que

H(z) = (pn, pnp, —€,), se obtiene que

owv 0> oA\ owv
T (05 (0) =5 -(0) H0)+A(0) dH(0)5°%(0) (3.10)

Ademas tenemos que

ov

5, (© =d¥(0)H(0) =\(0) H(0)

y utilizando que (Hy,Hy) = (f, fp) se obtiene que
d
d(Hy,H2)(0) = ( f(()O) )

Sustituyendo estas dos tltimas igualdades en las 14+n primeras entradas de (3.10)

se obtiene lo enunciado.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA: Sin pérdida de generalidad podemos supon-

er que zo, = 0 si no fuese asi , tomemos ® = (¢, P) el contantomorfismo dado por (3.8). Si
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~ es un doblez, como m o @ o ¥ = ¢or o ¥ y ¢ es un difeomorfismo, entonces

To®oW i

ToWw

£ es un doblez.

Sea
a(X7pTL): ( 2n7x707pn)

o es una parametrizacién de I, por lo que 7o ¥ j; es doblez si y solo si el mapeo
definido por D =7 o Woa lo es.

Sea 6 = det dD. Una caracterizacién de un germen de un mapeo doblez es que el
germen de (D,6) sea una inmersion.

Se puede ver que la métriz jacobiana de D es

ID — Txyoa —p,Tioa+T, oa
Xxoa —p,Xioa+ X, o«

Y la de (D,é) en O es

Te(0) 0
d(D,6)(0)= | X.(0) 0
6y 3%(0)

donde

LA ( T<(0)  5(0)=5:(0) )
Opn Xx(0) 5E(0)-F5(0)

Utilizando la afirmacién 2 se sigue que r(d(D,6)(0)) = n+ 1 por lo que 7 o ¥
es un doblez.$

E

Teorema 6: Si z, = (f,,Xo,Po) es un punto doblez de F, entonces las curvas
integrales de la restricciéon de F a una vecindad de z, son cispides. Estas estén dispuestas
de la siguiente manera

(S N F) es una n-variedad formada por los vértices de dichas cispides. Esta
variedad divide a una vecindad de (t,,%,) en J° en dos regiones, por cada (¢,x) en una de

ellas pasan dos curvas integrales de I/, mientras que por la otra no pasan curvas integrales.

Demostracién: De el teorema 5, tenemos que 7 |g es un doblez cuyo conjunto

singular es SN F. De aqui que 7(5N £) sea una n-variedad que divide a J en dos regiones:
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la formada por los puntos donde 7 |z tiene dos preimagenes y la que no tiene preimagen.
De esto se sigue la segunda parte del teorema.

Veremos que las soluciones geométricas de F/ que pasan por S N F se proyectan a
cuspides.

Supongamos que 0€ SN E y que v = (£,X,p) es una parametrizacién de una
solucién geométrica tal que y(0) = 0 y 7/(0) =0 (Esto se puede hacer pues las soluciones
geométricas son curvas lisas en nuestro caso).

Como 7'(0) es paralela a H(0) y 0€ SN E se tiene que (¢,x)'(0) = 0. Usando esto,
que x'(s) = t'(s)p(s) y que p(0) = 0 se obtiene que

(t,x)"(0) = (#"(0), 2p'(0)1"(0))
En el apéndice B es ve que el orden por curvas de un mapeo doblez es 2, por lo
que t"(0) /=0, ademds p'(0) /0, pues 7/(0) /0. Esto implica que (¢,x)"(0) y (¢,x)"(0)

son linealmente independientes por lo que la imdgen de (¢,x) es una cispide.$

3.2.2 Complejidad de la estructura de las curvas integrales

Como mencionamos al principio de este capitulo, en el caso de una ecuacién es-
calar £ que tenga un punto doblez, hay un resultado mas fuerte.[8], [5],[?]. En este caso
se garantiza la existencia de un contactomorfismo propio que transforma, localmente, la
ecuacién p? +¢ = 0 en E. Este contactomorfismo se proyecta a un difeomorfismo de J° que
manda las curvas integrales de p* +t = 0 en las curvas integrales de FE.

Esto no se puede generalizar para mas dimensiones. El problema radica en que las
curvas integrales de la ecuacién E estdn contenidas en las hojas de una foliacién bidimen-
sional de J°, y como veremos este fenédmeno no ocurre en general.

Consideremos una ecuacién ¥ con un punto doblez. Sabemos que por cada punto
de (£ — 5) pasan dos curvas integrales de la ecuacién, las cuales son cispides con vértices
en 7(SNE).

Dada una de estas ctspides, consideremos las cispides que la intersectan, las que
intersectan a estas ultimas, y asi sucesivamente.

Mediante este proceso, en el caso de la ecuacién E se forma una cadena unidimen-

sional dada por las cispides con vértices en una recta.



33

Sin embargo la forma en que estdn entrelazadas las curvas integrales de ' puede
ser mas compleja. Asociemosle a cada punto de una cispide dada la otra cispide que pasa
por él. Veremos que no necesariamente se intersectan entre si las cispides asociadas a dos
puntos de la cispide original. Si este fendmeno se repite obtendremos que la cadena formada
como describimos arriba serd una familia a méas de un parametro de cispides.

Noétese que es imposible que exista un difeomorfismo (ni siquiera una biyeccion)

que mande las curvas integrales de I en las de una ecuacién con estas caracteristicas.

Para formalizar lo anterior haremos la siguiente construccion.

Para cada y €n(5 N E) sea ky la curva integral de £ que pasa por y y sea By el
conjunto definido por

By ={y' en(SNE) | ky Nry £0}

By es una curva (no necesariamente lisa) pues por cada punto de ky distinto de
¥, pasa una sola cispide distita de y.

En el caso del modelo By es la recta que pasa por y =(0,x) con direcciéon 0 X e,,.

Claramente si existiese un difeomorfismo ¢ de J° que conserve curvas integrales

de las ecuaciones, éste deberia cumplir que

¢(B(o,x)) = By(ox) (3.11)

Construiremos ejemplos de ecuaciones para las cuales la familia de curvas By
determina una red mucho mds compleja que la del modelo, de tal forma que no existe ni

siquiera una biyeccién que cumpla (3.11).
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Consideremos una ecuacién para n=2 con un punto singular doblez en 0 y supong-
amos que 7(SNFE) = {(t,x) € J° |t = 0}. Supongamos también que la ecuaciéon no depende
de la variable espacial x. En este caso las curvas B(g x), que para abreviar denotaremos By,
viven en R? y son traslaciones de B,.

Ademds B, es simétrica con respecto a 0 por lo siguiente: Tomemos x € B, ésto
significa que £, N kx A0 por lo que 0 € Bx. Como Bx = x + B, entonces —x € B,.

Veremos que dentro de estas restricciones todas las familias {Bx} de curvas lisas?
en R? con las propiedades

i) B es una curva simétrica con respecto a 0, que contiene a 0.

ii) By =x+ B,

son realizables por una ecuacién.

En la demostracion se supondra que By puede ser parametrizada a través de una
funcién de la forma y — (2(y),y), en caso de que no sea asi se puede modificar un poco la

ecuacién de tal forma que lo anterior siga siendo valido.

Proposicién 7: Sea z : (R,0) — (R,0) una funcién impar.

Si h:(R,0)— R cumple que su parte impar esta dada por

h(Pz) - h(—Pz) 2
f = p2$/(§p12’>)
entonces la ecuacion
P — h(Pz) =0
2
Z+t=0

cumple que
0) (0,0,0,h(0)) es un punto singular doblez
Ha(SNE)={(tx)eJ°|t=0}
ii) By es la imagen de y — (2(y),y).
iii) Bx = x 4+ By

Demostracién: Tomando h arbitraria, se cumplen (o), (i) v (iii).

Para checar (ii) haremos lo siguiente:

2Se puede pedir algo menos que ser lisas.
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dada por kg, = (t,x,p) donde

Tomemos la parametrizacion de K (0,x0)
2
tp2) = —%
21(P2) = @0y + [P L2 dpy = 1,y — [P h(s)sds

p3
Ta(p2) = Top — F

Una parametrizacion § de B, x,) queda definida implicitamente por

Ka(po)(—P2) = Fixo(P2)

Despejando se obtiene que

P2

52 = x0 — ([ Hs)sds, 03

—p2
Otra parametrizacién de B, ) es de la forma xo+(2(y), y), donde = queda car-
acterizada por
P2
st = [ his)sds
3 —p2
Lo que equivale a que

o'yt = ML) 00y < g

Con lo que queda demostrada la proposicién.$

De lo anterior se sigue que hay mds de una clase, médulo contactomorfismos®

dentro de las ecuaciones con un punto singular doblez. De hecho una clasificacién de este

tipo no seria manejable pues hay demasiadas clases.

Teorema 8: Hay un espacio de dimensién infinita formado por ecuaciones que no

son equivalentes bajo contactomorfismos.

Esto se debe a que la geometria de la red formada por las curvas By es muy rigida.

El teorema es una consecuencia inmediata de la proposicion anterior y del siguiente

*En mas de una dimension todos los contactomorfismos son propios.
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Lema 9: Sean B, y B, curvas lisas en R?, que contienen a 0, simétricas con
respecto a 0 y con curvatura que no se anula en una vecindad agujerada alrrededor de 0.

Sean By = x+ B, yBX:x—I—BO

Si existe un difeomorfismo ¢ : (R%,0) — (R?,0) tal que ¢(By) = B(b(x) entonces ¢

es lineal.

Demostracion:

AFIRMACION 1: Si ve T, B, vv £0 yx,€ B, yvweTx B, entonces:
i) do(x)v =v(x)de(0)v

i) dg(x)w = E(OB(x + %0 )W

para alguna v : R? — R — {0} y alguna £ : R? — R — {0}.

Demostracién:

i)dg(x)v es tangente B¢(X),ademés B(b(x):(b(x) + B,, por lo que la direccién do(x)v
es independiente de x, de donde se sigue (i)

ii) Tenemos que X 4+ Xo € Bx v W €Tx1x,Bx. Ademas por la simetria de B, :

X € Bxyx, ¥ W €1xBxix, por lo que do(x)w €Tx(Byxtx,)) ¥ por el argumento

anterior d¢(x)w es paralelo a do(x + X)W, 0 sea se cumple (ii)

B,

AFIRMACION 2: Bajo cambios de variables lineales en el dominio y contrado-
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minio se tiene que
dy(z,y) =dz + Ay)dy
ii)dey(z,y) =p(y)dy

Demostracion: Haciendo este tipo de cambios de variables, podemos suponer que
v =ery que do(0) =

d¢y es multiplo de dy pues do(z,y)er =A(z,y)er y p solo depende de y pues dg,
es exacta. Con esto queda demostrado (ii).

Para demostrar (i) observemos lo siguiente:

¢ manda rectas horizontales en rectas horizontales, por lo que ]A3¢(x7y) es una

traslacion horizontal de B(;S(O,y)v por lo que si tomamos (z,,y,) € B, v W€ 1 B,

w w
(O:yb(é()’yilyo) (m,yb(::+woly+yo)
B(o,y) l ¢ <B(:Jt:,y)'

de(zy,y+y )w
¢(o Y) 0 ’ gﬁ(a:,y) d¢($+$0:y+y°)w

B¢5(0 Y) L
B¢( x Y)

dp(x + 2o, Y + Yo )W =c(2,y)dd (20, Y + Yo )W

l’ovyo)

entonces:

Ahora, aplicando (ii) de la afirmacién 1 tenemos que:

do(z, y)w =z, y)do((z,y) + (2o, o) )W =
E(z,y)e(@, y)dd(o, y + Yo )W =
Ly o0, y)w

Por el inciso (ii) de este lema tenemos que la segunda entrada de esta dltima

igualdad es:
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por lo que

do(z, y)w =de(0, y)w (3.12)

Ademas, como B, no es una recta, podemos escoger otro punto (z/,y’) de By y
w' ET(x/ y,)BO tales que w’ y w sean linealmente independientes. Claramente la propiedad

(3.12) también se cumple para w’ por lo que

d¢($, y) :d(b(ov y)

con lo que

doy(z,y) =v(y)dz + My)dy

como esta es una forma exacta entonces v es una constante, de hecho v = 1 pues d¢(0) =id
AFIRMACION 3: Con las coordenadas de la afirmacién anterior, A=0y p = 1.

Demostracién: Utilizando la propiedad (ii) de la afirmacién 1 y expresandola en las

coordenadas dadas por la afirmacién 2, se obtiene que si w = (1, ws) € T )Bo, entonces

ToyYo

se cumple que

wa(L(YIMY + ¥o) = MYy + 90)) = u(y + yo) — n(y)* (3.13)
Substituyendo y = 0 y utilizando que A(0) = 0y u(0) = 1 se obtiene que
wA(4e) = plys) — 1 (3.14)

Sea y, suficientemente pequena de tal forma que u(y,) ~0. Substituyendo y = y,
en (?7?) y utilizando (3.14) se obtiene

w2/\(2yo) = M(Qyo) -1 (315)

*Nétese que wy no depende de y, sélo de y,.
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Como B, tiene tangente horizontal en 0 y curvatura no nula fuera de 0, entonces
localmente B, es la grafica de una funcién y = y(«) tal que y”(x) A0 fuera de 0. De aqui
que para y, > 0 y suficientemente pequeiia quede definida wy como una funcién inyectiva y
no nula de y,.

Expresando (3.14) para y, v (3.15) para %yo se obtiene que

w3 (Yo)A(Yo) = p(yo) — 1
wZ(%yo)/\(yo) = :u(yo) -1

Como wy es no nula y mondtona para 7, > 0 se obtiene que

AMyo) =0 y 1yo) =1

Claramente esto también se cumple para gy, < 0 suficientemente pequena.$

3.3 Puntos cuspide.

En esta seccion estudiaremos las ecuaciones cuyas parejas asociadas, (f, H), tengan
un punto singular, 2-regular. Daremos una forma normal, la cual es equivalente localmente

a casi todas las ecuaciones de este tipo y veremos que consecuencias tiene esto en J°.

3.3.1 La forma normal

Veremos que la forma normal estd dada por el germen en 0 de la ecuaciéon F
definida por
p1=0
%pi—l—xnpn—l—tzo
donde estamos denotando x = (X, %) = (Z1, .., Zn) Y P = (P1:Pn) = (P15 ey Pn)
E tiene las siguientes propiedades

i) S N E es una n-variedad determinada por las ecuaciones

p1 =0
pi—l—xnzo
4o — 912 = 0

la cual se proyecta en un cilindro cuspidal.
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ii) ST N E es la n-1-variedad dada por

p=20
t=20
x, =0

cuya proyeccién a J° es un difeomorfismo.

iii) |z es un mapeo cispide.
iv) Las soluciones geométricas que pasan por (5‘_ gl)ﬂE se proyectan a cispides
y las que pasan por 5! N E se proyectan a curvas que llamaremos curvas (3,4). Estas son

curvas difeomorfas en una vecindad de su punto singular a la imagen de s — (s%,s%) en

una vecindad de 0. (En el apéndice B se da una caracterizaciéon de estas curvas).

En este caso el hecho de que las parejas (f, H) correspondientes a dos ecuaciones

sean equivalentes, no implica que las ecuaciones lo sean, pues un difeomorfismo puede
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mandar soluciones geométricas de E, = F~1(¢) en soluciones geométricas de Ey = F~1(k)

sin conservar la estructura de ..

Ejemplo 1: Consideremos las ecuaciones /' = F'=1(0) y £ = F~1(0) donde

Flt,,p)=5 +ap+1
3
Flt,a,p) =2 +tp+1

Usando el corolario 8 del capitulo 1 se ve que 0 es un punto singular, 2-regular para
las parejas (f, H) asociadas a ambas ecuaciones, por lo que estas parejas son equivalentes
en 0.

Veremos que sin embargo E 1o es equivalente a F en 0.

Esto se debe a que de la equivalencia de parejas (f,H) se sigue que si ¥ es
un difeomorfismo que realiza esa equivalencia, entonces ‘I’(gl) = 5! por lo que si fuesen
equivalentes se cumpliria que

T(SINE)y=85"nE

Sin embargo esto es imposible pues SinE = {0}, mientras que S1 N F es la

1-variedad dada port =0y p = 0.
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Sin embargo,veremos que, si aumentamos la hipdtesis de que S y F se intersecten
transversalmente, entonces la equivalencia de parejas si implica la equivalencia de ecua-

ciones. Por lo que daremos la siguiente

Definicidn: z, es un punto ciuspide de E si para alguna pareja (f, H) asociada a

FE se cumple que S NF en z, y éste es un punto singular 2-regular de (f, H).

Al igual que pasa para los puntos doblez, la definicién anterior no depende de la

pareja (f,H) escogida.

Proposicion 10: Siz, esun punto cispide de F entonces para cualquier pareja

(f,H) asociada a F se tiene que S NEy que zo es un punto singular,2-regular de (f, I:I)

Demostracién: Sean F y F dos submersiones tales que Jocalmente F~1(0) =F~1(0) =F,
en la proposicién 3 se vio que existe A : (F,2z,) —R — {0} tal que en una vecindad de z, y

para z € F se cumple

[(z) =A(z) [f(z)
H(z) =\(z) H(z)

De aqui se sigue que (f,H) cumple

J(2o) =Duf(z0) =0, Dif(zo) 20 y df(zo) /0

si y solo si también lo cumple (f, I:I) lo cual implica, por el corolario 8 del capitulo 1 que
Zo es un punto sigular 2- regular de (f, H) si y solo si lo es de (f, I:I)

Noétese que la condicién de que £ NS en z, equivale a que d(f |g)(zo) ~£0, por
lo que también es cierto que £ NS en z, si y solo si F ﬁg en zo.{

Fes una forma normal para las ecuaciones con punto cispide en el siguiente sentido
Teorema 11: z, es un punto cispide de F si y solo si (£,2e) ~ (E,O).

Claramente (F,z,) ~ (E, 0) implica que z, sea punto cspide de E. La idea para

demostrar la otra implicaciéon es tomar cualquier difeomorfismo ( que realice la equivalencia
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de (f,H) con (f, I:I) y construir otro difeomorfismo ¢ que haga ( f, H) equivalente a si mismo
y que ademas cumpla que ¢(((F)) = E. Tomando ¢ = ¢ o ¢ obtenemos lo deseado.

La construccién de ¢ equivale a resolver un sistema de ecuaciones formado por
una ecuacion funcional y un sistema de ecuaciones parciales, con datos dados por el hecho
de que ¢(((F)) = E. Este problema se puede transformar en un problema de Cauchy para

un sistema de ecuaciones parciales. Para hacerlo usaremos lo siguiente

Proposicién 12: Si z, es un punto cispide de F entonces £ NSt en z,.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad supondremos que 0 es un punto sigu-
lar 2-regular de (f, H), de aqui que ' sea una 2n-variedad y S! una 2n-1-subvariedad de 9,
ademds H(0) € ToS — TSt por lo que

ToS =ToS' + RH(0) (3.16)
Como H(0) €T, L se tiene que
ToE + ToS' = ToE+RH(0) + T, 5!

Usando (3.16) y que S AL en 0 se obtiene lo enunciado.$

Lema 13: Sea S ={y € R™ | y1 = 0}. Si V es una k-variedad en R™ que cotiene a
0 v transversal a S en 0, entonces existe un germen de difeomorfismo £ : (R™,0) — (R™,0)
tal que

i) EV) ={y €R™ [ (Yr+41: s ym) = 0}

i) &(y)=wn

Demostracién: Sea (¢ una submersién tal que G7'(0) = V. La transversal-

idad de V y S equivale a que el mapeo (G,y;) sea una submersién en 0, por lo que

r(%, . aay—i)(O) =m—k.

Sean ¥, ,..., ¥, una permutacién de las entradas de y, con y;, = y; tales que

T(ayaizi1 yeees 825,1 )(0)=m — k.
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De aqui tenemos que V estd determinado localmente por ecuaciones de la forma

yik+1 = Yk+1(y21 2 ylk)

Yip = Ym(yim sy yzk)
Sea £ definido por

o fw si j<k
Z’:
! yi, — Y; st j>k

Claramente £ es un difeomorfismo que cumple con lo enunciado.{

Demostracion del Teorema 11: Sin pérdida de generalidad supondremos que
Zo = 0. Sea ( :(J1,0) —(J',0) un germen de difeomorfismo tal que d¢ H = Ho(y f =
af o { para algunas A y « funciones que no se anulen.

Para demostrar el teorema basta que exista un germen de difeomorfismo ¢ :(J!,0) —(.J!,0)

tal que
i)dp H=Ho o
i) f=/foo
iii) (((E) = E
pues tomando ¢ = ¢ o ( obtenemos que E ~ I mediante .
Usando que ‘H= (f, f'p,'Hs) y denotando ¢ = (¢1, oy, ..., 2, d3,5 ..o b3, ), las

ecuaciones (i) y (ii) toman la forma

Vo -H=Fo¢
Vg, -H=foo o,
Vs, | :ﬁgi 0@
f=Foo
Tenemos que f =a,+ply H; = —(1+p2)e, por lo que las funciones ¢3, = x,, y
¢3,, = P, son soluciones a las ecuaciones correspondientes, con esto eliminamos la ecuacién
funcional y nuestro problema se reduce a resolver el siguiente sistema de ecuaciones parciales
lineales para i € {1,...,n— 1}
Vo -H=f
Voy, -H=f ¢
Vs, - H =0
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Este tiene una solucién tnica que es suave si se dan datos de Cauchy en una
variedad no caracteristica (o sea una 2n-variedad transversal a H).

Sea W = {(t,x,p) € J'| p, = 0}. Esta es una variedad no caracteristica. Dare-
mos los datos de Cauchy sobre W de tal manera que se cumpla que ¢(¢(F)NW) = Enw.

Sean V =((E)NW yV=EnW = {(t,x,p)e J' |t =0yp =0}

Usaremos el lema 13 para asegurar que existe un germen de difeomorfismo £ :
(W,0) — (W,0) tal que £(V) =V v &, = .

Como §' = {(t,x,p) € J' | &, = Oyp, = 0} , basta checar que S*y V', vistas como
subvariedades de W, son transversales en 0. (A este hecho la denotaremos por S* Ay V).

Por la proposicin 12, E NS, por lo que (EN¢™HW)) Ae—rgwy(ST N ¢THW)).
Como ( conserva las propiedades de transversalidad y ¢(S') = 5‘1, entonces S* NwV, por
lo que existe £ con las caracteristicas mencionadas.

Tomemos los datos de Cauchy definidos por

(bl(tv X, Pt 0) = fl(tv X, pl)
¢2i(t7 X, P15 0) = £2i(t7 X, pl)
¢3i(t7 X, P15 0) = £3i(t7 X, pl)

parai € {l,...,n—1}.

Sea ¢ definida por ¢y, = x,, ¢3, = P, ¥ sus otras coordenadas dadas por la
solucién al problema de Cauchy mencionado. Claramente ¢ |;;; = € X 0y como d¢s, = dp,
entonces ¢ es un difeomorfismo; ademas ¢(((F)NW) = E 0 W. Veremos que esto tltimo
implica que ¢(((F)) = E con lo que quedarfa demostrado el teorema.

Esto se sigue de que ((F)N W y E N W son subvariedades de C(E)y E -
respectivamente- de codimension 1, las cuales no tienen como vector tangente a H. Ademés

las curvas integrales de H son una foliacién de C(F)y de E. Como ¢ preserva estas curvas

entonces ¢(((E)) = E.&

3.3.2 Curvas integrales y su relacién con E

En esta parte estudiaremos las curvas integrales de una ecuacién F en la cercania
de la proyeccion de un punto cuspide.
Veremos como se puede transmitir la informacién que se tiene en J' acerca de

las relaciones entre la ecuacién F y el modelo FE. al espacio J°. Para esto analizaremos las
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propiedades que tiene el mapeo

T=mwmoW i

donde ¥ es un difeomorfismo que realiza la equivalencia de la ecuaciones (con W(F) = F).

Las curvas integrales de F son las imagenes bajo 7 de las soluciones geométricas
de E. Utilizando una caracterizacién de los mapeos cispide dada en el apéndice B, veremos
que 7 es un mapeo cispide. Este hecho y algunas propiedades de las soluciones geométricas

implican que las curvas integrales de E sean curvas regulares, cispides o curvas (3-4).

Los conjuntos %!

Empezaremos por ver cuales son las propiedades de las restricciones a F de los
conjuntos S! definidos por (2.6) en la seccién 1.3, asf como de sus proyecciones a J°.

Sea

wW=s5nE

Noétese que una de las propiedades que pedimos para que z, sea un punto singular
ctispide es que S N E en z,, en cuyo caso S también es transversal a £ (Ver la proposicién
12) lo que garantiza que X y X! son, localmente, subvariedades de I de dimensiones n y
n-1 respectivamente. Ademdas como z, es un punto singular, 2-regular de (f, H), tenemos

que %% = (). (Ver el corolario 7 del capitulo 1).

Ahora caracterizaremos a los conjuntos X! a través de propiedades relacionadas
con 7 |g. Paraz€ F'— X, 7 |g es una inmersién en z, pues f = det F'p,, de hecho se cumple
que

Y ={z €l | 7 |g noesinmersiénenz}

El campo H juega un papel relevante en tanto a dicha proyeccién, pues para z€ X

RH(z)=kerd(m |g)(2) (3.17)

Esto se debe a lo siguiente: Claramente en ¥, H € kerd(7 |g) pues H €T E y es
de la forma 'H =(f, f'p,'H3).. Ademds vimos en la proposicién 1 de 2.1 que

dr(2) (T, E)+ R(1,p) = Ty(J°) (3.18)
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por lo que 7 |g es de corrango 1 en X, lo que garantiza (3.17).
Se puede ver usando (3.17) y propiedades de la transversalidad de S y S! que
z €X' si y solo si kerd(7 |g)(z) C TR(X71), por lo que para [ € {1,2}, denotando ¥° = ¥

v = {Z x| 7 | nOesinmersiénenz}

Como ¥? = (), tenemos que 7 |51 es una inmersién, en particular 7(X1) es una
(n-1)-variedad.

Resumiendo algunos de los puntos que acabamos de ver, tenemos la siguiente

Proposicién 14: Si z, es un punto cispide de Fy X! = §'n E, entonces
a) Xy X! son variedades de dimensién n y n-1 respectivamente y ¥ = ().

b) 7 |z es un mapeo de corrango menor o igual que 1. En particular para z€ %

RH(z)=kerd(m |g)(2)

¢) T |z no es una inmersién y 7 |y si lo es.

;. Que tan singular es 7?7

Como dijimos anteriormente el mapeo

T=moW

P (3.19)

manda las soluciones geométricas de la ecuacion modelo en las curvas integrales de la e-
cuacién E= W(E).

De las propiedades de ¥ se sigue que el campo H genera al kerdw, cuando este
ultimo es distinto de {0} (o sea en f]), por lo que es de esperarse que una medida de que
tan singular sea 7, esté dada por la forma en que se anula d7 H.

El hecho de que f v dUH sean, respectivamente multiplos no nulos de fo W y
H o ¥ implica que

diH :Hf(la Us)

donde u es un germen de funcién no nula.
Notese que sabemos explicitamente los valores de f, por lo que la expresién anterior

nos permite estimar que tan fuertemente se anula diTH
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En la segunda parte de la siguiente proposiciéon traducimos esta expresion en
términos de la expresion de 7 bajo un determinado sistema de coordenadas de F para

el caso especifico con el que estamos trabajando.

Proposicién 15: Si (£,0) ~ (F,z,) y # estd dada por (3.19), entonces existe
una funcién no nula p tal que

Si ademés E es la ecuacién modelo, v 7 es la parametrizacién de E dada por

p3
U(Xapn) = (_?n — TnpPnX, Ovpn)

y definimos el mapeo
(I, X)=7on (3.20)
se cumple que
(T, X)
Ipn

(van) = (p721 + $n) (a(xvpn)'ﬁ(xvpn))

donde a(0) ~0.

Demostracion: La primera parte se demostré en el texto. Consideremos el campo
G determinado por

dnG:I:Ion

Por la primera parte de este lema, se cumple que

AT, X)G=pon fon (1,¥z0n) (3.21)
Utilizando que
f
f=ph+eyH= fp
_(1 ‘I’p%)en

se obtiene que

' =(0,...0,(p2 + 20)pn. —(1 4 p2))

por lo que
(T, X)
Oz,

(T, X)
opn

d(T,X)G = (p + 2,)pn —(1+p2)
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Utilizando (3.21) se puede despejar

(T, X)

e CERNC)

aT
Pn 5, —HON

donde ov = —3—, por lo que a(0) = p(0) £0.$

# es un mapeo cuspide.

Para demostrar que © es un mapeo cispide usaremos una caracterizacién de este

tipo de mapeos, la cual involucra la siguiente

Definicidén: Sea M una variedad y G : (M, z,) — R™. El orden por curvas de GG
en z,, que denotaremos og(z,) es el maximo de los ordenes en 0 de las curvas de la forma

G o, donde «a es cualquier curva en M que cumpla que o(0) = z, v o/(0) ~O.

La caracterizacion de la que hablamos se demuestra en el apéndice B y es la

siguiente

Teorema: El mapeo G : (R™,z,) — R™ es cispide si y solo si se cumplen las
siguientes condiciones

i) G es de corrango 1 en z,.

ii) det(d() es submersién en z,.

ii) og(z,) = 3.

Teorema 16: Si z, es un punto cispide de F, entonces 7 (definido en 3.19) es un

mapeo cuspide.

Demostracién: La demostraciéon la haremos primero en un caso particular y
después veremos que este caso implica los demas.

CASO 1: Supondremos que

#(0,x,0) = (0,%) (3.22)
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En este caso demostraremos que el mapeo (7', X) definido en (3.20) es un mapeo
cuspide en 0.

Claramente (T, X) es de corrango 1 en 0, pues 7 lo es en z,. (Ver proposicién 14),
por lo que basta demostrar las condiciones (ii) y (iii) de la caracterizacién que acabamos de
mencionar.

Primero traduciremos las condiciones (ii) y (iii) en términos de las parciales de
(T,X) y después checaremos que (7, X) las cumple.

AFIRMACION 1: Si (x,pn) — (T,X) define cualquier mapeo que cumple

(1,X),,(0)=10 (3.23)

Tx(0) = 0yXy(0) = id (3.24)

entonces se tiene que
a) det d(T',X) es una submersién en 0 si y solo si % lo es también en 0.
n

b) o(rx)(0) = 3 si y solo si

0T 0°T <8T) L(0) 0 X(O) (3.25)

~——(0) = 0y=—=(0 — :
ap%( ) yapi( )# pn pn
Demostracién:

a) Desarrollando por menores respecto a la dltima columna se tiene que

det d(T,X) = g—T det Xyt >

oXt
5
opn

donde 6; es el determinante del menor correspondiente.

Utilizando (3.23) se tiene que

J 9T 92X’
—(det d(T,X))(0) = 0) det X, (0
(4ot AT X)0) = 550-(0) det Xn(0) + 37 55 -(0)5(0)
TX 2T
= det ( jre ) (0)
Xx  Fy9n

Por lo que, usando (3.24), se obtiene que

Vdetd(T,X)(O):( o°r o°r 82T) (0)

0z10p,” " 0x,0p,” Op3

con lo que se demuestra (a).
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b) Nétese que ker(7, X)(0) = en11 por lo que o7 xy(0) >1 y ademds para medir

el orden de (7', X) basta usar curvas de la forma

a(py) = (x(pn), pn)dondex'(0) = 0 (3.26)

pues si una curva es tal que o/(0) A0y ((T,X)o a)’(0) = 0, entonces a'(0) = (0, ,) /0,
por lo que se puede reparametrizar de la forma (3.26).

Expresaremos ((T,X)o a)” (0)y ((T,X)o @) (0) en términos de las parciales de
(7', X). Para esto usaremos que si o : R — Ry a: (R,0) — (R™,0) entonces

(hoa)"(0) =d*h(0)(a’(0),a’(0)) + dh(0)a"(0)

(hoa)"(0) = d*h(0)(a(0),a(0),a'(0)) + 3d*h(0)(a(0), a"(0)) + dh(0)a"(0)

Aplicando esto a las entradas de (7,X) y utilizando (3.23), (3.24) y (3.26) se
obtiene que

((T.X)o )" (0) = (27?&0), S0+ x"(O))

(T, X) o) (0)

(prm) (5 )« 0.5+ x"'<o>)

n
92T
ap?

o(r,x)(0) =3 si y solo si %(0)— (8871;) x (0)-88?2:(0) A~0. El 7si” es inmediato, el "solo

si” se debe a que si no fuese asi , entonces cualquier curva o de la forma (3.26) tal que

para algin # €R". Por lo que o(r x)(0) >2 si y solo si (0) =0 y bajo este supuesto

x"(0) = —8827)2:(0) y x"”(0) = —p cumpliria que el orden de (7', X)o a en 0 seria mayor que
3.

Ahora vermos que el mapeo (7', X) definido en (3.20) es cispide. Por la hipétesis
oT
(3.22), (T, X) cumple (3.23) y (3.24), por lo que basta checar que V7-(0) /<0y (3.25).
Esto es una consecuencia inmediata de la proposiciéon 15.

Tenemos que
T
%(van) = (p721 +@n) a(X,pn)

donde a(0) ~0.

De aqui que la curva

orT
Pn %(Ovpn)

n
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tenga orden 2 en 0, lo que garantiza que

9°T °T
W(O) = Oyﬁ(o) # 0 (3.27)

Anélogamente, usando también el lema 4 se obtiene que

0°T 0?X
(0) A0y 7(0) =0

axnapn

lo que aunado a (3.27) implica V%(O) A0y (3.25), con lo que queda demostrado el caso
1.

CASO 2. (El complemento del caso 1). Notese que el teorema es valido para una
ecuacién E particular si y solo si lo es para una de la forma £’ = Cy(FE), donde Cy es el
contactomorfismo propio inducido por ¢. Esto se debe a la proposicién 2 y a que el siguiente

diagrama conmuta

o Cy
E — E — F
T\, |7 | =
JO - J°

¢

por lo que 7 es cispide si y solo si o (Cy o W) lo es.

De aqui que para demostrar este caso basta checar que dada cualquier ecuacion &
equivalente a £ en {z,,0} existe un difeomorfismo ¢ : (J°,(ts,%o)) — (J°,0) tal que po7
sea como en el caso 1 y ademads se pueda levantar a un contactomorfismo definido en una
vecindad de z,. Esto tltimo queda garantizado por que ¢}(zo) + ¢%(Zo) - Po £0 (Ver (3.4)
y (3.5) en la seccién 2.1).

Construiremos ¢ con esas caracteristicas. Sin pérdida de generalidad supon-
dremos que z, = 0. Sea R = {(t,x,p)€ J' |t =0,p=0}. R es una subvariedad de E
que cumple que cumple que H no es tangente a R,y utilizando el lema 3, obtenemos que en
Y. gen {H} = kerdx, por lo que 7 |r es una inmersién en 0. Ademds usando (3.18) y que

estamos suponiendo que po = 0, se obtiene que 7(R) se puede parametrizar de la forma
X —(T(X),X)
y através de esta parametrizacion la inversa local de 7 | se puede expresar de la forma

(7 |r) " (T(X),X) = (0,x(X),0) (3.28)
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donde x : (R™,0) — (R™,0) es un difeomorfismo local.

Sea ¢ definida por
H(1.X) = (T = T(X), x(X)) (3.29)

Como X +— (0,x(X).0) es una parametrizacién local de R, usando (3.28) y (3.29)
se sigue que ¢ o #(0,x%,0) = (0,x) ademés ¢} = 1, por lo que ¢ se puede levantar a un
contactomorfismo definido en una vecindad de 0. Con esto tenemos que la ecuacién E' =

Cy(L) entra dentro del primer caso y por tanto 7 es un mapeo cispide.$

Propiedades de las curvas integrales.

El siguiente teorema da algunas propiedades referentes a las curvas integrales de
una ecuacién que tiene un punto singular cispide. Unas son en torno a su comportamiento

microscépico individual y otras en tanto a la forma en que estan estructuradas en J°

Teorema 17: Si z, es un punto cispide de F entonces, restringiendo F a una
vecindad de z, se tiene

a) 7(¥!) es una (n-1)-variedad y () es difeomorfo a un cilindro cuspidal.

b) 7(X) divide a una vecindad de J° en dos regiones, por cada punto de una de
ellas pasa una tnica curva integral, la cual es lisa, y por cada punto de la otra pasan tres
curvas integrales, también lisas. Por cada punto de 7(X% — X1) pasan dos curvas integrales:

una cispide y otra lisa y por cada punto de 7(X%!) pasa una curva (3,4).

Demostracién: Sabemos que 7 |g es un mapeo cispide en z, y por tanto un
mapeo doblez en puntos de X — X!, De esto se siguen las propiedades enunciadas a excepcién
de la referente a la forma local de las curvas integrales que pasan por m(X1).

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z, = 0. Sea v = ({,x,p) la
parametrizacién de la solucién geometrica que pasa por 0 que cumple v/ = Hoy y 7(0) = 0.

Por la forma de H se tiene que

(t,x) = fovy (1,p)

Como 0 es un punto singular, 2-regular de (f,H) el orden de f o~ en 0 es dos,
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(ver el corolario 8 del capitulo 1) por lo que derivando la expresién anterior se obtiene

(t.x)"(0) =10
(t.x)"(0) = (f 2 )"(0) (1,0)
(1.%)™(0) = (f 0)"(0) (1,0)+3(f ©4)"(0) (1,p'(0))

Como ademds p’(0) ~0 los dos ultimos vectores son linealmente independientes,

por lo que (¢,x) es una curva (3,4),como lo garantiza el teorema 1 del apéndice B.{

Dentro de las limitaciones impuestas por este teorema, puede haber una gran
variedad de comportamientos distintos de las curvas integrales, esto se debe a que el tipo
de relacion de equivalencia que estamos usando no induce un difeomorfismo en J¢. Veremos
algunos ejemplos que muestran la diversidad que hay en la estructura de las curvas integrales

de una ecuacién en la cercania de un punto cispide.

Una de las caracterfsticas de la ecuacién modelo es que sus curvas integrales estan
contenidas en los planos dados por x; = ¢, esto determina una foliaciéon de J°, cuyas hojas
contienen a las curvas integrales de la ecuacién. El hecho de que la dimension de las hojas
sea dos es atipico.

El espacio tangente a cada una de las hojas de una foliacién como la mencionada
debe contener a los vectores de la forma (1, p) donde (¢, x, p) es un punto de la ecuaciéon. En
el caso de que F tenga un punto cispide, hay una regiéon de J° donde 7 |g es 3 a 1 por lo que
es de esperarse que, en general, las hojas de dicha foliacién sean al menos tridimensionales.

Analizaremos algunas ecuaciones de la forma

P1 — P(tvxvpn) =0

: (3.30)

las cuales tienen un punto singular en 0 si P(0) = 0.

Ejemplo 2: Sea £ como en (3.30) donde P(¢,x,p,) = P(p,). Veremos que
en general las curvas integrales de F no estin contenidas en las hojas de una foliacién

bidimensional.
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En este caso, si 2, < 0 entonces (0,x,p) €F si y solo si

(1,p) € {(1,0),(1,P(q),q),(1,P(~q),—q)}

donde % + z, = 0.
Se puede ver que el generado por este conjunto tiene dimensién 2 si y solo si todas

las entradas de P son funciones impares, lo que es un comportamiento inestable.

Ejemplo 3: Ahora tomaremos F como en (3.30), con n=2 y P(¢,x,p) =a(t)ps.

En este caso para ({,x) que cumplan 9¢? + 423 < 0, el espacio generado por

{(L,p) | (t,x,p) € E} (3.31)

tiene dimensién 2. Sin embargo esto no garantiza que las curvas integrales de la ecuacién
estén contenidas en una foliacién bidimensional.

Para ver esto construiremos una unoforma [ tal que su nucleo sea el espacio
generado por (3.31). una condicién equivalente a que la estructura inducida por ker 5 sea
integrable es que df |kerpg sea nula.

En nuestro caso se puede ver que el nucleo de la unoforma
B =dxy — a(t)dz,

contiene a (3.31). Ademas

dp = —d'(t)dt A dzy

la cual evaluada en vectores del nucleo de 5 da
dp (6, aduq, bay), (61, adaly, 62))) = (6t 6y — Stéaly) (1)

Con esto obtenemos que una condicién necesaria y suficiente para que las curvas
integrales de las ecuaciones de este ejemplo estén contenidas en una familia de superficies

bidimensionales es que a sea constante.

Con el siguiente ejemplo se muestra que ni siquiera cada curva integral vista indi-
vidualmente es homeomorfa a alguna curva integral del modelo en vecindades que contengan

a un punto cuspide.
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Ejemplo 4: Tomemos la ecuacién (3.30) con n=2y P(¢,x,p2) = p3 + 2.
Las soluciones geométricas de la ecuacién se pueden parametrizar por po, puesto
que H-(0,0,e,) /=0. Sea py — (t(p2), z1(p2), z2(p2)) una parametrizacién de una curva

integral de la ecuacién. Tenemos que

daq dt (p3 + x5)?

ST =" =
dps dp> p3+1
Como esto siempre es menor o igual que 0, las curvas integrales de esta ecuacion
no se autocruzan, mientras que todas las del modelo que pasen por puntos de ﬂ(f] — f]l) si

lo hacen.

Finalmente daremos un ejemplo de una ecuacién cuyas curvas integrales estan
contenidas en las hojas de una foliacién bidimensional y sin embargo no existe un homeo-

morfismo que las mande a las curvas integrales del modelo.

Ejemplo 5: Sea Fla ecuacién dada por
=0
P _
FF+aipe+t=0
Se puede ver que 0 es un punto cispide, y que
7(2) = {(t,x) [9¢* + 427 = 0}
(XY ={(t,x)|t=0 ya; =0}

Ademds las curvas integrales de F estdn contenidas en los planos 1 = ¢ y un
esquema de éstas es como se muestra en la figura. Es claro que no puede existir un homeo-

morfismo que mande las curvas integrales de F en las del modelo E.
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Appendix A

Deformaciones versales

En este apéndice daremos una idea intuitiva de lo que son las deformaciones ver-
sales de un germen g : (R,z,) — R y mencionaremos los resultados acerca de este tema

que necesitamos para nuestro trabajo.

Consideremos una funcion g y una familia a m pardmetros, {g,} a la cual pertenece
g, digamos que g = g,,. Esta familia la tomaremos suave en el sentido de que la funcion
definida por G(z, 1) = g,(z) es suave. Al germen de G basado en (z,,,) se le llama una
deformacion de g.

Una deformacion versal corresponde a una familia mdzima en el siguiente sentido:
Consideremos el espacio de funciones definidas en un intervalo que contiene a z, y una
accion,por ejemplo la de componer por la derecha con un difeomorfismo '. Una de las
condiciones que se pide para la versalidad de G, es que la union de orbitas de g, cubran una
vecindad de g. ST ocurre esto, cualquier otra familia suave debe poder ponerse en términos
de {g,} a través de una familia de cambios de variable en el dominio y modificando de
forma adecuada los parametros, de hecho se pide que esto se realice suavemente en alguna

vecindad de (x,, ji,).

Definicién: Se dice que una deformacion G de g es d-versal si para cualquier otra

deformacion de g, G', existen un germen ¢ : (R x R, (x,,,)) = (R, x,) de una funcion tal

1Otra accién puede ser la de componer por la derecha y por la izquierda con dos difeomorfismos, en este
caso hablaremos de deformaciones d,i-versales.
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que ¢(x,N\,) = x y un germen de mapeo £ : (R, \,) — (R™, u,) tales que:

G'(2,0) = G (p(z,)), E(N))

Ejemplo 1: Cualquier funcion cercana a z* estd en la orbita de x*+ ¢, para alguna
c. Veremos que G(x, 1) = 2%+ es una deformacion d-versal de x*. Sea G otra deformacion
2 y supongamos que G'(x,0) = x?. Para \ pequerio exviste una funcion \— x(\)

tal que %—Cj(w(/\),/\) = 0. Sea 1 el difeomorfismo definido por P(z,\) = (z — x(A),A) y
definamos H = G' o 171, Se cumple que H(x,0) = 2% y que %(0,/\) = 0; de aqui que

de x

H(z,\) — H(0,)\) = 22H;(2,A) para alguna funcion suave Hy que no se anula en una
vecindad de 0, por lo que H(x,\)— H(0,)) es el cuadrado de una funcion suave ¢. Con
esto tenemos que G'(z,A) = Glo(x — z(N)), G'(2(X),N)], o sea G es una deformacion d-
versal.

Poner un dibujo

Ejemplo 2: La deformacion de x* dada por G'(x,\) = x? + A3, a pesar de que
toda funcién cercana a z* estd en la orbita de G'(-, \) para alguna X, no es d-versal, ya que
st G es la deformacion del ejemplo anterior, claramente no se puede poner G en términos

de G', con & suave.

Ejemplo 3: G(z,)\) = 2% + Az no es una deformacion d-versal de x? pues los
valores criticos de g, son no-positivos, por lo que a pesar de que € sea arbitrariamente

pequetio, 2 + % no es d-equivalente a ninguna g.

Ejemplo 4: G(z,p) = 2% + pyx + p2 es una deformacion d-versal de x? pues la

deformacion del primer ejemplo es d-versal y "estd contenida” en ésta.

Observacion: Aunque la definicion de d-versalidad estd dada en términos de
gérmenes, el hecho de que G sea una deformacion d-versal de g, no significa que si G' es

una funcion cuyo germen es otra deformacion de g, entonces exista un mapeo local £ entre
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los espacios de pardmetros, tal que el germen de ¢\ en x, sea d-equivalente al germen de
gg(/\) €N Ty,
FEsto lo podemos interpretar como que los gérmenes de {g\} en x, no son suficientes

para completar, modulo d-equivalencias, el espacio de los gérmenes de funciones cercanas a

q.

Ejemplo 5: Sea g(z) = 2% y G(a,pu1,p2) = 2° + pa + pe mas adelante de-
mostraremos que G es una deformacion d-versal de g.

Notese que para pn # 0, los gérmenes de g, en cero, son de orden 1 y para jp =0,
es de orden 3. Consideremos la familia dada por gl(z) = x3 + Az?, si A # 0, éstas son de
orden 2 en cero, por lo que sus gérmenes en 0 no pueden ser equivalentes al germen en 0

de ninguna g,.

A continuacion se definird lo que significa que una deformacion sea infinitesi-
malmente d-versal, y como veremos mas adelante, quedard caracterizada en términos mas
sencillos y se verd que es equivalente a la d-versalidad.

La idea es definir adecuadamente lo que es el espacio tangente a la orbita y a una
deformacion de g, si la deformacion es d-versal, es de esperarse que estos espacios sumen

el total.

Definicién: Las velocidades iniciales de una deformacion G, en g y en xz,, son

los gérmenes en x, dados por:

. oG
G; = 3—Mz( " o)

donde G(z,1,) = g(2).

Definicidn: Fl espacio tangente a la orbita de g (en g y en z,) es el R-espacio
vectorial formado por las velocidades iniciales de las deformaciones de ¢, de la forma g o ¢,

donde ¢ es una deformacion a un parametro de la identidad.

Observacion: Aqui cuando hablamos de la orbita de g, nos referimos a ésta en el

espacio de funciones definidas en un intervalo, en este sentido, si ¢ es un representante de
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una deformacion de la identidad, entonces para p = i,, la familia g, = go ¢(-, ) estd en la
orbita de g. Con la definicion dada el espacio tangente a la orbita de g es una aprozimacion
lineal de ésta. Sin embargo el espacio tangente estd contenido en el espacio de gérmenes;

mdas adelante veremos por que se define ahi .

Definicién: Una deformacion de g es infinitesimalmente versal si el espacio tan-
gente a la orbita de g junto con las velocidades iniciales de la deformacion generan al espacio

de gérmenes.

Las deformaciones infinitesimalmente d-versales se pueden caracterizar de la sigu-

tente manera

Proposicién 1:Los siguiuentes enunciados son equivalentes:
i) G es una deformacion infinitesimalmente d-versal de g.

ii) Cualquier germen en x,, o, se puede representar de la forma
m -
a=gh+ Z ;G
=1

donde h es algun germen y ¢; € R.

% ak—lG
Y Dz ? 0 k-1

iii) g es de orden finito en z, y (G ) es una submersion en (., fi,),

donde k es el orden de g en z,.

Demostracidn: La equivalencia entre (i) y (ii) es inmediata.

Si se cumple i), entonces g es de orden finito, pues si ¢ fuese plana, entonces la
serie de Taylor de cualquier o seria una combinacion lineal de las series correspondientes
a Gi, lo que es imposible.

Sea k el orden de g en x, y sean P; gérmenes de los polinomios de Taylor centrados

en z, de orden k-2 de G; y r; gérmenes tales que:

Andlogamente, para cada «, sean P y r tales que:

a(z) = P(z)+ (z - xo)k_lr(x)
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Sea g1 tal que:

)i (x)

g(x) = (2 — x,
Con esta notacion tenemos que G es infinitesimalmente d-versal si y solo si para

cualquier P y para cualquier r, existen numeros reales, ¢;, y un germen h tales que:

P=> P
r=gih+ Z CTi
Como la segunda igualdad siempre se cumple para cualquier ¢;, pues ¢1(z,) #
0, entonces es equivalente que G sea infinitesimalmente d-versal a que los polinomios P;

generen, como espacio vectorial a los polinomios de grado menor o igual que k — 2.

Esta ultima condicion equivale a que la siguiente matriz, evaluada en x,, tenga

rango k-1
G G
O dpim
ak—lG ak—lG
A k=2 " Qpmdxrk—2

Como g es de orden k en z,, esto equivale a que se cumpla (iii).$

FEs fdcil ver que cualquier deformacion d-versal es infinitesimalmente d-versal,
ahora daremos un ejemplo que muestra que si se hubiese definido el espacio tangente a una
orbita como un subconjunto del espacio de funciones definidas en un intervalo I, esto no

seria cierto.

Ejemplo 6: Sea I=(—a,a) y g(x) = 2% + 223, G(a, 1) = g(x) + p.

Veremos que G es una deformacion d-versal de g, en z, = 0 :

Notese que la d-versalidad es una propiedad de gérmenes, por lo que a ese nivel,
g = (? para algin germen de difeomorfismo (. Por otro lado es fdcil ver que si I es una
deformacion d-versal de f y ( es un germen de difeomorfismo, entonces F(((z), i) es una
deformacién d-versal de f o (. Aplicando esto, tomando como F(z,u) = 2% + p se obtiene
lo enunciado.

Sin embargo no es cierto que cualquier funcion a, definida en el intervalo I, se
pueda representar de la forma

o= gh+ G
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donde h es una funcion definida en 1, y c una constante, pues como §(—5) = 0, las funciones

representables de esa manera cumplen que a(0) = a(—3%).

Las deformaciones d-versales reflejan la forma en que se “desdobla” un punto
singular de una funcion, por lo que se refieren a propiedades locales. Sin embargo no se
ha trabajado exclusivamente en el espacio de gérmenes, al menos en la discusion, pues las
transformaciones admisibles para la d-equivalencia en este espacio son muy pocas. Por otro
lado, el espacio de funciones definidas en un intervalo, es demasiado grande para poderlo
cubrir con la suma de los espacios tangentes a la orbita de g y a una deformacion d-versal
de g, si es que éstos se piensan como subespacios de C*(I, R), pues, como dijimos, las

deformaciones d-versales, se refieren a propiedades locales.

Dos teoremas importantes, que usaremos son: el que se refiere a la equivalencia
de los conceptos de d-versalidad y d-versalidad infinitesimal, y el que se refiere a la d-
equivalencia de deformaciones d-versales de funciones d- equivalentes (a un numero fijo de

pardmetros). Las demostraciones se pueden ver en [?, ?].

Teorema 2: Una deformacion G es d-versal en (x,, ) st y solo si es infinitesi-

malmente d-versal en (z,, ;).

Ejemplo 7: La deformacion de z*, a m pardmetros, dada por:

Gr(z,p) = 2% + pr_o2™ 2 4 pp_32™ 2 4 4 e + e

!
es d-versal. Fsto se puede ver checando que para toda | < k, (G, ...%) es submersion y

Gr(-, 1) no tiene puntos de orden mayor que k.

Teorema 3: Si g, en z, es d-equivalente a f en y,, y G y F son deformaciones
d-versales a m pardametros de fy g respectivamente, entonces existen gérmenes ¢ : (R X
R™ (2o,p00)) = (R, y0) y € (R™, puy) — (R™,v,) tales que:

i) (¢,€) es un germen de difeomorfismo.

i) G=Fo(¢,£)
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Una consecuencia de estos teoremas es el siguiente

Corolario 4: 5i G es una deformacion d-versal de g y el orden de g en z, es igual

a k, entonces existen ¢ y & como en el teorema anterior tales que

G= Gko(¢7£)

donde Gy, estd definida en el ejemplo 7.

El concepto de deformacion versal depende de la accion que se escoja. Hasta ahora
se tomo como la accion el componer por la derecha con un difeomorfismo. En el caso de que
la accion sea componer con difeomorfismos por la derecha y por la izquierda, se obtienen

resultados similares, los que utilizamos en este trabajo son los siguientes.

Definicién: Se dice que una deformacion G de g es d i-versal si para cualquier

otra deformacion de g, G’ se tiene que
G, A) = (G(P(x, A),£(A)), A)

donde ¢ : Rx R — R, ¢: R — R™, ¢ :Rx R — Ry cumplen que ¢(z,0) = z,
P(y,0) =y y £(0) =0.

Teorema 5: Sea g : (R,0) — R con orden k en 0 y G una deformacion de g,
entonces

A) G es d,i-versal si y solo si el mapeo definido por
oG oG
(x,,u) — (8_x7 ceey W) ($,,u)

es una submersion en 0.

B) Para k < m — 2 sea Gr: R x R™ — R definida por

Gk(%#) =aF 4 ,uk—zﬂﬁk_z + ,uk—396k_3 + .o+
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Si G es una deformacion a m pardmetros de g entonces G es d,i-versal si y solo

st a nivel de gérmenes se cumple

P (G(B(x, 1), (1)), 1) = Gi(z, 1)

donde ¢ : (Rx R™.(9(0),0) =~ (R,0), ¢:(RxR"™0)—(R,0), €:(R",0)—(R",0),
y ¥(+,0) y (¢,£) son difeomorfismos.

A.1 Genericidad.

Sea U un abierto de RY, diremos que una propiedad de funciones en C*(U, R)
es genérica si las funciones que la cumplen forman un abierto y denso de C*(U, R) con
alguna de las topologias C" de Whitney (finas).

Estas topologias se contruyen de la siguiente manera. Dado ¢ € C°(U, RY),una
(e,r)—vecindad de f es el conjunto de g € C*°(U, R) tales que

iiif zZ) — 2729(2) < G(Z)
021 ...02x 021 ...02x
para todo z € U y i1, ...,1N tales que Y i; <.
Si r es finito, una base de la topologia fina C" es la formada por las (e,r)-

vecindades. La topologia fina C'*° es la generada por las topologias C" con r en los naturales.

Un resultado que necesitamos en este trabajo es el siguiente:
Sea U un abierto de R x R™ y denotemos por V al subconjunto de C°°(U, R) de
las funciones F que cumplen que para todo (x,,u,) € F71(0) el germen de F en (x,, u,) es

una deformacion d-versal de v — F(z,u,)

Teorema 6: V es un abierto y denso con la topologia fina C°°*

2De hecho V es un abierto con la topologia fina C™%! lo que implica que también lo es con la topologia
fina C" con v > m + 1 y denso con la topologia fina C° por lo que también es denso con cualquier otra
topologia fina
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Demostracién: Aqui solo demostraremos la densidad. Para ver que V es un
abierto se puede hacer algo andlogo a lo que se hizo en el capitulo 1 para demostrar que A
es un abierto.

DENSIDAD Dado I € C*(U, R) daremos una deformacion de ' a m+2 pardmetros,
F (z,p, @) de tal forma que para valores de a arbitrariamente pequenos la transformacion
(z,p) — F (x,p,a) este en V.

Veremos que esto permite asequrar que para cada compacto K contenido en U, hay
elementos de V que son arbitrariamente C'*°-cercanos a F en puntos de K. Fsto junto con

el hecho de que V es un abierto permitird garantizar la densidad de V con la topologia fina

Para cada a = (a1, ..., ,12) € R™T2 denotaremos por
m+2

Fa,p) = Fle.p) + Z ozt
1=1

Afirmacién El conjunto de o € R™ %2 tales que F* ¢ V tiene medida cero.

Demostracién: Denotaremos por My, al conjunto de o € R™t? tales que para

algun (z,p) € U se cumple que

[ yet
(Fav"'vaal,T—}; )($7M):0 Y
(F“, v aal;_%a) noessubmersionen(x, )

Claramente V¢ = U2, M. Demostraremos que My, tiene medida cero.
Tomemos primero el caso en que k < m + 1

Sea 1) : R x R™ x R™? — R* definido por
N 8k—1FO‘
¢($,,M,Oé) = (F 7"'7W ) ($7u)
En términos de este mapeo a € My, si y solo si para alguna (x, )

(e, p, ) =0 y
T(¢(x,u))($vuva) <k

donde estamos denotando por ¥,y a la submatriz de la matriz jacobiana de ¢ correspon-

diente a las variables (z, ).
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Notese que los cero de v estdn dados por las ecuaciones

Fla,p) 4+ a1 + azx + .+ apyoa™t =0
Folz,p)+as+ ...+ (m+ Dag22™ =0

Fpma(a, ) + (k= Dlag + .o+ g2 0, pam =42 = 0

Por lo que se puede despejar (oq...ap) como funcion de (z,f, Qgt1..e, @py2) De-
notemos por a3 = (0q...05) y 03 = (Qpq1.e, @pg2). Con esta notacion tenemos que los

ceros de i se pueden caracterizar por

ay = ¢(x, 1, az)

Veremos que la siguiente transformacion tiene como valores criticos a las o € My,

Sea
f(xv 12 042) = (¢($7 12 042), 042)

Se tiene que (a1, az) es valor critico de & si y solo si

oy = ¢($7H7a2) Yy
(D)@, 1, a) < K

Para estimar el rango de ¢, ) usaremos que

¢($7M7 ¢(907H7a2)7 042) =0

por lo que

¢(x,u)($7 1 ¢7 042) + ¢a1 ($, 1 ¢7 042) gb(x,u)(wv 1 042) =0

Se puede ver que 1., es una matriz invertible, por lo que

T(¢($7M))($v 22 (bv 042) = T((b(x,u))(xv 22 042)

Con esto se tiene que « es un valor critico de £ si y solo si a € My. Por lo que

M. tiene medida cero

ak—lFa )

Flandlisis del caso k > m+2. Primero observemos que en este caso (F°, ... =T

no es submersion por lo que M2 D My, de aqui que basta tomar k = m + 2.
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En este caso se puede hacer la misma construccion, solo que ahora los ceros de

estdn dados por la ecuacion

a = (b(xv:u)

Nétese que ¢ estd definido en un abierto de R™! y su imagen estd en R™ 2, por

lo que M 19 también tiene medida cero.

Nota: La afirmacion anterior garantiza la densidad de V si el dominio de las
funciones es un compacto K, pues en este caso dada cualquier (e,r)-vecindad de I se
puede escoger o fuera de un conjunto de medida cero de tal forma que Z?;‘gz sea (€,1)
cercana a cero en K, lo que garantiza que F? esté en V interseccion la vecindad dada.

Demostracién de la densidad: Sea F' € C*°(U,R) y N una vecindad de F

construiremos una funcion G € VNN

Denotaremos por

HeC®UR)| VYzeH Y0)N K,elgermendeH enzesuna
K =
’ de formaciond — versal

Sea {C;} una sucesion de compactos tales que C; C Cipq y UFC; = U.

Construiremos una sucesion {(G;} de funciones de U tales que G € V,, NN y para

Gi(2) Gi-1(z)siz €C_y (A1)
I = .
F(z)size U — Ci1pq

FEsto permite que la funcion G definida por
G(z) = llim Gi(z)
cumple que G € VNN
Sea K, =C, yparar>1 K;=C;—ntC;_4

Tomemos \; € C*(U, [0, 1]) con soporte contenido en K; 1UK;UK; 11 que cumplan

N kor,=1yparai > 1 X |g.=1
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Para cada compacto K denotaremos por

| H ||, x=maxz € Kiy + .4 pyq1 <7

gt timi1 g
0zt .0z

Sea ¢ € COU,RY) y r en los naturales tales que la (e,r)-vecindad de F esté
contenida en N

Dada cualquier funcion Hy € V, la funcion
Gl = (1 — Al)F—F A1H1
estd en Vi vk, Yy coincide con F fuera de Cy. Veremos que se puede escoger Hy tal que

G~ Fll gy < O2

Para estimar esto usaremos que si k es un compacto y a y f € C(U, R) entonces

existe un numero positivo A tal que

leBllrrx < A llallkll5ll,x (A.2)

De aqui que, como Gy — F = A\(Hy — F') basta escoger Hy € V tal que
1 . €(z)

< m
A ‘ ’ Al ‘ ’ r KoUK UK, KoUK UK> 2

HHl - FHT,I(OUI(lUI(Q

FEscogeremos Hy € V' adecuada de tal forma que definiendo
G2 - (1 - AQ)Gl —|— AQHQ

se tenga que Gy € NN Vi, uK,0K,

Notese que Gy coincide con G en K, y con F fuera de Cs.

Aqui se utilizard que V es un abierto y como Gy € Vi, existe 61 > 0 y v tal que
si ||Gh — H||or i, < 61 entonces H € Vy, .

Utilizando (A.2) se puede ver que se puede escoger Hy € V tal que

| e
HGI - G2"max(r,r'),I(luf(guf(g < min {6171‘,15%}&](3 T}

FEsto garantiza que Gy € NN Vi, uK,0K,

En general se escoge Hy € V adecuada de tal forma que
Gr=(1-X )G + M,

esté en NN Vi, uk, y cumpla con (A.1), con lo que se demuestra la densidad de V — $
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Appendix A

Curvas (3-4) y mapeos doblez y

cuspide.

En la primera seccion de este apéndice caracterizaremos a las curvas que son difeo-
morfas a la imagen de la curva parametrizada por t — (t2,1*). En la seqgunda seccién lo hare-
mos para los mapeos doblez y cuspide; esto ultimo se hard en términos de tres propiedades
invariantes bajo (d-i)equivalencias: el corrango, la suavidad del conjunto singular y lo que

llamaremos el orden por curvas de un mapeo.

A.1 Curvas (3-4)

FEn este trabajo hemos llamado curvas (3-4) a aquellas que son difeomorfas (local-
mente) la imagen de t — (1*,1*) y hemos usado que si una curva estd parametrizada por
una funcion suave de orden 3 en 0, a, la cual cumple que su tercera y cuarta derivada en
0 son linealmente independientes, entonces se trata de una curva (3-4). Como cualquier
curva de estas caracteristicas estda contenida en una variedad de dimension 2, el siguiente

teorema garantiza lo dicho anteriormente.

Teorema 1: Sea a : (R,0) — R? una funcién suave. El germen de o es (d-
i)equivalente al gérmen en 0 de t — (1°,1%) si y sélo si o/(0) = a”(0) = 0 y {a’(0),a"(0)}

son linealmente independientes.
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Demostracion:
AFIRMACION 1: Bajo las hipotesis del teorema el germen de « es (d-i)equivalente

al germen de

e GIGE0) (A.1)

par algin ry que cumpla que o(ry) > 5.1

Demostracion: Componiendo por la izquierda con una transformacion lineal ade-

cuada se obtiene que a es i-equivalente a

t— (2(1),y(1))

donde o(z) =3 y o(y) = 4.

Como z es d-equivalente a s — s°

, componiendo por la derecha con un difeomorfis-
mo que realice esta equivalencia y por la izquierda con una transformacion lineal adecuada

se obtiene este resultado.

AFIRMACION 2: El germen de (A.1) es (d-i)equivalente al germen de
5 (53 + 7o(s), st + 7‘3(5)) (A.2)

donde o(ry) > 5 y o(r3) > 6.

Demostracion: Tomemos 7 la funcion de orden mayor o igual que 6 y a € R tales
que
ri(t) = at® + #(1)

a

452 se tiene que (A.1) es d-equivalente a

Haciendo el cambio de variable t = s —

una de la forma
5 — (53 - %as4 + Fo(s), 8T+ 7‘3(5))
donde o(73) > 5 y o(r3) > 6.

Componiendo ésta ultima por la izquierda con la transformacion dada por

(u,v) — (u + %av,v)

! Aqui denotaremos al orden de r en 0 por ofr).
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se obtiene lo desado.

AFIRMACION 3: El germen de (A.2) es d-equivalente al germen de
T — (7-3, 4 T(T))

para alguna r que cumple o(r) > 6

Demostracion: Sea ¢ un difeomorfismo cuyo germen cumple

(A1) + 72 (¢(7)) = 7° (A.3)
¢ lo podemos expresar de la forma

H(T) = a17 + a7t + 7(7)

con o(7) > 3. Veremos que a; = 1 y ay = 0. Flevando al cubo esta ultima expresion se

obtiene

((/5(7’))3 = a:l)’ 4+ 3(1%@2 4 7(T)

donde o(7) > 5. Como o(ry 0 ¢) > 5, usando (A.3) se obtiene que a3 =1 y az = 0.
Por otro lado, usando (A.3) se tiene que (A.2) es d-equivalente a

e (7, (0() + s (6(7)))
FEsta dltima expresion es de la forma enunciada pues ay = 1 y ag = 0.

AFIRMACION 4: Sio(r) > 5, entonces existe S : (R%,0) — R tal que dS(0)ey = 0

y que para t suficientemente pequeria se cumple que

r(t) = S(t°, %)

Demostracion: El lema de las funciones pares garantiza que cualquier funcion, en

particular v se puede expresar localmente de la forma

r(t) = bo(t?) + thy (17)
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Aplicando esto mismo a b, y a by se obtiene una expresion para r de la forma
r(t) = a,(t*) + tay (1) + 1% ax(t?) + 7 az(t*)

Notese que los coeficientes de la serie de Taylor de r correspondientes a los términos

47"+ son los coeficientes de la serie de Taylor de a;. Como o(r) > 5 entonces
al(0)=0
a1(0) = a,(0) = 0 (A.4)
02(0) =0

por lo que
ai(s) = s2aq(s)
as(s) = saq(s)

Con esto tenemos que para t pequena se cumple que

r(t) = ao(t*) + 17 a (¢ + 1 a (1) + 7 az(th)
Tomemos

S(u,v) = ay(v) + u’ @y (v) + u? ax(v) + waz(v)
Ndtese que dS(0)ey = al(0) =0 (Ver (A.4)).
DEMOSTRACION DEL TEOREMA: Usando las afirmaciones anteriores ten-

emos que el germen de a es (d-i)equivalente al germen de una funcion de la forma
T (7'3,7'4 + 5(73,74))

donde 22(0) = 0.
Sea ®(u.v) = (u,v+ S(u,v)). ¢ es un difeomorfismo en 0 pues 32(0) = 0.Se tiene
que

<I)(7'3, 7'4) = (7'3, o+ S(TS, 7'4))

con lo que queda demostrado este teorema.$
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A.2 Mapeos doblez y cispide

Ejemlos y definiciones.

El mapeo doblez estandar en R™ es el mapeo definido por
D(z,y)=(2*y)

donde (z,y) € R x R™~ L.
FEste mapeo dobla al espacio por su variedad singular dada por x = 0. la imdgen

de esta variedad es suave.

El mapeo cuspide estandar estd definido por

$3

C(wv}I) = (? + xth)
donde (z,y) = (2,Y1, ., Ym-1) € R™.
C es un difeomorfismo local fuera de su variedad singular 3., dada por 2 +y; = 0.

La imdgen bajo C' de X es el cilindro cuspidal dado por la ecuacion 9z? + 4y3 = 0.

A todos los mapeos que sean (d-i)equivalentes en zo a D (6 C') en 0 se les llama
mapeos doblez (6 ciuspide). Estos forman parte del conjunto de mapeos entre variedades de
la misma dimension que tienen corrango menor o igual que 1, y son los "menos singulares”
de este conjunto.

Una forma de medir el grado de singularidad local de un mapeo es a través de
orden de las imdgenes de curvas regulares. Mds precisamente, St M es una m-variedad y

G :(M,zo) —R™ es un mapeo, daremos la siguiente

Definicién: FEl orden por curvas de G en z, es el mdzimo de los ordenes de G o«
en 0, donde a es una curva reqular tal que a(0) = z,. A este orden lo denotaremos por
0c(2zo).

Caracterizacion de los mapeos doblez y cispide.

Estos mapeos estdn caracterizados por las siguientes propiedades
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Teorema 2:

1. G: R™ — R™ es un mapeo doblez en zq, si y solo si se cumple
i) El corrango de G en z, es igual a 1.
i) 0 (20) = 2

2. G: R™ — R™ es un mapeo cispide en z, si y solo si se cumple (1.7) y ademds
i) 0g(zo) =3

iii) det(dG) es submersion en z.

Demostracion: Se puede checar facilmente que el orden por curvas del mapeo
cuspide estandar es 3 y el del doblez estandar es 2 y usando solo cdlculo, que estos son
invariantes bajo (d-i)equivalencias. También las otras condiciones las cumplen los mapeos
doblez o cuspide; por lo que demostraremos que dichas condiciones son suficientes.

Primero se verd que cualquier mapeo G de corrango 1 en un punto es (d-i)equivalente
a uno de la forma H(z,y)= (h(z,y),y), en este caso las propiedades enunciadas en el teo-
rema son equivalentes a que h, vista como una deformacion de h(x,0) sea d,i-versal donde
el orden de h(-,0) es 2 0 3 respectivamente. Llevando h a su forma estandar obtendremos

lo enunciado.

AFIRMACION 1: Fl corrango de G en z, es menor o igual que 1 si y solo si G
es (d-i)equivalente en zo a un mapeo H : (R™,0) —R™ de la forma H(z,y) = (h(z,y),y)

Demostracion: El corrango es un invariante bajo (d-i)equivalencias, por lo que
basta mostrar la suficiencia. Bajo (d-i)equivalencias se puede suponer que G = (G, G?) :
(R x R™10) —(R x R™1,0) y que cumple que el rango de dyG*(0) es m-1, por lo que
el mapeo ¢ definido por ¥(z,y) = (v,G*(x,y)) es un difeomorfismo local.

Sea H = Got~l. Hes de la forma (h(z,y),y) pues hotp™ = (™), GZop™1),
por lo que G* o™ Ha,y) =y.

AFIRMACION 2: Si H(z,y) = (h(z,y),y) entonces o(0) coincide con el orden
de h(-,0) en 0.
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Demostracion: Es facil ver que el orden por curvas de un mapeo no depende de la
forma de paramétrizar la curva en el dominio del mapeo, ademds sia’'(0) # 0 y (Hoa)'(0) =
0, entonces oy (0) # 0, por lo que reparametrizando se puede suponer que a(z) = (x,y(z)).

En este caso se puede ver que si'y es de orden mayor o igual que | en 0, entonces

(hoa)(0) = 2L(0),...(hoa)=1(0) = 22k(0)
(hoa)D(0)= %(0) + (%, "'81/8,5_1 )(0) - yD(0)

Supongamos que h(-,0) tiene orden k en 0.

Sea y cualquier funcion de orden mayor que k, entonces el orden de h o o en cero
es k, por lo que oy (0) > k.

Sea « tal que H o o tenga orden mayor que k-1, entonces y también tiene orden

mayor que k-1, por lo que

(H 0 a)M(0) (akh <8h oh

W(OH 3—3/1""3@/7%_1) (0)-yM(0), y(k)(o)) #0

o sea oy (0) < k.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA: Solo demostraremos la parte del teorema
correspondiente a mapeos cuspide, pues para el doblez se usan los mismos argumentos.
Para esto usaremos las propiedades de las deformaciones d,i-versales que se encuentran en
el teorema & del apéndice A.

Notese que las propiedades (2.i1) y (2.i11) equivalen en el caso de mapeos de la for-

ma H = (h(z,y),y) a que el orden de h(-,0) en 0 sea tres y que (8%}21 s 8x88;Z_1 )(0)#£0
lo cual a su vez equivale a que (%, %) sea submersion en 0 y el orden de h(-,0) en 0

sea tres, o sea h vista como deformacion es (d-i)-versal en 0, por lo que existen gérmenes
b (R H(0) = (R,0) €2 (R™1,0) — (R™1,0) y ¢ : (R™,0) — (R™,0) tales que
(z,y)— (&(2,¥)£(y)) y ¥(-,0) son difeomorfismos y se cumple que

B () E3)).) = = oy (A5)

Veremos que esto implica que H es (d-i)equivalente a C.

Tomemos el difeomorfismos definido por
2(X,Y) = (v (X,674Y)) . £7(Y))

Usando (A.5) se obtiene que Zo H o (¢,£) = C$
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