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Introduccion

En el andlisis matemdtico una parte importante de los espacios estudiados resultan
ser espacios de Banach. En las aplicaciones se trata a menudo de extraer subsucesiones
convergentes de sucesiones dadas y nuestro trabajo trata de dar condiciones para que esto
sea, posible.

Para la lectura de este trabajo basta un curso basico de andlisis funcional. Es
decir, conocer los teoremas de Hahn-Banach, el teorema de la funcién abierta, el teorema
de Banach-Steinhauss y el teorema de la grafica cerrada.

El trabajo aqui presentado, estd dividido en seis capitulos:

En el primer capitulo trabajamos con compacidad en espacios vectoriales norma-
dos.

Empezamos por considerar la estructura isomorfa de los espacios vectoriales nor-
mados con la misma dimensién finita (Teorema 1.1.1). Posteriormente, a partir del lema
basico de F. Riesz (lema 1.2.1), concluiremos que para que cada sucesién acotada en un
espacio vectorial normado X tenga una subsucesién convergente es necesario y suficiente
que X sea de dimensién finita (Teorema 1.3.1).

Finalmente se d& una breve introduccion a los operadores compactos y una mejora
del lema de Riesz.

Como se aprecia en el estudio de la compacidad en espacios vectoriales normados,
la topologia inducida por la norma contiene demasiados abiertos para permitir la aplicaciéon
de principios de extraccién de subsucesiones. Este hecho nos conduce a considerar topologias
més débiles en el espacio vectorial normado de tal manera que estas estan més relacionadas
con la estructura lineal del espacio y con la busqueda de principios de extraccién de sub-
sucesiones. Asi, en el capitulo 2 se introducen las topologias débil y débil*.

En espacios vectoriales normados de dimensién finita se puede probar que las tres



topologias son equivalentes, por lo que en adelante sélo se manejan espacios vectoriales
normados de dimensién infinita.

La topologia débil se puede definir en todo espacio vectorial normado, el espacio
vectorial con esta topologia resulta ser un espacio vectorial topolégico localmente convexo
y Hausdorff (Teorema 2.1.1 y seccién 2.2).

Probamos enseguida que el espacio vectorial con la topologia débil no es metrizable
(Teorema 2.2.3), por lo que la topologia débil esta estrictamente contenida en la topologia
inducida por la norma. El resultado mas relevante de esta seccion es el siguiente: si K C X
es un conjunto convexo entonces K = K% (Teorema 2.2.2).

La topologia débil* sélo se define en espacios duales, aunque esto ltimo es com-
pensado por el hecho de que la bola cerrada unitaria en X* es w*-compacta. (Teorema de
Banach-Alaoglu 2.3.2). Otro resultado bastante importante es que X es w*-denso en X**.
(Teorema de Goldstine 2.3.1).

En una dltima seccién se dan mas caracterizaciones de los operadores compactos
en terminos de la topologia débil*.

Es un hecho conocido que en espacios métricos los conceptos de compacidad y
compacidad por sucesiones son equivalentes. En el capitulo 3 se aborda el problema de la
equivalencia de dichos conceptos en la topologias débil y débil*.

Aunque el espacio vectorial con la topologia débil no es metrizable, el teorema de
Eberlein-Smulian afirma que dichos conceptos son equivalentes (Teorema, 3.1.1).

Respecto a la topologia débil* tenemos lo siguiente: si K C X* es w*-compacto
por sucesiones entonces K% es w*-compacto (Teorema 3.2.1). Con un ejemplo se muestra
que el inverso no es verdadero en general.

En el caso en que X es separable tenemos que si K C X* es w*-compacto entonces
K es metrizable respecto a la topologia débil* (Teorema 3.2.3).

En el capitulo 4 se define la ”integral de Bochner” de una funcién con rango con-
tenido en un espacio de Banach. Dicha teoria se desarrolla de manera andloga a la integral
de Lebesgue. Se introduce el concepto de funcién p-medible y se prueba un importante
teorema de Pettis que caracteriza este tipo de funciones (Teorema 4.1.1). Otro teorema
fundamental es la caracterizacién de Bochner de las funciones Bochner-integrables (Teo-
rema 4.1.2), la cual reduce en gran medida el trabajo ya que se consideran integrales de
Lebesgue.

Con esta herramienta a la mano se prueban dos resultados:



1.- El teorema de Orlicz-Pettis: Si )z, es una serie formal tal que todas sus
subseries son w-convergentes entonces todas sus subseries son convergentes (en norma).
(Teorema 4.2.1)

2.- Un teorema de Krein-Smulian: Si K C X es w-compacto entonces coK es
w-compacto (Teorema 4.3.1).

En el capitulo 5 se introducen las nociones de base de Schauder y de sucesién
bésica. Se da enseguida una caracterizacién de las sucesiones bésicas, como una aplicacién
de lo anterior se muestra una base de Schauder para el espacio L,[0,1) 1 <p < oco.

Se prueba ademds que todo espacio de Banach de dimensién infinita contiene al
menos una sucesién bésica (Corolario 5.0.1).

Con la teoria de este capitulo se da otra prueba del teorema de Orlicz-Pettis.

Es un hecho conocido que para que una serie de escalares sea absolutamente con-
vergente es necesario y suficiente que la serie sea incondicionalmente convergente. En el
capitulo 6 se trata de ver bajo que condiciones el resultado se da en espacios vectoriales
normados. La respuesta la da el teorema de Dvoretsky-Rogers: toda serie incondicional-
mente convergente en X es absolutamente convergente si sélo si X es finito dimensional
(Teorema 6.0.10).

Para probar lo anterior, se desarrolla la teoria de operadores absolutamente p-

sumables que es ademads, de interés independiente.



CAPITULO 1

Compacidad en espacios de Banach

En este capitulo trataremos el concepto de compacidad en espacios vectoriales
normados. Empezaremos por considerar la estructura isomorfica de los espacios vectoriales
normados de dimensién finita. Es decir, probaremos que todos los espacios vectoriales
normados sobre el mismo campo y con la misma dimensién finita son isomorfos. En seguida,
probaremos un lema bésico de F. Riesz y concluiremos a partir de él que a fin de que cada
sucesidon acotada en el espacio vectorial normado X tenga una subsucesién convergente

(Propiedad de Bolzano-Weierstrass) es necesario y suficiente que X sea de dimension finita.

1.1 Espacios vectoriales de dimensién finita.

Teorema 1.1.1 Si X y Y son espacios vectoriales normados sobre el mismo

campo con la misma dimension finita, entonces son isomorfos.

Prueba:

Supongamos que dim X = n, basta probar que X es isomorfo a [4,donde I§ =

{(a1,...,an)|a; € K} con la siguiente norma:
n 1/2
I(ay,...,an)ll = (Z |az'|2>
i=1
Sea {z1,...,z,} una base de Hamel normalizada para X.

Definimos el operador I : [§ — X como sigue:

n
I(a1,...,a,) = Zaifﬁi
i=1



Claramente dicho operador es lineal y de la unicidad de la representacién de cada
elemento x € X en terminos de la base, se sigue que el operador es inyectivo. Dado que el
conjunto {z1,...,z,} es una base de Hamel se concluye que es suprayectivo.

Asi, I es un isomorfismo lineal de [} sobre X. Ademds para cada

(a1,...,an) €15 se cumple
n
HI(alv"'van)“ = Z aiZ;
;,L:l
< X lail ||zl
=1
n ) 1/2
< n{ Y |a )
i=1
= nll(ai,-..,a)]

Por tanto, I es un operador lineal acotado. Resta probar que I~! es continuo.

Definamos la funcién f : Sjp — K como sigue:

n
D aii
=1

La funcién anterior es continua, ya que f = ||-|| o I|s,,. Dado que Sjp es un sub-
2

flar,.. an)) =

conjunto compacto de K™, entonces la funcién f alcanza su valor minimo m > 0. Es decir,

existe (b1,...,b,) € Spp tal que

m=f((by,...,bn)) < f((a1,...,an))

para todo (ai,...,a,) € Spp.

Si m = 0 entonces % bix; =0y como {xi,...,z,} es una base de Hamel para X
se sigue que b; =0,7=1,.. Z?lz Una contradiccién,ya que (bi,...,b,) € Spp.
Por tanto,
n
O<m < Z; a;x;
= |1 (ay,...,an)ll

para todo (a1,...,a) € Spp.

De donde se sigue que

m (a1, s an)l| < (ar, .- an)l

para todo (a1,...,a,) € 15.



De este modo, ||[I7'z| < L ||z|| para todo = € X. Asf I™" es continuo. O

Nota: En adelante, un isomorfismo debe entenderse como un isomorfismo homeomérfico.
Corolario 1.1.1 Los espacios vectoriales normados de dimension finita son completos.

Prueba:

Sea X un espacio vectorial normado con dim X = n. Sea {z1,...,z,} una base de
Hamel normalizada para X.

Consideremos a I : [} — X, el isomorfismo del teorema anterior y sea (y,,) C X

una sucesién de Cauchy, entonces dado que
J1te =7y < e -

para todo z,y € X, se sigue que (I*Iym) es una sucesiéon de Cauchy en /3.
Es un hecho conocido que [§ es un espacio de Banach, (K™ con la métrica usual).
Por tanto, existe (bi,...,b,) €[5 tal que n}gnoo I Yy, = (by,...,by).

Dado que I es continuo, entonces:

lim vy, = "}i_r)nooII_lym = I(by,...,bn)

m—00 0
= Z b;xz; = e X
i=1

a

Corolario 1.1.2 SiY es un subespacio de dimension finita de un espacio vectorial normado

X, entonces Y es un subespacio cerrado de X.

Prueba:
El corolario anterior implica que Y es un subespacio completo, pero todo subespa-

cio completo de un espacio métrico es cerrado.O

1.2 El lema de F. Riesz.

Lema 1.2.1 (Riesz F.,1918) Sea Y wun subespacio cerrado propio del espacio vectorial
normado X y 0 < 0 < 1, entonces existe 1x9 € Sx tal que ||zg — y|| > 0 para todo y € Y.

Prueba:
Seaz € X\Y y 0 <0 <1 fijjo.



Dado que Y es cerrado entonces d = inf {||z — y|| |y € Y} > 0.

Coémo 0 < € < 1 entonces % > 1 y por tanto % > d, de donde se sigue que existe
z€Y tal que 0 < ||z — z|| < %.

Sea xg = ﬁ € Sx.

Si y € Y, entonces

leo =yl = || =2 -y
= ol = G+l =2yl
d 0.7 _
2 ey > ad =9

El siguiente ejemplo muestra que el resultado anterior no es valido si 6 = 1.
Sean X = {z € C[0,1] ] (0) = 0},Y = { € X| [y = (t) dt = 0}
Claramente X y Y son subespacios vectoriales de C'[0,1] y Y es un

subespacio propio de X.

es un espacio de Banach.

Recordamos en este punto que (C'[0,1], ||*||,,ax)

Afirmamos que X C C'[0,1] es cerrado. En consecuencia X es un espacio de
Banach.

Esto es ficil. Sea € X entonces existe (z,) C X tal que

nll)rgo Hxn - x’lmax =0

pero la convergencia uniforme implica convergencia puntual entonces:

lim z, (0) =z (0) =0

n—o0

Dado que (z,) C X y nlLrgO |Tn — 2||,0 = O entonces z € C'[0,1]. Se sigue que
z e X.
Afirmamos también que Y C C'[0, 1] es cerrado.
Sea y € Y, entonces existe (y,) C Y tal que RIL%O 1y = Yllmax = 0- Asf,y €Y C X
y ademads tenemos
1

1 1
0= lim yn(t)dt:/ lim yn(t)dt:/ y (1) dt
0 0

n—00 0 n— 00

Por tanto, y € Y.

Probaremos que no existe x € Sy tal que d (z,Y) > 1.



Supongamos que existe z; € X\Y tal que ||z1]| = 1 y [|Jz1 — y|| > 1 para todo
yey.

1
o t)dt
Tomemos z € X\Y arbitrario. Sea ¢ = w, entonces:

0 x(t)dt

A%xﬂﬂ—nx@”ﬁ:iﬁzn@ﬁﬁ—cﬁlmwdtzﬂ

Asi, z; —cx € Y y por tanto, |21 — (21 — cz)|| = ||cz|| = || ||z|| > 1.

de donde se sigue que,

Abuyﬂgkﬂwmwﬁ

Definimos (y,) C C'[0, 1] como sigue:

121l e (1.2.1)
para todo z € X\Y.

Claramente y,(0) =0, y, € C[0,1],n=1,... entonces y, € X, n=1,...

1
Joun (8)dt = fo”ntdt+f%1dt

1
— nta _1l_1_1
- 2|0+1 n_l 2n

Por tanto, y, € X\Y, n = 1,... Ademds, es claro que | y,|| = 1, para todo

max

n € N.
De 1.2.1 se sigue que

1 1 1
1—-—gL/xqwﬁwg/|manﬁg1
2n 0 0

para todo n € N, por tanto ‘fol z1 (t) dt‘ =1

Dado que z1 € C'[0,1] y z1 (0) = 0, se sigue que existe § > 0 tal que 0 < |z ()| <
si 0 <t < § entonces:

1
2

1:Lgxmnﬁ\

IN

ol (1) dt
= e @) dt + [ |21 ()] dt
< Lo+ ffdt=1-1s

Lo cual no es posible.

De todo lo anterior se concluye que no existe tal z € X.O
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1.3 Compacidad.

Teorema 1.3.1 (Riesz F.) Sea X un espacio vectorial normado. Cada subconjunto
cerrado y acotado de X es compacto (Propiedad de Heine-Borel) st y sélo si X es

de dimension finita.

Prueba:

Necesidad.

Supongamos que X es de dimensién infinita.

Sx es un conjunto cerrado y acotado, probaremos enseguida que no es compacto.

Afirmamos que existe (z,,) C Sy tal que ||z, — 25| > 3 si m # n. Esto ltimo
implica que Sx no es compacto por sucesiones. Lo cual es suficiente ya que en espacios
métricos compacidad por sucesiones es equivalente a compacidad, se sigue que Sx no es
compacto.

Construiremos la sucesiéon antes mencionada por induccidn.

Sea 1 € Sx. Por el corolario 1.1.2 (z;) es un subespacio cerrado propio de X.

Entonces por el lema de Riesz, existe zo € Sx tal que ||axy — zo| > % para todo

o € K. En particular ||z — 2| > 3.

Supongamos que se han construido zi,...,z, € Sx tal que ||z; —z;|| > % si
1<i<g3<n.
Por el corolario 1.1.2 (x1,...,x,) es un subespacio cerrado propio de X.

Usando nuevamente el lema de Riesz, hallamos x,1 € Sy tal que

n

Z QT — Tpt1

=1

>

N —

para todo o; € K,2 =1,...,n.

En particular ||z; — zp41]| > 3, =1,...,n.

Entonces (z,,) es la sucesién deseada.

Suficiencia.

Supongamos que dim X = n. Por el teorema 1.1.1 X es isomorfo a [%, i.e. existe
un operador lineal bicontinuo I : X — [3.

Si K C X es cerrado y acotado, entonces I (K) C 5 es cerrado y acotado, por
tanto compacto. Asi,K = I~ (K) es compacto.O

Presentamos a continuacion otra prueba de la necesidad.
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Supongamos que si K C X es cerrado y acotado entonces K es compacto. Se
sigue entonces que By es compacto. Por tanto, existen
Ti,...,Zy € Bx tal que Bx C LnJ (:Jc, + %BX) .

Sea Y = (z1,...,zy), ;)r el corolario 1.1.2, Y es cerrado. Es un hecho conocido
que X/Y es un espacio de Banach.

Consideremos la funcién canénica ¢ : X — X/Y. Sabemos que ¢ es un operador
lineal continuo tal que ||¢|| = 1.

Sea z € By, entonces existe y € By tal que z = x; + %y para algin: =1,...,n.
Ast, o (z) = ¢ (4) = ¢ (y), lo anterior implica que
¢ (Bx) C 3¢ (Bx)-

Tomemos ¢ (z) € ¢ (Bx) arbitrario, entonces existe z; € Bx tal que ¢ (z) =
¢ (1) . Asimismo existe 72 € By tal que ¢ (z1) = ¢ (22) y asi sucesivamente .. .

Entonces existe z,, € By tal que ¢ (z) = 3¢ (z,), de donde se sigue que

1 1

1
i )1l = o5 o )l < sz hall = 5

dado que n € N es arbitrario entonces ¢ (z) = 0.

De lo anterior se concluye que ¢ (Bx) = {0} y por tanto X/Y es de dimensién
cero, Y = X. O

Corolario 1.3.1 Si X es un espacio vectorial normado de dimension infinita, entonces Sx

no es compacto. En particular, Bx no es compacto.

Prueba:

Ver la prueba de la necesidad del teorema anterior. O

Definicién 1.3.1 Sea M un espacio topoldgico. Un subconjunto K de M se llama relati-

vamente compacto si K es un conjunto compacto.

Lema 1.3.1 Sea M un espacio métrico. K C M es relativamente compacto si y sélo si cada
sucesion (x,) C K, tiene una subsucesion convergente (:an) (Notese que no afirmamos
que el punto limite esté en K ).

Ver [Ba;pag. 70]

Ejemplos :
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1) Compacidad relativa en C (K).
Sea (K,d) cualquier espacio métrico compacto, denotemos por
C(K) = (C(K),|I'llax) €l espacio de Banach de las funciones continuas definidas en K y

con valores en K, con la norma uniforme.

Definicién 1.3.2 F CC(K) se llama equicontinuo, si para cada € > 0 existe § > 0 tal que
six1,x9 € K y d(z1,22) < 0 entonces |f (x1) — f (x2)| < € para toda funcién f € F.

Teorema 1.3.2 (Arzela-Ascdli) Sea F CC (K) acotado. Entonces F es relativamente
compacto st y solo st F es equicontinuo.

Prueba:

Necesidad.
Sea ¢ > 0 dado.

Si F es relativamente compacto entonces existen fi,..., f, € F tal que

FCFcC U <fi + EB@(}())
i=1

3
Dado que K es compacto, cada funcién f;,¢ = 1,...,n es uniformemente continua
en K.
Asi, existen §; > 04 =1,...,n tal que si 21,29 € K y d(x1,z2) < J; entonces
3
|fi(z1) — fi(z2)] < 3
parai=1,...,n. Sea § = 1I§nii£n6i'
Tomemos f € F arbitrario, entonces f € f; + 5B¢(k) para algin
1=1,...,n, por tanto

[f (21) = (@) < |F (1) = fi (w)| + [fi (@1) = fi (w2) [ + [ fi (22) = [ (2)]

< €

siempre que z1,z9 € K y d (z1,22) < 4.
De lo anterior se sigue que F es equicontinuo.
Suficiencia.
F es equicontinuo.
Recordamos que todo espacio métrico compacto es separable, es decir existe D C K

numerable tal que D = K.
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Supongamos por un momento lo siguiente:

i) Si D C K es un conjunto denso numerable y (f,) C F, entonces existe una
subsucesion de (f,) que converge puntualmente en D.

ii) Cualquier sucesién equicontinua que converge puntualmente en S C K, converge
uniformemente en S.

Con lo anterior se sigue facilmente el resultado. Sea (f,) C F arbitraria. Basta
probar que dicha sucesién tiene una subsucesién convergente (en la norma uniforme), de
donde se sigue que F CC (K) es relativamente compacto. (Lema 1.3.1)

Por i) (f,) tiene una subsucesion ( fnj) que converge puntualmente en D. Por ii)
( fn].) converge uniformemente en D = K.

Solo resta probar i) y ii).

Prueba de i).

Supongamos que D = {z1,x9,...}.

Dado que F CC (K) es acotado, entonces existe M > 0 tal que

1|l hax < M, para toda f € F.

Asi, |fi(z1)] < [|filljax < M, @ =1,.... Por el teorema de Bolzano-Weierstrass,
la sucesién (f; (z1)) admite una subsucesién (f1; (z1));2, convergente.

Nuevamente |f1; (22)| < | f1illmax < M, 7 =1,.... Entonces la sucesion (f1; (z2))io,
admite una subsucesion (fo; (22));°; convergente.

Continuamos el proceso anterior ...

Afirmamos que (fy,) es la subsucesion de (f,) que satisface lo requerido. Esto es

claro, ya que para cada j, (fnn (2;)), es tarde o temprano una subsucesién de la sucesién

n
convergente (fj; (z;))5, -

Prueba de ii).

Sea (f,) una sucesién equicontinua que converge puntualmente en S C K, pro-
baremos que converge uniformemente en S.

Sea ¢ > 0 dado. Por hipdtesis existe 0 > 0 tal que si d(z1,22) < ¢ entonces
|fi (1) — fi (z2)| < € para cada i € N.

Dado que K es compacto y S C K se sigue que S es compacto. Por tanto, existen
T1y.. Tm €S tal que S C 'G1B6 (z;) .

i=

Por hipétesis las sucesiones  (fn (2;)),—, son convergentes para cada
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1=1,...,m, entonces existen N; € N, s =1,...,m tal que
|fp (z:) — fn (zi)| <€ si p>n>N;

Sea P = max Nj.
1<i<m_

Tomemos x € S arbitrario, entonces d (z,x;) < d para algin i =1,...,m. Asi,

[fp (@) = fn @) < |fp (@) = fp (@) + |fp (@) = fu (@)] + | fn (23) = fn ()]
< 3e

(1.3.2)

sip > n > P. Se sigue que (f,(r)) es una sucesién de Cauchy para cada z € S. Sea

f ()= tim f, ().

De 1.3.2 se sigue que ||f — fullpax < 36 8in > P. O

max

2) Compacidad relativa en [, (1 <p < o).

Teorema 1.3.3 Para cualquier p fijo, 1 <p < 0o, sea F' C I, un conjunto acotado.

o0
Entonces F es relativamente compacto si y sélo silim Y. |z;|” = 0 uniformemente
0
=n

para x = (x;) € F.

Prueba:
Necesidad.
Dado que F Cl, es relativamente compacto entonces existen
Ti,...,Tm €1, tal que
m
FcFclJ <$i+%Blp>
i=1

o0
Del hecho de que Y |z; (§)|P < 00,4 = 1,...,m se sigue que existen N; € N tal
j=1

que
S (P < (5) winzNi=1m
j=n

Sea P = max N;.
1<i<m
Tomemos z = (z;) € F arbitrario, entonces ||z — z;||,, < § paraalgini=1,...,m.

Asi, escribiendo z; = z; — z; (j) 4+ x; (j) y usando la desigualdad de Minkowski tenemos,

. 1/p o 1/p o 1/p
( |ij”> < (Z |z — 2 (j)l”) + (Z |z; (j)lp) <esin>P.
j=n j=n J=n
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Dado que P no depende de z € F, se sigue el resultado.

Suficiencia.

Por ser F' C [, acotado entonces existe M > 0 tal que ||x||lp < M para todo z € F.

Sea (z,) C F arbitraria, para probar que F' es relativamente compacto tenemos
que mostrar que (z,) admite una subsucesién convergente en .

Escribamos z,, = (z, (i));°; entonces |z, (1)| < ||(I,‘n||lp <M,n=12,...
por el teorema de Bolzano- Weierstrass existe (1) una subsucesién de (z,,) tal que (2,1 (1)),
converge.

Nuevamente |zp1 (2)] < ||zni|| < M n = 1,2,... entonces existe (z,2) una sub-
sucesién de (z,1) tal que (2,2 (2)),2, converge.

Y continuamos con el proceso. ..

Consideremos a la sucesion (zp,) C F. (Znp,) es una subsucesién de (z,) que
satisface que (Zn, (¢)),—, converge para cada i.

Sea ¢ > 0 dado.Por hipdtesis existe P € N tal que

o
> |z’ <& si n> P, paracada z € F

i=n

En particular se cumple lo siguiente:

i |Zmm () — Znn (1)|P < e paratodo m y n.
i=P+1
Dado que (2 (7)), converge para i =1,..., P entonces
P
m}%gloo ; |Zmm (1) — T (D) =0

Asiexiste P, € N tal que

P
Z |$mm (Z) — Znn (’L)|p <esi mn>P
i=1

y por tanto

[o¢]
|Zmm (1) — Tnn (i)|p + 2 |Tmm () — Tpn (i)|p <2
1 1=P+1

o

| Zmm — annHﬁ =
1

si m,n> P

. . p _
Se sigue entonces que m,lﬁrgoo |Zmm — Zanll, = 0.
Por tanto, (£,,) es una sucesién de Cauchy en el espacio de Banach [,,,1 < p < oo

y es entonces convergente.O
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1.4 Operadores compactos entre espacios de Banach.
Sean X y Yespacios de Banach.

Definicién 1.4.1 Un operador lineal T : X — Y es llamado compacto si T Bx es relati-

vamente compacto, i.e si T Bx es compacto.
A continuacién enunciamos dos lemas que serdn de gran utilidad.

Lema 1.4.1 Sea M un espacio métrico completo. K C M es totalmente acotado si y solo

st es relativamente compacto.
Ver [Ba;pag. 70].

Lema 1.4.2 K C X es relativamente compacto si y solo si para cada € > 0 existe K. C X

relativamente compacto tal que K C eBx + K-..

Prueba:

Necesidad. Basta poner K, = K.

Suficiencia.

Dado que X es un espacio métrico completo, basta probar que K es totalmente
acotado.

Sea € > 0 arbitrario. Por hipétesis existe K. C X relativamente compacto tal que
K CeBx + K..

Dado que K. es compacto existen ki, ..., k, € K, tal que

n

K. C |J (ki +eBx) =eBx + {k1,...,kn}
i=1

Por tanto,

n

K CeBx + (eBx + {k1,...,kn}) = 2¢Bx + {k1,... ,kn} = | J (ki + 2¢Bx)
=1

Lo anterior implica que K es totalmente acotado.O

Teorema 1.4.1 T : X — Y es un operador compacto si y solo si para cada

sucesion acotada (1,) C X, (Tx,) tiene una subsucesion convergente.
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Prueba:

Necesidad.

Sea (z,) C X tal que |lz,]| < M, n = 1,..., entonces {32} C Bx. Dado que
{T (%2)} C TBx y TBx es compacto se sigue que (T' (%)) = tiene una subsucesién conver-
gente. Por ser T lineal, (T'z,) tiene una subsucesién convergente.

Suficiencia.

Sea (T'zy), C TBx arbitraria, por hipétesis existe una subsucesién (mn]) tal que

(T:I:nj) converge. Del lema 1.3.1 se sigue que T'Bx es relativamente compacto.O

Teorema 1.4.2 Sea T : X — Y un operador compacto,entonces T es un operador
acotado. FEs mds, los operadores compactos de X en Y forman un subespacio
cerrado del espacio de los operadores lineales acotados y en particular, consti-

tuyen un espacio de Banach.

Prueba:

Dado que T es un operador compacto, entonces TBy es compacto. Por ser Y
un espacio métrico entonces TByx es acotado. Asi, TBx es acotado y por tanto T es un
operador acotado.

Sean T',S : X — Y operadores compactos.

Sea () C X una sucesién acotada y A\, u € K arbitrarios.

Por el teorema 1.4.1 (T'z,) tiene una subsucesioén convergente (T:Jcnj) .Por el mismo
teorema,(anj) tiene una subsucesién convergente (S:Jcnjl) .

Asi, (()\T + uS) (:I?njl)) es una sucesién convergente. Nuevamente, por el teorema
1.4.1, el operador AT + ©S es compacto.

Probaremos que el subespacio de los operadores compactos de X en Y, es un
subconjunto cerrado del espacio de los operadores lineales acotados.

Sea (T},) una sucesién de operadores compactos, T, : X - Y y T : X — Y un
operador acotado tal que lim T, — T = 0.

Sea ¢ > 0 arbitrario, entonces existe P € N tal que

|(Tp —T) (z)|| < e, para todo z € By

Asi, Tz € Tpx + eBy para todo x € Bx. Por tanto TBx C TpBx + ¢By. En-
tonces como TpBx es relativamente compacto y usando el lema 1.4.2, se sigue que T'Bx es

relativamente compacto.
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Por definicién, T' es un operador compacto.O

Consideremos los siguientes resultados:

i) Sie: X — Y es un encaje compacto isomérfico de X sobre e (X) entonces
dim X < oo.

ii) Si M C X es un subespacio cerrado y si ¢ : X — X/M el operador candnico
es compacto, entonces dim ¢ (X) < oo.

iii) SiT: X — Y es un operador compacto y S :Y — Z es un operador acotado,
entonces S o T es un operador compacto.

iv) SiT : X — Y es un operador acotado y S : Y — Z es un operador compacto,
entonces S o T es un operador compacto.

v) Si X es un espacio vectorial de dimensién infinita, entonces el operador I : X —
X dado por Iz = z, no es compacto.

Prueba:

i) Por ser e un encaje de X sobre e(X), entonces e(Bx) C e(X) es cerrado.
Dado que e es un operador compacto entonces e (Bx) = e (Byx) es compacto. Por tanto
e~!(e(Byx)) = Bx es compacto en X. Del corolario 1.3.1 se sigue que dim X < oo.

ii) Por ser M un subespacio cerrado, se sigue que X/M es un espacio de Banach.
El operador candnico ¢ : X — X /M, es una funcién abierta (de hecho B =P (B%))-

Por hipédtesis ¢ (Bx) es compacto en X/M. Ahora,

Bgxy C Bx/n = ¢ (BX) C ¢ (Bx)

entonces By,x) C ¢ (By), implica que B, (x) es compacto. Del corolario 1.3.1 se sigue que
dimp (X) < oo.

iii) Dado que T (Bx) es compacto y S : Y — Z es continuo, entonces S (m)
es compacto.

Pero, (SoT) (Bx) C m = ST (By), implica que (S o T') (By) es compacto.

iv) Por ser T' un operador acotado, existe M > 0 tal que T (Bx) C M By. Por
tanto ST (Bx) C M S (By).

Por hipdtesis, S (By) es compacto, se sigue entonces que ST (By) es compacto.
v) Por el corolario 1.3.1, I (Bx) = Bx no es compacto.
Ejemplos de Operadores Compactos.

1) Sean X = ¢y, Y =1 y definimos el operador T': X — Y como sigue:
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x x
T(J?l,lljg,...): (:L‘l,2—§,...,—n >

n?’

Claramente T" es un operador lineal

Si z € X, entonces Z lzg < (E 112 = %2 1zl
] =1

Asi, Tx € I} para todo reXy ademas T = %2.
Dado € > 0 existe P € N tal que Z < € si n > P, entonces

Z:|(T:1: |_Z|xl| Z—<s

i=n
para todo x € Bx y para todo n > P. Por el teorema 1.3.3 que caracteriza la compacidad
relativa en [,,, 1 < p < oo; se sigue que T'Bx C [y es un conjunto relativamente compacto.
Por tanto, T es un operador compacto.

2) Sea X = (C'[0,1], |||l 1,ax) - Para f :[0,1] x [0,1] = R continua, definimos el

1
:/ f(s,t)xz(s)ds
0

Por la linealidad de la integral se sigue que T es un operador lineal. Ademas:

operador 7" : X — X como sigue:

17 e < s [ 17 (5,002 5) s < ol max1F s,0)

max — te 0,1] MAX (s el xI

lo que implica que 7" es un operador acotado y de hecho

T <
7 < max I (s.0)

Dado que f es continua en el compacto I x I, entonces es uniformemente continua.
Asi, dado £ > 0 existe § > 0 tal que si \/(3—3’)2—1— t—t) <y (s,t),(s,t) e I xI
entonces |f (s,t) — f (s',t')] <e.
En particular, |t —¢'| <4 implica |f (s,t) — f(s,t')| <& para todo
€ [0,1]. Por tanto,

Jo 1f (s,8) = £ (s, )]z ()| ds
S sup |f(3at) - f (Svtl)| S €

0<s<1

|(Tz) (t) — (Tz) ()]

IN
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para todo x € By. Entonces TBx C X es un conjunto acotado y por lo anterior es equicon-
tinuo. Por el teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 1.3.2) TBx es relativamente compacto.
Por tanto T' es un operador compacto.

3) Sea H un espacio de Hilbert separable y de dimensién infinita y sea {z,}
un conjunto ortonormal completo en H.

Definimos un operador T': H — H como sigue:

o0 o0
Siz = ) a;z; entonces Tx = }_ ﬁ__ilxi+1.
=1 =1
Como z € H entonces («;); € l2, entonces (ﬁﬁ) € ls. Entonces T' es un operador
1

lineal bien definido.

n
Definimos T, : H — H n = 1,2... por Tpz = 3 ﬁ__ilxi+1. Entonces T,z €

=1
(x9,...,Tp41) para todo z € H. Ademas
n a2
| Thz||® = > 7;_:1‘ <||z||* <1 paratodo z € By

i=1
Asi, T, By es un subconjunto cerrado y acotado del subespacio vectorial de di-
mensién finita (z9,...,x,11), entonces T;, By es compacto. (Teorema 1.3.1).
Se sigue que T}, es un operador compacto para cada n € N.
Sea ¢ > 0, entonces existe P € N tal que % <esin>P.

Tenemos entonces,

2 — a; \? 2 .- 2 2 2
Tz — Thz||” = E (H-—1> <e¢ E a; < ez
1=n+1 1=n+1

para todo x € H,n > P, lo cual implica que ||T —T,| <esin > P.

Se concluye que T es un operador compacto (Teorema 1.4.2).

4) Los operadores lineales acotados T : X — Y tales que dim7TX < oo se llaman
degenerados y son compactos.

Esto es claro ya que TBy es un subconjunto cerrado y acotado del espacio de

dimensién finita TX. (Teorema 1.3.1).

1.5 Reflexiones sobre el lema de Riesz.

Durante la prueba del teorema 1.3.1, se construyé una sucesion (x,) de un espacio

de dimensién infinita X, tal que ||z, — 7| > 3. Lo anterior se logré usando el lema de
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Riesz. De hecho se puede construir la sucesién de tal manera que ||z, — z,,|| > 6,donde
0 <0 <1 es fijo.

El teorema que sigue es una mejora del proceso anterior, donde se puede construir
dicha sucesién con § = 1.

Probaremos antes algunos lemas preparatorios.
Lema 1.5.1 Si X es wun espacio wvectorial de dimension infinita vy

n
fiyo s fn s X = K son funcionales lineales, entonces N = () ker f; es un subespacio de
=1
dimension infinita.
Prueba:

Definimos el operador T': X — K" de la siguiente manera:

Ty = (flxa"'afnx)

Claramente T es un operador lineal y kerT' = N. Por un resultado de algebra
lineal tenemos que dim7'X + dimker7 = dim X. Dado que dim X = o0, se sigue que
dimN =o00. O

De lo anterior se sigue que si X es un espacio vectorial de dimensién infinita y

n
fi,..., fn son funcionales lineales entonces (| N; # {0} .
i=1
Lema 1.5.2 Sea X un espacio vectorial y f1,..., fn, [+ X = K funcionales lineales. Sea
n
N; = ker f; y N = ker f. Entonces existen escalares ay,...,a, tales que f = > «a;f; sty
=1

solo si ﬂNCN

liPrueba
Necesidad. Es claro.
Suficiencia.
Deﬁnimos el operador lineal T : X — K™ por: Tz = (fiz,..., fox).Si Tz = Tx'
entonces r — 7’ € ﬂ N; C N, por tanto fzx = fz'.
Deﬁmmos F TX — K por: I'(Tz) = fx. De lo anterior se sigue que I' es un
funcional lineal bien definido en T'X C K". Extendemos ' a un funcional lineal F en K™.

Esto implica que existen aq,...,a, € K tal que

n
F(ug,...,up) = Zaiui
i=1
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para todo (uq,...,u,) € K™ Asi
n
i=1
para todo z € X. O

Lema 1.5.3 Sea X un espacio vectorial y fi,...,fn : X = K funcionales lineales y sean
N; = ker f;, C; = ) (N;\N;), 1 < i,j < n entonces fi,..., fn son linealmente indepen-
J#

dientes si y sdlo si para cada i, C; # (.

Prueba:
fi,...,fnson linealmente dependientes siy sélo siexiste s tal que f; = > «; f;
J#i
siy sélosi (1 Nj C N; (lema anterior) si y sélo si
J#
(X\V;) ﬂ(ﬂN) C; = 0 para algin 1
J#

O

Lema 1.5.4 Si f1,..., fn : X — K son funcionales linealmente independientes entonces

existe y € X tal que fiy <0,2=1,...,n

Prueba:

Por el resultado anterior C; = (X\N;) N N Nj ) # () para cada 1.

Por tanto existe z; € C; tal que f;x; = 0, sji?é; #1y fjz; #0,sii=j Sin perdida
de generalidad podemos suponer que fjzj <O0.

Seay—ZacZ Asi, ij—zfsz fizj<0j=1,...,n. 0O

A cont1nuac1on enunc1amos y probamos el teorema ofrecido.

Teorema 1.5.1 (Kottman, 1975) Si X es un espacio vectorial de dimension in-

finita, entonces existe (v,) C Sx tal que ||z, —zp| > 1 st m #n.

Prueba:
Construiremos tal sucesiéon por induccidn.
Escojamos 1 € Sx.Por el teorema de Hahn-Banach,existe 7 € X* tal que 27z, =

[z =1, ademds [|z1]| = ||z ]| = 1.



23

Supongamos que zi,...,%), € Sx= y Z1,...,%, € Sx han sido escogidos de tal
manera que: zj,...,z, son linealmente independientes, ||z, —zi]| > 1i=1,...,n—1y
zim; = il = |l

Por el lema anterior existe ye X talquezjy<0i=1,...,ny porel lema 1.5.1

existe un vector no nulo = € ﬂ ker ;.

Afirmamos que existe ko € R tal que ||y|| < ||y + koz|| . En caso contrario, tendri-

amos que ||y|| > |ly + kz|| > |||yl — ||kz||| para todo k € R, entonces ‘1 — |k| ‘I;”H < 1 para
todo k£ € R lo que es una contradiccién.
n
Entonces para cualquier combinacién lineal no trivial ) a;z; tenemos
i=1
Zaz (y + kox)| = Ealw y
< (1.5.3)
< ‘ E (6724
Sea Tp41 = W% y sea 1 € X* que satisface
|zl = 251 () =11
n
De 1.5.3 se sigue que |3 oz} (Tn41)
N n
Si zy, 4 fuera combinacion lineal de z7,...,zy, i.e z;,y = > a;z] entonces
i=1
L= laonzni | < 2] =1
una contradiccién. Por tanto z7,...,z, ; son linealmente independientes.
Por otro lado,
|zi Tnt1 — zi@i| < |27 || [[zn1 — zill = |lzn4r — 2l i=1,...,n

Pero zix; =1y xjzpy1 = ziy <0¢=1,...,n implica

||y+kofv\|

1< [2i2ni = 1] < |2nss —aill i =1,...,n
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CAPITULO 2
Las topologias débil y débil*.

En el capitulo anterior se mostré que la topologia inducida por la norma contiene
demasiados abiertos para poder aplicar principios de extraccién de subsucesiones. Obser-
vamos que para que cada sucesién acotada en X tenga una subsucesién convergente es
necesario y suficiente que X sea de dimension finita.

Lo anterior nos conduce a considerar otras topologias en X que estdn més rela-
cionadas con la estructura lineal de los espacios y buscar principios de extraccién de sub-
sucesiones en esas nuevas topologias.

Las dos topologias de mayor importancia en la teoria de espacios de Banach, son
la topologia débil y la topologia débil*, recibiendo dichos nombres por ser topologias mas
débiles que la inducida por la norma.

La topologia débil se puede definir en cualquier espacio vectorial normado, en
cambio, la topologia débil* sélo se define en los espacios duales, aunque esto tltimo tiene
como compensacidon que la bola unitaria en el espacio dual resulta ser débil*-compacta.
(Aunque esta compacidad no nos asegura principios de extraccién de subsucesiones como

se verd en un ejemplo mds adelante).

2.1 Espacios vectoriales topolégicos.
Definicién 2.1.1 Supongamos que T es una topologia en un espacio vectorial X tal que

a) Todo punto de X es cerrado

b) Las operaciones del espacio vectorial son continuas respecto a 7
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entonces a 7 se le llama una topologia vectorial en X y (X,7) se llama un espacio
vectorial topolégico.

Sea X un conjunto y F' una familia no vacia de funciones f : X — Y}, donde cada
Y} es un espacio topolégico.

Consideremos a 7 igual a la coleccién de todas las uniones arbitrarias de intersec-
ciones finitas de conjuntos f~' (V) con f € F y V abierto en Y;. Por un resultado bien
conocido, 7 resulta ser una topologia en X y es de hecho la ”topologia mas pequena” que
hace continua a toda f € F. Asi, 7 es llamada la topologia débil en X inducida por F,

mas explicitamente la F-topologia de X.

Lema 2.1.1 Si F' es una familia que separa puntos en X y ademds cada Yy es un espacio

de Hausdorff, entonces la F-topologia de X es una topologia de Hausdorff.

Prueba:
Sean p,q € X con p # g,entonces existe f € F tal que f (p) # f (¢);los puntos
f(p) v f(q) tienen vecindades ajenas en Yy cuyas imagenes inversas bajo f son ajenas y

abiertos (por definicién).O

Teorema 2.1.1 Sea X un espacio vectorial y X' un espacio vectorial de funciones
lineales en X que separa puntos de X. Entonces con la X'-topologia (7'), (X, 1)
es un espacio vectorial topologico Hausdorff localmente convexro cuyo espacio

dual es X'.

Prueba:
Dado que K es un espacio de Hausdorff entonces el lema anterior implica que 7’
es una topologia de Hausdorff, en particular, los puntos son cerrados.

Sea £ > 0 y consideremos Aq,...,A, € X' entonces

W (0;A1,...,Ap,e) = {ze€X||Aiz|<e, i=1,...,n}

= AA7 (B0 —

es claramente un conjunto convexo, balanceado y por definicién pertenece a 7. De hecho,
la coleccion de todos los conjuntos de la forma 2.1.1 constituye una base local para 7'. Asi,
! ’
7' es una topologia localmente convexa en X.
Consideremos ahora una vecindad bésica de un zy € X arbitrario, entonces de la

linealidad de A;, 2 = 1,...,n se sigue que:
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W(xo;Al,...,An,&‘) = {(IIEXHAZ'(II—AZ'ZE()|<€,’izl,...,n}
= $0+W(0;A17"'7An76)

Se sigue que 7' es invariante bajo traslaciones y por tanto, estd totalmente descrita
por la base local en 0 dada por 2.1.1.

Si 2.1.1 se da, entonces
1 1
§W(0;A1,...,An,6)+§W(0;A1,...,An,6):W(O;Al,...,An,&?)

Esto iltimo implica que la adicién es continua.

Sea z € X y « un escalar, entonces z € sW (0;Aq,...,A,,e) para algin s > 0.Si
|6 —a|<ryy—zecrW escribimos fy —ax = (B—a)y+a(y —z).

Dado que y — x € rW, entonces y = x + xg donde zg € rW, asi

[Ai (By —ax)| < [B—al [Agy| + |al[Ai (y — )]
r (|Aiz| + |[Azo|) + |a| re
(r(s+r)+rla))ei=1,...,n

IN

A

Entonces fy —az € W (0;Aq,..., Ay, €), sir es tan pequeiio que

ris+r)+rlal <1

Por tanto, la multiplicacion es continua.

Hemos probado que (X, 7') es un espacio vectorial topolégico localmente convexo.

Por la definicién de la topologia 7/, cada A € X' es 7/—continuo. Inversamente
supongamos que A es un funcional lineal 7' —continuo en X. Entonces |Az| < 1 para todo
x en algin conjunto de la forma W (0; Aq,..., Ay, ¢€).

Es claro que F] ker A; C W (0;Aq,...,A,, €). Entonces afirmamos que (Tﬁ ker A; C
ker A. = =

Sea =z € F] ker A;, entonces Az € F] ker A; para todo escalar A. Asi, |A (Az)| <
|A| [Az| <1 para %3(110 escalar A. Se sigue qlljel Az =0, iex €kerA.

Por el lema 1.5.2, se sigue que A = i1 a;A;. Dado que A; € X' y X' es un espacio

=

vectorial, A € X'. O

Definicion 2.1.2 Un conjunto D estd dirigido, si hay una relacion < en D que satisface
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a)d=d
b) si d1 j d2 y d2 j d3 entonces d1 j d3
c) si dy,ds € D entonces existe d3 € D tal que dy < ds y d2 < d3

Definicién 2.1.3 Una red en un conjunto X es una funcion x : D — X donde D es un
conjunto dirigido. El punto z (d) usualmente es denotado por xq y por lo general hablaremos

de 7la red (zq)”.

Definicién 2.1.4 Sea (z4) una red en el espacio vectorial topoldgico (X, 1'), entonces (x4)

converge débilmente a x € X (escrito w — éimD zq =), si dada cualquier vecindad débil W
€

de x, existe dy = do (W) € D tal que d = dy implica x4 € W.

Teorema 2.1.2 Sea (X,7') el espacio vectorial topoldgico del teorema anterior y
(xq) C X una red. Entonces w — gir% g = St y solo si éimD Azgy = Ax para cada
€ €

Ae X'

Prueba:

Necesidad.

Sean A € X' y ¢ > 0 arbitrarios. Entonces z + W (0; A, €) es una vecindad débil
de x entonces, por hipétesis existe dyg € D tal que d > dy implica 24 € x + W (0; A, ¢), i.e
|Azg — Az| < € sid > dy.

Suficiencia.

Sea .+ W (0;Aq,...,A,, ) una vecindad débil de z. Por hipétesis existen d; € D
i =1,...,n tal que si d > d; entonces |A;xzq — Ajz| < e. Por la definicién de conjunto
dirigido existe d’ € D tal que d’' = d;, i = 1,...,n.

Asi, si d = d' entonces x4 € x + W (0;A1,...,Ay,e). O

2.2 La topologia débil de un espacio vectorial.

Sea X un espacio vectorial normado. Sean z,y € X tal que z # y. Por el teorema
de Hahn-Banach existe z* € X* tal que z*z # x*y; lo cual implica que X* separa puntos
de X.

La X*—topologia de X es llamada la topologia débil de X. Por el teorema 2.1.1
con dicha topologia X es un espacio vectorial topoldgico Hausdorff localmente convexo y lo

denotaremos por (X, w). Ademéas (X,w)" = X*.
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Dado que cada z* € X* es ||-|| —continuo y la topologia débil es la menor topologia
con dicha propiedad entonces la topologia débil estd contenida en la topologia inducida por
la norma.

CONVENCION: En adelante, para expresar una propiedad topoldgica respecto
a la topologia débil anteponemos una letra w. Asi, diremos que un conjunto es w-compacto,
w-cerrado etc.

Una pregunta natural es jqué diferencias existen al considerar a X con la topologia
débil y con la topologia fuerte (la inducida por la norma)?

En el caso que X es de dimension finita se tiene que la topologia débil y fuerte
coinciden.

Supongamos entonces que X es un espacio vectorial normado de dimensién infinita.

Consideremos una vecindad débil de 0, W = W (0; z7, ..., x}, €) , entonces f@] ker z; C
- i=1

Por el lema 1.5.1 F] ker z7 es un subespacio de dimensién infinita. Se sigue en-
tonces que toda vecindad d:éT)lil de 0 contiene un subespacio de dimensién infinita.

De la desigualdad |[|z| — [ly[l| < ||z —y||, se sigue que la norma es una funcién
continua en X; sin embargo, es no w-continua en cada punto de X:

El hecho que W (0;z7,...,z}, ) contiene un subespacio de dimensién infinita im-
plica que toda w-vecindad de 0 contiene vectores de norma arbitrariamente grande. Por
tanto, ||-|| es no w-continua en 0 y por linealidad no lo es en ningun punto.

Se han mostrado algunas diferencias y a continuacién veremos afinidades.

Primero enunciaremos un teorema importante para nuestros propdésitos:

Teorema 2.2.1 (Bdsico de separacion) Supongamos que A y B son conjuntos con-

veros, ajenos, no vacios en un espacto vectorial topoldgico localmente convexo
X.

a) Si A es abierto existen z* lineal, real, continuo y v € R tal que
' <y <z'y

para todo z € A y para todo y € B.
b) Si A es compacto y B es cerrado entonces existen z* lineal, real,
continuo, ;72 € R tal que

e <y <7y <2y
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para todo z € A y para todo y € B.
Ver [Ru2;pag. 59].

Teorema 2.2.2 (Mazur, 1933) Sea X un espacio vectorial normado. Si KC X es

convexo entonces K = KV,

Prueba:

Recordamos que la cerradura de un conjunto es la interseccién de todos los con-
juntos cerrados que lo contienen.

Dado que la topologia débil estd contenida en la fuerte y usando el hecho anterior
se sigue que A C A% para todo A C X.

Como K C X es convexo, entonces K es convexo.

Ahora si K esta contenido propiamente en KV, tomamos 7o € KW\K.

Por el teorema anterior existen z* € X* y «, 8 € R tal que
Ty < a < f < z*k para todo k € K
Por tanto,

z*zy < a < f <inf {:Jc*k| ke F} (2.2.2)

Sin embargo, dado que zy € K%  existe unared (z4) C K tal que
Ty = w—(liinll) z4. Por el teorema 2.1.2 lo anterior implica que z*zy = }lir% z*x4, lo cual
€ €

contradice 2.2.2.0

Corolario 2.2.1 Si (z,) C X es una sucesion tal que w- lim x,, = 0, entonces eziste una
n— 00

sucesion (oy,) de combinaciones convezas de los T, tal que lim||oy| = 0.
n
Prueba:
Tenemos {z,} Cco(z1,...) = co¥(z1,...). El hecho de que
w- lim z, = 0 implica que 0 € co® (z1,...). Asi, existe (0,) C co(z1,...) tal que
n o0
li71£n||an|| =0.0

Corolario 2.2.2 Si Y es un subespacio de X, entonces YV =Y.
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Ahora el teorema anterior nos ayudard a probar un resultado curioso y sorpresivo,
a saber: si X es un espacio vectorial normado de dimensién infinita, entonces Bx = _}”( y
que constituye otra diferencia mas entre la topologia fuerte y la débil.

La prueba es como sigue:

Dado que By es convexo, tenemos que By = BY. Asi, Sy C By implica que
SY C Bx.

Sea z¢ € Bx con ||| < 1. Mostraremos que zy € S%.

Sea W = zy + W (0;7,...,z),¢) una w-vecindad de z( arbitraria. Sea N =
[@] ker 7, entonces g + N C W.
o Ya que dim N = oo, podemos escoger x € N no nulo.

Definimos la siguiente funcién f : R — R dada por
f ) = llzo+Az| -1

Dicha funcién es continua y satisface f (0) = ||zo|| — 1 < 0.

Afirmamos la existencia de A\ € R tal que f (A1) > 0, en caso contrario tendriamos
que ||zg + Az|| <1 para todo A € R, lo cual implica que
—|lzoll + |\ |z|| <1 para todo A € R, lo que es absurdo.

Por el teorema del valor intermedio existe X' € R tal que
f ) = lwo+ XNa|| =1=0
Del hecho de que 2o+ Nz € 29+ N C Wy ||zg + Nz|| = 1 se sigue que Sx W # 0.
Hemos probado entonces que By C S¥. Pero Sx C S% implica que
Bx C S%
O

Teorema 2.2.3 Si la topologia débil de un espacio vectorial normado X es me-

trizable entonces X es de dimension finita.

Prueba:
Supongamos que (X, w) es metrizable. Sabemos que topologias metri-zables satis-
facen el primer axioma de numerabilidad.

Sea entonces B = {W7, Ws...} una base local débil en 0.



31

Recordamos que los conjuntos W; tienen la siguiente forma:
W, =W (0; $Z(z‘71)+1v . ,:1::;(2-), 52-) , donde n (0) =0

Enseguida construimos una nueva base local débil de 0, B; = {V1,V;5...} de la

siguiente manera:

Ponemos
_ Lk * * * :
W =w 0,361,...,xn(l),xn(1)+1,...,xn(Z),mm(gl,eg)
A»

c WiNws

Sea ¢, = min (1, €9, €3) entonces

Vo= W (03 Ao )41, Ty €5) © Wi [\ Wa [\ W

Y asi sucesivamente construimos V;, ¢ > 3.

Por la forma en que se construyen los V; se sigue que B; es una base local débil
de 0.

Entonces existe una sucesion (z}) C X* tal que dada cualquier w-vecindad U de
0, existe e >0y n(U) € N tal que W (0; m’{,...,m;’;(U),s) cU.

Sea x* € X* arbitrario y consideremos la w—vecindad W (0; z*, 1), entonces existe

e>0yné€N tal que
W (0;7,...,25,e) CW (0;2",1) = {z € X||z*z| < 1}

lo cual implica que, como ya habiamos visto antes, que existen escalares «; tal que

z* = i:oziwf (2.2.3)
i=1
Sea F, = (z%,...,z},), entonces cada F;,, C X* es un subespacio de dimensién
finita y por tanto cerrado.
De 2.2.3 se sigue que X* = Ej F,,. Por el teorema de categoria de Baire existe

m=1
m € N tal que F?, # 0, lo cual implica que F,,, = X*, i.e. X* es de dimensién finita y por

tanto X lo es. O

Corolario 2.2.3 Si X es un espacio vectorial normado de dimension infinita, entonces

(X, w) no es metrizable.
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Definicién 2.2.1 Si X es un espacio vectorial normado, entonces eziste un encaje (candénico)
1 : X = X* dado por izz* = x*x. De hecho la funcion i : X — X** es una isometria

lineal.

Definicién 2.2.2 Sea K C X. Decimos que K es w-acotado si existen constantes M (z*)

tal que sup |z*x| < M (z*) para todo z* € X*.
TEK
Lema 2.2.1 Si K C X es w-acotado, entonces K es acotado.

Prueba:

Por hipdtesis existe M (z*) tal que:
sup |izz*| = sup |[z*z| < M (z*) para todo z* € X*
TeEK €K

Por el teorema de Banach-Steinhauss existe M > 0 tal que

sup [|iz|| = sup [|z|| < M
reEK zeK

|

Lema 2.2.2 Sea Q un espacio topoldgico y f : Q@ — X wuna funcion, entonces f es T-w

continua si y solo st x* o f : Q@ — K es continua para todo * € X*.

Prueba:

Necesidad.

Cada z* € X* es w-continua,entonces z* o f : {2 — K es continua.
Suficiencia.

n
Sea W = () () ' (U;) un w-abierto bésico arbitrario, U; C K abiertos.
i=1

n
Entonces f 1 (W) = () (o f)~" (U;) . Pero por hipétesis 2* o f es continua para
i=1

cada z* € X*, se sigue que f ! (W) es abierto en Q. O

Lema 2.2.3 Sean X,Y espacios wvectoriales mnormados y T : X — Y un operador lineal.
Entonces T es w-w continuo si y solo st y* oT : X — K es w-continuo para todo y* € Y*

sty sélo siy*oT : X — K es ||-||-continuo para todo y* € Y*.
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Prueba:

La primera equivalencia se sigue del lema anterior con f =T, Q = (X, w), (X,w) =

Probaremos la segunda parte.

Necesidad.

Se sigue del hecho de que la topologia débil estd contenida en la topologia fuerte.
Suficiencia.

Por hipétesis y* o T' € X* para todo y* € Y*, entonces y* o T es w-continuo.O

Teorema 2.2.4 Sean X,Y  espacios wvectoriales mnormados yT : X — Y un

operador lineal. Entonces T es ||-||-||-| continuo si y sélo si es w-w continuo.
Prueba:
Necesidad.
Usando la hip6tesis tenemos que y* o T' es ||-||-continuo para todo y* € Y*. Por el

lema anterior se sigue que 7' es w-w continuo.

Suficiencia.

Si T no es ||-||-||-|| continuo entonces T'Bx no es un conjunto acotado de Y. Recor-
damos que un conjunto A C X es acotado si y sélo si es w-acotado. Asi, existe y* € Y* tal
que y* (T'Bx) no es acotado, por tanto y* o T' ¢ X*. El lema anterior implica que T' no es

w-w continuo. O

Teorema 2.2.5 Sea X un espacio vectorial normado. St K C X es w-compacto

entonces K es cerrado y acotado.

Prueba:

Si z* € X*, entonces z* es w-continuo y por tanto £*K C K es compacto. Se
sigue entonces que x*K es acotado para cada z* € X*, ie. es w-acotado y por tanto
acotado.

Como K es w-compacto y (X, w) es Hausdorff entonces K es w-cerrado, i.e K% =
K.

Se probé antes que A C A% para todo A C X. Entonces K C K% = K.O

A diferencia de lo que sucede en los espacios de dimensién finita, los conjuntos

cerrados y acotados no son necesariamente w-compactos y daremos un ejemplo:
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B, no es w-compacto.
Si B, fuera w-compacto, cada sucesién con rango infinito en B, tendria un w-
punto de acumulacién en By, .

Consideremos la sucesién (o,) donde o, = €1 + - -+ + e, por tanto

lonll, = 1 para todo n.

Sea A € B, un w-punto de acumulacién de {0y} .
Sean z* € X* y € > 0 arbitrarios. Entonces una infinidad de elementos de la
sucesion estan contenidos en la vecindad débil W (X; z*,¢) .

Definimos los funcionales lineales e}, : co — K k € N, dados por

ey (z1,29,...) =z

Claramente e}, € ¢, para cada k. Ademés e} (0,) =1sin > k.

Por otro lado,
W (X e, e) ={z € col lepr — g\ < e} = {z € el |zk — M| < €}

contiene una infinidad de elementos de la sucesién (o0,) y dado que € > 0 es arbitrario, se

sigue que A\ = 1 para todo k, i.e A = (1,1,...); lo que es una contradiccién a A € cy.

Lema 2.2.4 Sea (z,) C X. Si (z,) es w-convergente entonces existe M > 0 tal que

lznll < M.

Prueba:
Sea x € X tal que z = w- lim x,, es decir z*z = lim z*z,, para cada z* € X*.
n—o0 n—0o0
Entonces el conjunto {z,} es w-acotado y por tanto acotado.O
A continuacién presentamos un ejemplo que tendrd una interesante consecuencia.
Sea X = (C'[0,1] sentonces X* = (NBV [0,1], |||l y5v) -
Donde

7||'“ma,x)

NBV[0,1] = {z* € BV [0,1] |z* (0) =0 y =" es continua por la derecha}
y ademas:
1
(x,z*) = / z (t)dz* (t) siz € C[0,1] y " € NBV[0,1]
0

Ver [Ba;pag. 226]
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Teorema 2.2.6 Sea (z,) C X,entonces w-nli)r{}o zn, =0 st y solo st existe M > 0 tal

que ||z, || < M para todo n, y le zn (t) =0 para todo t € [0,1].
n o0

Prueba:

Necesidad.

Supongamos que w-nli_)nolo xn, = 0, por el lema anterior existe M > 0 tal que ||z,|| <
M para todo n.

Sea ty € [0, 1] arbitrario.

Definimos z* : [0,1] — R de la siguiente manera:

0 0<t<t
x*(t):{ -

1 th<t<l1
Claramente z* € NBV [0, 1]. Por tanto,

0= lim (z,,2*) = lim [ () dz* (t)

= et (+ ()~ ()
= lim =y (to)

Suficiencia.

Sea z* € NBV [0,1] arbitrario. Por hipétesis existe M > 0 tal que ||z,| < M

para todo n.

Por el teorema de la convergencia acotada, tenemos:

1

lim (o, 2%) = lim | @, (£) da* () = /0 " lim oy, (1) da* (£) = 0

n—o0 n—o0 0 n—o0
Dado que z* € X* fue arbitrario, se sigue que w—nli_%o z, =0.0
Comentario:
Sean (z,) C X y M > 0 tal que ||z,|| < M para todo n y Jim_ (t) = 0 para
todo t € [0, 1] ,entonces por el teorema anterior w—nli_{go x, = 0. Por el corolario 2.2.1 existe
(0r,) una sucesién de combinaciones convexas de las funciones z,, tal que nlgrgo lon|l = 0. Es

decir, la sucesién (o,) converge uniformemente a 0.

2.3 La topologia débil* de un espacio dual.

Sea X un espacio vectorial normado, recordamos que existe un encaje (canénico)

1: X — X dado por i z* = z¥z.
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De hecho la funcién ¢ : X — X** es una isometria lineal. Por lo anterior a menudo
identificamos a X simplemente como un subespacio de X **.

La familia de funcionales {iz|z € X'} separa puntos: demostracion:
i,x] = 1,25 para todo x € X siy sélo si ]z = z5x para todo z € X siy sélo si z] = z5.

X* es un espacio vectorial y 7 (X) C X** es un subespacio de funcionales lineales
que separa puntos en X*. Entonces por el teorema 2.1.1, X* con la X-topologia es un
espacio vectorial topolégico Hausdorff localmente convexo, dicho espacio serd denotado por
(X*,w*) y hablaremos de la topologia débil*. Ademds (X*, w*)* =i (X).

Una vecindad w*-bésica de 0 € X* es de la forma:

W* (O3 8) = {2 € X7|
= {z* e X¥||z*zj|<ej=1,...,n}

Iy T <5j:1,...,n}

y en adelante serd denotado por W* (0;x1,...,2p,€).

Sea (zj) C X" unared, entonces porelteorema 2.1.2 sesigue que w*—iier% Ty =
x( siy solo si gier% iz Ty = i, para todo x € X siy sélo si (%ier% zryr = ror para todo x € X.

Con la definicién de la topologia débil* a la mano, damos otro ejemplo de un
conjunto que es cerrado y acotado pero no w-compacto.

By, no es w-compacto.

Dado que [ = ¢jj isométricamente, entonces B;, = B.:. Si By, fuera w-compacto,
las topologias débil y débil* deben coincidir en Bj,. (Esto ultimo se sigue del hecho de que
topologias de Hausdorff compactas comparables son iguales).

Consideremos la sucesion (e,) C Iy = ¢.

Si A € ¢p entonces RIL%O (A, en) = nlgrgo An, = 0. Asi (e,) C ¢ es w*-nula. Asi pues,
si By, fuera w-compacto entonces (ey,) es w-nula, i.e nlgrgo x*e, = 0 para todo z* € ¢§* = .

Sea 1) = (1,1,...) € l, entonces, nll)rglo (en, ) = 1; lo que es una contradiccién.

Teorema 2.3.1 (Goldstine, 1938) Sea X un espacio vectorial normado, entonces

Bx es w*-denso en Bx+«~. En consecuencia X es w*-denso en X**.

Prueba:
*ok ok w*
Sea z** € X**\BY".
Dado que BY" es un conjunto convexo w*-cerrado y z** ¢ BY", se sigue del teorema

2.2.1 que existe iz« € i (X*) = (X**, w*)" tal que
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Kk %k

a = sup {zm*y**|y** € Bf{’;} <igx™ =z"zr
Por otro lado,

a > sup {iz-y**|y** € Bx}
= sup {iz~ (i) |iz € Bx}
= sup{z*z|z € Bx} = ||z*|

Por tanto, ||z*|| < a < ||z**||||z*| y asi ||[z**]] > 1.

Hemos probado que Bx«« C @ Asi, Bx« C @ C Xv" lo cual implica que
X =Xw. 0O

Otro importante y 1til resultado ademds del teorema de Goldstine, (de hecho, es

la caracteristica mas notable de la topologia débil*) es el siguiente:

Teorema 2.3.2 (Banach-Alaoglu,1940) Sea X un espacio vectorial normado. En-
tonces Bx- es w*-compacto. En consecuencia, subconjuntos acotados w*-cerrados

son w*-compactos.

Prueba:

Siz* € Bx- entonces |z*z| < 1 para todo z € Bx. Sea D = {)||A\| < 1}. Entonces
z* : Bx — D para todo z* € Bx-.

Por tanto, podemos identificar cada miembro de Bx- con un punto en el espacio
producto DBx.

Del Teorema de Tychonoff se sigue que DBX es un conjunto compacto respecto a
la topologia producto.

Si fo € DBx | entonces una vecindad bésica de fj en la topologia producto de DBx

es de la forma:

V (fo, @1, Tnye) = {fEDBXHf(xi)—fO(xi”<”:1""’n}
- iDIP:,;l(Ba(fo(xi)))

By- visto como un subconjunto de DX tiene una topologia, a saber, la inducida
por la topologia producto en DPX (de la convergencia puntual). Entonces un conjunto

abierto en By« respecto a esta topologia tiene la siguiente forma:
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V(f(),ml,..-,xn,ﬁ)mBX* = {f EBX*Hf(xZ) _fO (xl)| <egi= 1,...,’)’L}

Sin embargo, Bx+ como subconjunto de X* hereda la topologia débil* la cual
claramente coincide con la anterior.

Es suficiente probar entonces que By~ es cerrado en DBx,

Sea (z}) C Bx- una red tal que lién x5 = f en DPX 1o cual implica que lién rhr =
f (z) para todo z € Bx.

Sizy, T2 € Bx y a1, € K son tal que azy + apxg € Bx entonces
f a1z + anzy) = liérnx’& (a1 + agzs)
= liflim o ThTy + liflim QT To
= aif (z1) + af (22)

Se sigue que f es la restriccién a Bx de un funcional 2’ definido en X.

Ademis por la continuidad del valor absoluto tenemos:

f ()| =

liénmt’;w = lién |zgz| < 1 para todo x € By

entonces 1’ € Bx+. Esto termina la primera parte.

Sea F' C X* un conjunto acotado w*-cerrado. Entonces existe A > 0 tal que
F C ABx-. Dado que (X*, w*) es un espacio vectorial topoldgico la funcién Thx = Az es
un w*-homeomorfismo (A > 0). Se sigue entonces que ABx~ es un conjunto w*-compacto
para todo A > 0. Por hipétesis F' C ABx~+ es w*-cerrado, por tanto es w*-compacto.O

En seguida probaremos un resultado que nos relaciona topoldgicamente a los es-

pacios (X, w) e (i (X),w").
Lema 2.3.1 i: (X,w) — (i (X),w") es un homeomorfismo.

Prueba:
Seazg € X y W =W (0;z7,...,z},¢) una w-vecindad de z(. Entonces,
i(W) = {igll|lziz —zjzo| <ei=1,...,n}
= W* (igg; 27, .-, zh, ) i (X)
es una w*-vecindad de iy, en ¢ (X). Por tanto,i es una funcién abierta.

Andlogamente se prueba que ¢ es una funcién continua.O
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Definicién 2.3.1 Un espacio de Banach X es reflexivo siy solo si X = X**.

Es claro que X = X™** si y sélo si Bx = By»=.

Presentamos ahora el primer resultado que usa el teorema anterior.

Teorema 2.3.3 Sea X un espacio de Banach.X es reflexivo st y solo si Bx es

w-compacto.

Prueba:

Necesidad.

Dado que X = X** entonces i : (X,w) — (X**,w*) es un homeomorfismo. Dado
que i es una isometria se tiene: i~! (Bx«<) = By. Por el teorema de Banach-Alaoglu, B«
es w*-compacto y asi Bx es w-compacto.

Suficiencia.

Del hecho de que Bx  es w-compacto se sigue que, i(Bx) C Bx=+ es w*-compacto,
en particular w*-cerrado. Asi, por el teorema de Goldstine (Teorema 2.3.1) By« = B—}”{* =

Bx. O
Corolario 2.3.1 Sea 1 <p < oo fijo, entonces By, () es w-compacto.

A continuacién presentamos otro resultado en el que se aplica el teorema de

Banach-Alaoglu.

Teorema 2.3.4 Sean X,Y espacios de Banach con X reflexivo. St T es un ope-

rador lineal continuo de X sobre Y entonces Y es reflexivo.

Prueba:
Dado que X es reflexivo entonces Bx es w-compacto. Como T : X — Y es

continuo por el teorema de la funcidn abierta se sigue que existe § > 0 tal que:
0By CTBY% C TBx

Por el teorema 2.2.4 T : X — Y es w-w continuo, por tanto T'Bx es w-compacto.

Asi, 0By" es w-compacto, pero:
0ByY = 0By = 6By

Asi, 6 By es w-compacto y por tanto By es w-compacto.

Concluimos que Y es reflexivo. O
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2.3.1 Operadores Compactos. Teorema de Schauder.

Sean X,Y espacios de Banach.

Sea T : X — Y un operador lineal acotado. Definimos el operador 7% : Y* — X*
dado por: T*y* = y*T.

T* es llamado el operador adjunto de T y las siguientes son algunas de sus
propiedades:

i) T* es un operador lineal acotado y ||T'|| = || T7]| -

ii) T es un operador compacto si y sélo si T* es un operador compacto.

iii) Si T* es w*-||-|| continuo entonces T' es compacto.
iv) T es un operador compacto si y sélo si T* es w*-||-|| continuo en By=.
Prueba:

i) Claramente, T es un operador lineal bien definido.

Ahora,

sup |(T*y") (z)] = sup |y* (Tz)]
rEBx rEBx

< Ayl sup [Tz| = |ly*||[|T]
TEBx

implica que ||[T*y*|| < ||T|| ||ly*|| para todo y* € Y*, por tanto ||T*|| < ||| .

Por otro lado,

[Tz = sup |y*(T7)|
y*EBy

= sup [(T"y") (z)|

y*EBy

[zl sup |T*y*| = [T =]l
y*EBy

N

para todo z € X, por tanto
1Tl < 177
ii)
Necesidad.
Por ser T' compacto, entonces T Bx C Y es compacto. En particular T Bx es un

conjunto acotado, por lo que existe M > 0 tal que ||y|| < M para todo y € TByx.

Sea (y;) C By~ una sucesion.
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Sean y1,y2 € Y, entonces |y:y1 — yrya| < |ly1 — y2|| para todo n € N, por tanto
{y}} C By~ es una familia equicontinua en Y.

Notamos que {ymm} cC (m) es una familia equicontinua y acotada (|y;y| <
llyl| < M para todo y € TBx).

Por el teorema de Arzela-Ascéli el conjunto {ymm} c C (m) es relati-

vamente compacto, por lo que existe una subsucesién (yfdm que es convergente en

C(TBX).
Asi,
HTyn Ty, | = sup HT*yZix—T*ijxH
rEBx
= sup |ys, (Tz) —y;, (T2)]
CEGBX
k *

Se sigue que (T*y;fbi) C X* es una sucesién de Cauchy y por tanto converge.

Por tanto T* es un operador compacto (Teorema 1.4.1).

Suficiencia.

Si T es compacto por la primera parte se sigue que T** : X** — Y** es un opera-
dor compacto. Entonces T** (Bx++) es relativamente compacto, en particular es totalmente
acotado.

Sit: X — X*,j:Y — Y™ son las funciones candnicas entonces,

Jre (y) = y* (Tw) = (T*y") () = ix (T7y") = (T™iz) (y7)

es decir, jp, = T**i;. Por tanto j (T'By) C T**Bx+«+ y asi j (T'By) es totalmente acotado.

Por tanto T'Bx es totalmente acotado. Dado que Y es un espacio de Banach y
TBx CY se sigue que TBy es compacto. T es compacto.

iii) Por el teorema de Banach-Alaoglu By~ es w*-compacto, usando la hipdtesis
se sigue que T* By« es compacto. Por tanto, T es un operador compacto y por el inciso
anterior se sigue que 1" es compacto.

iv)

Necesidad.

Sabemos que By~ es w*-compacto. Consideramos a By~ con la topologia que
hereda de (Y*,w*).

Sea y; € By~ arbitrario y € > 0 dado.
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Por hipétesis T Bx es compacto. Entonces existen y1,...,y, € Y tal que

" £
TBx c |J (yi + gBY>
i=1

Sea

W = BY*ﬂW(y87ylaayna%)
= {y*€By«||ly'yi—yuil <5i=1,...,n}

entonces W es una w*-vecindad de y; en By-.

Tomemos y* € W. Si =z € Bx entonces Tt = y; + §z, para algini = 1,...,n

y para algliin z € By.

Entonces,
(T*y* )z = (Tyg) x| = |y* (Tx) =y (T))|
< vty = yoyil + 5 lyt2l + 5 lyo2]
< €
Por tanto ||T*y* — T*yg|| < € para todo y* € W, i.e. T*|p,.. es w*-||-|| continuo en

Suficiencia. Ver inciso anterior.O
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CAPITULO 3

El teorema de Eberlein-Smulian.

Es un hecho conocido que en espacios métricos, los conceptos de compacidad y
compacidad por sucesiones son equivalentes. Asi, en espacios vectoriales normados dichos
términos son equivalentes tambien. La pregunta es,;Si X es un espacio vectorial normado,
qué ocurre con las topologias débil y débil* de X y X* respectivamente?

Se mostrd que si X es un espacio vectorial normado de dimensién infinita entonces
(X, w) no es metrizable (Teorema 2.2.3). Sin embargo, el importante teorema de Eberlein-
Smulian afirma que todo subconjunto de un espacio de Banach es w-compacto si y s6lo si
es w-compacto por sucesiones.

Respecto a la topologia débil* tenemos lo siguiente: si X es un espacio de Banach
y K C X* es w*-compacto por sucesiones entonces K®* es w*-compacto. Con un ejemplo

mostraremos que el inverso no es verdadero en general.

3.1 Compacidad y compacidad por sucesiones en (X, w)

En esta seccién consideraremos a X un espacio de Banach.

Lema 3.1.1 A C X es w-relativamente compacto si y sdlo si es acotado yi(A)" Ci(X).
Prueba:
Necesidad.
Si A" es w-compacto, entonces A” es acotado (Teorema 2.2.5). Se sigue que A es
acotado.

Dado que i : (X,w) — (¢ (X),w*) es un homeomorfismo (lema 2.3.1), entonces
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i ()" =i (A7) Ci(X)

Suficiencia
Si A es acotado, entonces i (A) es acotado. Asi, existe M > 0 tal que i (A) C

MBjx--. Por el teorema de Banach-Alaoglu MBx- es w*-compacto, entonces i (A)*" C

MBY.. = MBx-- implica que i(A)Y = z(ﬁ) es w*-compacto. Entonces AY es w-

compacto (lema 2.3.1).0
Lema 3.1.2 Si A C X es w-compacto por sucesiones entonces es un conjunto acotado.

Prueba:

Si z*A C K es un conjunto acotado para cada z* € X™*, entonces A es w-acotado
y por tanto acotado. Asi pues, basta probar que A es w-acotado. Supongamos que no y
sea zj € X* tal que z5A C K no es acotado, entonces existe (z,) C A tal que |zjzy| > n
para cada n € N.

Por hipdtesis existe z € Ay (mn]) una subsucesién de  (z,,) tal que
T = w—lijm Tp,, en particular 5z = lijmacﬁxnj. Lo cual contradice |z{z,| > n para cada

n € N. O

Teorema 3.1.1 (Eberlein-Smulian, 1947-1940) A C X es w-relativamente compacto
st y solo si es w-relativamente compacto por sucesiones. En particular,A C X

es w-compacto st y solo si es w-compacto por sucesiones.

Prueba:

Necesidad.

Sea (z,) C A una sucesion fija, sin perdida de generalidad se puede suponer que
Ty 7 T S1 N F£ ML

Sea V = m Claramente V' C X es un subespacio separable, entonces
existe (vp) denso en V. Por el teorema de Hahn-Banach existe (z}) C Bx~ tal que
x) v, = ||vy|| para todo n € N.

Sea z € V. Afirmamos que si z;;z = 0, para todo n € N, entonces z = 0.

Tomemos ¢ > 0 arbitrario. Dado que (v,,) es denso en V', existe ng € N tal que

[ = || < 5
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Por otro lado,

£
2

[on | = 254 Ung = Zng® < [|2 = vp, || <

Por tanto,||z|| < ||z — vn,|| + |vn, || < €.

Dado que € > 0 fue arbitrario entonces z = 0.

Por hipétesis A% es w-compacto, entonces A¥ es acotado (Teorema 2.2.5), se sigue
que A es acotado. Entonces |z}z| < ||z|| < M para todo n € N, donde M > 0 es una
constante fija.

Usando un argumento estandar de diagonalizacién encontramos una subsucesién

(:I?nj) de (z,) tal que li]m T, Ty, existe para cada n € N.
Dado que A% es w-compacto entonces el conjunto {xn]} C A tiene al menos
J

un w-punto de acumulacién. Sea y' € A un w-punto de acumulacién de {mn].}, asi
zhy' = lijm Ty Ty, para todon € N.

Siendo V' un subespacio cerrado, entonces V es w-cerrado, se sigue que y’ € V.

Si y; es otro w-punto de acumulacién, entonces z)y; = lijm TyTn; = Thy', para
todo n € N. De la primera parte de la demostracién tenemos que y; = y/'.

Resta probar que w—li;n y; = y'. Pero si para alglin 2§ € X* y una subsucesion (2, ),
tenemos que li}crn T{Tnj, = @ # xpy’, entonces existe un w-punto de acumulacién de {zy,;, },
que es también un w-punto de acumulacién de {mn]} diferente de y'. Una contradiccién.

Suficiencia.

Supongamos que A% no es w-compacto. A partir de lo anterior exhibiremos una
sucesién (x,) C A sin alguna subsucesién que sea w-convergente. De donde se sigue el
resultado.

Por hipétesis AV es w-compacto por sucesiones, entonces por el lema 3.1.2 A es

acotado. Entonces por el lema 3.1.1 existe F' € X**\i (X) tal que F € i (A)"".

Sea 0 =d(F,i(X)) > 0. (Si § =0 entonces F € i(X) =1 (X)).

Supongamos por el momento la existencia de una sucesion
(ajnax:,)n C A X Bx-~

tal que:
i) Fa;, >30n=1,...

i) [z}z] < 10sij<n
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iil) ziz; > 30si j > n
Afirmamos que la sucesién (z,) no tiene una subsucesién w-convergente.
Supongamos que existe una subsucesién ((I,‘nj) de (z,,) y x € X tal que z = w-

limzy,;, es decir z*z = limz*z,; para todo z* € X*.
J J

m
Entonces existen o, > 0k =1,...,m con Y, ap = 1 tales que
i=1

1
< 10 (Corolario 2.2.1).

m
Z QkLn; — T
k=1

Sea P = max {nj, },entonces si n > P se sigue de ii) que

1<k<m
z, <Z akxnjk> < Z Qg ‘x;‘bxn]k < ZOZak = Zt9
k=1 k=1 i=1
Asi, si n > P tenemos que,
m m
* * * *
lzrz| = |zix—x) <Z akxnjk> + x <E Oélﬂn]-k>
k=1 k=1
[ 0 _ 0
< 1t1=3

De iii) se sigue que %9 < lijmacflxnj = x,z para todo n € N, lo cual contradice lo
anterior.

Resta probar entonces la existencia de una sucesién (z,,z)) C A x Bx- que

n
satisfaga 1), ii) y iii).
La prueba se hara por induccién.
Dado que,
0 <|F—i(0)|=|F[= sup |Fz%|

ZL’*GBx*

entonces existe x] € By« tal que Fx] > %0.
Como F € i (A)"Y" entonces W* (F;z%,¢) (i (A) # 0 para todo € > 0.

Sea ¢ = Fx] — %0, por lo anterior existe £1 € A tal que

3
lig,x] — Fzi| = |ziz1 — Fz]| < Fz] — 10

De donde se sigue que zjz; > %9.

n
Supongamos que tenemos (xj, x;‘) C A x Bx- satisfaciendo i), ii) y iii).

Por el teorema de Hahn-Banach existe ¢ € Bx«« talque ¢ (i (X)) =0y ¢ (F) = 6.
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De acuerdo al teorema de Goldstine B, = Bx=+-, entonces

« . . 1
w <(10;Z:E17"'7Z:Dn7F7 Zo> ﬂBX* #@

Asi, existe x,,; € Bx~ tal que

= |pr (xn+1)| = |xn+1 (xp)| < 10

(0 (iay) = Gz, (i)
parap=1,...,n y ademas
. 1
[0 (F) = jus.,, (F)| = | (F) = Fajyy| = |0 = Fay | < 56

Donde j : X* — X*** es el encaje candnico y usamos el hecho de que ¢ (i (X)) = 0.
La primera de las desigualdades anteriores implica que ) ; satisface ii). De la
segunda se sigue que Fz, | > %0, que corresponde a i).

Sea ¢ = min {Fx;‘ — %9} > 0.
1<i<n+1

Usando nuevamente el hecho de que F € i (4)", entonces

W* (Fia,.. . whine) ()i(A) # 0

Asi existe z,41 € A tal que
|Fai —ig, . 2| = |Fz] —2jap|<ei=1,...,n+1

Entonces,

3 3
ZOZZO—F:E;‘wLF:E;‘§—6+F:1:;-‘<:1:;-‘:1:n+1i:1,...,n+1

Por tanto x,41 satisface iii).0

Proposiciéon 3.1.1 Si K C X es compacto por sucesiones, entonces es w-compacto

por sucesiones; el reciproco no es cierto en general.

Prueba:
Sea (z,) C K, entonces existe una subsucesion (zp;) de (z,) y x € X tal que
z = limx,,. En particular z*z = limz*z,, para todo z* € X*, lo cual implica que z = w-
lim xnzl Z
l Para la segunda parte, consideramos un espacio de Banach reflexivo X de di-
mensién infinita. Dado que X = X** entonces Bx es w-compacto (Teorema 2.3.3) por
tanto By es w-compacto por sucesiones, sin embargo Bx no es compacto (corolario 1.3.1),

por lo que no es compacto por sucesiones.O
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Proposicién 3.1.2 Sea K C X compacto por sucesiones y sea (x,) C K tal que w—li%n Ty =

z, entonces limz,, = .
n

Prueba: Supongamos que la sucesién (z,) no converge a z, entonces existe g9 > 0

y una subsucesién (z,,;) de (z,) tal que

|z — zp,|| > eo para todo i € N. (3.1.1)

Por ser K compacto por sucesiones, existe una subsucesién (:En]k) de (zp;,)yy € K
tal que lilgn Tnj, =Y.

En particular w—lilgn Tn;, =Y Pero por hipétesis w—li%n Tp = x, entonces £¥r = ™y
para todo z* € X* lo cual implica que x = y. Entonces li}gn:pnjk = z, que contradice
3.1.1.0

En espacios de Hilbert tenemos el siguiente resultado:

Si H es un espacio de Hilbert y K C X es un conjunto convexo cerrado, entonces
K contiene un elemento de norma minima.

Recordamos que la prueba de este resultado se basa fuertemente en la identidad del
paralelogramo, y que dicho teorema es muy importante ya que con el se prueba la existencia
de proyecciones ortogonales, que son la base de la teoria en espacios de Hilbert. Pues bien,

tenemos un resultado completamente andlogo en espacios de Banach reflexivos. A saber,

Teorema 3.1.2 Sea X un espacio de Banach reflexivo y K C X un conjunto

convexo cerrado entonces K contiene un elemento de norma minima.

Prueba:

Sea d = inf{||z| |z € K}.Sea (z,) C K tal que hy?le”” = d, entonces existe
M > 0 tal que (z,) C MByx.

Por hipétesis X = X**, entonces Bx es w-compacto y por tanto
w-compacto por sucesiones. Asi, existe una subsucesién (z,,) de (z,) y £ € M By tal que
w-limz,, = .

l K es convexo y cerrado, entonces K = K% (Teorema 2.2.2),lo cual implica que

xz € K y por tanto d < ||z|| .

Por otro lado,
o]l < T | < d

(Para la dltima desigualdad ver [Ba;pag. 243]).0
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3.2 Compacidad y compacidad por sucesiones en (X* w*).

El objetivo de esta seccién es responder la pregunta, ;Son equivalentes los concep-
tos de compacidad y compacidad por sucesiones respecto a la topologia débil*?.

El siguiente teorema responde parcialmente.

Teorema 3.2.1 Sea X un espacio de Banach. Si K C X* es w*-compacto por

sucesiones entonces KV es w*-compacto.

Prueba:

Si KC X* es acotado, entonces existe M > 0 tal que KC M Bx~. Por el teorema
de Banach-Alaoglu Bx~ es w*-compacto y por tanto M Bx+ es w*-compacto.

Dado que K¥° C MBY. =M Bx- (recordar que (X*,w*) es Hausdorff), se sigue
que K% es w*-compacto.

Resta probar entonces que KC X* es acotado.

Si K no es acotado, entonces existe (z},) C K tal que ||z} || > n para todo n € N.

Por hipétesis existe una subsucesién (m;';z) de (z;,) y #* € X* tal que w*-limz;, =
z*, es decir, lizm T, * = z*r para todo z € X. Z

De esto ultimo se sigue que sup

m;‘hx‘ < oo para cada z € X. Por el teorema de

tEN
Banach-Steinhaus, existe M; > 0 tal que sup T, || < Mi. Una contradiccién.O
El siguiente ejemplo muestra quezgivreciproco del teorema anterior no es verdadero
en general.
Ejemplo.

Sea X = l». Entonces X es un espacio de Banach y por el teorema de Banach-
Alaoglu Bx~ es w*-compacto.
Probaremos que By« no es w*-compacto por sucesiones.

Definimos p, : X - K n =1,... como sigue:

Pn (:L‘) = Tn

Claramente, p, es un funcional lineal para todo n € N.

Por otro lado,

[pn (2)| = [@n| < sup [za] = |2
nenN
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para todo z € X, implica que ||p,|| < 1, entonces (p,) C Bx-=.

Sea z = (1,1,...), entonces |p, (z)| = 1 = ||z|, para todo n € N, por tanto
Ipnll = 1.

Supongamos que (pp) tiene una subsucesién (p,,) w*-convergente, es decir existe
q € Bx~ tal que w*—lizmpni = ¢; lo cual implica que lilmpni (z) = q () para todo = € X.

Definimos z € X de la siguiente manera;:

0 J ¢ {ni}

Tj = ; .
(—1)' J=n;

Asi, . (2) = @, = (—1)", entonces (py, ()) no es una sucesién convergente. Una
contradiccién.

De todo lo anterior se sigue que (p,) C Bx=+, es una sucesién que no admite
subsucesiones w*-convergentes. Entonces Bx+ no es w*-compacto por sucesiones. Esto
termina el ejemplo.O

Hay un caso especial en el que ambos conceptos son equivalentes, a saber, cuando
X es un espacio de Banach separable, lo que no fue el caso en el ejemplo anterior.

Antes de probar lo anterior, enunciamos un teorema que serd de utilidad y es de

interés independiente:

Teorema 3.2.2 St (X,7) es un espacio topoldgico compacto y si alguna sucesion
(fn) de funciones continuas con valores reales separa puntos en X, entonces es

metrizable.
Ver [Ru2;pag. 63].

Teorema 3.2.3 Sea X un espacio de Banach separable. Si K C X* es w*-compacto,

entonces K es metrizable en la w*-topologia.

Prueba:
Sea {x,} un conjunto denso numerable en X.

Definimos f,, : X* -+ Rn =1,... como sigue:
fn (%) = 2% 2, =iy, 2" para todo z* € X~

Por la definicién de la topologia débil*, cada funcién f, es w*-continua.
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Si fn (z7) = fn (z3) para todo n € N, entonces =iz, = w5z, para todo n € N.
Dado que z7, x5 son funciones continuas en X y coinciden en un conjunto denso se sigue
que ] = 5. Se concluye que (f,) es una sucesién de funciones w*-continuas que separa

puntos en X*.

Entonces aplicamos el teorema precedente al espacio topolégico compacto (K, w*) .



52

CAPITULO 4

El teorema de Orlicz-Pettis

El presente capitulo es una breve introduccién a la teoria de la integral de Bochner,
que trata acerca de la integracién de funciones vectoriales. Usa-remos dicha teoria para

obtener el teorema de Orlicz-Pettis y también se aplicard a un ejemplo.

4.1 La integral de Bochner.
Sea (€2,Y", ) un espacio de probabilidad completo y X un espacio de Banach.

Definicién 4.1.1 Una funcion f : Q@ — X es llamada simple, si existen Ey,...,E, € Y
n

con E;NE;j =0y Q= | E; y vectores x1,...,z, € X tal que
i=1

n

f(w) = ZXEi (w) z; para todo w € Q
i=1

donde xg denota la funcién caracteristica del conjunto £ C X. Tales funciones son consi-

deradas medibles.

Definicién 4.1.2 Cualquier funcion f : Q@ — X que es limite (c.d. relativo a p) de una

sucesion de funciones simples es llamada p-medzible.

Definicién 4.1.3 Una funcion f: Q@ — X es débilmente p-medible, si x*f es p-medible

para cada ¥ € X*.

Definicién 4.1.4 Decimos que la funcion f : Q@ — X es py-esencialmente separable-

mente valuada (p-esv) si existe E € Y con p(E) =0, tal que f (Q\E) es separable.
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El siguiente es un resultado importante que caracteriza a las funciones p-medibles.

Teorema 4.1.1 (de medibilidad de Pettis, 1938). Una funcion f : Q — X es p-medible

st y solo si f es débilmente p-medible y p-esv.

Prueba:

Necesidad

Como f es p-medible entonces existe una sucesién (fy,) de funciones simples tal
que lirrln fn=1r[cd.

Se sigue que z*f = lirrlnx*fn c.d. para cada * € X* y por tanto z*f es medible
para cada z* € X*.

Sea R, = f,(Q) para todo n € N, entonces R = EJO R, es un subconjunto
numerable de X. Asi, R es separable. "

Tomemos N C € tal que p(N) = 0y lingnfn (w) # f(w), w € N entonces
afirmamos que f (Q\N) C R.

En efecto, si w € Q\N entonces lim fy, (w) = f (w) y como f, (w) € R para todo
n € N, se sigue que f (w) € R.

Suficiencia

Supongamos que f : @ — X es débilmente py-medible y que existe £ € ) tal
que £ (E) =0y f(Q2\E) C X es separable. Sea {z,} un subconjunto denso numerable
de f(Q\E). Por el teorema de Hahn-Banach, existe (x) C Sx+ tal que =}z, = ||zy]| .

Sea w € Q\E. Afirmamos que ||f (w)| = sup |z (f (w))].

Sea £ > 0 arbitrario, entonces existe z,, tal que || f (w) — z,|| < 5. Asi,

€

llan (f ()] = nan| < |If (w) = zall < 5 (4.1.1)
Por otro lado,
Lf )l = lzalll < N1f (w) — zall < % (4.1.2)

De 4.1.1 y 4.1.2 se sigue que ,

If )l < @hea + 5 <l (F ()] +

Por tanto, ||f (w)|| < e +sup|z), (f (w))|. Se sigue que
n
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I (w) | < sup |7, (f (w))]-

Ademéds, sup |z} (f (w))] < sup||zi|||If (w)]| = ||f (w)| lo que implica la afir-
macion. ! !

Por hipétesis * f es p-medible para cada x* € X*, por lo hecho anteriormente se
sigue que ||f (-)|| es pu-medible. Andlogamente se prueba que ||f () — z,]|| es p-medible.

Sea ¢ > 0 dado. Definimos E,, = {w € Q| ||f (w) —z,| <¢}.

Recordamos que la funcién || f (-) — z,|| es p-medible y por tanto cada E, € > .

Definimos g : 2 — X de la siguiente manera:

n—1
zy, si w € Ep\ U Ei
g (w) = ooZ:1
0 si w¢ U E,

n=1

oo
Es claro que || f (w) — g (w)|| < € para cualquier w fuera de E' y de |J E,.
n=1
Hemos mostrado que dado ¢ > 0, existe una funcién g numerablemente valuada y
un conjunto p-nulo N, tal que g alcanza valores distintos en conjuntos disjuntos de ) y tal

que || f(w) — g (w)|| < esiw e Q\N.. O

Definicién 4.1.5 De la integral de Bochner de una funcion vector valuada.

n
Sif:Q — X essimple, f(w) = Y xg, (w)z;, entonces para cualquier E € )
i=1
definimos

/fduziu(EmEi)xi

B i=1
En particular,
n
[ fdp| = | X p(ENE)z;
E i=1
n
< -Z1M (BN E;) ||z
1=
= JlIflldp
E

Una funcién p-medible f : 2 — X es llamada Bochner integrable, si existe una

sucesién (f,) de funciones simples tal que:
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tin [ £ (w) = f (w) | di (1) = 0
Q

Del hecho de que,

‘ffndﬂ_ffmd,“ = f(fn_fm)dﬂ
E E E
< S fn = fmll dpe
FE
< f“fn_med//'
Q
<

S = flldp =+ [N fo = flldpp — 0
Q Q

cuando n,m — o0

Se sigue que ( Ik fndu> es una sucesiéon de Cauchy en X para cada - B € ),
E

entonces definimos

[ fn=1im [ fudy
E

E

Lema 4.1.1 Si f es Bochner integrable, entonces

J fdu
E

< [Ifldw para cada E €Y.
E

Prueba:
Para funciones simples ya se proboé el resultado.
Si f es Bochner integrable,entonces existe una sucesiéon (f,,) de funciones simples

tal que lim [ || f, — f|| du = 0,en particular
"0

Jsall= 171w < [ 1= Flde
Q Q

lo que implica que: lirrlnf | fnllde = [ f]l dp.
E E
Asi,

[ fdu
E

= lim||[ f.dp
"B

ln [ 1ol d
E

JILf I dp
E

IN
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Lema 4.1.2 Sean X,Y espacios de Banach, f : Q — X wuna funcion Bochner integrable.

SiT: X —Y es un operador lineal continuo entonces

T]ZfdM:]!deuEez

Prueba:

Si f es una funcién simple f (w) = i a;XE; (w) el resultado es claro.

Por ser f una funcién Bochner intégrable, existe una sucesioén (f,) de funciones
simples tal quegfdu = ligné fndp y li}gné lf — fulldu = 0 para todo E € X.

Asi,

T/fd,u = lirllrnT/fndp = liql{n/Tfndp
E E E
Ademas,

J(Tf =Tfn)dp

B
JITf =Tl du
Q

< HTHS{ If = fall dp ="7> 0

Hfodu — [ T fndp
E E

IN

N

Por tanto [T fdyu =lim [T fpdp =T [ fdu.O
E " E E

Teorema 4.1.2 (Caracterizacion de Bochner de las funciones integrables, 1932). Una

funcién p-medible es Bochner integrable st y solo si [ | f] dp < oo.
Q

Prueba:
Necesidad

Dado que f es Bochner integrable entonces existe una funcién simple g tal que

S{Hf —glldp < 1.
Asi,

Jushdn< [ 15 = gldu+ [ gl dpe < oo
Q Q Q

Suficiencia

Como f es p-medible, se sigue que ||f|| es p-medible con [ || f]| dp < oo.
Q
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Sea (fn) una sucesién de funciones medibles numerablemente valuadas tal que
If = fall £ L c.d. (Para la existencia de dicha sucesién, ver la prueba de la suficiencia en
el teorema anterior).

Del hecho de que || fn (w)|| < ||f (w)]| + £ c.d., se sigue que Sj; | frll dp < o0.

Para cada n, escribimos a f, en forma candnica
o0
fTL (w) = Z XEn,m (w) $n,m
m=1

(o0}
donde E,,;NE,;j=0sii#jy U Enm=, Epm €Y, Tnm € X.
m=1

o0
Dado que [ || fnlldp < ooy n(2) = > pu(Enm) =1 para cada n € N, entonces
Q m=1

escogemos p, tan grande como para que

1
[ e <
n

oo
U Eum
m=pn+1

Pn
Sea gn = Y. XEnm (W) Tpmentonces
m=1

JIf = gnlldp <
Q

<

Hf - an dp +SJ; “fn _gn“ dp

Sho Q% —

Por tanto, f es Bochner integrable.O
Seguin se puede apreciar, la caracterizacién de Bochner de las funciones Bochner

integrables, reduce gran parte del desarrollo al correspondiente al de la integral de Lebesgue.
Corolario 4.1.1 (Teorema de la convergencia dominada)

Si fn:Q — X, n=1,... son Bochner integrables, f = li%nfn cd. yllfn () <
g(:) c.d., donde g € Ly (p), entonces f es Bochner integrable y lirllrng{ lf — falldp =0y
lim [ f,dp = [ fdu para todo E € Y.
tr PruEeba:

Dado que f = lirrln fn c.d., se sigue que z*f = li7£nx*fn c.d. para cada z* € X*,
entonces f es débilmente medible.

Sea F € tal que u(E) =0y f(w) ;éli%nfn(w) siw € E.

Para cada n, existe E, € Y tal que p (E,) =0y fr (Q\E,) C X es separable.
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o
Sea A=EU |J E,, entonces u(A) =0y
1

FOVA) € U fu (Q\B)
n=1

Pero oLj fn (Q\E,) es separable, entonces f (2\A) tambien es separable. De todo
lo anterior se s?gllle que f es p-medible.(Teorema 4.1.1).

Dado que f (w) = li};nfn (w) c.d., entonces ||f (w)| = li};n | fn (w)] c.d.

Dado que ||f5 (w)]] < g (w) c.d. y por la hipdtesis g € Ly (i), se tiene: [ || f]| dp <
00, de donde se sigue que f es Bochner integrable. .

Por otro lado, |[f (w) = fu (w)[| < [If (w)[| + [ fn (w)]| < 2g (w) c.d.

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, tenemos
tim [1f = fulldu = [ an | = full du = 0
Q Q
Por otro lado,

[ fan— [ fudn
E E

implica que lim [ f,du = [ fdu para todo E € 3. O
" E E

< [17 = falldn < [ 1 = ulldn
E Q

Lema 4.1.3 Si f: Q — X es Bochner integrable, entonces {f fdu|E € E} es un subcon-
E

junto relativamente compacto de X.

Prueba:

Supongamos que f es una funcién simple,
n
fw) =3 xm (w)
i=1

n
entonces [ fdu= Y p(ENE;)x; € (x1,...,z,) paracada £ € ).
E i=1

Dado que

[ fdu
E

< JWflHdp < [IIflldp < oo para cada E € ), se sigue que
E Q

{ J fdu|E € 3 » es un subconjunto acotado del subespacio vectorial de dimensi6n finita
E

(1,...,2n), entonces dicho conjunto es relativamente compacto (Teorema 1.3.1).
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Sea ahora f : 2 — X una funcién Bochner integrable arbitraria, entonces existe

una funcién simple g : 2 — X tal que
€
7 =gl <5

Q

Se sigue entonces que,

[ fdp — [ gdp|| = Hf(f—g)du
E E E
< JIf—glldp
E
< JIf—glldp <5
Q

para cada EE € ).

Sea € > 0.

Dado que A = { [ gdu|E € E} es relativamente compacto, entonces es totalmente
acotado. Se sigue que exisﬁen Z1,...,%n € X tal que

n
AC U (xl+§Bx>

=1

Tomemos F € ), entonces existe z; tal que || [ gdp — z;|| < 5.
E
Entonces,
Jfdp—zi| = | fdp— [gdp+ [ gdp—z;
E B B E
< || fdu— [gdu| + | [ gdp — x| <e
E E E

Lo anterior muestra que el conjunto C' = { [ fdu|E € Z} es totalmente acotado,
E

n
de hecho C' C | (z; + eBx). Dado que X es un espacio métrico completo, se concluye que
i=1

dicho conjunto?es relativamente compacto.O

4.2 El teorema de Orlicz-Pettis

Definicién 4.2.1 Sea Yz, una serie tal que z,, € X para todo n € N. Si (z,) es una
n

subsucesion de (x,), entonces decimos que Yz, es una subserie de la serie dada.
n
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n

Si ademds, lim Y xy,; existe entonces decimos que )z, es una subserie convergente.

prall
Jj=1 n

Andlogamente se define una subserie w-convergente.

Es claro que si una serie ) x,, es w-convergente, entonces w-lim x, = 0.
n n

Teorema 4.2.1 (Orlicz-Pettis, 1929-1938) Sea Y x, una serie. Si cada subserie de
n

la serie Y x, es w-convergente, entonces cada subserie es convergente.
n

Prueba:
La prueba se hard para espacios vectoriales reales, no hay dificultad alguna para
hacerlo en espacios vectoriales complejos.

o0
Supongamos que el resultado no se da, entonces existe una subserie }_ zj; tal que

7j=1
L .
>~ Tk; | no es una sucesion de Cauchy en X.
j=1

Por tanto, existe € > 0 tal que si P es un entero dado, entonces existen [y > j; > P

tal que

l1
Zxki >¢€

1=J1

Repitiendo el proceso, se sigue que existen s > 79 > [; tal que

l2
Z]?ki > €

i=j2
De esta manera construimos un par de sucesiones de enteros positivos (j,), (In);

In
E Tk, || > €-

1=Jn

satisfaciendo j1 <1 < jo <lp < ...y

Ly,
La serie ) yp, donde y, = > xi,, es claramente una subserie de ) z, y usando
n 1=Jn n
la hipétesis se sigue que es w-sumable en X, entonces w-limy, = 0y ||ly,|| > € para todo
n
n € N.

Sean I' = {—1,1},S = 2"; definimos p1: § — {0, %, 1} de la siguiente manera:

p@ =0
p(-1) = (1) =
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entonces (I',S, 1) es un espacio de medida.

o0
Sea Q = [[ I' = I'V: i.e. el espacio de todas las sucesiones (€n),, de signos e, = 1.
i=1

~ o0
Sea S la o-algebra generada por los conjuntos [[ A; C Q,donde A; CT'y A; =T
i=1

N 00
para todo ¢ excepto para un nimero finito de valores de ¢. Se denota S = [] 5, la o-4lgebra
i=1
producto generada.
Entonces existe una tinica medida v definida en S con la propiedad que, para todo

conjunto medible E de la forma A; x ... x A, x ' x ..., (ver [Ha;pag. 157])

v(E) = (ux...xp)(A x...x Ap)
= I;IIM(Ai)

i

o0
Se denota v = [] u.
i=1

Entonces (Q, S ,V) es un espacio de probabilidad.

Definimos una funcién f : Q — X de la siguiente manera:

f ((en)n) = w-lim y egys

k=1
La existencia del limite débil se justifica a continuacidn:
o0 [e.°] o0
Dado que ) y, es una subserie de ). x,, entonces cualquier subserie de Y y,
n=1 n=1 n=1

es w-convergente.

Tomemos (e,,), € 2. Sea A = {n € N|e, = 1}, entonces

o0
Y Enn =D Un— D Un:
n=1

neA neAc

o0
Dado que ) yn, >, Yy, son w-convergentes, entonces Y. &,¥y, €S w-convergente.
, neA neAc ., . . n=1
Asi, f: Q@ — X es una funcién bien definida.
Sea z* € X™*, entonces
. n
z*f(en), = lm > epz’y;
" k=1
n

= liﬁn E (I:*ykPk (5n)n
k=1

para todo (ey,),, € Q.
Donde Py, : @ — {—1,1} es la k-ésima proyeccién, i.e Py (€,,), = €. Claramente las
proyecciones son u-medibles, por lo que se sigue que z* f es el limite de funciones pu-medibles

y por tanto es p-medible.
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Como z* € X* fue arbitrario, entonces f:Q — X es débilmente u-medible.

Ademés f(Q) C (y1,y2,...)" = (y1,y2,-..). Dado que (y1,ys,...) es se-parable se
sigue que f (2) es separable. Por tanto f: Q@ — X es p-medible. (Teorema 4.1.1)

Sea K = { > exyr|A C N finito, ¢y = £1 para cada k € A}, entonces f (Q) C
keA

Kw.

Supongamos por un momento que K es un conjunto acotado, es decir existe M > 0
tal que K C MBy; entonces K¥ C M—B}”( = M@ = M Bx. De lo anterior se sigue que
f(2) es un conjunto acotado.

Asi,

J 7w < v (@) = 1 < o
Q

Entonces f : Q — X es Bochner integrable. (Teorema 4.1.2)

Enseguida probaremos que en realidad K es un conjunto w-acotado, lo cual implica
que es acotado.

Sea z; € X* arbitrario.

Escojamos (g,,),, € 2 de tal manera que |z§y,| = €,25yn para todo n € N.

n
Dado que w—ligtn Y. €kyr existe para cada (g,),, € Q, entonces existe z € X tal que
k=1
(0]
'z = Z SR AT
k=1

[oe]
para todo z* € X*, en particular zjz = Y |z{yk| -

) k=1
Asi,

T4 (Z 6kyk) < Z lzoyr| < 2w < 00

keA keA

lo anterior es valido para todo A C N finito, ¢, = £1 para cada k € A.
Se sigue entonces que K es un conjunto w-acotado.

Sea Ey = {(en), € Qlex = 1}, entonces Ey € S y:
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z* [ fdv = [ z*fdv (lema 4.1.2)
Ey Ey
o0
= [ <Z 5n$*yn> dv
E, \n=1

o0
= > [ epztyndv
n:lE‘k

[oe]
= > x'yp [ endv
n=1 Eg

Sin embargo,

[endv= [ dv— [ dv=1-2=0sin#k
By EnNEy, EgNEy

Jerdv =v () =p({1)) = 3

k

Por tanto, z* [ fdv = %x*yk para cada z* € X*. Asi, [ fdv = %yk
Ey By

Sabemos que {2 J fdv|E € S’} es un conjunto relativamente compacto (lema 4.1.3)
E

y (yn) C {%fdle € S} .

Se sigue que (y,) contiene una subsucesion (ynj) que converge en norma. Dado
que w-limy, = 0 entonces w-limy,, = 0, tambien lo anterior implica necesariamente
n J

que li]m Yn;, = 0. Pero esto es una contradiccién ya que ||ly,|| > & > 0 para todon € N. O

4.3 Otra aplicaciéon de la integral de Bochner.

La presente seccién presenta otra aplicacién de la integral de Bochner,para obtener
un teorema de Krein-Smulian: el casco cerrado convexo de un subconjunto w-compacto en
un espacio de Banach es w-compacto.

Primero tenemos un lema preparatorio:

Lema 4.3.1 Sea X un espacio de Banach separable.Si K es w-compacto y p es una medida
de Borel regular definida en (K,w), entonces la funcion ¢ : K — X dada por p (k) =k es

Bochner integrable.

Prueba:
Dado que la funcién ¢ es w-w continua,se sigue que la funcién z*¢ es w-continua

para cada z* € X*.Asi,x*p es p-medible para cada z* € X*,i.e ¢ es débilmente u-medible.
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Ademds,dado que ¢ (K) = K es separable,entonces ¢ es py-medible.(Teorema 4.1.1)
Como K es w-compacto,en particular es acotado (Teorema 2.2.5),entonces existe

M > 0 tal que ||¢ (k)| < M para todo k € K ,asi:
[l Wl dp < My (1) < o0
K

Se sigue que @ es Bochner integrable.(Teorema 4.1.2)0

Teorema 4.3.1 (Krein-Smulian, 1940) Sea X un espacio de Banach. Si K C X es

w-compacto, entonces coK es w-compacto.

Prueba:

Supongamos primero que X es separable.

Por el teorema anterior,tiene sentido hablar de la integral [ ¢du para toda medida
de Borel regular p definida en (K, w) . “

Recordamos en este punto que C (K, w)" es isométricamente isomorfo al espacio
de todas las medidas de Borel regulares definidas en (K, w) .(Teorema de representacién de
Riesz,ver [Rul;pag. 130]).

Consideremos el operador I, : C' (K, w)" — X definido por:

I, (p) = /@du
K

entonces I, es lineal y estd bien definido.Afirmamos que I, es w*-w continuo.

Sea (f}) C C(K,w)" una red tal que w*—liénfj = 0,i.e liénfjf = 0 para todo
f € C(K,w) y se quiere mostrar que w—li;n I,(f;) =0, ie liérnx*Lp (f;) = 0 para todo
x* e X*.

Dado que (f}) C C' (K, w)" existe una red (uq) (donde g4 es una medida de Borel
regular definida en (K, w)) tal que:

faf = /fdud para todo f € C' (K, w) (4.3.3)
K

Por otro lado,I, (f;) = [ ¢dpq,d € D implica
K

1, (fq) = =" /t,od,ud = /x*godud para todo z* € X*
K K
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Dado que z*¢ € C (K, w) para cada z* € X* entonces por 4.3.3 se sigue que
liénx*lw (fi) = li;n/x*godud = 0 para todo z* € X~

Asi I, es w*-w continuo.
Por el teorema de Alaoglu Be(g,,)- s w*-compacto,entonces I, (BC(KM)*) es
w-compacto.

El ultimo paso es mostrar que coK C I, (BC(K,w)*) .

Sea k € coK ,entonces existen «y,...,a, € Rjk,...,k, € K tal que a; >
0 Z:laz—lyk_zal -
(3
Definimos una medida p en (K,w) de la siguiente manera:y ({k;}) = o, i =
1,...,nysi AC K es un conjunto de Borel,entonces
> m({ki})
0 siAN{ky,....kp,} =10

Claramente,; es una medida de Borel regular definida en B g ).

Ademds [p| = p(K) = 3 p({ki}) = X o; = l,implica que p € Be(f -
i=1 i=1

Asi,

/(pd,u Z/Lpdu Zazk—k
i=1

{ki}

De lo anterior se sigue que coK C I, (BC(KM)*) ,por tanto

@K ="K C I, (B)” = I, (B)

implica que coK es w-compacto.

Consideremos el caso en que X no es separable.

Si oK no es w-compacto,entonces por el teorema de Eberlein-Smulian existe
{2}, C @K tal que {z,}" no es w-compacto.

Para cada n,existe (y,),, C coK tal que z,, = limy;,,.A su vez existen a,...,a; €
m

S S
R EV,...)kl'e K talque o; >0, > o, =1y yp = > okl
i=1 i=1
Sea Y el subespacio generado por la unién de los conjuntos {k["} para cada

n.Entonces Y es un espacio de Banach separable.
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Por hipétesis K es w-compacto,entonces Y NK = Y*NK C K es w-compacto.Por
la, construccién del subespacio Y tenemos que {z,} C co (7 NK ) Del caso separable se
sigue que co (7 NK ) es w-compacto.Llegamos asf a una contradiccién ya que {z,}" no es

w-compacto.dd
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CAPITULO 5

Sucesiones basicas.

Definicién 5.0.1 Sea X un espacio de Banach, una sucesion (z,) C X es llamada una
base de Schauder para X si para cada x € X existe una unica sucesion (o) de escalares

tal que

n
z = lim LT
”/; KTk

Observacion 5.0.1 Si (z,) es una base de Schauder entonces 0 ¢ {x,}, y de hecho {z,}
es una familia de vectores linealmente independiente. FEsto es claro, ya que si para algun

ZTm € {xn} tenemos que

k

T = Zaixni In; €E{xn}t i=1,...,k
i=1

entonces tendriamos dos representaciones del vector nulo.

Observacion 5.0.2 Un espacio de Banach con una base de Schauder siempre es separable.

Asi, L™ (2, S, 1) no puede tener una base de Schauder si S no es finita.

Ejemplos Bases de Schauder.

1) Sea X =1,, 1 <p < oo. Afirmamos que la sucesion (e, ), de vectores unitarios

en=10,0,..., \1/ ,0,. ..

n—ésimo lugar
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es una base para [,.

Sea z € I, arbitrario, entonces dado £ > 0 existe n € N tal que

(e.)
Z |z;|P < eP sin > N.
1=n+1
Asi,
n p 00
$—Z$i€i = Z |z;|P < P sin > N.
i=1 p  i=n+l

Lo anterior implica que lirrln i Ti€; = x en ly.

Claramente, la represemtacitzii1 es tinica por lo que se sigue que (e,), es una base
de Schauder para I,,.

2) Si X = cg, entonces (ey,), también es una base de Schauder para cg.

Sea = € ¢y arbitrario, entonces dado ¢ > 0 existe n € N tal que |z,1] < € si
n > N.

Asi,

n
x—Zmei = sup |z;| <esin> N,

n
de donde se sigue que lim ) z;e; = x en ¢y. Nuevamente, la representacién es tnica.
el

=1
3) SiX =c¢, entonces {I,ej,es,...}esuna baseparac, dondel = (1,1,1,...

Sea 2 = (%1, %2 ...) arbitrario. Supongamos que limz,, = «a, entonces
n

x — al € cg.Por el caso anterior tenemos que:

n

T —al :limZ(wi—a)ei

n
=1
respecto a la norma ||| .

Asi,

y la representacion es tnica.

4) En espacios vectoriales normados de dimensién finita toda base de Hamel es
una base de Schauder.

5) En espacios de Hilbert separables siempre existe al menos una base de Schauder,

a saber, cualquier conjunto ortonormal completo es una base de Schauder.
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Definicién 5.0.2 Una sucesion (x,) C X es llamada una sucesion bdsica, si es una base

de Schauder para el espacio vectorial cerrado (xy,).

Definicién 5.0.3 Sea X un espacio de Banach. Si () es una base de Schauder para X,

entonces definimos los funcionales-proyeccion

zp: X = Kk=1,... como sigue:

o0
Ty (Z an$n> =
n=1
Lema 5.0.2 Los funcionales-proyeccion son continuos para cada k € N.

Prueba:
n
Sea S = {(sn) C KN ligbn > s,x existe en X} . Claramente S es un espacio vec-
k=1

torial.

n
> SkTk

Definimos ||(sy)|| = sup

Afirmamos que la funZién m]” es una norma en S:

i) (50) = (0),, implica que [|(sn)[] = 0.

Si ||(sn)l| = 0, entonces % sprk|| = 0 para todo n € N, por tanto i sprK =0
para todo n € N. Dado que la Suéce:sjén de vectores (z,) es linealmente indef;}ndiente se

sigue que s, = 0 para todon € N.

n
i) (v | = sup Hkg Aswe]| = N1l -
iii)
n
)+ )l = sup | 3 (s t0) |
_n n
< Sup( Y skxk|| || X ek )
< Gsalll + I
Definimos el operador B : (S, |||-]||) = (X, ||||) como sigue:

n
B (sy) = li}{n Z SETk
k=1

Por ser (1) una base de Schauder, entonces B es un operador lineal suprayectivo;

de la unicidad de la representacién de cada = € X respecto a la base (z,), se sigue que B

es un operador inyectivo.
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Afirmamos que B es un isomorfismo. (i.e. un operador lineal bicontinuo).
Claramente ||B (sp)| < |[(sn)]l|, lo cual implica que B es un operador continuo,
de hecho ||B|| < 1.
Por el teorema de la funcién abierta es suficiente comprobar que (S, ||-|||) es un
espacio de Banach.
Sea (yp) = ((sp;);) una sucesién de Cauchy en S. Asi,
i i—1
];::1 (Spk — sqk) Tk — ];::1 (Sl’k — sqk) Tk
n

Z (Spi - qu‘)x

=1

= 2|{lyp — yqlll

|5Pi - qu‘| szu =

< QSup

lo que implica que (sp,) , converge para cada 1 € N. Sea s; = lims,, y consi-deremos la
J2
sucesion (s;) .
Sea £ > 0 dado, entonces existe r = r. € N tal que |||y, — yr||| < e sip>r. Dela

n
Z (Spi — sr;) Ti ‘

=1

< ¢ para todo n € N, siempre

definicién de la norma |||-]||, se sigue que

n

'Zl (Si - 51"1-) T
1=
Dado que y, = (s;) € S, entonces existe n. € N, tal que siempre que m > n > n,

que p > r. Por tanto ‘ < ¢ para todo n € N.

entonces

m
= E Spxi|| < €

1=n+1

n
Ly — E Sr; Tg
=1

Entonces se sigue que para m > n > ng,

m
Z sixil| < 3e

i=n+1

Esto es claro ya que:

m m n
E 8;L; = E S;T; — E Sr;Ti + E Srl%‘i‘g —Sp,) T E (si — Sp;) Ti

1=n+1 i=n+1 1=n+1 1=n+1 i=1
n
por tanto s = (s;) € Sy |||s — ||| = sup‘ Y (s—sp)zi| <e.
n y —
Asi, B: (S, [|]ll]) = (X, ]|-]]) es un isomorfismo, luego
k k—1
|| [zl = E T — E QT
< 2sup Z aizi|| = 2 |[| ()|
< 205 o
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[
IEA
lo anterior implica que los funcionales-proyeccién son continuos como se afirmé.0

Concluimos que |zjz| = |ag| < 2 |lz|| ,para todo x € X, y para cada k € N,

El siguiente teorema es un importante criterio que permite identificar sucesiones

basicas.

Teorema 5.0.2 Sea (z,) una sucesion de vectores distintos de cero en el espacio
de Banach X .Entonces (x,) es una sucesion bdsica si y sélo st existe M > 0 tal

que para cualquier sucesion de escalares (a;) C K y cualesquiera enteros m < n

tenemos
m n
Zaiwi <M Zaiwi
i=1 i=1
Prueba:
Necesidad.

Supongamos que (z,) es una sucesién bésica, i.e es una base de Schauder para el
espacio vectorial cerrado (z,) que genera; definamos el operador Py : (z,) — (z,), para

cada k € N como sigue:

00 k k
P, (Z an:vn) = Z Op Ly = Z z, () zy,
n=1 n=1 n=1

Los funcionales-proyeccién z}, son continuos para todo n € N,de donde se sigue

que

k
| Pez|| < (Z [ IIxnII> ]
n=1

por tanto P es un operador lineal acotado para cada k € N.
Para cualquier z € (x,) tenemos que lilgnPkac = z. Del teorema de Banach-
Steinhaus se sigue que sup || P,|| < oo.
n

Asi, si m < n entonces

m 0
Y apTE|| = HPm Y. apTy
k=1 k=1
n
= HPm Y. apTy
F=1
n
< Pl sz aTy
=1

A\
©w
=
=
e
™
Q
=
8
>
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Entonces M = sup||P,||, (M es llamada una constante basica.)

Suficiencia. !

Sea = € (,). Siz € (,), entonces & es claramente representable, de hecho es
una suma finita.

Nuevamente definimos operadores Py, : (z,) — (z,), para cada m € N, de la

siguiente manera:

Pm (ZI aiaci) = f: ATk
k=1

donde Y indica que a; = 0 para todo i € N excepto para un ntimero finito de indices.

La condicién de que siempre que m < n se cumple:

m n
D aii D aii

para cualesquiera escalares a;, implica que los operadores lineales P, son acotados; a saber:

[ (5 )| = |55 s
k=1

de hecho, ||P,,|| < M para todo m € N.

<M

<M HZ, a;iT;

Definimos nuevos operadores lineales sobre (z,) (que extienden a los anteriores) y
que seguiremos denotando por P,,.de la siguiente manera:

Si z € (x,), entonces existe (y,) C (x,) tal que z = li}{n Yn Y POr tanto ponemos

P,x = lirrln Py,

Claramente P, esta bien definido. ( ||Pnyn — Pnysll < | Pwll lyn — ysll)

De lo anterior se sigue que

1Pl = lim Py
< Mlim |y = M|

lo cual implica que los operadores lineales P, son acotados, de hecho también || P, | < M
para todo m € N.

Consideremos los funcionales-proyeccién zj, : (z,) — K dados por

!
Ty (Z aixi) = ay,
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entonces
Izl lax| = llaxzell = | P X aizi — Pe1 3 aiai|
< 2M ||Y azi|
implica que |z}, (X' aiz;)| < % 13- aizi||, es decir,z} es continuo para todo k € N.

Los funcionales z} tienen extensién tnica a (z,) dada por

zy (x) zx, = Py — Py 1z

para k > 1,y z] (z) 1 = Piz.
Sea x € (z,) y € > 0 dado, entonces esiste o € <x1, e ,xn(5)> para alginn (¢) € N
tal que ||z — of| < e.

Sin > n(e), entonces

|z — Pozl| < lz—ol + [lo = Puoll + || Pao — Poz|
< llz—oll+llo=oll + [P (o — )|
< (14+M)e
Se sigue que
n
r=1lmP,z = lim|Pix+ Y (Pyx— P, 11)

n
= lim ) z} (z)zg
" k=1

Resta probar que la representacion es tnica.

o0 o0
Supongamos que para algin x € (z,,) tenemos que z = Y a;x; = Y. b;x;.
i=1 i=1

Utilizando la hipdtesis tenemos

lar — b1 ||lz1]] < =0

Z (a; — b;) @
i=1

Como ||z1|| # 0 se sigue que a; = b;.
Supongamos que a; = b; para 1 <7 < m, mostraremos que am+1 = byy1.

o0

> (a; — b))

=1

lam+1 = bmgt] | Tmg]l < =0

Como ||Zpm41|| # 0 se sigue que ami1 = bpt1-
Por tanto, a; = b; para todo 1 € N. O

Usamos el criterio recién probado para construir una base para Ly[0, 1).
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hi hz
1 — 1 —3
e e— i |
0 1 0] 12 1
-1 -1l s
ha h4
13 1+ 3
e L ——
0 172 1 0f 12 1
-1d 3 -1 [
Figura 5.1:

Ejemplo. Sea X = L,[0,1),1 < p < 00.En L,[0,1) hay una base natural,llamada
la base de Haar.

Definimos las funciones de Haar como sigue (ver Figura 5.1):
hi(t)=1 tel0,1)

hy(t) =1 tel0,3)
=-1 te[i,l)
hy(t) =1 tel0,})
=-1 te[ld)
=0 tels,1)
hy(t) =1 tel33)
=-1 te[31)
=0 te0,3)

1
2
En general, sim > 1y 1 <17 < 2™ entonces homy; esta dada por:

(t)

h2m+z — X[ 21—2 2i—1 ) (t) - X[ 2i—1

21
om~+129m+1 om~+129m+1 )

Claramente h, # 0, n € N.
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n n41
Sean f = Y ajhj,g = 3 ajh;. Claramente g = f + any1hni1.
Supongamos que n 4+ 1 = 2™ + 4 para algin m > 1y 1 < ¢ < 2™, entonces f y

g son iguales excepto en el intervalo diddico [22%121 , %) En este intervalo f es constante.

Sea b dicha constante.

7 _ _r2i—2 2i—1 _ _r2i—1 21
ASI? g = b + anp+1 €N Il - [2m+la 2m+1) Yg= b— ap+1 €N IQ - [2m+1? 2m+1)‘

Dado que p > 1, es facil comprobar que |1 + ¢|P + |1 — ¢’ > 2 para todo t € R, lo

cual implica que

b+ ans1|” + b — ans1|” > 2|b” con t = “"b“ (5.0.1)

Asi,

Iflly = J IfIPdx
[0,1)
= [ AfPax+ [IfIPdN+ [|fP dA
[0’1)\(IIUI2) I I
= f |9|p X + —2m2+1 |b|p
[0,1)\([1U[2)

< [ lglPdr+ [ |g|P dX+ [ |g|” dX (por 5.0.1)
[0’1)\(IIUI2) I, I

= gl

n+1

De todo lo anterior se sigue que < || 22 ajhj|| y por induccién
i=1

n
2 ajh;
Jj=1

n m
Z ajh;|l < Zajhj para todon < m
j=1 j=1

para cualesquiera a; € R y cualesquiera enteros n < m. Del teorema anterior se sigue que

(hn),, es una base para (h,). Afirmamos que LP[0,1) = (hy).

Sea f € LP[0, 1) arbitrario, entonces existe una funcién simple s tal que || f — s, <

n
Supongamos que s = Y a;xg,;; donde E; € By, EiNE; =04 # 5y [0,1) =
i=1

Es un hecho conocido que los intervalos diddicos generan la o-dlgebra de Borel en
[0,1), entonces para cada i existe una uni6n finita disjunta

D; = Uj" | D; de diidicos tal que:
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p

n P
€
[0,1) =
, n n
Asi, |ls = 3 aixp;|| = X lai| Ixz: — xp;ll, < Me,donde M = max {la;|}.
=1 =1 1<i<n
n
Por tanto ||f — > aixp,| < (M +1)e.
i=1 »
Ahora solo resta escribir a x p,con D diddico, como combinacién lineal de funciones
hn.
Definamos D} = [’;—nl, Zin) 1=1,2,...,2™
Entonces,

Xog (6= X35y (6 = 3 (hn (8) = o (1)

2

Sea n € N fijo y supongamos que hemos escrito xpr ¢ =1,2,...,2" como combi-

nacion lineal de funciones h;.

Mostraremos que x pn+1 ¢ =1,2,..., 27*1 puede escribirse como combinacién lineal
de funciones h;.
Notamos lo siguiente: D} = Dgztll U D;Li"'l 1=1,2,...,2", entonces
Xt (0 =3 (xor () + hons (1))
Dy;m 2 i T
1
XD;LiJrl (t) = 5 (XD:L (t) — h2"+i (t))

1=1,2,...,2".

El resultado se sigue por induccién.O

Usaremos el teorema 5.0.2 para probar que todo espacio de Banach de dimensién
infinita contiene un subespacio de dimensién infinita con una base.El resultado es obra de

Bessaga-Pelczynski y fue probado en 1958.

Lema 5.0.3 Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Si F C X es un subespacio
de dimension finita y ¢ > 0, entonces existe x € X  tal que ||z]] = 1 y [ly]| <

(14 ¢€)|ly + Az|| para todo y € F y para todo A € K.
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Prueba:

Sin perdida de generalidad supondremos que ¢ < 1.Dado que SF es compacto
entonces existe {y1,...,yr} una 5-red para Sp. Por el teorema de Hahn-Banach existen
Yl Yy €Sx- talque yjy; =14=1,...,k.

Sea z € Sx tal que z € F] kery;.

Siy € Sp entonces existle:gl/i tal que ||y — il < 5.

Tomemos A € K arbitrario, entonces

ly + Xzl > v + Azl — lly — il
> |y + Azl — £

>y (yi+Az)| -5 =1-—

™

1
1+e-

Asi, 1 < (1 +¢) ||y + Az|| para todo y € Sp.

Pero € < 1 implica que 1 — 5 >

Sea y € F, entonces 1 < (1 +¢) Hﬁ + Az

| , lo cual implica

lyll < (1 +¢) lly + llyll Az]]

|

Corolario 5.0.1 Sea X un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces X contiene

un subespacio lineal cerrado de dimension infinita con una base de Schauder.

Prueba:

Sea ¢ > 0. Escogemos una sucesion (&,,) de niimeros positivos tal que [] (1 +¢,) <
1 + e. (Claramente posible). e

Tomemos x; € Sx.

Por el lema anterior existe zo € Sx tal que ||z|| < (1 +¢1) ||z + Az2| para todo
multiplo escalar x de x; y para todo escalar .

Ponemos ahora F' = (z1,x3) . Aplicando nuevamente el lema anterior, obtenemos

T3 € Sx tal que
[zl < (1+e2) [z + Azs|

para todo z € F' y para todo escalar A..

Ponemos ahora F' = (1, z2,23) y repetimos el proceso anterior.
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Afirmamos que la sucesién asi generada es una base y con una constante bdsica
que es menor o igual a 1 + ¢.

Si m, n € N son tales que m < n entonces:

m m+1
Yoaizi]| < (I4em)| X aiz;
i=1 i=1
n—1 n
< I (M +e) || 2 aim;
i=m =1
< I+ |3 o
neN =1
n
< (T+e) | X a
=1

La conclusion se sigue del teorema 5.0.2.0

Teorema 5.0.3 (Principio de Seleccion de Bessaga-Pelczynski, 1958) Sea X un espa-
cto de Banach. Sea (z,) C Sx tal que w-limz, = 0. Entonces (zn,) tiene una

subsucesion bdsica.

Prueba:

Sea (ep),>o Una sucesién de nimeros positivos tal que €, < 1 para todon € N y

o0
H (1—En) >1—¢gp.
n=1
Supongamos que Tp,,...,Tn, N1 < ... < ni han sido escogidos tal que para

cualesquiera escalares a; y todo [ < k

! k
1
Zaiwni < — Zaiwni (5.0.2)
i—1 1 —ep-1 |
Sea Y (K) = (zn,, ..., Ty,) - Dado que la esfera unitaria Sy (k) es compacta, existe
{z1,..,2m} una “f-red de Sy (k).
Por el teorema de Hahn-Banach existen z7,...,z;, € Sx- tal que
€k .
zfzi:1>1—zz:1,...,m

Por hipdtesis liTILn x*x, = 0 para todo z* € X* entonces existe niy1 > ny tal que

2] Ty, | Sg—kizl,...,m

4

Afirmamos que para cualquier y € Sy (k) y cualquier escalar «

ly + awn || = (1 —ex) lly]
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Caso 1) |a| < 2

||y+a$”k+1|| Z |z:‘ (y+a$nk+1)|
> |ZZ*2,’1| - |Zz* (y - ZZ)| - |Z;k (axnk+1)|
> —%—||y—2i||—2|22kxnk+1|
> 1= -F-2F=(-a)lyl
Caso 2) |a| > 2

ly + azny | > ol @, | =yl > (1= &) Iyl

Por tanto

lyll < 1— ¢ ”y +azn, ”
para todo y € Y (K) y para todo escalar a.
! k+1
Asi, || > aixy, || < l—lak > a;zp,|| para todo I < k+ 1y cualesquiera escalares a;.
i=1 i=1

Se sigue entonces que (z,,) es una sucesién bésica, con constante bdsica menor o

(0]
. 1 1
igual que k]_[1 5 <150

Definicién 5.0.4 Sean (x,) y (yn) bases de los espacios vectoriales normados X y'Y res-
pectivamente. Decimos que (x,) y (yn) son equivalentes si la convergencia de la serie
%o: anTy implica la convergencia de la serie %o: anyn e inversamente,donde (a,) es una
ZZéesz’o’n de escalares. "

Teorema 5.0.4 Las bases (x,) y (y,)son equivalentes si y sélo si hay un isomor-

fismo entre X yY que lleva cada x, en y,.

Prueba:
Necesidad.

Definimos el operador lineal T : X — Y de la siguiente manera:

[oe] o0
T (z ) =S g
n=1 n=1

Dado que (zy,) vy (yn) son bases de X y Y respectivamente, entonces T' esta bien
definido y es un operador biyectivo.

Afirmamos que T tiene grafica cerrada.
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Sean (wp) C X, w € X y z € Y tal que lir}rlnwm =wy lir}rlnTwm = 2, queremos

probar que Tw = z.

Siw= Y ap(w)zy y wy, = >, an (wy) zp, entonces
n=1 n=1
limay, (wp) = li7£n:1:;;wm =z, w = ap (w) (5.0.3)

para todo n € N.

Por la definicién del operador T' tenemos que

o0 (0]
Twm = Z an (W) Yn = Z Yn (Tw) yn

n=1 n=1

o0 (0]
y por ser (y,) una base z = Y b, (2) yn = X ¥ (2) yn, entonces

lirgn an (W) = lirgn Yy (Twp,) = ypz = by (2)

para todo n € N.

De 5.0.3 se sigue que a, (w) = by, (z) para todo n € N, es decir Tw = z.

Por el teorema de la grafica cerrada se concluye que 7' : X — Y es continuo,
analogamente el operador inverso es acotado.

Suficiencia.

SiT: X — Y es un isomorfismo de X sobre Y, entonces existen

My, My > 0 tal que
M ||z|| < ||Tz|| < M ||z|| para todo z € X.
De las desigualdades anteriores se sigue que (z,) y (y,)son equivalentes.O

Definicién 5.0.5 Sea X un espacio de Banach. Una serie Y. &y, (z, € X ), se dice que es
n
w-tncondicionalmente Cauchy (wic) si, dada cualquier permutacion © de los nimeros

n
naturales, (E xﬁ(k)> es una sucesion w-Cauchy.
k=1

n
Observacion: Y x, es wic si y sélo si (E :1:*$7r(k)> es una sucesion de Cauchy
n k=1

(o)
para cualquier permutacién « y para cada z* € X* siy s6lo si Y |z*z,| < oo para cada

n=1
r* e X*.
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Teorema 5.0.5 Sea >z, una serie formal en un espacio de Banach X, entonces

n
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) > x, es wic.

n
b) Existe ¢ > 0 tal que para cualquier (¢,) € [

n
Z tka‘k

k=1

sup
n

< ¢ [|(tn)lloo

c) Para cualquier (¢,) € ¢, E t,x, converge.
d) Existe ¢ > 0 tal que para cualquier subconjunto finito A C N y

cualquier eleccién de rotaciones ¢’» tenemos

Z ¢ifn g

neA

Prueba:

a)==b) Definimos T : X* — [ por Tz* = (z*x),,. Por hipétesis T es un operador
lineal bien definido. Afirmamos que T tiene grafica cerrada.

Sean (z},) C X*, z* € X* y y € [; tal que lg;nw;';1 =z*y lingnTw,";1 = y entonces
probaremos que T'z* = y.

Notamos lo siguiente:
ly = Tzplli, = D |yn — Tl > [yn — 2720
para todo n € N, entonces

0 <liml|y, — z,,z,| <lim|ly — Tz;,|, =0
m m

m||l1

para todo n € N, es decir lim z},, = y, para todo n € N.
m
Pero limz;, = z*, implica que z*z,, = y,, para todo n € N, asi T'z* = y.
m

Por el teorema de la grafica cerrada T' es un operador acotado.

Sea (t,) € By, arbitrario y * € Bx-, entonces

n n
* (E th)‘ <Y |tk JxF
h=1 K1

28]
Sy %z = (| T=*|| < [T

para todo n € N, por tanto,
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= sup < |17

CD*GBx*

n
Z thk
k=1

n
:E* <Z thk>
k=1

para todo n € N.
<7l

n
Asi, sup H S tpxg
Notamos que (t,) € Bj_ fue arbitrario, si (t,) € ls consideramos entonces a
1
Tl ()
b)=-c) Sea (t,) € ¢y C l, entonces para todo n > m

n

Z tka‘k

k=m

< ¢ sup |tg] = 0 cuando m — oo
m<k

n
asi, ( > thk> es una sucesién de Cauchy en X y por tanto converge.
k=1

o0
c)=d) Definimos T : ¢y — X dado por T (t,),, = > t,z,. Claramente T es un
n=1
operador lineal y usando la hipétesis tenemos que estd bien definido. Afirmamos que T
tiene grafica cerrada:

Sean (¢,) = ((oF),) C co, ¢ = () y ¢ € X tal que
limg, =q limTq,==z
n n
Entonces
lgn —qll = sup oy — | > oy — a

implica que lirrln o = a, para todo s € N.

Por tanto,
— i — i n — —
T = hTILann = hyrln Es o, Ts = Es asrs =T4q.

Asi, T es acotado y por tanto 7' (Bg,) es un conjunto acotado.
En particular vectores de la forma S e"»z,,donde A C N es cualquier subcon-
neA
junto finito, estdn contenidos en T'(B,,) y por tanto se sigue el resultado.

d)=-a) Para cualquier * € Bx~ tenemos:

r* (Z eiann> — Z ewnfL‘*(L‘n <

neA neA

<c

Z el g,

neA
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para cualquier A C N finito y para cualquier eleccién de e?». Eligiendo rotaciones conve-

28]
nientemente se sigue que Y. |z*z,| < oo.
n=1

z__: por tanto

Para x* € X* arbitrario, aplicamos lo anterior a IERIE

28]
Y |z*zy| < oo para todo z* € X*, i.e. Yz es wic.O
n=1 n

Corolario 5.0.2 Sea (z,) C X una sucesidn bdsica tal que 1%f||$”“ >0y Yz, es wic.
n

Entonces (zy,) es equivalente a la base de vectores unitarios de cy.

Prueba:
. S n .
Si > tpx, es convergente, entonces (Z thk> es una sucesion de Cauchy en X.
n=1 k=1
Dado que

n n—1
ltnl lzall = {[D tezr — Y trak
k=1 k=1

se sigue entonces lim |¢,,| ||z,| = 0.
n
Pero por hipétesis i%f lzn]| > 0, entonces liﬁn |tn| = 0;asi,(t,) € ¢o lo cual implica

o0
la convergencia de la serie ). tpe,,donde {e,} es la base de vectores unitarios en cy, i.e.
n=1
en (1) = Oin-
Por hipétesis (z,,) es una sucesién bdsica tal que Y z,, es wic, entonces por c) del
n

teorema, anterior se sigue que Y t,x, converge para cada (t,) € ¢g. O
n

Definicién 5.0.6 Sea X un espacio de Banach.Una serie Y. x, se dice que es incondi-
n
cionalmente convergente si la serie Y x.(,) converge para cada permutacion w de los
n

numeros naturales.

Teorema 5.0.6 Sea X un espacio de Banach.Cada serie que es wic es incondi-

ctonalmente convergente st y solo st X no contiene una copia de c.

Prueba:

Necesidad.

Supongamos que X contiene una copia de cp,es decir existe un isomorfismo de ¢
sobre T'(¢p) C X.

Consideremos la serie Y e,, donde e, es el n-ésimo vector unitario en cy.

n
Sea (o), € ¢ = 1 arbitrario, entonces
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Z |(en, (am)m>| = Z lon| < 00

n
Se sigue que Y e, es una serie wic, sin embargo Y e, = (1,1,...) ¢ ¢ implica que
n n
la serie > e, no es incondicionalmente convergente.
n
Sea (t,) € cg arbitrario. Por ser Y e, una serie wic entonces Y t,e, converge (por
n n

c) del teorema anterior, pero por ser T' continuo entonces

00 00
T Z then | = Z tnTen
n=1 n=1

Por tanto, > Tey, es wic en X (por c) del teorema anterior). Sin embargo > Te,, ¢
n n
X, ya que en caso contrario tendriamos que Y e, € cy. Asi, > Te, no es inconcidionalmente
n n
convergente. Una contradiccién.
Suficiencia.

Supongamos que X admite una serie >z, que es wic pero no incondicionalmente
n

n
convergente. Entonces existe una permutacion 7 de los numeros naturales tal que (E xﬂ(i)>
i=1
no es una sucesion de Cauchy. Por comodidad seguiremos llamando Y z,, a la serie anterior.

n
Asi, existe & > 0 y sucesiones (p,), (¢,) de numeros naturales con

n
pr<qr <p2<qe<...tal que || Y z|| > ¢, en particular.

k=pn
n
inf >
117} kz TE|| > e >0
=Pn

n
Sea y, = Y. xj, entonces inf ||y, || > e. Por hipétesis 3"z, es wic, lo cual implica
k=pn n n
que Y |z*z,| < 0o para cada z* € X* lo cual implica que w-limy,, = 0.
n n
Yn

TynTl? entonces
n

Sea z, =

lim 2%z, = lim‘x* (—h”)
n

IA
[
B
8
<
S

para todo z* € X*.

Por tanto, w—ligtn zp = 0.

Por el teorema 5.0.3 la sucesién (z,) admite una subsucesién bésica. Entonces
(yn) admite una subsucesién bésica y ademds iry}f lynll > €y ;yn wic implica que dicha

subsucesién bdsica es equivalente a la base de vectores unitarios de ¢y, (corolario 5.0.2).
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Pero el teorema 5.0.4 afirma la existencia de un isomorfismo de ¢y en un subespacio
cerrado de X. Por tanto X contiene una copia de cy.0

Con la teoria desarrollada en este capitulo daremos otra prueba del teorema de
Orlicz-Pettis: Sea )z, una serie en X. Si cada subserie de la serie ) z, es w-

n n

convergente, entonces cada subserie es convergente.(Teorema 4.2.1)

Prueba:

Haremos la prueba suponiendo que X es un espacio real, no hay dificultad alguna
para el caso complejo.

En el teorema se mostrd, que si Y x,, es una serie tal que cada una de sus subseries

n
es w-convergente entonces

n
w- h’l{nkz_:l ERTE (5.0.4)

existe para cualquier (e,,) € {—1, I}N .

Sea x* € X* arbitrario, si ponemos ¢ = sgnx*xy, entonces 5.0.4 implica que
> |rFeg| < oo.
k

Se sigue que la serie > x, es wic.
n
n
Supongamos que existe una subsucesién (z,,) de (z,) tal que | > z,. ] no es una
i=1

n
sucesién de Cauchy en X. Entonces existe ¢ > 0 y sucesiones crecientes (py,) , (¢,) de enteros

dn
S,

1=Pn

positivos con p; < ¢ < p2 < ¢q2..., tal que > ¢ para todo n € N.

dn
Sea (yn) la sucesién dada por y, = Y . Entonces ||y,|| > ¢ > 0 para todo
1=pn
n € N y ademads Y y, es una subserie de ) z,, y por tanto es w-convergente. En particular
n n
w-limy, = 0y inf [y, | > e.
n n
Entonces por el mismo argumento utilizado en el teorema anterior, existe (z,) una
subsucesion de (y,) que es base.
Dado que inf ||z,|| > 0y 3 2, es w-convergente (y por tanto es wic, por la primera
n n
parte de la prueba) se sigue que (z,) es equivalente a la base de vectores unitarios en cg.

(Corolario 5.0.2)

Pero en seguida mostraremos que Y e, no es w-convergente en cy:
n

n o0
Supongamos que existe £ € ¢y, tal que z = w—li%n > e, ie. xfx = > xe; para
1=1 =1

todo z* € ¢y = [5.



Dado que (e,) C I; entonces

o0

(r,en) =z, = Z (eiyen) =1

=1

para todo n € N; una contradicciéon.Od

86



87

CAPITULO 6

El teorema de Dvoretsky-Rogers

Definicién 6.0.7 Sea X un espacio vectorial normado y (z,) C X una sucesion.

a) La serie Y x, es llamada absolutamente convergente si
n
n
b) La serie 3_ z,, es llamada incondicionalmente convergente si 3 z.(,) con-
n n
verge para cada permutacién 7w : N — N.

El presente capitulo estd motivado por el siguiente resultado.

Teorema 6.0.7 Sea (z,) C K (= R 6 C). Entonces Y z, es absolutamente con-
n

vergente st y solo si es incondicionalmente convergente.

La pregunta es entonces: ;Tenemos el mismo resultado para espacios vectoriales
normados?
El primer paso lo da el siguiente teorema y su respectivo corolario.

Teorema 6.0.8 X es un espacio de Banach st y sdlo si para cada serie ) x,
n

n
absolutamente convergente en X, lim ) =z, existe. (i.e toda serie absolutamente
" k=1
sumable es sumable)

Corolario 6.0.3 Si X es un espacio de Banach y Y x, es absolutamente convergente,
n

entonces Y x, es incondicionalmente convergente.
n

Prueba:
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Sea ) x, una serie absolutamente convergente, entonces, por el teorema 6.0.7 se
n

sigue que Y ‘ Tr(n)
n
(Teorema 6.0.8)0

n
< oo para toda permutacion w: N — N y por tanto lim >° ) existe
" k=1

Asi, ;jSera valido el reciproco del corolario anterior?. La respuesta es negativa
cémo lo muestra el siguiente ejemplo:

Sea X el espacio de Banach ¢y. Sea z,, = % € ¢y para todo n € N. Entonces la serie

. .. . 1 . o 1 _
converge incondicionalmente a la sucesion (E)n € ¢y, sin embargo %: lzn|| = %: - = 00.

Para el caso en que X es de dimensidn finita tenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.0.9 Sea X un espacio vectorial normado de dimension finita. En-
tonces Y x, es absolutamente convergente si y solo si es incondicionalmente

n
convergente.

Prueba:

Basta probar el resultado para X = R" 6 C™ (Teorema 1.1.1)

Necesidad

Se sigue del hecho de que R"™ 6 C™ son espacios de Banach junto con el corolario
anterior.

Suficiencia

(0] o0
Si > () converge para toda permutacion 7 : N — N, entonces ) T () (7)
i=1 =1

o0
converge para toda permutacién 7 : N — N, i =1,...,n;asi ). |z;(i)| <ooi=1,...,n
=1
(Teorema 6.0.7).
Sabemos que existe M > 0 tal que ||z||, < M ||z||, para todo z € R" (C").

Por tanto,
o0 o0
2 gl < M3 lzll
J=1 J=1

- Mji'%luwj(m+...+|xj<n>|><oo

N

A continuacién enunciamos el teorema de Dworetsky-Rogers que da res-puesta a

nuestras preguntas.

Teorema 6.0.10 (Dwvoretsky-Rogers, 1950) Sea X un espacio de Banach. Toda serie
tncondicionalmente convergente en X es absolutamente convergente si y solo si

X es de dimension finita.
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Corolario 6.0.4 Si X es un espacio de Banach de dimension infinita, entonces existe una

serie  incondicionalmente  convergente > x, en X  tal que Y ||zy|| = oc.
n n

De hecho, se probard un resultado més general, pero para ello serd necesario de-

sarrollar la teoria de operadores absolutamente p-sumables.

6.1 Operadores absolutamente p-sumables.
En adelante consideraremos a X, Y espacios de Banach y 1 < p < oc.

Definicién 6.1.1 Un operador lineal acotado T : X —Y es absolutamente p-sumable
(denotado por T € 11, (X,Y")) si dada cualquier sucesion (xn) C X tal que Y |z*z,|’ <

n
oo para cada =¥ € X", tenemos que

Y Tx,||P < oo.
n
Supongamos que (z,) C X satisface que Y |z*z,|’ < oo paracadaz* € X*.
n

Definamos un operador S : X* — [, de la siguiente manera:
Sz* = (z%zy,),

Entonces dicho operador esta bien definido, es lineal y afirmamos que tiene grafica
cerrada:

Sean (z},) C X*, 2" € X* y y €, tal que

hranx:;l =z" lirgnSac:l =y (6.1.1)

entonces

™=

| T3 T — yn| < (Z [T — yn|p> = [|Szr, — yll
n

para todo n € N, lo que implica que limz}, %, = y, para todo n € N. De 6.1.1 se sigue
m

¥z, = Yy, para todo n € N, por tanto

Asi, S tiene gréifica cerrada y se sigue que S es un operador lineal acotado.

Consideremos ahora el conjunto
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Iy (X) = {(xn) C X :) |a*z,|’ < oo,para todo z* € X*},
n

es claro que [}/ (X) es un espacio vectorial.
Si () € ) (X), entonces dicha sucesién induce un operador lineal acotado S(z,,)

X* — 1), ya mencionado antes. Definimos entonces

Iy ) = [|Scon, |

Claramente ||((I,‘n)||l;u(X) = 0 si y sélo si (z,) = 0. Del hecho de que Sz, 1y,) =
Stan), T Swn),» SOren), = AS(z,), ¥ de que [||| es la norma de operadores lineales acotados

de X* a I, se sigue que ||'“l;,f’(X) es una norma en ;) (X).

Andlogamente definimos l,‘l'|| (Y) = {(yn) CY: Y |yl < oo}, es claro que este
n
conjunto es un espacio vectorial.

Definimos en lﬂ'” (Y) la funcién [[-[|j -, de la siguiente manera:
p

(Y)

1y Ly (Z “yan)

Asi, “'Hlﬂ'” (y) €8 Una norma en l,‘l'|| (Y), (la prueba es idéntica al caso de los ).

Lema 6.1.1 (lg’ (X), “'HZ;U(X)) Yy <lp|'” (Y), “'Hlﬂ'”(y)> son espacios de Banach.

Prueba:
Sea (wp) = ((z77"),,) C Iy (X) una sucesion |||l (x)-Cauchy. Sea e > 0 entonces
p

existe P = P (¢) € N tal que

1

p
sup {(E |z* (IZ’-I%)I”)
l'*eBX* n

Lo anterior implica que

} = [Jwm, — wq“lg(X) <¢€ (6.1.2)

sig>m > P.

=

|z* (! xq|<<2|x m—xl) |p> <e

para todo z* € By~ y para todo n € N.
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leg' — @il = sup [a” (23" —ap)| <e
ZL’*GBx*

para todon € N,g >m > P.

S

% )ooy es una sucesion |-|| -Cauchy para todo n € N. Sea 1, =

Se sigue que (z
limag, y = ().

De 6.1.2 tenemos que

1

<Z |z* 2 — x*¢n|p> ’ <e (6.1.3)

si m > P, para todo z* € By=.
Asi,

IN

(%3 |:L‘*1/)n|p>fl’ <%: g — $*¢n|p>% . (%3 |$*xnm|p>%

IN

£+ <E |x*xﬁ|p> " < oo para todo z* € By~
n

Lo cual implica que w € [} (X) .

Por otro lado, se sigue de 6.1.3 que:

1
p
lm — wllyg () = sup {(Z|x*xnm—x*wn|p> }56

CD*GBx* n

sim > P.
Todo lo anterior implica que (l;’ (X), ||'||lw(X)) es un espacio de Banach.
p
Sea (zm) = ((yn"),,) C l,‘l'” (V) una sucesién |[|-[|, ,,,-Cauchy. Sea e > 0, entonces
P

existe P = P (¢) € N tal que

(Y)

1
p
p —
(En My’ = will > = llzm = zglln gy < e (6.1.4)

sig>m > P.
Asi, ||y —yl|| < esig>m > P, para todon € N.

Se sigue que (y5);2; es una sucesién ||-||,-Cauchy para todo n € N. Sea ¢, =

limyg y 2= (¢n) -

De 6.1.4 tenemos lo siguiente:
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1
p
(Z lyn' — %II”) <esim>P (6.1.5)

Por tanto,

N

(= ||son||p>% ) @'w_%"p)%+ = lly:zzup)%’

P
e+ (Shrlr)” < oo
n

IN

Lo cual implica que z € l,‘l'” (Y).

De 6.1.5 tenemos
1
m p i .
lzm = 2l gy = (2”: lyn' — enll ) <esim>P.

Lo anterior muestra que <lp|'” (Y), “'Hl;‘l'” (Y)> es un espacio de Banach.O

Retomamos la definiciéon dada antes y la expresamos con la nueva terminologia de
la siguiente manera :

”Un operador lineal acotado T': X — Y es absolutamente p-sumable si y sélo
si (Txy),, € l;u'” (Y) siempre que (z,),, €1, (X).”

SiT: X — Y es absolutamente p-sumable entonces definimos un ope-rador 7' :
Iy (X) — l,‘l'|| (Y) como sigue:

T (zn),, = (Tzy),
Observacién 6.1.1 Nétese que la asociacion T — T es lineal.
Lema 6.1.2 T es un operador lineal acotado.

Prueba:
SiT: X — Y es absolutamente p-sumable entonces T es un operador lineal bien
definido y afirmamos que tiene grifica cerrada:

Sean (wy,) C 1Y (X),w € ¥ (X) y z €y (Y) tal que

limw,, = w limTw,, = z (6.1.6)
m m

Entonces,



-

sup (o (aff —a)P)”

l'*eBX* n

2 |2 (2! — )]

[[wm _w“lg(X)

para todo z* € By« y para todo n € N. Asi,

leg' —xnll = sup [z* (23" — zn)]
x*EBX*
< —wlyen

para todo n € N, de 6.1.6 se sigue que limz]" = z,, para todo n € N.
m

Por otro lado,

-

D

(S =yl

> ||Txnm - yn”

Ty, = szQ'“(y)

para todo n € N,de 6.1.6 se sigue que limT'z]' = y,, para todo n € N.
m

Dado que T es un operador lineal acotado, se sigue que

Tx, = lirgnTxZ’ =y, paratodon € N,

es decir Tw = z; por tanto T tiene grafica cerrada y por tanto es un operador lineal

acotado.O
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Definimos la norma absolutamente p-sumable de T, denotada m, (T), como

mp (T) = HT

|, entonces y, () es una norma en I, (X,Y).

De hecho {T|T ell, (X,Y)} es un subespacio cerrado del espacio de Banach

{U (X)) = l,|,|'H (Y)|U es lineal y acotado},de donde se sigue que {T|T ell, (X, Y)} es

un espacio de Banach y por tanto (II, (X,Y),m, (-)) lo es. (Esto tdltimo es claro ya que

Tp (Tn - Tm) = ‘ Tn - Tm”)
Dado que
m (T) = ||T

= inf {,0 > 0] HT(xn)n

se sigue que

< pll(wn),|l para todo (wn), €L (X)}
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mp (T') = inf {p > 0|la desigualdad 6.1.7 se da para cualquier z1,...,z, € X}

1 1
n P n P
donde (Z ||T$i||p> <p sup (Z |:1:*$i|p> (6.1.7)
i=1 z*

A continuacién presentamos un importante resultado que liga la teoria de la medida

con la teoria de operadores absolutamente p-sumables.

Teorema 6.1.1 (de Dominacion de Grothendieck-Pietsch, 1967). Supon-gamos que
T € II,(X,Y). Entonces existe una medida de probabili-dad deBorel, regular
u definida en Bx- (respecto a la topologia w*) tal que

1 Tz||” < mp (T) / || du (&%) < mp (T) |||”

By~
para todo z € X.
Prueba:
Sean z1,...,T, € X. Definimos la funcion:

fml,...,mn :Bx- = R

como sigue:
n n
Forsen (@) =70 (T) D Ja*apl” = Y [Tl
k=1 k=1

Dado que z*zy = iy, (z*) y que ademds i,, es w*-continua se sigue que f, . .
es w*-continua en By=x.

Sea C = {fs,. 2, € C(Bx-w*)|z1,...,2, € X}. Afirmamos que C es un cono
convexo, (un subconjunto convexo K de un espacio vectorial es un cono convexo si tK C K
cuando ¢t > 0).

Sea 0 < A < 1, entonces

Afxl,...,xn + (1 - A)fxn+1,...,mm = f

1 1 1 1
AP Z1 40 AP Ty (1=A) P Ty 1oy (1=A) P Ty

de donde se sigue que C' es convexo. Ademds si A > 0 entonces
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Afwl,...,wn - f 1 1 S C.

APx1,.. AP Ty

De la definicién de 7, (T') (ver ecuacién 6.1.7), se sigue que cada elemento de C' es

no-negativo en algiin z* € Bx«. Por tanto C es disjunto del conjunto
N ={feC(Bx-w")|f(z") <0 para todo z* € Bx~}.

Claramente N es un cono convexo, ademas IN es abierto. Esto ultimo es claro:

Sea f € N arbitrario, entonces || f1| ,ax

= max {—f(z*)} > 0. Por lo que
.Z'*GBX*

{9 € C(Bx-w") [lg = fllmax < Iflmax} € N

Por el teorema bdsico de separacién, se sigue que existe u € C (Bx+ w*)" una

medida de Borel regular definida en los borelianos de (Bx- w*) tal que

/fduété/gdu

para todo f € N, g € C; ademés, dado que N y C son conos convexos podemos suponer
que t = 0.

Dado que [ fdu < 0 para todo f € N, u es una medida positiva que podemos
suponer es una medida de probabilidad.

Asi, [ fydu > 0 para todo = € X. Por la definicién de f, se sigue que

[ fodu=ap(@) [ |o*a du ()~ [Tl
Bx+ B+
para todo =z € X. Lo cual prueba la primera desigualdad, la segunda es obvia pues u es de
probabilidad.O
El teorema anterior afirma que existe una medida de probabilidad regular i definida
en (Bx- w*) tal que i, € LP (pu) para cada z € X.
Definimos X, =i (X )Lp(”). Entonces ¢ : X — X, es un operador lineal continuo:
P
lizll oo = | [ 1o du] < ol
o+

para todo # € X, lo cual implica que [|i]| < 1, en particular i (Bx) C Bx,.
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Definicién 6.1.2 Un operador lineal T : X — Y es llamado completamente continuo si

manda sucesiones w-convergentes en sucesiones convergentes.
Teorema 6.1.2 7 : X — X, es completamente continuo y débilmente compacto.

Prueba:
Sea (z,) C X y z € X tal que x = w—lirgnxn, es decir i,2* = lirlgnixnx* para todo
¥ e X*.

Esto dltimo implica que existe M > 0 tal que

sup iz, x*| = ||zp]| < M para todo n € N.

I*eBx*
Por el teorema de la convergencia acotada, tenemos:
. . . p _ . . . p
llTanH'Lmn - Zm”/;p(u) = hTan I iz, = ial” dps
Bxx

= [ limliy, —ig|"dp =0
X*

Por lo que ¢ es completamente continuo.

Ahora probamos que i : X — X, es un operador débilmente compacto, i.e ¢ (Bx)
es w-compacto.

Sip > 1 entonces X, es reflexivo, lo cual implica que Bx, es w-compacto. Se vi6
anteriormente que i (Bx) C Bx,, por tanto i (Bx) es w-compacto.

Sea p =1. Dado que x4 es una medida de probabilidad se sigue que
Ly (p) C Ly (1) -

El operador inclusion I : Lo () — L1 (1) dado por I'f = f es continuo, por tanto

w-w continuo. Ademsds,

2

; 2 .
lialiugy = | [ lo"aldn| <1sillal <1

X *

Asi, i(Bx) C Bp,) y dado que B, (,) es w-compacto se sigue que

i(Bx)=1i(Bx)"” es w-compacto (relativo a Ly (u)), por tanto

Ii (Bx) =i (Byx) es w-compacto (relativo a Ly (p)).0

Teorema 6.1.3 SiT €11, (X,Y) entonces T es completamente continuo y débilmente

compacto.



97

Prueba:

Definimos P : i (X) C L, (1) = Y de la siguiente manera:
Pi, =Tx

Entonces P es un operador lineal acotado:

™=

1Piz|| = [[Tz| < 7Tp(T)<f Ix*wl”du>

B+
= mp(T) ||ix||Lp(u)
Donde la desigualdad es por el teorema de Grothendieck-Pietsch.
P tiene una unica extensién lineal continua en X, la cual seguiremos denotando
por P.
Por la definicién de P tenemos que T' = P o i. Dado que P es continuo e i es

completamente continuo, se sigue que 7' es completamente continuo.

Tambien P es w-w continuo y como i (Bx) es w-compacto se sigue que P (z (B X))

es w-compacto. Asi,
TBx =TBY =P (i (Bx))” C P (z (BX))

implica que T'Bx es w-compacto, i.e T' es un operador débilmente compacto.O

6.2 Prueba del teorema de Dvoretsky-Rogers.

Teorema 6.2.1 Si 1 <p<oo y X es de dimension infinita, entonces el operador

indentidad en X no es absolutamente p-sumable.

Prueba:

Supongamos que el operador identidad Iz = z es absolutamente p-sumable.

Sea (x,) C Bx. Por el teorema anterior I deberia ser w-compacto i.e Bx debe ser
w-compacto (w-compacto por sucesiones por el teorema de Eberlein—gmulian), por tanto
() admitiria una subsucesiéon w-convergente. Dado que I deberia ser tambien completa-
mente continuo se sigue que dicha subsucesién es convergente.

Pero lo anterior dice que Bx es compacto, lo cual implica que X es de dimensién

finita. Una contradiccién.O
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Corolario 6.2.1 Si 1 < p < 0o y X ||za||’ < oo siempre que Y |z*z,|’ < oo para cada
n n

z* € X*, entonces X es de dimension finita.

Finalmente, presentamos a continuacién la prueba del teorema de Dwvoretsky-

Rogers.

Teorema 6.2.2 Sea X un espacio de Banach. Toda serie incondicionalmente convergente

en X es absolutamente convergente si y solo si X es de dimension finita.

Prueba:

Solo resta probar la necesidad:

Supongamos que la convergencia incondicional de toda serie en X implica su con-
vergencia absoluta.

X no puede contener una copia isomorfa de ¢y, dado que ¢y admite una serie que
converge incondicionalmente pero no absolutamente.

Por el teorema 5.0.6, se sigue que si Y |z*z,| < oo para cada z* € X* entonces
> |lzn|| < oo, por el corolario anterior se sigue (Zue X es de dimension finita.O
" CONCLUSIONES.

Sélo queremos destacar la importancia de las topologias débil y débil*, como se
vid a través del trabajo estas topologias nos permiten probar propie-dades de subconjuntos
del espacio vectorial que con la norma seria dificil de mostrar, (w-acotado implica acotado,
etc.).

Queremos destacar fuertemente la importancia del capitulo 3 en las aplicaciones:
el teorema de Eberlein-Smulian por el lado de la topologia débil y el teorema de Banach-
Alaoglu (junto con el teorema 3.2.3) por el lado de la topologia débil*.

Aunque estas topologias se han definido en espacios vectoriales normados, se
pueden definir también en espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos.

El capitulo 4 sélo es una breve introduccién a la teoria de integracién de funciones
vectoriales. Con ello se probo el teorema de Orlicz-Pettis, el cual es una herramienta bésica,
en la teoria de medidas vectoriales. El resultado se puede probar para espacios topoldgicos
localmenta convexos.

En el capitulo 5 se introduce la nocién de sucesion bésica y su caracte-rizacion.
Esto da lugar a preguntas que relacionan este concepto con la estructura del espacio: ;todo
espacio de Banach contiene una sucesién bdsica incondicional?, ;todo espacio de Banach

contiene un subespacio isomorfo a ¢y 6 [, 1 < p < 00?, etc.
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