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Introducci�on

En el an�alisis matem�atico una parte importante de los espacios estudiados resultan

ser espacios de Banach. En las aplicaciones se trata a menudo de extraer subsucesiones

convergentes de sucesiones dadas y nuestro trabajo trata de dar condiciones para que esto

sea posible.

Para la lectura de este trabajo basta un curso b�asico de an�alisis funcional. Es

decir, conocer los teoremas de Hahn-Banach, el teorema de la funci�on abierta, el teorema

de Banach-Steinhauss y el teorema de la gr�a�ca cerrada.

El trabajo aqu�� presentado, est�a dividido en seis cap��tulos:

En el primer cap��tulo trabajamos con compacidad en espacios vectoriales norma-

dos.

Empezamos por considerar la estructura isomorfa de los espacios vectoriales nor-

mados con la misma dimensi�on �nita (Teorema 1.1.1). Posteriormente, a partir del lema

b�asico de F. Riesz (lema 1.2.1), concluiremos que para que cada sucesi�on acotada en un

espacio vectorial normado X tenga una subsucesi�on convergente es necesario y su�ciente

que X sea de dimensi�on �nita (Teorema 1.3.1).

Finalmente se d�a una breve introducci�on a los operadores compactos y una mejora

del lema de Riesz.

Como se aprecia en el estudio de la compacidad en espacios vectoriales normados,

la topolog��a inducida por la norma contiene demasiados abiertos para permitir la aplicaci�on

de principios de extracci�on de subsucesiones. Este hecho nos conduce a considerar topolog��as

m�as d�ebiles en el espacio vectorial normado de tal manera que estas est�an m�as relacionadas

con la estructura lineal del espacio y con la busqueda de principios de extracci�on de sub-

sucesiones. As��, en el cap��tulo 2 se introducen las topolog��as d�ebil y d�ebil*.

En espacios vectoriales normados de dimensi�on �nita se puede probar que las tres



3

topolog��as son equivalentes, por lo que en adelante s�olo se manejan espacios vectoriales

normados de dimensi�on in�nita.

La topolog��a d�ebil se puede de�nir en todo espacio vectorial normado, el espacio

vectorial con esta topolog��a resulta ser un espacio vectorial topol�ogico localmente convexo

y Hausdor� (Teorema 2.1.1 y secci�on 2.2).

Probamos enseguida que el espacio vectorial con la topolog��a d�ebil no es metrizable

(Teorema 2.2.3), por lo que la topolog��a d�ebil esta estrictamente contenida en la topolog��a

inducida por la norma. El resultado m�as relevante de esta secci�on es el siguiente: si K � X

es un conjunto convexo entonces K = Kw (Teorema 2.2.2).

La topolog��a d�ebil* s�olo se de�ne en espacios duales, aunque esto �ultimo es com-

pensado por el hecho de que la bola cerrada unitaria en X� es w�-compacta. (Teorema de

Banach-Alaoglu 2.3.2). Otro resultado bastante importante es que X es w�-denso en X��.

(Teorema de Goldstine 2.3.1).

En una �ultima secci�on se dan mas caracterizaciones de los operadores compactos

en terminos de la topolog��a d�ebil*.

Es un hecho conocido que en espacios m�etricos los conceptos de compacidad y

compacidad por sucesiones son equivalentes. En el cap��tulo 3 se aborda el problema de la

equivalencia de dichos conceptos en la topolog��as d�ebil y d�ebil*.

Aunque el espacio vectorial con la topolog��a d�ebil no es metrizable, el teorema de

Eberlein-�Smulian a�rma que dichos conceptos son equivalentes (Teorema 3.1.1).

Respecto a la topolog��a d�ebil* tenemos lo siguiente: si K � X� es w�-compacto

por sucesiones entonces Kw� es w�-compacto (Teorema 3.2.1). Con un ejemplo se muestra

que el inverso no es verdadero en general.

En el caso en que X es separable tenemos que si K � X� es w�-compacto entonces

K es metrizable respecto a la topolog��a d�ebil* (Teorema 3.2.3).

En el cap��tulo 4 se de�ne la "integral de Bochner" de una funci�on con rango con-

tenido en un espacio de Banach. Dicha teor��a se desarrolla de manera an�aloga a la integral

de Lebesgue. Se introduce el concepto de funci�on �-medible y se prueba un importante

teorema de Pettis que caracteriza este tipo de funciones (Teorema 4.1.1). Otro teorema

fundamental es la caracterizaci�on de Bochner de las funciones Bochner-integrables (Teo-

rema 4.1.2), la cual reduce en gran medida el trabajo ya que se consideran integrales de

Lebesgue.

Con esta herramienta a la mano se prueban dos resultados:
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1.- El teorema de Orlicz-Pettis: Si
P
xn es una serie formal tal que todas sus

subseries son w-convergentes entonces todas sus subseries son convergentes (en norma).

(Teorema 4.2.1)

2.- Un teorema de Krein-�Smulian: Si K � X es w-compacto entonces coK es

w-compacto (Teorema 4.3.1).

En el cap��tulo 5 se introducen las nociones de base de Schauder y de sucesi�on

b�asica. Se da enseguida una caracterizaci�on de las sucesiones b�asicas, como una aplicaci�on

de lo anterior se muestra una base de Schauder para el espacio Lp[0; 1) 1 � p <1:

Se prueba adem�as que todo espacio de Banach de dimensi�on in�nita contiene al

menos una sucesi�on b�asica (Corolario 5.0.1).

Con la teor��a de este cap��tulo se da otra prueba del teorema de Orlicz-Pettis.

Es un hecho conocido que para que una serie de escalares sea absolutamente con-

vergente es necesario y su�ciente que la serie sea incondicionalmente convergente. En el

cap��tulo 6 se trata de ver bajo que condiciones el resultado se da en espacios vectoriales

normados. La respuesta la da el teorema de Dvoretsky-Rogers: toda serie incondicional-

mente convergente en X es absolutamente convergente si s�olo si X es �nito dimensional

(Teorema 6.0.10).

Para probar lo anterior, se desarrolla la teor��a de operadores absolutamente p-

sumables que es adem�as, de inter�es independiente.
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CAPITULO 1

Compacidad en espacios de Banach

En este cap��tulo trataremos el concepto de compacidad en espacios vectoriales

normados. Empezaremos por considerar la estructura isom�or�ca de los espacios vectoriales

normados de dimensi�on �nita. Es decir, probaremos que todos los espacios vectoriales

normados sobre el mismo campo y con la misma dimensi�on �nita son isomorfos. En seguida,

probaremos un lema b�asico de F. Riesz y concluiremos a partir de �el que a �n de que cada

sucesi�on acotada en el espacio vectorial normado X tenga una subsucesi�on convergente

(Propiedad de Bolzano-Weierstrass) es necesario y su�ciente que X sea de dimensi�on �nita.

1.1 Espacios vectoriales de dimensi�on �nita.

Teorema 1.1.1 Si X y Y son espacios vectoriales normados sobre el mismo

campo con la misma dimensi�on �nita, entonces son isomorfos.

Prueba:

Supongamos que dimX = n; basta probar que X es isomorfo a ln2 ,donde l
n
2 =

f(a1; : : : ; an) jai 2 Kg con la siguiente norma:

k(a1; : : : ; an)k =

 
nX
i=1

jaij
2

!1=2

Sea fx1; : : : ; xng una base de Hamel normalizada para X:

De�nimos el operador I : ln2 ! X como sigue:

I (a1; : : : ; an) =
nX
i=1

aixi
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Claramente dicho operador es lineal y de la unicidad de la representaci�on de cada

elemento x 2 X en terminos de la base, se sigue que el operador es inyectivo. Dado que el

conjunto fx1; : : : ; xng es una base de Hamel se concluye que es suprayectivo.

Asi, I es un isomor�smo lineal de ln2 sobre X: Adem�as para cada

(a1; : : : ; an) 2 l
n
2 se cumple

kI (a1; : : : ; an)k =





 nP
i=1

aixi






�

nP
i=1

jaij kxik

� n

�
nP
i=1

jaij
2
�1=2

= n k(a1; : : : ; an)k

Por tanto, I es un operador lineal acotado. Resta probar que I�1 es continuo.

De�namos la funci�on f : Sln
2
! K como sigue:

f ((a1; : : : ; an)) =







nX
i=1

aixi







La funci�on anterior es continua, ya que f = k�k � IjSln

2

: Dado que Sln
2
es un sub-

conjunto compacto de Kn, entonces la funci�on f alcanza su valor m��nimo m � 0: Es decir,

existe (b1; : : : ; bn) 2 Sln
2
tal que

m = f ((b1; : : : ; bn)) � f ((a1; : : : ; an))

para todo (a1; : : : ; an) 2 Sln
2
:

Si m = 0 entonces
nP
i=1

bixi = 0 y como fx1; : : : ; xng es una base de Hamel para X

se sigue que bi = 0; i = 1; : : : ; n: Una contradicci�on,ya que (b1; : : : ; bn) 2 Sln
2
:

Por tanto,

0 < m �





 nP
i=1

aixi






= kI (a1; : : : ; an)k

para todo (a1; : : : ; an) 2 Sln
2
:

De donde se sigue que

m k(a1; : : : ; an)k � kI (a1; : : : ; an)k

para todo (a1; : : : ; an) 2 l
n
2 :
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De este modo,


I�1x

 � 1

m kxk para todo x 2 X: As�� I�1 es continuo. 2

Nota: En adelante, un isomor�smo debe entenderse como un isomor�smo homeom�or�co.

Corolario 1.1.1 Los espacios vectoriales normados de dimensi�on �nita son completos.

Prueba:

Sea X un espacio vectorial normado con dimX = n: Sea fx1; : : : ; xng una base de

Hamel normalizada para X:

Consideremos a I : ln2 ! X; el isomor�smo del teorema anterior y sea (ym) � X

una sucesi�on de Cauchy, entonces dado que




I�1x� I�1y



 � 


I�1


 kx� yk

para todo x; y 2 X; se sigue que
�
I�1ym

�
es una sucesi�on de Cauchy en ln2 :

Es un hecho conocido que ln2 es un espacio de Banach, (Kn con la m�etrica usual).

Por tanto, existe (b1; : : : ; bn) 2 l
n
2 tal que lim

m!1
I�1ym = (b1; : : : ; bn) :

Dado que I es continuo, entonces:

lim
m!1

ym = lim
m!1

II�1ym = I (b1; : : : ; bn)

=
nP
i=1

bixi = x 2 X

2

Corolario 1.1.2 Si Y es un subespacio de dimensi�on �nita de un espacio vectorial normado

X, entonces Y es un subespacio cerrado de X:

Prueba:

El corolario anterior implica que Y es un subespacio completo, pero todo subespa-

cio completo de un espacio m�etrico es cerrado.2

1.2 El lema de F. Riesz.

Lema 1.2.1 (Riesz F.,1918) Sea Y un subespacio cerrado propio del espacio vectorial

normado X y 0 < � < 1; entonces existe x� 2 SX tal que kx� � yk > � para todo y 2 Y:

Prueba:

Sea x 2 XnY y 0 < � < 1 �jo.
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Dado que Y es cerrado entonces d = inf fkx� yk jy 2 Y g > 0:

C�omo 0 < � < 1 entonces 1
� > 1 y por tanto d

� > d; de donde se sigue que existe

z 2 Y tal que 0 < kx� zk < d
� :

Sea x� =
x�z
kx�zk 2 SX :

Si y 2 Y; entonces

kx� � yk =



 x�z
kx�zk � y





= 1

kx�zk kx� (z + kx� zk y)k

� d
kx�zk >

�
dd = �

2

El siguiente ejemplo muestra que el resultado anterior no es v�alido si � = 1:

Sean X = fx 2 C [0; 1] jx (0) = 0g ; Y =
n
x 2 Xj

R 1
0 x (t) dt = 0

o
:

Claramente X y Y son subespacios vectoriales de C [0; 1] y Y es un

subespacio propio de X:

Recordamos en este punto que (C [0; 1] ; k�kmax) es un espacio de Banach.

A�rmamos que X � C [0; 1] es cerrado. En consecuencia X es un espacio de

Banach.

Esto es f�acil. Sea x 2 �X entonces existe (xn) � X tal que

lim
n!1

kxn � xkmax = 0

pero la convergencia uniforme implica convergencia puntual entonces:

lim
n!1

xn (0) = x (0) = 0

Dado que (xn) � X y lim
n!1

kxn � xkmax = 0 entonces x 2 C [0; 1] : Se sigue que

x 2 X:

A�rmamos tambi�en que Y � C [0; 1] es cerrado.

Sea y 2 �Y ; entonces existe (yn) � Y tal que lim
n!1

kyn � ykmax = 0: As��, y 2 �Y � X

y adem�as tenemos

0 = lim
n!1

Z 1

0
yn (t) dt =

Z 1

0
lim
n!1

yn (t) dt =

Z 1

0
y (t) dt

Por tanto, y 2 Y:

Probaremos que no existe x 2 SX tal que d (x; Y ) � 1:
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Supongamos que existe x1 2 XnY tal que kx1k = 1 y kx1 � yk � 1 para todo

y 2 Y:

Tomemos x 2 XnY arbitrario. Sea c =

R
1

0
x1(t)dtR
1

0
x(t)dt

; entonces:

Z 1

0
(x1 (t)� cx (t)) dt =

Z 1

0
x1 (t) dt� c

Z 1

0
x (t) dt = 0

As��, x1 � cx 2 Y y por tanto, kx1 � (x1 � cx)k = kcxk = jcj kxk � 1:

de donde se sigue que,

����
Z 1

0
x (t) dt

���� �
����
Z 1

0
x1 (t) dt

���� kxkmax (1.2.1)

para todo x 2 XnY .

De�nimos (yn) � C [0; 1] como sigue:

yn (t) =

8<
: nt 0 � t � 1

n

1 1
n � t � 1

Claramente yn (0) = 0; yn 2 C [0; 1] ; n = 1; : : : entonces yn 2 X; n = 1; : : :

R 1
0 yn (t) dt =

R 1

n
0 nt dt+

R 1
1

n
dt

= nt2

2 j
1

n
0 + 1� 1

n = 1� 1
2n

Por tanto, yn 2 XnY; n = 1; : : : Adem�as, es claro que kynkmax = 1; para todo

n 2 N:

De 1.2.1 se sigue que

1�
1

2n
�

����
Z 1

0
x1 (t) dt

���� �
Z 1

0
jx1 (t)j dt � 1

para todo n 2 N; por tanto
���R 10 x1 (t) dt��� = 1:

Dado que x1 2 C [0; 1] y x1 (0) = 0; se sigue que existe � > 0 tal que 0 � jx1 (t)j <
1
2

si 0 � t < � entonces:

1 =
���R 10 x1 (t) dt��� �

R 1
0 jx1 (t)j dt

=
R �
0 jx1 (t)j dt+

R 1
� jx1 (t)j dt

< 1
2� +

R 1
� dt = 1� 1

2�

Lo cual no es posible.

De todo lo anterior se concluye que no existe tal x 2 X:2
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1.3 Compacidad.

Teorema 1.3.1 (Riesz F.) Sea X un espacio vectorial normado. Cada subconjunto

cerrado y acotado de X es compacto (Propiedad de Heine-Borel) si y s�olo si X es

de dimensi�on �nita.

Prueba:

Necesidad.

Supongamos que X es de dimensi�on in�nita.

SX es un conjunto cerrado y acotado, probaremos enseguida que no es compacto.

A�rmamos que existe (xn) � SX tal que kxm � xnk �
1
2 si m 6= n: Esto �ultimo

implica que SX no es compacto por sucesiones. Lo cual es su�ciente ya que en espacios

m�etricos compacidad por sucesiones es equivalente a compacidad, se sigue que SX no es

compacto.

Construiremos la sucesi�on antes mencionada por inducci�on.

Sea x1 2 SX : Por el corolario 1.1.2 hx1i es un subespacio cerrado propio de X:

Entonces por el lema de Riesz, existe x2 2 SX tal que k�x1 � x2k >
1
2 para todo

� 2 K: En particular kx1 � x2k >
1
2 :

Supongamos que se han construido x1; : : : ; xn 2 SX tal que kxi � xjk > 1
2 si

1 � i < j � n:

Por el corolario 1.1.2 hx1; : : : ; xni es un subespacio cerrado propio de X.

Usando nuevamente el lema de Riesz, hallamos xn+1 2 SX tal que





nX
i=1

�ixi � xn+1






 � 1

2

para todo �i 2 K; i = 1; : : : ; n:

En particular kxi � xn+1k �
1
2 ; i = 1; : : : ; n:

Entonces (xn) es la sucesi�on deseada.

Su�ciencia.

Supongamos que dimX = n: Por el teorema 1.1.1 X es isomorfo a ln2 ; i.e. existe

un operador lineal bicontinuo I : X ! ln2 :

Si K � X es cerrado y acotado, entonces I (K) � ln2 es cerrado y acotado, por

tanto compacto. As��,K = I�1I (K) es compacto.2

Presentamos a continuacion otra prueba de la necesidad.
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Supongamos que si K � X es cerrado y acotado entonces K es compacto. Se

sigue entonces que BX es compacto. Por tanto, existen

x1; : : : ; xn 2 BX tal que BX �
nS
i=1

�
xi +

1
2BX

�
:

Sea Y = hx1; : : : ; xni ; por el corolario 1.1.2, Y es cerrado. Es un hecho conocido

que X=Y es un espacio de Banach.

Consideremos la funci�on can�onica ' : X ! X=Y: Sabemos que ' es un operador

lineal continuo tal que k'k = 1:

Sea x 2 BX , entonces existe y 2 BX tal que x = xi +
1
2y para alg�un i = 1; : : : ; n:

As��, ' (x) = '
� y
2

�
= 1

2' (y) ; lo anterior implica que

' (BX) �
1
2' (BX) :

Tomemos ' (x) 2 ' (BX) arbitrario, entonces existe x1 2 BX tal que ' (x) =

1
2' (x1) : Asimismo existe x2 2 BX tal que ' (x1) =

1
2' (x2) y as�� sucesivamente : : :

Entonces existe xn 2 BX tal que ' (x) = 1
2n' (xn), de donde se sigue que

k' (x)k =
1

2n
k' (xn)k �

1

2n
kxnk =

1

2n

dado que n 2 N es arbitrario entonces ' (x) = 0:

De lo anterior se concluye que ' (BX) = f0g y por tanto X=Y es de dimensi�on

cero, Y = X: 2

Corolario 1.3.1 Si X es un espacio vectorial normado de dimensi�on in�nita, entonces SX

no es compacto. En particular, BX no es compacto.

Prueba:

Ver la prueba de la necesidad del teorema anterior. 2

De�nici�on 1.3.1 Sea M un espacio topol�ogico. Un subconjunto K de M se llama relati-

vamente compacto si K es un conjunto compacto.

Lema 1.3.1 SeaM un espacio m�etrico. K �M es relativamente compacto si y s�olo si cada

sucesi�on (xn) � K, tiene una subsucesi�on convergente
�
xnj

�
: (Notese que no a�rmamos

que el punto l��mite est�e en K).

Ver [Ba;pag. 70]

Ejemplos :
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1) Compacidad relativa en C (K) :

Sea (K; d) cualquier espacio m�etrico compacto, denotemos por

C (K) = (C (K) ; k�kmax) el espacio de Banach de las funciones continuas de�nidas en K y

con valores en K; con la norma uniforme.

De�nici�on 1.3.2 F �C(K) se llama equicontinuo, si para cada " > 0 existe � > 0 tal que

si x1; x2 2 K y d (x1; x2) < � entonces jf (x1)� f (x2)j < " para toda funci�on f 2 F:

Teorema 1.3.2 (Arzela-Asc�oli) Sea F �C(K) acotado. Entonces F es relativamente

compacto si y s�olo si F es equicontinuo.

Prueba:

Necesidad.

Sea " > 0 dado.

Si F es relativamente compacto entonces existen f1; : : : ; fn 2 �F tal que

F � �F �
n[
i=1

�
fi +

"

3
BC(K)

�

Dado que K es compacto, cada funci�on fi; i = 1; : : : ; n es uniformemente continua

en K.

As��, existen �i > 0 i = 1; : : : ; n tal que si x1; x2 2 K y d (x1; x2) < �i entonces

jfi (x1)� fi (x2)j <
"

3

para i = 1; : : : ; n: Sea � = min
1�i�n

�i:

Tomemos f 2 F arbitrario, entonces f 2 fi +
"
3BC(K) para alg�un

i = 1; : : : ; n; por tanto

jf (x1)� f (x2)j � jf (x1)� fi (x1)j+ jfi (x1)� fi (x2)j+ jfi (x2)� f (x2)j

< "

siempre que x1; x2 2 K y d (x1; x2) < �:

De lo anterior se sigue que F es equicontinuo.

Su�ciencia.

F es equicontinuo.

Recordamos que todo espacio m�etrico compacto es separable, es decir existeD � K

numerable tal que �D = K.
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Supongamos por un momento lo siguiente:

i) Si D � K es un conjunto denso numerable y (fn) � F, entonces existe una

subsucesi�on de (fn) que converge puntualmente en D.

ii) Cualquier sucesi�on equicontinua que converge puntualmente en S � K, converge

uniformemente en �S:

Con lo anterior se sigue f�acilmente el resultado. Sea (fn) � F arbitraria. Basta

probar que dicha sucesi�on tiene una subsucesi�on convergente (en la norma uniforme), de

donde se sigue que F �C(K) es relativamente compacto. (Lema 1.3.1)

Por i) (fn) tiene una subsucesi�on
�
fnj

�
que converge puntualmente en D: Por ii)�

fnj

�
converge uniformemente en �D = K.

Solo resta probar i) y ii).

Prueba de i).

Supongamos que D = fx1; x2; : : :g :

Dado que F �C(K) es acotado, entonces existe M > 0 tal que

kfkmax �M;para toda f 2 F:

As��, jfi (x1)j � kfikmax � M , i = 1; : : : : Por el teorema de Bolzano-Weierstrass,

la sucesi�on (fi (x1)) admite una subsucesi�on (f1i (x1))
1
i=1 convergente.

Nuevamente jf1i (x2)j � kf1ikmax �M , i = 1; : : : : Entonces la sucesi�on (f1i (x2))
1
i=1

admite una subsucesi�on (f2i (x2))
1
i=1 convergente.

Continuamos el proceso anterior : : :

A�rmamos que (fnn) es la subsucesi�on de (fn) que satisface lo requerido. Esto es

claro, ya que para cada j, (fnn (xj))n es tarde o temprano una subsucesi�on de la sucesi�on

convergente (fji (xj))
1
i=1 :

Prueba de ii).

Sea (fn) una sucesi�on equicontinua que converge puntualmente en S � K, pro-

baremos que converge uniformemente en �S:

Sea " > 0 dado. Por hip�otesis existe � > 0 tal que si d (x1; x2) < � entonces

jfi (x1)� fi (x2)j < " para cada i 2 N:

Dado que K es compacto y �S � K se sigue que �S es compacto. Por tanto, existen

x1; : : : ; xm 2 S tal que �S �
mS
i=1

B� (xi) :

Por hip�otesis las sucesiones (fn (xi))
1
n=1 son convergentes para cada
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i = 1; : : : ;m; entonces existen Ni 2 N; i = 1; : : : ;m tal que

jfp (xi)� fn (xi)j < " si p � n � Ni

Sea P = max
1�i�m

Ni:

Tomemos x 2 �S arbitrario, entonces d (x; xi) < � para alg�un i = 1; : : : ;m: As��,

jfp (x)� fn (x)j � jfp (x)� fp (xi)j+ jfp (xi)� fn (xi)j+ jfn (xi)� fn (x)j

< 3"
(1.3.2)

si p � n � P: Se sigue que (fn (x)) es una sucesi�on de Cauchy para cada x 2 �S: Sea

f (x) = lim
n!1

fn (x) :

De 1.3.2 se sigue que kf � fnkmax � 3" si n � P: 2

2) Compacidad relativa en lp (1 � p <1) :

Teorema 1.3.3 Para cualquier p �jo, 1 � p <1; sea F � lp un conjunto acotado.

Entonces F es relativamente compacto si y s�olo si lim
n

1P
i=n

jxij
p = 0 uniformemente

para x = (xi) 2 F .

Prueba:

Necesidad.

Dado que F � lp es relativamente compacto entonces existen

x1; : : : ; xm 2 lp tal que

F � F �
m[
i=1

�
xi +

"

2
Blp

�

Del hecho de que
1P
j=1

jxi (j)j
p < 1; i = 1; : : : ;m se sigue que existen Ni 2 N tal

que

1X
j=n

jxi (j)j
p <

�
"

2

�p
,si n � Ni i = 1; : : : ;m

Sea P = max
1�i�m

Ni:

Tomemos x = (xj) 2 F arbitrario, entonces kx� xikp <
"
2 para alg�un i = 1; : : : ;m:

As��, escribiendo xj = xj � xi (j) + xi (j) y usando la desigualdad de Minkowski tenemos,0
@ 1X
j=n

jxjj
p

1
A1=p

�

0
@ 1X
j=n

jxj � xi (j)j
p

1
A1=p

+

0
@ 1X
j=n

jxi (j)j
p

1
A1=p

< " si n � P:
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Dado que P no depende de x 2 F , se sigue el resultado.

Su�ciencia.

Por ser F � lp acotado entonces existe M � 0 tal que kxklp �M para todo x 2 F:

Sea (xn) � F arbitraria, para probar que F es relativamente compacto tenemos

que mostrar que (xn) admite una subsucesi�on convergente en lp:

Escribamos xn = (xn (i))
1
i=1 entonces jxn (1)j � kxnklp �M; n = 1; 2; : : :

por el teorema de Bolzano-Weierstrass existe (xn1) una subsucesi�on de (xn) tal que (xn1 (1))
1
n=1

converge.

Nuevamente jxn1 (2)j � kxn1k � M n = 1; 2; : : : ;entonces existe (xn2) una sub-

sucesi�on de (xn1) tal que (xn2 (2))
1
n=1 converge.

Y continuamos con el proceso: : :

Consideremos a la sucesi�on (xnn) � F: (xnn) es una subsucesi�on de (xn) que

satisface que (xnn (i))
1
n=1 converge para cada i:

Sea " > 0 dado.Por hip�otesis existe P 2 N tal que

1X
i=n

jxij
p < " si n � P , para cada x 2 F

En particular se cumple lo siguiente:

1X
i=P+1

jxmm (i)� xnn (i)j
p < " para todo m y n:

Dado que (xnn (i))
1
n=1 converge para i = 1; : : : ; P entonces

lim
m;n!1

PX
i=1

jxmm (i)� xnn (i)j
p = 0

As��,existe P1 2 N tal que

PX
i=1

jxmm (i)� xnn (i)j
p < " si m;n � P1

y por tanto

kxmm � xnnk
p
p =

PP
i=1

jxmm (i)� xnn (i)j
p +

1P
i=P+1

jxmm (i)� xnn (i)j
p < 2"

si m;n � P1

Se sigue entonces que lim
m;n!1

kxmm � xnnk
p
p = 0:

Por tanto, (xnn) es una sucesi�on de Cauchy en el espacio de Banach lp; 1 � p <1

y es entonces convergente.2
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1.4 Operadores compactos entre espacios de Banach.

Sean X y Y espacios de Banach.

De�nici�on 1.4.1 Un operador lineal T : X ! Y es llamado compacto si TBX es relati-

vamente compacto, i.e si TBX es compacto.

A continuaci�on enunciamos dos lemas que ser�an de gran utilidad.

Lema 1.4.1 Sea M un espacio m�etrico completo. K �M es totalmente acotado si y s�olo

si es relativamente compacto.

Ver [Ba;pag. 70].

Lema 1.4.2 K � X es relativamente compacto si y s�olo si para cada " > 0 existe K" � X

relativamente compacto tal que K � "BX +K":

Prueba:

Necesidad. Basta poner K" = K.

Su�ciencia.

Dado que X es un espacio m�etrico completo, basta probar que K es totalmente

acotado.

Sea " > 0 arbitrario. Por hip�otesis existe K" � X relativamente compacto tal que

K � "BX +K".

Dado que K" es compacto existen k1; : : : ; kn 2 K" tal que

K" �
n[
i=1

(ki + "BX) = "BX + fk1; : : : ; kng

Por tanto,

K � "BX + ("BX + fk1; : : : ; kng) = 2"BX + fk1; : : : ; kng =
n[
i=1

(ki + 2"BX )

Lo anterior implica que K es totalmente acotado.2

Teorema 1.4.1 T : X ! Y es un operador compacto si y s�olo si para cada

sucesi�on acotada (xn) � X; (Txn) tiene una subsucesi�on convergente.
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Prueba:

Necesidad.

Sea (xn) � X tal que kxnk � M; n = 1; : : :, entonces
�xn
M

	
� BX : Dado que�

T
�
xn
M

�	
� TBX y TBX es compacto se sigue que

�
T
�
xn
M

��
n
tiene una subsucesi�on conver-

gente. Por ser T lineal, (Txn) tiene una subsucesi�on convergente.

Su�ciencia.

Sea (Txn)n � TBX arbitraria, por hip�otesis existe una subsucesi�on
�
xnj

�
tal que�

Txnj

�
converge. Del lema 1.3.1 se sigue que TBX es relativamente compacto.2

Teorema 1.4.2 Sea T : X ! Y un operador compacto,entonces T es un operador

acotado. Es m�as, los operadores compactos de X en Y forman un subespacio

cerrado del espacio de los operadores lineales acotados y en particular, consti-

tuyen un espacio de Banach.

Prueba:

Dado que T es un operador compacto, entonces TBX es compacto. Por ser Y

un espacio m�etrico entonces TBX es acotado. As��, TBX es acotado y por tanto T es un

operador acotado.

Sean T; S : X ! Y operadores compactos.

Sea (xn) � X una sucesi�on acotada y �; � 2 K arbitrarios.

Por el teorema 1.4.1 (Txn) tiene una subsucesi�on convergente
�
Txnj

�
.Por el mismo

teorema,
�
Sxnj

�
tiene una subsucesi�on convergente

�
Sxnjl

�
:

As��,
�
(�T + �S)

�
xnjl

��
es una sucesi�on convergente. Nuevamente, por el teorema

1.4.1, el operador �T + �S es compacto.

Probaremos que el subespacio de los operadores compactos de X en Y; es un

subconjunto cerrado del espacio de los operadores lineales acotados.

Sea (Tn) una sucesi�on de operadores compactos,Tn : X ! Y y T : X ! Y un

operador acotado tal que lim
n!1

kTn � Tk = 0:

Sea " > 0 arbitrario, entonces existe P 2 N tal que

k(TP � T ) (x)k < "; para todo x 2 BX

As��,Tx 2 TPx + "BY para todo x 2 BX : Por tanto TBX � TPBX + "BY : En-

tonces como TPBX es relativamente compacto y usando el lema 1.4.2, se sigue que TBX es

relativamente compacto.
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Por de�nici�on, T es un operador compacto.2

Consideremos los siguientes resultados:

i) Si e : X ! Y es un encaje compacto isom�or�co de X sobre e (X) entonces

dimX <1:

ii) Si M � X es un subespacio cerrado y si ' : X ! X=M el operador can�onico

es compacto, entonces dim' (X) <1:

iii) Si T : X ! Y es un operador compacto y S : Y ! Z es un operador acotado,

entonces S � T es un operador compacto.

iv) Si T : X ! Y es un operador acotado y S : Y ! Z es un operador compacto,

entonces S � T es un operador compacto.

v) Si X es un espacio vectorial de dimensi�on in�nita, entonces el operador I : X !

X dado por Ix = x; no es compacto.

Prueba:

i) Por ser e un encaje de X sobre e (X), entonces e (BX) � e (X) es cerrado.

Dado que e es un operador compacto entonces e (BX) = e (BX) es compacto. Por tanto

e�1 (e (BX)) = BX es compacto en X. Del corolario 1.3.1 se sigue que dimX <1:

ii) Por ser M un subespacio cerrado, se sigue que X=M es un espacio de Banach.

El operador can�onico ' : X ! X=M; es una funci�on abierta (de hecho B�
X=M = ' (B�

X)).

Por hip�otesis ' (BX) es compacto en X=M: Ahora,

B�
'(X) � B�

X=M = ' (B�
X) � ' (BX)

entonces B'(X) � ' (BX); implica que B'(X) es compacto. Del corolario 1.3.1 se sigue que

dim' (X) <1:

iii) Dado que T (BX) es compacto y S : Y ! Z es continuo, entonces S
�
T (BX)

�
es compacto.

Pero, (S � T ) (BX) � ST (BX) = ST (BX); implica que (S � T ) (BX) es compacto.

iv) Por ser T un operador acotado, existe M > 0 tal que T (BX) � MBY : Por

tanto ST (BX) �MS (BY ):

Por hip�otesis, S (BY ) es compacto, se sigue entonces que ST (BX) es compacto.

v) Por el corolario 1.3.1, I (BX) = BX no es compacto.

Ejemplos de Operadores Compactos.

1) Sean X = c0; Y = l1 y de�nimos el operador T : X ! Y como sigue:
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T (x1; x2; : : :) =

�
x1;

x2
22
; : : : ;

xn
n2
; : : :

�

Claramente T es un operador lineal.

Si x 2 X; entonces
1P
i=1

jxij
i2 � kxk1

1P
i=1

1
i2 =

�2

6 kxk1 :

As��, Tx 2 l1 para todo x 2 X y adem�as kTk = �2

6 :

Dado " > 0 existe P 2 N tal que
1P
i=n

1
i2
< " si n � P; entonces

1X
i=n

j(Tx) (i)j =
1X
i=n

jxij

i2
�

1X
i=n

1

i2
< "

para todo x 2 BX y para todo n � P: Por el teorema 1.3.3 que caracteriza la compacidad

relativa en lp; 1 � p < 1; se sigue que TBX � l1 es un conjunto relativamente compacto.

Por tanto, T es un operador compacto.

2) Sea X = (C [0; 1] ; k�kmax) : Para f : [0; 1] � [0; 1] ! R continua, de�nimos el

operador T : X ! X como sigue:

(Tx) (t) =

Z 1

0
f (s; t) x (s) ds

Por la linealidad de la integral se sigue que T es un operador lineal. Adem�as:

kTxkmax � max
t2[0;1]

Z 1

0
jf (s; t) x (s)j ds � kxkmax max

(s;t)2I�I
jf (s; t)j

lo que implica que T es un operador acotado y de hecho

kTk � max
(s;t)2I�I

jf (s; t)j

Dado que f es continua en el compacto I� I; entonces es uniformemente continua.

As��, dado " > 0 existe � > 0 tal que si
q
(s� s0)2 + (t� t0)2 < � y (s; t) ; (s0; t0) 2 I � I

entonces jf (s; t)� f (s0; t0)j < ":

En particular, jt� t0j < � implica jf (s; t)� f (s; t0)j < " para todo

s 2 [0; 1] : Por tanto,

j(Tx) (t)� (Tx) (t0)j �
R 1
0 jf (s; t)� f (s0; t0)j jx (s)j ds

� sup
0�s�1

jf (s; t)� f (s; t0)j � "
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para todo x 2 BX : Entonces TBX � X es un conjunto acotado y por lo anterior es equicon-

tinuo. Por el teorema de Arzela-Asc�oli (Teorema 1.3.2) TBX es relativamente compacto.

Por tanto T es un operador compacto.

3) Sea H un espacio de Hilbert separable y de dimensi�on in�nita y sea fxng
1
n=1

un conjunto ortonormal completo en H:

De�nimos un operador T : H ! H como sigue:

Si x =
1P
i=1

�ixi entonces Tx =
1P
i=1

�i
i+1xi+1:

Como x 2 H entonces (�i)i 2 l2; entonces
�
�i
i+1

�
i
2 l2: Entonces T es un operador

lineal bien de�nido.

De�nimos Tn : H ! H n = 1; 2 : : : por Tnx =
nP
i=1

�i
i+1xi+1: Entonces Tnx 2

hx2; : : : ; xn+1i para todo x 2 H: Adem�as

kTnxk
2 =

nX
i=1

���� �ii+ 1

����2 � kxk2 � 1 para todo x 2 BH

As��, TnBH es un subconjunto cerrado y acotado del subespacio vectorial de di-

mensi�on �nita hx2; : : : ; xn+1i ; entonces TnBH es compacto. (Teorema 1.3.1).

Se sigue que Tn es un operador compacto para cada n 2 N:

Sea " > 0; entonces existe P 2 N tal que 1
n < " si n � P:

Tenemos entonces,

kTx� Tnxk
2 =

1X
i=n+1

�
�i
i+ 1

�2
� "2

1X
i=n+1

�2i � "2 kxk2

para todo x 2 H;n � P; lo cual implica que kT � Tnk � " si n � P:

Se concluye que T es un operador compacto (Teorema 1.4.2).

4) Los operadores lineales acotados T : X ! Y tales que dimTX <1 se llaman

degenerados y son compactos.

Esto es claro ya que TBX es un subconjunto cerrado y acotado del espacio de

dimensi�on �nita TX: (Teorema 1.3.1).

1.5 Re
exiones sobre el lema de Riesz.

Durante la prueba del teorema 1.3.1, se construy�o una sucesi�on (xn) de un espacio

de dimensi�on in�nita X, tal que kxn � xmk �
1
2 : Lo anterior se logr�o usando el lema de
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Riesz. De hecho se puede construir la sucesi�on de tal manera que kxn � xmk > �;donde

0 < � < 1 es �jo.

El teorema que sigue es una mejora del proceso anterior, donde se puede construir

dicha sucesi�on con � = 1:

Probaremos antes algunos lemas preparatorios.

Lema 1.5.1 Si X es un espacio vectorial de dimensi�on in�nita y

f1; : : : ; fn : X ! K son funcionales lineales, entonces N =
nT
i=1

ker fi es un subespacio de

dimensi�on in�nita.

Prueba:

De�nimos el operador T : X ! Kn de la siguiente manera:

Tx = (f1x; : : : ; fnx)

Claramente T es un operador lineal y kerT = N . Por un resultado de �algebra

lineal tenemos que dimTX + dimkerT = dimX: Dado que dimX = 1; se sigue que

dimN =1: 2

De lo anterior se sigue que si X es un espacio vectorial de dimensi�on in�nita y

f1; : : : ; fn son funcionales lineales entonces
nT
i=1

Ni 6= f0g :

Lema 1.5.2 Sea X un espacio vectorial y f1; : : : ; fn; f : X ! K funcionales lineales. Sea

Ni = ker fi y N = ker f: Entonces existen escalares �1; : : : ; �n tales que f =
nP
i=1

�ifi si y

s�olo si
nT
i=1

Ni � N .

Prueba:

Necesidad. Es claro.

Su�ciencia.

De�nimos el operador lineal T : X ! Kn por: Tx = (f1x; : : : ; fnx) :Si Tx = Tx0

entonces x� x0 2
nT
i=1

Ni � N , por tanto fx = fx0:

De�nimos � : TX ! K por: � (Tx) = fx: De lo anterior se sigue que � es un

funcional lineal bien de�nido en TX � Kn: Extendemos � a un funcional lineal F en Kn:

Esto implica que existen �1; : : : ; �n 2 K tal que

F (u1; : : : ; un) =
nX
i=1

�iui
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para todo (u1; : : : ; un) 2 K
n: As��

fx = F (Tx) = F (f1x; : : : ; fnx) =
nX
i=1

�ifix

para todo x 2 X: 2

Lema 1.5.3 Sea X un espacio vectorial y f1; : : : ; fn : X ! K funcionales lineales y sean

Ni = ker fi; Ci =
T
j 6=i

(NjnNi) ; 1 � i; j � n entonces f1; : : : ; fn son linealmente indepen-

dientes si y s�olo si para cada i, Ci 6= ;:

Prueba:

f1; : : : ; fn son linealmente dependientes si y s�olo si existe i tal que fi =
P
j 6=i

�jfj

si y s�olo si
T
j 6=i

Nj � Ni (lema anterior) si y s�olo si

(XnNi)
\0
@\
j 6=i

Nj

1
A = Ci = ; para alg�un i

2

Lema 1.5.4 Si f1; : : : ; fn : X ! K son funcionales linealmente independientes entonces

existe y 2 X tal que fiy < 0; i = 1; : : : ; n

Prueba:

Por el resultado anterior Ci = (XnNi)
T T

j 6=i
Nj

!
6= ; para cada i:

Por tanto existe xi 2 Ci tal que fjxi = 0; si j 6= i y fjxj 6= 0; si i = j: Sin perdida

de generalidad podemos suponer que fjxj < 0:

Sea y =
nP
i=1

xi: As��, fjy =
nP
i=1

fjxi = fjxj < 0 j = 1; : : : ; n: 2

A continuaci�on enunciamos y probamos el teorema ofrecido.

Teorema 1.5.1 (Kottman, 1975) Si X es un espacio vectorial de dimensi�on in-

�nita, entonces existe (xn) � SX tal que kxn � xmk > 1 si m 6= n:

Prueba:

Construiremos tal sucesi�on por inducci�on.

Escojamos x1 2 SX :Por el teorema de Hahn-Banach,existe x�1 2 X
� tal que x�1x1 =

kx1k = 1; adem�as kx�1k = kx1k = 1:
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Supongamos que x�1; : : : ; x
�
n 2 SX� y x1; : : : ; xn 2 SX han sido escogidos de tal

manera que: x�1; : : : ; x
�
n son linealmente independientes, kxn � xik > 1 i = 1; : : : ; n � 1 y

x�ixi = kxik = kx�i k :

Por el lema anterior existe y 2 X tal que x�i y < 0 i = 1; : : : ; n y por el lema 1.5.1

existe un vector no nulo x 2
nT
i=1

ker x�i .

A�rmamos que existe k0 2 R tal que kyk < ky + k0xk : En caso contrario, tendri-

amos que kyk � ky + kxk � jkyk � kkxkj para todo k 2 R; entonces
���1� jkj kxkkyk

��� � 1 para

todo k 2 R lo que es una contradicci�on.

Entonces para cualquier combinaci�on lineal no trivial
nP
i=1

�ix
�
i tenemos

���� nP
i=1

�ix
�
i (y + k0x)

���� =

���� nP
i=1

�ix
�
i y

����
�





 nP
i=1

�ix
�
i





 kyk
<





 nP
i=1

�ix
�
i





 ky + k0xk

(1.5.3)

Sea xn+1 =
y+k0x
ky+k0xk

y sea x�n+1 2 X
� que satisface



x�n+1

 = x�n+1 (xn+1) = 1

De 1.5.3 se sigue que

���� nP
i=1

�ix
�
i (xn+1)

���� <




 nP
i=1

�ix
�
i





 :
Si x�n+1 fuera combinaci�on lineal de x�1; : : : ; x

�
n, i.e x

�
n+1 =

nP
i=1

�ix
�
i entonces

1 =
��x�n+1xn+1�� < 

x�n+1

 = 1

una contradicci�on. Por tanto x�1; : : : ; x
�
n+1 son linealmente independientes.

Por otro lado,

jx�i xn+1 � x�ixij � kx�i k kxn+1 � xik = kxn+1 � xik i = 1; : : : ; n

Pero x�ixi = 1 y x�ixn+1 =
1

ky+k0xk
x�i y < 0 i = 1; : : : ; n implica

1 < jx�ixn+1 � 1j � kxn+1 � xik i = 1; : : : ; n

2
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CAPITULO 2

Las topolog��as d�ebil y d�ebil*.

En el cap��tulo anterior se mostr�o que la topolog��a inducida por la norma contiene

demasiados abiertos para poder aplicar principios de extracci�on de subsucesiones. Obser-

vamos que para que cada sucesi�on acotada en X tenga una subsucesi�on convergente es

necesario y su�ciente que X sea de dimensi�on �nita.

Lo anterior nos conduce a considerar otras topolog��as en X que est�an m�as rela-

cionadas con la estructura lineal de los espacios y buscar principios de extracci�on de sub-

sucesiones en esas nuevas topolog��as.

Las dos topolog��as de mayor importancia en la teor��a de espacios de Banach, son

la topolog��a d�ebil y la topolog��a d�ebil*, recibiendo dichos nombres por ser topolog��as mas

d�ebiles que la inducida por la norma.

La topolog��a d�ebil se puede de�nir en cualquier espacio vectorial normado, en

cambio, la topolog��a d�ebil* s�olo se de�ne en los espacios duales, aunque esto �ultimo tiene

como compensaci�on que la bola unitaria en el espacio dual resulta ser d�ebil*-compacta.

(Aunque esta compacidad no nos asegura principios de extracci�on de subsucesiones como

se ver�a en un ejemplo m�as adelante).

2.1 Espacios vectoriales topol�ogicos.

De�nici�on 2.1.1 Supongamos que � es una topolog��a en un espacio vectorial X tal que

a) Todo punto de X es cerrado

b) Las operaciones del espacio vectorial son continuas respecto a �
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entonces a � se le llama una topolog��a vectorial en X y (X; �) se llama un espacio

vectorial topol�ogico.

Sea X un conjunto y F una familia no vac��a de funciones f : X ! Yf ; donde cada

Yf es un espacio topol�ogico.

Consideremos a � igual a la colecci�on de todas las uniones arbitrarias de intersec-

ciones �nitas de conjuntos f�1 (V ) con f 2 F y V abierto en Yf : Por un resultado bien

conocido, � resulta ser una topolog��a en X y es de hecho la "topolog��a m�as peque~na" que

hace continua a toda f 2 F . As��, � es llamada la topolog��a d�ebil en X inducida por F ,

m�as expl��citamente la F -topolog��a de X:

Lema 2.1.1 Si F es una familia que separa puntos en X y adem�as cada Yf es un espacio

de Hausdor�, entonces la F -topolog��a de X es una topolog��a de Hausdor�.

Prueba:

Sean p; q 2 X con p 6= q,entonces existe f 2 F tal que f (p) 6= f (q);los puntos

f (p) y f (q) tienen vecindades ajenas en Yf cuyas imagenes inversas bajo f son ajenas y

abiertos (por de�nici�on).2

Teorema 2.1.1 Sea X un espacio vectorial y X 0 un espacio vectorial de funciones

lineales en X que separa puntos de X. Entonces con la X 0-topolog��a (� 0), (X; � 0)

es un espacio vectorial topol�ogico Hausdor� localmente convexo cuyo espacio

dual es X 0:

Prueba:

Dado que K es un espacio de Hausdor� entonces el lema anterior implica que � 0

es una topolog��a de Hausdor�, en particular, los puntos son cerrados.

Sea " > 0 y consideremos �1; : : : ;�n 2 X
0 entonces

W (0; �1; : : : ;�n; ") = fx 2 Xj j�ixj < "; i = 1; : : : ; ng

=
nT
i=1

��1i (B" (0))
(2.1.1)

es claramente un conjunto convexo, balanceado y por de�nici�on pertenece a � 0. De hecho,

la colecci�on de todos los conjuntos de la forma 2.1.1 constituye una base local para � 0. As��,

� 0 es una topolog��a localmente convexa en X:

Consideremos ahora una vecindad b�asica de un x0 2 X arbitrario, entonces de la

linealidad de �i, i = 1; : : : ; n se sigue que:
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W (x0; �1; : : : ;�n; ") = fx 2 Xj j�ix� �ix0j < "; i = 1; : : : ; ng

= x0 +W (0; �1; : : : ;�n; ")

Se sigue que � 0 es invariante bajo traslaciones y por tanto, est�a totalmente descrita

por la base local en 0 dada por 2.1.1.

Si 2.1.1 se da, entonces

1

2
W (0; �1; : : : ;�n; ") +

1

2
W (0; �1; : : : ;�n; ") =W (0; �1; : : : ;�n; ")

Esto �ultimo implica que la adici�on es continua.

Sea x 2 X y � un escalar, entonces x 2 sW (0; �1; : : : ;�n; ") para alg�un s > 0:Si

j� � �j < r y y � x 2 rW escribimos �y � �x = (� � �) y + � (y � x) :

Dado que y � x 2 rW; entonces y = x+ x0 donde x0 2 rW; as��

j�i (�y � �x)j � j� � �j j�iyj+ j�j j�i (y � x)j

� r (j�ixj+ j�ix0j) + j�j r"

< (r (s+ r) + r j�j) " i = 1; : : : ; n

Entonces �y � �x 2W (0; �1; : : : ;�n; ") ; si r es tan peque~no que

r (s+ r) + r j�j < 1

Por tanto, la multiplicaci�on es continua.

Hemos probado que (X; � 0) es un espacio vectorial topol�ogico localmente convexo.

Por la de�nici�on de la topolog��a � 0, cada � 2 X 0 es � 0�continuo. Inversamente

supongamos que � es un funcional lineal � 0�continuo en X. Entonces j�xj < 1 para todo

x en alg�un conjunto de la forma W (0; �1; : : : ;�n; ") :

Es claro que
nT
i=1

ker�i �W (0; �1; : : : ;�n; ") : Entonces a�rmamos que
nT
i=1

ker �i �

ker �:

Sea x 2
nT
i=1

ker �i; entonces �x 2
nT
i=1

ker �i para todo escalar �: As��, j� (�x)j �

j�j j�xj < 1 para todo escalar �: Se sigue que �x = 0; i.e x 2 ker�:

Por el lema 1.5.2, se sigue que � =
nP
i=1

�i�i: Dado que �i 2 X
0 y X 0 es un espacio

vectorial, � 2 X 0: 2

De�nici�on 2.1.2 Un conjunto D est�a dirigido, si hay una relaci�on � en D que satisface
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a) d � d

b) si d1 � d2 y d2 � d3 entonces d1 � d3

c) si d1; d2 2 D entonces existe d3 2 D tal que d1 � d3 y d2 � d3

De�nici�on 2.1.3 Una red en un conjunto X es una funci�on x : D ! X donde D es un

conjunto dirigido. El punto x (d) usualmente es denotado por xd y por lo general hablaremos

de "la red (xd)".

De�nici�on 2.1.4 Sea (xd) una red en el espacio vectorial topol�ogico (X; � 0) ; entonces (xd)

converge d�ebilmente a x 2 X (escrito w � lim
d2D

xd = x), si dada cualquier vecindad d�ebil W

de x, existe d0 = d0 (W ) 2 D tal que d � d0 implica xd 2W:

Teorema 2.1.2 Sea (X; � 0) el espacio vectorial topol�ogico del teorema anterior y

(xd) � X una red. Entonces w � lim
d2D

xd = x si y s�olo si lim
d2D

�xd = �x para cada

� 2 X 0:

Prueba:

Necesidad.

Sean � 2 X 0 y " > 0 arbitrarios. Entonces x +W (0; �; ") es una vecindad d�ebil

de x entonces, por hip�otesis existe d0 2 D tal que d � d0 implica xd 2 x +W (0; �; ") ; i.e

j�xd � �xj < " si d � d0:

Su�ciencia.

Sea x+W (0; �1; : : : ;�n; ") una vecindad d�ebil de x. Por hip�otesis existen di 2 D

i = 1; : : : ; n tal que si d � di entonces j�ixd � �ixj < ": Por la de�nici�on de conjunto

dirigido existe d0 2 D tal que d0 � di; i = 1; : : : ; n:

As��, si d � d0 entonces xd 2 x+W (0; �1; : : : ;�n; ") : 2

2.2 La topolog��a d�ebil de un espacio vectorial.

Sea X un espacio vectorial normado. Sean x; y 2 X tal que x 6= y: Por el teorema

de Hahn-Banach existe x� 2 X� tal que x�x 6= x�y; lo cual implica que X� separa puntos

de X:

La X��topolog��a de X es llamada la topolog��a d�ebil de X: Por el teorema 2.1.1

con dicha topolog��a X es un espacio vectorial topol�ogico Hausdor� localmente convexo y lo

denotaremos por (X;w) : Adem�as (X;w)� = X�:
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Dado que cada x� 2 X� es k�k�continuo y la topolog��a d�ebil es la menor topolog��a

con dicha propiedad entonces la topolog��a d�ebil est�a contenida en la topolog��a inducida por

la norma.

CONVENCION: En adelante, para expresar una propiedad topol�ogica respecto

a la topolog��a d�ebil anteponemos una letra w. As��, diremos que un conjunto es w-compacto,

w-cerrado etc.

Una pregunta natural es >qu�e diferencias existen al considerar a X con la topolog��a

d�ebil y con la topolog��a fuerte (la inducida por la norma)?

En el caso que X es de dimensi�on �nita se tiene que la topolog��a d�ebil y fuerte

coinciden.

Supongamos entonces queX es un espacio vectorial normado de dimensi�on in�nita.

Consideremos una vecindad d�ebil de 0; W =W (0;x�1; : : : ; x
�
n; ") ; entonces

nT
i=1

kerx�i �

W:

Por el lema 1.5.1
nT
i=1

ker x�i es un subespacio de dimensi�on in�nita. Se sigue en-

tonces que toda vecindad d�ebil de 0 contiene un subespacio de dimensi�on in�nita.

De la desigualdad jkxk � kykj � kx� yk, se sigue que la norma es una funci�on

continua en X; sin embargo, es no w-continua en cada punto de X:

El hecho que W (0;x�1; : : : ; x
�
n; ") contiene un subespacio de dimensi�on in�nita im-

plica que toda w-vecindad de 0 contiene vectores de norma arbitrariamente grande. Por

tanto, k�k es no w-continua en 0 y por linealidad no lo es en ningun punto.

Se han mostrado algunas diferencias y a continuaci�on veremos a�nidades.

Primero enunciaremos un teorema importante para nuestros prop�ositos:

Teorema 2.2.1 (B�asico de separaci�on) Supongamos que A y B son conjuntos con-

vexos, ajenos, no vac��os en un espacio vectorial topol�ogico localmente convexo

X.

a) Si A es abierto existen x� lineal, real, continuo y 
 2 R tal que

x�x < 
 � x�y

para todo x 2 A y para todo y 2 B:

b) Si A es compacto y B es cerrado entonces existen x� lineal, real,

continuo; 
1;
2 2 R tal que

x�x < 
1 < 
2 < x�y
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para todo x 2 A y para todo y 2 B:

Ver [Ru2;pag. 59].

Teorema 2.2.2 (Mazur, 1933) Sea X un espacio vectorial normado. Si K� X es

convexo entonces K = Kw:

Prueba:

Recordamos que la cerradura de un conjunto es la intersecci�on de todos los con-

juntos cerrados que lo contienen.

Dado que la topolog��a d�ebil est�a contenida en la fuerte y usando el hecho anterior

se sigue que A � Aw para todo A � X:

Como K � X es convexo, entonces K es convexo.

Ahora si K esta contenido propiamente en Kw; tomamos x0 2 KwnK:

Por el teorema anterior existen x� 2 X� y �; � 2 R tal que

x�x0 < � < � � x�k para todo k 2 K

Por tanto,

x�x0 � � < � � inf
n
x�kj k 2 K

o
(2.2.2)

Sin embargo, dado que x0 2 Kw existe una red (xd) � K tal que

x0 = w-lim
d2D

xd: Por el teorema 2.1.2 lo anterior implica que x�x0 = lim
d2D

x�xd; lo cual

contradice 2.2.2.2

Corolario 2.2.1 Si (xn) � X es una sucesi�on tal que w- lim
n!1

xn = 0, entonces existe una

sucesion (�n) de combinaciones convexas de los xn tal que lim
n
k�nk = 0.

Prueba:

Tenemos fxng � co (x1; : : :) = cow (x1; : : :) : El hecho de que

w- lim
n!1

xn = 0 implica que 0 2 cow (x1; : : :). As��, existe (�n) � co (x1; : : :) tal que

lim
n
k�nk = 0: 2

Corolario 2.2.2 Si Y es un subespacio de X, entonces Y w = Y:
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Ahora el teorema anterior nos ayudar�a a probar un resultado curioso y sorpresivo,

a saber: si X es un espacio vectorial normado de dimensi�on in�nita, entonces BX = SwX y

que constituye otra diferencia m�as entre la topolog��a fuerte y la d�ebil.

La prueba es como sigue:

Dado que BX es convexo, tenemos que BX = Bw
X : As��, SX � BX implica que

SwX � BX :

Sea x0 2 BX con kx0k < 1: Mostraremos que x0 2 SwX :

Sea W = x0 + W (0;x�1; : : : ; x
�
n; ") una w-vecindad de x0 arbitraria. Sea N =

nT
i=1

ker x�i ; entonces x0 +N �W:

Ya que dimN =1; podemos escoger x 2 N no nulo.

De�nimos la siguiente funci�on f : R! R dada por

f (�) = kx0 + �xk � 1

Dicha funci�on es continua y satisface f (0) = kx0k � 1 < 0:

A�rmamos la existencia de �1 2 R tal que f (�1) > 0; en caso contrario tendriamos

que kx0 + �xk � 1 para todo � 2 R; lo cual implica que

�kx0k+ j�j kxk � 1 para todo � 2 R; lo que es absurdo.

Por el teorema del valor intermedio existe �0 2 R tal que

f
�
�0
�
=


x0 + �0x



� 1 = 0

Del hecho de que x0+�
0x 2 x0+N �W y kx0 + �0xk = 1 se sigue que SX

T
W 6= ;:

Hemos probado entonces que B�
X � SwX : Pero SX � SwX implica que

BX � SwX

2

Teorema 2.2.3 Si la topolog��a d�ebil de un espacio vectorial normado X es me-

trizable entonces X es de dimensi�on �nita.

Prueba:

Supongamos que (X;w) es metrizable. Sabemos que topolog��as metri-zables satis-

facen el primer axioma de numerabilidad.

Sea entonces B = fW1;W2 : : :g una base local d�ebil en 0.
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Recordamos que los conjuntos Wi tienen la siguiente forma:

Wi =W
�
0;x�n(i�1)+1; : : : ; x

�
n(i); "i

�
; donde n (0) = 0

Enseguida construimos una nueva base local d�ebil de 0, B1 = fV1; V2 : : :g de la

siguiente manera:

Ponemos

V1 = W

0
BB@0;x�1; : : : ; x�n(1); x�n(1)+1; : : : ; x�n(2)| {z }

A2

;min ("1;"2)

1
CCA

� W1
T
W2

Sea "02 = min ("1; "2; "3) entonces

V2 =W
�
0;A2;x

�
n(2)+1; : : : ; x

�
n(3); "

0
2

�
�W1

\
W2

\
W3

Y as�� sucesivamente construimos Vi; i � 3:

Por la forma en que se construyen los Vi se sigue que B1 es una base local d�ebil

de 0:

Entonces existe una sucesi�on (x�n) � X� tal que dada cualquier w-vecindad U de

0, existe " > 0 y n (U) 2 N tal que W
�
0;x�1; : : : ; x

�
n(U); "

�
� U:

Sea x� 2 X� arbitrario y consideremos la w�vecindad W (0;x�; 1), entonces existe

" > 0 y n 2 N tal que

W (0;x�1; : : : ; x
�
n; ") �W (0;x�; 1) = fx 2 Xj jx�xj < 1g

lo cual implica que, como ya habiamos visto antes, que existen escalares �i tal que

x� =
nX
i=1

�ix
�
i (2.2.3)

Sea Fm = hx�1; : : : ; x
�
mi ; entonces cada Fm � X� es un subespacio de dimensi�on

�nita y por tanto cerrado.

De 2.2.3 se sigue que X� =
1S

m=1
Fm: Por el teorema de categor��a de Baire existe

m 2 N tal que F �
m 6= ;, lo cual implica que Fm = X�, i.e. X� es de dimensi�on �nita y por

tanto X lo es: 2

Corolario 2.2.3 Si X es un espacio vectorial normado de dimensi�on in�nita, entonces

(X;w) no es metrizable.
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De�nici�on 2.2.1 Si X es un espacio vectorial normado, entonces existe un encaje (can�onico)

i : X ! X�� dado por ixx
� = x�x. De hecho la funci�on i : X ! X�� es una isometr��a

lineal.

De�nici�on 2.2.2 Sea K � X: Decimos que K es w-acotado si existen constantes M (x�)

tal que sup
x2K

jx�xj �M (x�) para todo x� 2 X�.

Lema 2.2.1 Si K � X es w-acotado, entonces K es acotado.

Prueba:

Por hip�otesis existe M (x�) tal que:

sup
x2K

jixx
�j = sup

x2K
jx�xj �M (x�) para todo x� 2 X�

Por el teorema de Banach-Steinhauss existe M > 0 tal que

sup
x2K

kixk = sup
x2K

kxk �M

2

Lema 2.2.2 Sea 
 un espacio topol�ogico y f : 
 ! X una funci�on, entonces f es � -w

continua si y s�olo si x� � f : 
! K es continua para todo x� 2 X�:

Prueba:

Necesidad.

Cada x� 2 X� es w-continua,entonces x� � f : 
! K es continua.

Su�ciencia.

Sea W =
nT
i=1

(x�i )
�1 (Ui) un w-abierto b�asico arbitrario, Ui � K abiertos.

Entonces f�1 (W ) =
nT
i=1

(x�i � f)
�1 (Ui) : Pero por hip�otesis x

� �f es continua para

cada x� 2 X�; se sigue que f�1 (W ) es abierto en 
. 2

Lema 2.2.3 Sean X;Y espacios vectoriales normados y T : X ! Y un operador lineal.

Entonces T es w-w continuo si y s�olo si y� � T : X ! K es w-continuo para todo y� 2 Y �

si y s�olo si y� � T : X ! K es k�k-continuo para todo y� 2 Y �.
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Prueba:

La primera equivalencia se sigue del lema anterior con f = T , 
 = (X;w), (X;w) =

(Y;w).

Probaremos la segunda parte.

Necesidad.

Se sigue del hecho de que la topolog��a d�ebil est�a contenida en la topolog��a fuerte.

Su�ciencia.

Por hip�otesis y� � T 2 X� para todo y� 2 Y �, entonces y� � T es w-continuo.2

Teorema 2.2.4 Sean X;Y espacios vectoriales normados y T : X ! Y un

operador lineal. Entonces T es k�k-k�k continuo si y s�olo si es w-w continuo.

Prueba:

Necesidad.

Usando la hip�otesis tenemos que y� � T es k�k-continuo para todo y� 2 Y �. Por el

lema anterior se sigue que T es w-w continuo.

Su�ciencia.

Si T no es k�k-k�k continuo entonces TBX no es un conjunto acotado de Y: Recor-

damos que un conjunto A � X es acotado si y s�olo si es w-acotado. As��, existe y� 2 Y � tal

que y� (TBX) no es acotado, por tanto y� � T =2 X�: El lema anterior implica que T no es

w-w continuo. 2

Teorema 2.2.5 Sea X un espacio vectorial normado. Si K � X es w-compacto

entonces K es cerrado y acotado.

Prueba:

Si x� 2 X�, entonces x� es w-continuo y por tanto x�K � K es compacto. Se

sigue entonces que x�K es acotado para cada x� 2 X�; i.e. es w-acotado y por tanto

acotado.

Como K es w-compacto y (X;w) es Hausdor� entonces K es w-cerrado, i.e Kw =

K.

Se prob�o antes que A � Aw para todo A � X: Entonces K � Kw = K.2

A diferencia de lo que sucede en los espacios de dimensi�on �nita, los conjuntos

cerrados y acotados no son necesariamente w-compactos y daremos un ejemplo:
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Bc0 no es w-compacto.

Si Bc0 fuera w-compacto, cada sucesi�on con rango in�nito en Bc0 tendr��a un w-

punto de acumulaci�on en Bc0 .

Consideremos la sucesi�on (�n) donde �n = e1 + � � �+ en, por tanto

k�nk1 = 1 para todo n:

Sea � 2 Bc0 un w-punto de acumulaci�on de f�ng :

Sean x� 2 X� y " > 0 arbitrarios. Entonces una in�nidad de elementos de la

sucesi�on estan contenidos en la vecindad d�ebil W (�;x�; ") :

De�nimos los funcionales lineales e�k : c0 ! K k 2 N , dados por

e�k (x1; x2; : : :) = xk

Claramente e�k 2 c
�
0; para cada k. Adem�as e�k (�n) = 1 si n � k.

Por otro lado,

W (�; e�k; ") = fx 2 c0j je
�
kx� e�k�j < "g = fx 2 c0j jxk � �kj < "g

contiene una in�nidad de elementos de la sucesi�on (�n) y dado que " > 0 es arbitrario, se

sigue que �k = 1 para todo k, i.e � = (1; 1; : : :); lo que es una contradicci�on a � 2 c0.

Lema 2.2.4 Sea (xn) � X. Si (xn) es w-convergente entonces existe M > 0 tal que

kxnk �M:

Prueba:

Sea x 2 X tal que x = w- lim
n!1

xn, es decir x
�x = lim

n!1
x�xn, para cada x� 2 X�.

Entonces el conjunto fxng es w-acotado y por tanto acotado.2

A continuaci�on presentamos un ejemplo que tendr�a una interesante consecuencia.

Sea X = (C [0; 1] ; k�kmax) ;entonces X
� = (NBV [0; 1] ; k�kNBV ) :

Donde

NBV [0; 1] = fx� 2 BV [0; 1] jx� (0) = 0 y x� es continua por la derechag

y adem�as:

hx; x�i =
Z 1

0
x (t) dx� (t) si x 2 C [0; 1] y x� 2 NBV [0; 1]

Ver [Ba;pag. 226]
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Teorema 2.2.6 Sea (xn) � X;entonces w- lim
n!1

xn = 0 si y s�olo si existe M > 0 tal

que kxnk �M para todo n; y lim
n!1

xn (t) = 0 para todo t 2 [0; 1] :

Prueba:

Necesidad.

Supongamos que w- lim
n!1

xn = 0, por el lema anterior existeM > 0 tal que kxnk �

M para todo n.

Sea t0 2 [0; 1] arbitrario.

De�nimos x� : [0; 1]! R de la siguiente manera:

x� (t) =

8<
: 0 0 � t < t0

1 t0 � t � 1

Claramente x� 2 NBV [0; 1] : Por tanto,

0 = lim
n!1

hxn; x
�i = lim

n!1

R 1
0 xn (t) dx

� (t)

= lim
n!1

xn (t0)
�
x�
�
t+0

�
� x�

�
t�0

��
= lim

n!1
xn (t0)

Su�ciencia.

Sea x� 2 NBV [0; 1] arbitrario. Por hip�otesis existe M > 0 tal que kxnk � M

para todo n:

Por el teorema de la convergencia acotada, tenemos:

lim
n!1

hxn; x
�i = lim

n!1

Z 1

0
xn (t) dx

� (t) =

Z 1

0
lim
n!1

xn (t) dx
� (t) = 0

Dado que x� 2 X� fue arbitrario, se sigue que w- lim
n!1

xn = 0: 2

Comentario:

Sean (xn) � X y M > 0 tal que kxnk � M para todo n y lim
n!1

xn (t) = 0 para

todo t 2 [0; 1] ;entonces por el teorema anterior w- lim
n!1

xn = 0: Por el corolario 2.2.1 existe

(�n) una sucesi�on de combinaciones convexas de las funciones xn tal que lim
n!1

k�nk = 0: Es

decir, la sucesi�on (�n) converge uniformemente a 0.

2.3 La topolog��a d�ebil* de un espacio dual.

Sea X un espacio vectorial normado, recordamos que existe un encaje (can�onico)

i : X ! X�� dado por ixx
� = x�x.
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De hecho la funci�on i : X ! X�� es una isometr��a lineal. Por lo anterior a menudo

identi�camos a X simplemente como un subespacio de X��.

La familia de funcionales fixjx 2 Xg separa puntos: demostraci�on:

ixx
�
1 = ixx

�
2 para todo x 2 X si y s�olo si x�1x = x�2x para todo x 2 X si y s�olo si x�1 = x�2.

X� es un espacio vectorial y i (X) � X�� es un subespacio de funcionales lineales

que separa puntos en X�. Entonces por el teorema 2.1.1, X� con la X-topolog��a es un

espacio vectorial topol�ogico Hausdor� localmente convexo, dicho espacio ser�a denotado por

(X�; w�) y hablaremos de la topolog��a d�ebil*. Adem�as (X�; w�)� = i (X) :

Una vecindad w�-b�asica de 0 2 X� es de la forma:

W � (0; ix1 ; : : : ; ixn ; ") =
n
x� 2 X�j

���ixjx���� < " j = 1; : : : ; n
o

= fx� 2 X�j jx�xj j < " j = 1; : : : ; ng

y en adelante ser�a denotado por W � (0;x1; : : : ; xn; ").

Sea (x�d) � X� una red, entonces por el teorema 2.1.2 se sigue que w�-lim
d2D

x�d =

x�0 si y s�olo si lim
d2D

ixx
�
d = ixx

�
0 para todo x 2 X si y s�olo si lim

d2D
x�dx = x�0x para todo x 2 X:

Con la de�nici�on de la topologia d�ebil* a la mano, damos otro ejemplo de un

conjunto que es cerrado y acotado pero no w-compacto.

Bl1 no es w-compacto.

Dado que l1 = c�0 isom�etricamente, entonces Bl1 = Bc�
0
. Si Bl1 fuera w-compacto,

las topolog��as d�ebil y d�ebil* deben coincidir en Bl1 . (Esto �ultimo se sigue del hecho de que

topolog��as de Hausdor� compactas comparables son iguales).

Consideremos la sucesi�on (en) � l1 = c�0.

Si � 2 c0 entonces lim
n!1

h�; eni = lim
n!1

�n = 0. As�� (en) � c�0 es w
�-nula. As�� pues,

si Bl1 fuera w-compacto entonces (en) es w-nula, i.e lim
n!1

x�en = 0 para todo x� 2 c��0 = l1.

Sea  = (1; 1; : : :) 2 l1; entonces, lim
n!1

hen;  i = 1; lo que es una contradicci�on.

Teorema 2.3.1 (Goldstine, 1938) Sea X un espacio vectorial normado, entonces

BX es w�-denso en BX��. En consecuencia X es w�-denso en X��.

Prueba:

Sea x�� 2 X��nBw�
X :

Dado que Bw�
X es un conjunto convexo w�-cerrado y x�� =2 Bw�

X , se sigue del teorema

2.2.1 que existe ix� 2 i (X
�) = (X��; w�)� tal que
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� = sup
n
ix�y

��jy�� 2 Bw�
X

o
< ix�x

�� = x��x�

Por otro lado,

� � sup fix�y
��jy�� 2 BXg

= sup fix� (ix) jix 2 BXg

= sup fx�xjx 2 BXg = kx�k

Por tanto, kx�k � � < kx��k kx�k y as�� kx��k > 1:

Hemos probado que BX�� � Bw�
X : As��, BX�� � Bw�

X � Xw� lo cual implica que

X�� = Xw� : 2

Otro importante y �util resultado adem�as del teorema de Goldstine, (de hecho, es

la caracter��stica m�as notable de la topolog��a d�ebil*) es el siguiente:

Teorema 2.3.2 (Banach-Alaoglu,1940) Sea X un espacio vectorial normado. En-

tonces BX� es w�-compacto. En consecuencia, subconjuntos acotados w�-cerrados

son w�-compactos.

Prueba:

Si x� 2 BX� entonces jx�xj � 1 para todo x 2 BX : Sea D = f�j j�j � 1g : Entonces

x� : BX ! D para todo x� 2 BX� .

Por tanto, podemos identi�car cada miembro de BX� con un punto en el espacio

producto DBX :

Del Teorema de Tychono� se sigue que DBX es un conjunto compacto respecto a

la topolog��a producto.

Si f0 2 D
BX , entonces una vecindad b�asica de f0 en la topolog��a producto de DBX

es de la forma:

V (f0; x1; : : : ; xn; ") =
n
f 2 DBX j jf (xi)� f0 (xi)j < " i = 1; : : : ; n

o
=

nT
i=1

P�1
xi (B" (f0 (xi)))

BX� visto como un subconjunto de DBX tiene una topolog��a, a saber, la inducida

por la topolog��a producto en DBX (de la convergencia puntual). Entonces un conjunto

abierto en BX� respecto a esta topolog��a tiene la siguiente forma:
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V (f0; x1; : : : ; xn; ")
T
BX� = ff 2 BX� j jf (xi)� f0 (xi)j < " i = 1; : : : ; ng

Sin embargo, BX� como subconjunto de X� hereda la topolog��a d�ebil* la cual

claramente coincide con la anterior.

Es su�ciente probar entonces que BX� es cerrado en DBX :

Sea (x�d) � BX� una red tal que lim
d
x�d = f en DBX ; lo cual implica que lim

d
x�dx =

f (x) para todo x 2 BX :

Si x1; x2 2 BX y �1;�2 2 K son tal que �1x1 + �2x2 2 BX entonces

f (�1x1 + �2x2) = lim
d
x�d (�1x1 + �2x2)

= lim
d
�1x

�
dx1 + lim

d
�2x

�
dx2

= �1f (x1) + �2f (x2)

Se sigue que f es la restricci�on a BX de un funcional x0 de�nido en X:

Adem�as por la continuidad del valor absoluto tenemos:

jf (x)j =

����limd x�dx

���� = lim
d
jx�dxj � 1 para todo x 2 BX

entonces x0 2 BX� : Esto termina la primera parte.

Sea F � X� un conjunto acotado w�-cerrado. Entonces existe � > 0 tal que

F � �BX� . Dado que (X�; w�) es un espacio vectorial topol�ogico la funci�on T�x = �x es

un w�-homeomor�smo (� > 0). Se sigue entonces que �BX� es un conjunto w�-compacto

para todo � > 0: Por hip�otesis F � �BX� es w�-cerrado, por tanto es w�-compacto.2

En seguida probaremos un resultado que nos relaciona topol�ogicamente a los es-

pacios (X;w) e (i (X) ; w�) :

Lema 2.3.1 i : (X;w)! (i (X) ; w�) es un homeomor�smo.

Prueba:

Sea x0 2 X y W =W (0;x�1; : : : ; x
�
n; ") una w-vecindad de x0: Entonces,

i (W ) = fixj jx
�
i x� x�ix0j < " i = 1; : : : ; ng

= W � (ix0 ;x
�
1; : : : ; x

�
n; ")

T
i (X)

es una w�-vecindad de ix0 en i (X) : Por tanto,i es una funci�on abierta.

An�alogamente se prueba que i es una funci�on continua.2
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De�nici�on 2.3.1 Un espacio de Banach X es re
exivo si y s�olo si X = X��:

Es claro que X = X�� si y s�olo si BX = BX�� :

Presentamos ahora el primer resultado que usa el teorema anterior.

Teorema 2.3.3 Sea X un espacio de Banach.X es re
exivo si y s�olo si BX es

w-compacto.

Prueba:

Necesidad.

Dado que X = X�� entonces i : (X;w) ! (X��; w�) es un homeomor�smo. Dado

que i es una isometr��a se tiene: i�1 (BX��) = BX : Por el teorema de Banach-Alaoglu, BX��

es w�-compacto y as�� BX es w-compacto.

Su�ciencia.

Del hecho de que BX es w-compacto se sigue que, i(BX) � BX�� es w�-compacto,

en particular w�-cerrado. As��, por el teorema de Goldstine (Teorema 2.3.1) BX�� = Bw�
X =

BX : 2

Corolario 2.3.1 Sea 1 < p <1 �jo, entonces BLp(�) es w-compacto.

A continuaci�on presentamos otro resultado en el que se aplica el teorema de

Banach-Alaoglu.

Teorema 2.3.4 Sean X;Y espacios de Banach con X re
exivo. Si T es un ope-

rador lineal continuo de X sobre Y entonces Y es re
exivo.

Prueba:

Dado que X es re
exivo entonces BX es w-compacto. Como T : X ! Y es

continuo por el teorema de la funci�on abierta se sigue que existe � > 0 tal que:

�B�
Y � TB�

X � TBX

Por el teorema 2.2.4 T : X ! Y es w-w continuo, por tanto TBX es w-compacto.

As��, �B�w
Y es w-compacto, pero:

�B�w
Y = �BY = �BY

As��, �BY es w-compacto y por tanto BY es w-compacto.

Concluimos que Y es re
exivo. 2
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2.3.1 Operadores Compactos. Teorema de Schauder.

Sean X;Y espacios de Banach.

Sea T : X ! Y un operador lineal acotado. De�nimos el operador T � : Y � ! X�

dado por: T �y� = y�T:

T � es llamado el operador adjunto de T y las siguientes son algunas de sus

propiedades:

i) T � es un operador lineal acotado y kTk = kT �k :

ii) T es un operador compacto si y s�olo si T � es un operador compacto.

iii) Si T � es w�-k�k continuo entonces T es compacto.

iv) T es un operador compacto si y s�olo si T � es w�-k�k continuo en BY � :

Prueba:

i) Claramente, T � es un operador lineal bien de�nido.

Ahora,

sup
x2BX

j(T �y�) (x)j = sup
x2BX

jy� (Tx)j

� ky�k sup
x2BX

jTxj = ky�k kTk

implica que kT �y�k � kTk ky�k para todo y� 2 Y �; por tanto kT �k � kTk :

Por otro lado,

kTxk = sup
y�2BY �

jy� (Tx)j

= sup
y�2BY �

j(T �y�) (x)j

� kxk sup
y�2BY �

kT �y�k = kT �k kxk

para todo x 2 X; por tanto

kTk � kT �k

ii)

Necesidad.

Por ser T compacto, entonces TBX � Y es compacto. En particular TBX es un

conjunto acotado, por lo que existe M > 0 tal que kyk �M para todo y 2 TBX :

Sea (y�n) � BY � una sucesi�on.
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Sean y1; y2 2 Y , entonces jy�ny1 � y�ny2j � ky1 � y2k para todo n 2 N; por tanto

fy�ng � BY � es una familia equicontinua en Y:

Notamos que
n
y�njTBX

o
� C

�
TBX

�
es una familia equicontinua y acotada (jy�nyj �

kyk �M para todo y 2 TBX):

Por el teorema de Arzela-Asc�oli el conjunto
n
y�njTBX

o
� C

�
TBX

�
es relati-

vamente compacto, por lo que existe una subsucesi�on
�
y�nijTBX

�
que es convergente en

C
�
TBX

�
:

As��, 


T �y�ni � T �y�nj




 = sup
x2BX




T �y�nix� T �y�njx





= sup
x2BX

���y�ni (Tx)� y�nj (Tx)
���

�



y�ni � y�nj





TBX

Se sigue que
�
T �y�ni

�
� X� es una sucesi�on de Cauchy y por tanto converge.

Por tanto T � es un operador compacto (Teorema 1.4.1).

Su�ciencia.

Si T � es compacto por la primera parte se sigue que T �� : X�� ! Y �� es un opera-

dor compacto. Entonces T �� (BX��) es relativamente compacto, en particular es totalmente

acotado.

Si i : X ! X��; j : Y ! Y �� son las funciones can�onicas entonces,

jTx (y
�) = y� (Tx) = (T �y�) (x) = ix (T

�y�) = (T ��ix) (y
�)

es decir, jTx = T ��ix: Por tanto j (TBX) � T ��BX�� y as�� j (TBX) es totalmente acotado.

Por tanto TBX es totalmente acotado. Dado que Y es un espacio de Banach y

TBX � Y se sigue que TBX es compacto. T es compacto.

iii) Por el teorema de Banach-Alaoglu BY � es w�-compacto, usando la hip�otesis

se sigue que T �BY � es compacto. Por tanto, T � es un operador compacto y por el inciso

anterior se sigue que T es compacto.

iv)

Necesidad.

Sabemos que BY � es w�-compacto. Consideramos a BY � con la topolog��a que

hereda de (Y �; w�) :

Sea y�0 2 BY � arbitrario y " > 0 dado.
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Por hip�otesis TBX es compacto. Entonces existen y1; : : : ; yn 2 Y tal que

TBX �
n[
i=1

�
yi +

"

3
BY

�

Sea

W = BY �
T
W
�
y�0 ; y1; : : : ; yn;

"
3

�
=

�
y� 2 BY � j jy

�yi � y�0yij <
"
3 i = 1; : : : ; n

	
entonces W es una w�-vecindad de y�0 en BY � :

Tomemos y� 2 W . Si x 2 BX entonces Tx = yi +
"
3z; para alg�un i = 1; : : : ; n

y para alg�un z 2 BY :

Entonces,

j(T �y�) x� (T �y�0)xj = jy� (Tx)� y�0 (Tx)j

� jy�yi � y�0yij+
"
3 jy

�zj+ "
3 jy

�
0zj

< "

Por tanto kT �y� � T �y�0k � " para todo y� 2W; i.e. T �jBY �
es w�-k�k continuo en

y�0:

Su�ciencia. Ver inciso anterior.2
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CAPITULO 3

El teorema de Eberlein-�Smulian.

Es un hecho conocido que en espacios m�etricos, los conceptos de compacidad y

compacidad por sucesiones son equivalentes. As��, en espacios vectoriales normados dichos

t�erminos son equivalentes tambien. La pregunta es,>Si X es un espacio vectorial normado,

qu�e ocurre con las topolog��as d�ebil y d�ebil* de X y X� respectivamente?

Se mostr�o que si X es un espacio vectorial normado de dimensi�on in�nita entonces

(X;w) no es metrizable (Teorema 2.2.3). Sin embargo, el importante teorema de Eberlein-

�Smulian a�rma que todo subconjunto de un espacio de Banach es w-compacto si y s�olo si

es w-compacto por sucesiones.

Respecto a la topolog��a d�ebil* tenemos lo siguiente: si X es un espacio de Banach

y K � X� es w�-compacto por sucesiones entonces Kw� es w�-compacto. Con un ejemplo

mostraremos que el inverso no es verdadero en general.

3.1 Compacidad y compacidad por sucesiones en (X;w)

En esta secci�on consideraremos a X un espacio de Banach.

Lema 3.1.1 A � X es w-relativamente compacto si y s�olo si es acotado y i (A)w
�
� i (X) :

Prueba:

Necesidad.

Si Aw es w-compacto, entonces Aw es acotado (Teorema 2.2.5). Se sigue que A es

acotado.

Dado que i : (X;w)! (i (X) ; w�) es un homeomor�smo (lema 2.3.1), entonces
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i (A)w
�
= i

�
Aw
�
� i (X)

Su�ciencia

Si A es acotado, entonces i (A) es acotado. As��, existe M > 0 tal que i (A) �

MBX�� : Por el teorema de Banach-Alaoglu MBX�� es w�-compacto, entonces i (A)w
�
�

MBw�
X�� = MBX�� implica que i (A)w

�
= i

�
Aw
�
es w�-compacto. Entonces Aw es w-

compacto (lema 2.3.1).2

Lema 3.1.2 Si A � X es w-compacto por sucesiones entonces es un conjunto acotado.

Prueba:

Si x�A � K es un conjunto acotado para cada x� 2 X�, entonces A es w-acotado

y por tanto acotado. As�� pues, basta probar que A es w-acotado. Supongamos que no y

sea x�0 2 X� tal que x�0A � K no es acotado, entonces existe (xn) � A tal que jx�0xnj > n

para cada n 2 N:

Por hip�otesis existe x 2 A y
�
xnj

�
una subsucesi�on de (xn) tal que

x = w-lim
j
xnj , en particular x�0x = lim

j
x�0xnj . Lo cual contradice jx�0xnj > n para cada

n 2 N: 2

Teorema 3.1.1 (Eberlein-�Smulian, 1947-1940) A � X es w-relativamente compacto

si y s�olo si es w-relativamente compacto por sucesiones. En particular,A � X

es w-compacto si y s�olo si es w-compacto por sucesiones.

Prueba:

Necesidad.

Sea (xn) � A una sucesi�on �ja, sin perdida de generalidad se puede suponer que

xn 6= xm si n 6= m:

Sea V = hx1; x2; : : :i: Claramente V � X es un subespacio separable, entonces

existe (vn) denso en V: Por el teorema de Hahn-Banach existe (x�n) � BX� tal que

x�nvn = kvnk para todo n 2 N:

Sea x 2 V . A�rmamos que si x�nx = 0, para todo n 2 N , entonces x = 0.

Tomemos " > 0 arbitrario. Dado que (vn) es denso en V , existe n0 2 N tal que

kx� vn0k <
"
2 :
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Por otro lado,

kvn0k = x�n0vn0 � x�n0x � kx� vn0k <
"

2

Por tanto,kxk � kx� vn0k+ kvn0k < ":

Dado que " > 0 fue arbitrario entonces x = 0:

Por hip�otesis Aw es w-compacto, entonces Aw es acotado (Teorema 2.2.5), se sigue

que A es acotado. Entonces jx�nxj � kxk � M para todo n 2 N , donde M > 0 es una

constante �ja.

Usando un argumento estandar de diagonalizaci�on encontramos una subsucesi�on�
xnj

�
de (xn) tal que lim

j
x�nxnj existe para cada n 2 N:

Dado que Aw es w-compacto entonces el conjunto
n
xnj

o
j
� A tiene al menos

un w-punto de acumulaci�on. Sea y0 2 Aw un w-punto de acumulaci�on de
n
xnj

o
; as��

x�ny
0 = lim

j
x�nxnj para todo n 2 N:

Siendo V un subespacio cerrado, entonces V es w-cerrado, se sigue que y0 2 V:

Si y1 es otro w-punto de acumulaci�on, entonces x�ny1 = lim
j
x�nxnj = x�ny

0, para

todo n 2 N: De la primera parte de la demostraci�on tenemos que y1 = y0:

Resta probar que w-lim
j
xnj = y0: Pero si para alg�un x�0 2 X

� y una subsucesi�on (xnjk),

tenemos que lim
k
x�0xnjk = � 6= x�0y

0; entonces existe un w-punto de acumulaci�on de fxnjkg,

que es tambi�en un w-punto de acumulaci�on de
n
xnj

o
diferente de y0. Una contradicci�on.

Su�ciencia.

Supongamos que Aw no es w-compacto. A partir de lo anterior exhibiremos una

sucesi�on (xn) � A sin alguna subsucesi�on que sea w-convergente. De donde se sigue el

resultado.

Por hip�otesis Aw es w-compacto por sucesiones, entonces por el lema 3.1.2 A es

acotado. Entonces por el lema 3.1.1 existe F 2 X��ni (X) tal que F 2 i (A)w
�
:

Sea � = d (F; i (X)) > 0: (Si � = 0 entonces F 2 i (X) = i (X)).

Supongamos por el momento la existencia de una sucesi�on

(xn; x
�
n)n � A�BX�

tal que:

i) Fx�n >
3
4� n = 1; : : :

ii) jx�nxjj <
1
4� si j < n
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iii) x�nxj >
3
4� si j � n

A�rmamos que la sucesi�on (xn) no tiene una subsucesi�on w-convergente.

Supongamos que existe una subsucesi�on
�
xnj

�
de (xn) y x 2 X tal que x = w-

lim
j
xnj , es decir x

�x = lim
j
x�xnj para todo x

� 2 X�.

Entonces existen �k � 0 k = 1; : : : ;m con
mP
i=1

�k = 1 tales que







mX
k=1

�kxnjk � x






 < 1

4
� (Corolario 2.2.1).

Sea P = max
1�k�m

fnjkg,entonces si n > P se sigue de ii) que

�����x�n
 

mX
k=1

�kxnjk

!����� �
mX
k=1

�k
���x�nxnjk ��� < 1

4
�

mX
i=1

�k =
1

4
�

As��, si n > P tenemos que,

jx�nxj =

����x�nx� x�n

�
mP
k=1

�kxnjk

�
+ x�n

�
mP
k=1

�kxnjk

�����
< �

4 +
�
4 =

�
2

De iii) se sigue que 3
4� � lim

j
x�nxnj = x�nx para todo n 2 N , lo cual contradice lo

anterior.

Resta probar entonces la existencia de una sucesi�on (xn; x
�
n)n � A � BX� que

satisfaga i), ii) y iii).

La prueba se har�a por inducci�on.

Dado que,

� � kF � i (0)k = kFk = sup
x�2BX�

jFx�j

entonces existe x�1 2 BX� tal que Fx�1 >
3
4�:

Como F 2 i (A)w
�
entonces W � (F ;x�1; ")

T
i (A) 6= ; para todo " > 0:

Sea " = Fx�1 �
3
4�, por lo anterior existe x1 2 A tal que

jix1x
�
1 � Fx�1j = jx�1x1 � Fx�1j < Fx�1 �

3

4
�

De donde se sigue que x�1x1 >
3
4�:

Supongamos que tenemos
�
xj; x

�
j

�n
j=1

� A�BX� satisfaciendo i), ii) y iii).

Por el teorema deHahn-Banach existe ' 2 BX��� tal que ' (i (X)) = 0 y ' (F ) = �:
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De acuerdo al teorema de Goldstine Bw�
X� = BX��� ; entonces

W �
�
'; ix1 ; : : : ; ixn ; F;

1

4
�

�\
BX� 6= ;

As��, existe x�n+1 2 BX� tal que

���' �ixp�� jx�n+1
�
ixp
���� = ��ixp �x�n+1��� = ��x�n+1 (xp)�� < 1

4
�

para p = 1; : : : ; n y adem�as���' (F )� jx�n+1 (F )
��� = ��' (F )� Fx�n+1

�� = ��� � Fx�n+1
�� < 1

4
�

Donde j : X� ! X��� es el encaje can�onico y usamos el hecho de que ' (i (X)) = 0:

La primera de las desigualdades anteriores implica que x�n+1 satisface ii). De la

segunda se sigue que Fx�n+1 >
3
4�; que corresponde a i).

Sea " = min
1�i�n+1

n
Fx�i �

3
4�
o
> 0:

Usando nuevamente el hecho de que F 2 i (A)w
�
; entonces

W �
�
F ;x�1; : : : ; x

�
n+1;"

�\
i (A) 6= ;

As�� existe xn+1 2 A tal que

��Fx�i � ixn+1x
�
i

�� = jFx�i � x�i xn+1j < " i = 1; : : : ; n+ 1

Entonces,

3

4
� =

3

4
� � Fx�i + Fx�i � �"+ Fx�i < x�i xn+1 i = 1; : : : ; n+ 1

Por tanto xn+1 satisface iii).2

Proposici�on 3.1.1 Si K � X es compacto por sucesiones, entonces es w-compacto

por sucesiones; el rec��proco no es cierto en general.

Prueba:

Sea (xn) � K, entonces existe una subsucesi�on (xni) de (xn) y x 2 X tal que

x = lim
i
xni : En particular x�x = lim

i
x�xni para todo x� 2 X�, lo cual implica que x = w-

lim
i
xni :

Para la segunda parte, consideramos un espacio de Banach re
exivo X de di-

mensi�on in�nita. Dado que X = X�� entonces BX es w-compacto (Teorema 2.3.3) por

tanto BX es w-compacto por sucesiones, sin embargo BX no es compacto (corolario 1.3.1),

por lo que no es compacto por sucesiones.2
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Proposici�on 3.1.2 Sea K � X compacto por sucesiones y sea (xn) � K tal que w-lim
n
xn =

x, entonces lim
n
xn = x:

Prueba: Supongamos que la sucesi�on (xn) no converge a x, entonces existe "0 > 0

y una subsucesi�on (xni) de (xn) tal que

kx� xnik > "0 para todo i 2 N: (3.1.1)

Por serK compacto por sucesiones, existe una subsucesi�on
�
xnjk

�
de (xni) y y 2 K

tal que lim
k
xnjk = y:

En particular w-lim
k
xnjk = y: Pero por hip�otesis w-lim

n
xn = x, entonces x�x = x�y

para todo x� 2 X� lo cual implica que x = y: Entonces lim
k
xnjk = x; que contradice

3.1.1.2

En espacios de Hilbert tenemos el siguiente resultado:

Si H es un espacio de Hilbert y K � X es un conjunto convexo cerrado, entonces

K contiene un elemento de norma m��nima.

Recordamos que la prueba de este resultado se basa fuertemente en la identidad del

paralelogramo, y que dicho teorema es muy importante ya que con el se prueba la existencia

de proyecciones ortogonales, que son la base de la teor��a en espacios de Hilbert. Pues bien,

tenemos un resultado completamente an�alogo en espacios de Banach re
exivos. A saber,

Teorema 3.1.2 Sea X un espacio de Banach re
exivo y K � X un conjunto

convexo cerrado entonces K contiene un elemento de norma m��nima.

Prueba:

Sea d = inf fkxk jx 2 Kg :Sea (xn) � K tal que lim
n
kxnk = d, entonces existe

M > 0 tal que (xn) �MBX :

Por hip�otesis X = X��, entonces BX es w-compacto y por tanto

w-compacto por sucesiones. As��, existe una subsucesi�on (xni) de (xn) y x 2MBX tal que

w-lim
i
xni = x:

K es convexo y cerrado, entonces K = Kw (Teorema 2.2.2),lo cual implica que

x 2 K y por tanto d � kxk :

Por otro lado,

kxk � limkxnik � d

(Para la �ultima desigualdad ver [Ba;pag. 243]).2
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3.2 Compacidad y compacidad por sucesiones en (X�; w�).

El objetivo de esta secci�on es responder la pregunta, >Son equivalentes los concep-

tos de compacidad y compacidad por sucesiones respecto a la topolog��a d�ebil*?.

El siguiente teorema responde parcialmente.

Teorema 3.2.1 Sea X un espacio de Banach. Si K � X� es w�-compacto por

sucesiones entonces Kw�es w�-compacto.

Prueba:

Si K� X� es acotado, entonces existe M > 0 tal que K�MBX�. Por el teorema

de Banach-Alaoglu BX� es w�-compacto y por tanto MBX� es w�-compacto.

Dado que Kw� � MBw�
X� =MBX� (recordar que (X�; w�) es Hausdor�), se sigue

que Kw� es w�-compacto.

Resta probar entonces que K� X� es acotado.

Si K no es acotado, entonces existe (x�n) � K tal que kx�nk > n para todo n 2 N:

Por hip�otesis existe una subsucesi�on
�
x�ni

�
de (x�n) y x

� 2 X� tal que w�-lim
i
x�ni =

x�, es decir, lim
i
x�nix = x�x para todo x 2 X:

De esto �ultimo se sigue que sup
i2N

���x�nix��� < 1 para cada x 2 X. Por el teorema de

Banach-Steinhaus, existe M1 > 0 tal que sup
i2N




x�ni


 �M1: Una contradicci�on.2

El siguiente ejemplo muestra que el rec��proco del teorema anterior no es verdadero

en general.

Ejemplo.

Sea X = l1: Entonces X es un espacio de Banach y por el teorema de Banach-

Alaoglu BX� es w�-compacto.

Probaremos que BX� no es w�-compacto por sucesiones.

De�nimos pn : X ! K n = 1; : : : como sigue:

pn (x) = xn

Claramente, pn es un funcional lineal para todo n 2 N:

Por otro lado,

jpn (x)j = jxnj � sup
n2N

jxnj = kxk1
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para todo x 2 X, implica que kpnk � 1; entonces (pn) � BX� :

Sea x = (1; 1; : : :) ; entonces jpn (x)j = 1 = kxk1 para todo n 2 N; por tanto

kpnk = 1:

Supongamos que (pn) tiene una subsucesi�on (pni) w
�-convergente, es decir existe

q 2 BX� tal que w�-lim
i
pni = q; lo cual implica que lim

i
pni (x) = q (x) para todo x 2 X:

De�nimos x 2 X de la siguiente manera:

xj =

8<
: 0 j =2 fnig

(�1)i j = ni

As��, pni (x) = xni = (�1)i, entonces (pni (x)) no es una sucesi�on convergente. Una

contradicci�on.

De todo lo anterior se sigue que (pn) � BX� , es una sucesi�on que no admite

subsucesiones w�-convergentes. Entonces BX� no es w�-compacto por sucesiones. Esto

termina el ejemplo.2

Hay un caso especial en el que ambos conceptos son equivalentes, a saber, cuando

X es un espacio de Banach separable, lo que no fue el caso en el ejemplo anterior.

Antes de probar lo anterior, enunciamos un teorema que ser�a de utilidad y es de

inter�es independiente:

Teorema 3.2.2 Si (X; �) es un espacio topol�ogico compacto y si alguna sucesi�on

(fn) de funciones continuas con valores reales separa puntos en X, entonces es

metrizable.

Ver [Ru2;pag. 63].

Teorema 3.2.3 Sea X un espacio de Banach separable. Si K � X� es w�-compacto,

entonces K es metrizable en la w�-topolog��a.

Prueba:

Sea fxng un conjunto denso numerable en X:

De�nimos fn : X
� ! R n = 1; : : : como sigue:

fn (x
�) = x�xn = ixnx

� para todo x� 2 X�

Por la de�nici�on de la topolog��a d�ebil*, cada funci�on fn es w�-continua.



51

Si fn (x
�
1) = fn (x

�
2) para todo n 2 N; entonces x�1xn = x�2xn para todo n 2 N .

Dado que x�1; x
�
2 son funciones continuas en X y coinciden en un conjunto denso se sigue

que x�1 = x�2. Se concluye que (fn) es una sucesi�on de funciones w�-continuas que separa

puntos en X�:

Entonces aplicamos el teorema precedente al espacio topol�ogico compacto (K;w�) :

2
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CAPITULO 4

El teorema de Orlicz-Pettis

El presente cap��tulo es una breve introducci�on a la teor��a de la integral de Bochner,

que trata acerca de la integraci�on de funciones vectoriales. Usa-remos dicha teor��a para

obtener el teorema de Orlicz-Pettis y tambi�en se aplicar�a a un ejemplo.

4.1 La integral de Bochner.

Sea (
;
P
; �) un espacio de probabilidad completo y X un espacio de Banach.

De�nici�on 4.1.1 Una funci�on f : 
 ! X es llamada simple, si existen E1; : : : ; En 2
P

con Ei \Ej = ; y 
 =
nS
i=1

Ei y vectores x1; : : : ; xn 2 X tal que

f (w) =
nX
i=1

�Ei
(w) xi para todo w 2 


donde �E denota la funci�on caracter��stica del conjunto E � X. Tales funciones son consi-

deradas medibles.

De�nici�on 4.1.2 Cualquier funci�on f : 
 ! X que es l��mite (c.d. relativo a �) de una

sucesi�on de funciones simples es llamada �-medible.

De�nici�on 4.1.3 Una funci�on f : 
! X es d�ebilmente �-medible, si x�f es �-medible

para cada x� 2 X�:

De�nici�on 4.1.4 Decimos que la funci�on f : 
 ! X es �-esencialmente separable-

mente valuada (�-esv) si existe E 2
P

con � (E) = 0, tal que f (
nE) es separable.
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El siguiente es un resultado importante que caracteriza a las funciones �-medibles.

Teorema 4.1.1 (de medibilidad de Pettis, 1938). Una funci�on f : 
! X es �-medible

si y s�olo si f es d�ebilmente �-medible y �-esv.

Prueba:

Necesidad

Como f es �-medible entonces existe una sucesi�on (fn) de funciones simples tal

que lim
n
fn = f c.d.

Se sigue que x�f = lim
n
x�fn c.d. para cada x� 2 X� y por tanto x�f es medible

para cada x� 2 X�:

Sea Rn = fn (
) para todo n 2 N , entonces R =
1S
n=1

Rn es un subconjunto

numerable de X: As��, R es separable.

Tomemos N � 
 tal que � (N) = 0 y lim
n
fn (w) 6= f (w), w 2 N entonces

a�rmamos que f (
nN) � R:

En efecto, si w 2 
nN entonces lim
n
fn (w) = f (w) y como fn (w) 2 R para todo

n 2 N , se sigue que f (w) 2 R:

Su�ciencia

Supongamos que f : 
 ! X es d�ebilmente �-medible y que existe E 2
P

tal

que � (E) = 0 y f (
nE) � X es separable. Sea fxng un subconjunto denso numerable

de f (
nE) : Por el teorema de Hahn-Banach; existe (x�n) � SX� tal que x�nxn = kxnk :

Sea w 2 
nE: A�rmamos que kf (w)k = sup
n
jx�n (f (w))j :

Sea " > 0 arbitrario, entonces existe xn tal que kf (w)� xnk <
"
2 . As��,

jjx�n (f (w))j � x�nxnj � kf (w) � xnk <
"

2
(4.1.1)

Por otro lado,

jkf (w)k � kxnkj � kf (w)� xnk <
"

2
(4.1.2)

De 4.1.1 y 4.1.2 se sigue que ,

kf (w)k < x�nxn +
"

2
< jx�n (f (w))j+ "

Por tanto, kf (w)k � "+ sup
n
jx�n (f (w))j : Se sigue que
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kf (w)k � sup
n
jx�n (f (w))j .

Adem�as, sup
n
jx�n (f (w))j � sup

n
kx�nk kf (w)k = kf (w)k lo que implica la a�r-

maci�on.

Por hip�otesis x�f es �-medible para cada x� 2 X�, por lo hecho anteriormente se

sigue que kf (�)k es �-medible. An�alogamente se prueba que kf (�)� xnk es �-medible.

Sea " > 0 dado. De�nimos En = fw 2 
j kf (w) � xnk < "g :

Recordamos que la funci�on kf (�)� xnk es �-medible y por tanto cada En 2
P
:

De�nimos g : 
! X de la siguiente manera:

g (w) =

8>><
>>:
xn si w 2 Enn

n�1S
i=1

Ei

0 si w =2
1S
n=1

En

Es claro que kf (w)� g (w)k < " para cualquier w fuera de E y de
1S
n=1

En:

Hemos mostrado que dado " > 0, existe una funci�on g numerablemente valuada y

un conjunto �-nulo N" tal que g alcanza valores distintos en conjuntos disjuntos de
P

y tal

que kf (w) � g (w)k < " si w 2 
nN": 2

De�nici�on 4.1.5 De la integral de Bochner de una funci�on vector valuada.

Si f : 
 ! X es simple, f (w) =
nP
i=1

�Ei
(w) xi, entonces para cualquier E 2

P
de�nimos Z

E

fd� =
nX
i=1

� (E \Ei) xi

En particular, 




RE fd�





 =





 nP
i=1

� (E \Ei) xi






�

nP
i=1

� (E \Ei) kxik

=
R
E
kfk d�

Una funci�on �-medible f : 
! X es llamada Bochner integrable, si existe una

sucesi�on (fn) de funciones simples tal que:
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lim
n

Z



kfn (w)� f (w)k d� (w) = 0

Del hecho de que,




RE fnd��
R
E
fmd�






 =






RE (fn � fm) d�







�

R
E
kfn � fmk d�

�
R


kfn � fmk d�

�
R


kfn � fk d�+

R


kfm � fk d�! 0

cuando n;m!1

Se sigue que

 R
E
fnd�

!
es una sucesi�on de Cauchy en X para cada - E 2

P
,

entonces de�nimos Z
E

fd� = lim
n

Z
E

fnd�

Lema 4.1.1 Si f es Bochner integrable, entonces






RE fd�





 � RE kfk d� para cada E 2

P
:

Prueba:

Para funciones simples ya se prob�o el resultado.

Si f es Bochner integrable,entonces existe una sucesi�on (fn) de funciones simples

tal que lim
n

R


kfn � fkd� = 0,en particular

Z



jkfnk � kfkj d� �
Z



kfn � fkd�

lo que implica que: lim
n

R
E
kfnk d� =

R
E
kfk d�:

As��, 




RE fd�





 = lim

n






RE fnd�







� lim
n

R
E
kfnk d�

=
R
E
kfk d�

2
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Lema 4.1.2 Sean X;Y espacios de Banach, f : 
 ! X una funci�on Bochner integrable.

Si T : X ! Y es un operador lineal continuo entonces

T

Z
E

fd� =

Z
E

Tfd� E 2 �

Prueba:

Si f es una funci�on simple f (w) =
nP
i=1

�i�Ei
(w) el resultado es claro.

Por ser f una funci�on Bochner integrable, existe una sucesi�on (fn) de funciones

simples tal que
R
E
fd� = lim

n

R
E
fnd� y lim

n

R
E
kf � fnk d� = 0 para todo E 2 �:

As��,

T

Z
E

fd� = lim
n
T

Z
E

fnd� = lim
n

Z
E

Tfnd�

Adem�as, 




RE Tfd��
R
E
Tfnd�






 =






RE (Tf � Tfn) d�







�

R


kTf � Tfnk d�

� kTk
R


kf � fnk d�!

n!1 0

Por tanto
R
E
Tfd� = lim

n

R
E
Tfnd� = T

R
E
fd�.2

Teorema 4.1.2 (Caracterizaci�on de Bochner de las funciones integrables, 1932). Una

funci�on �-medible es Bochner integrable si y s�olo si
R


kfk d� <1.

Prueba:

Necesidad

Dado que f es Bochner integrable entonces existe una funci�on simple g tal queR


kf � gk d� < 1:

As��,

Z



kfk d� �
Z



kf � gk d�+
Z



kgk d� <1

Su�ciencia

Como f es �-medible, se sigue que kfk es �-medible con
R


kfk d� <1:



57

Sea (fn) una sucesi�on de funciones medibles numerablemente valuadas tal que

kf � fnk �
1
n c.d. (Para la existencia de dicha sucesi�on, ver la prueba de la su�ciencia en

el teorema anterior).

Del hecho de que kfn (w)k � kf (w)k+ 1
n c.d., se sigue que

R


kfnk d� <1:

Para cada n, escribimos a fn en forma can�onica

fn (w) =
1X

m=1

�En;m (w) xn;m

donde En;i \En;j = ; si i 6= j y
1S

m=1
En;m = 
, En;m 2

P
, xn;m 2 X:

Dado que
R


kfnk d� < 1 y � (
) =

1P
m=1

� (En;m) = 1 para cada n 2 N , entonces

escogemos pn tan grande como para que

Z
1S

m=pn+1

En;m

kfnk d� <
1

n

Sea gn =
pnP
m=1

�En;m (w) xn;m,entonces

R


kf � gnk d� �

R


kf � fnk d�+

R


kfn � gnk d�

� 2
n

Por tanto, f es Bochner integrable.2

Seg�un se puede apreciar, la caracterizaci�on de Bochner de las funciones Bochner

integrables, reduce gran parte del desarrollo al correspondiente al de la integral de Lebesgue.

Corolario 4.1.1 (Teorema de la convergencia dominada)

Si fn : 
 ! X, n = 1; : : : son Bochner integrables, f = lim
n
fn c.d. y kfn (�)k �

g (�) c.d., donde g 2 L1 (�) ; entonces f es Bochner integrable y lim
n

R


kf � fnk d� = 0 y

lim
n

R
E
fnd� =

R
E
fd� para todo E 2

P
:

Prueba:

Dado que f = lim
n
fn c.d., se sigue que x�f = lim

n
x�fn c.d. para cada x� 2 X�,

entonces f es d�ebilmente medible.

Sea E 2
P

tal que � (E) = 0 y f (w) 6= lim
n
fn (w) si w 2 E:

Para cada n; existe En 2
P

tal que � (En) = 0 y fn (
nEn) � X es separable.
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Sea A = E [
1S
n=1

En, entonces � (A) = 0 y

f (
nA) �
1[
n=1

fn (
nEn)

Pero
1S
n=1

fn (
nEn) es separable, entonces f (
nA) tambien es separable. De todo

lo anterior se sigue que f es �-medible.(Teorema 4.1.1).

Dado que f (w) = lim
n
fn (w) c.d., entonces kf (w)k = lim

n
kfn (w)k c.d.

Dado que kfn (w)k � g (w) c.d. y por la hip�otesis g 2 L1 (�), se tiene:
R


kfk d� <

1, de donde se sigue que f es Bochner integrable.

Por otro lado, kf (w)� fn (w)k � kf (w)k+ kfn (w)k � 2g (w) c.d.

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, tenemos

lim
n

Z



kf � fnk d� =

Z



lim
n
kf � fnk d� = 0

Por otro lado,






Z
E

fd��
Z
E

fnd�







 �
Z
E

kf � fnk d� �
Z



kf � fnk d�

implica que lim
n

R
E
fnd� =

R
E
fd� para todo E 2

P
: 2

Lema 4.1.3 Si f : 
! X es Bochner integrable, entonces

(R
E
fd�jE 2

P)
es un subcon-

junto relativamente compacto de X:

Prueba:

Supongamos que f es una funci�on simple,

f (w) =
nX
i=1

�Ei
(w) xi

entonces
R
E
fd� =

nP
i=1

� (E \Ei) xi 2 hx1; : : : ; xni para cada E 2
P
:

Dado que






RE fd�





 � R

E
kfk d� �

R


kfk d� < 1 para cada E 2

P
, se sigue que(R

E
fd�jE 2

P)
es un subconjunto acotado del subespacio vectorial de dimensi�on �nita

hx1; : : : ; xni, entonces dicho conjunto es relativamente compacto (Teorema 1.3.1).
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Sea ahora f : 
 ! X una funci�on Bochner integrable arbitraria, entonces existe

una funci�on simple g : 
! X tal que

Z



kf � gk d� <
"

2

Se sigue entonces que,




RE fd��
R
E
gd�






 =






RE (f � g) d�







�

R
E
kf � gk d�

�
R


kf � gk d� < "

2

para cada E 2
P
:

Sea " > 0.

Dado que A =

(R
E
gd�jE 2

P)
es relativamente compacto, entonces es totalmente

acotado. Se sigue que existen x1; : : : ; xn 2 X tal que

A �
n[
i=1

�
xi +

"

2
BX

�

Tomemos E 2
P
, entonces existe xi tal que






RE gd�� xi






 < "
2 :

Entonces,




RE fd�� xi






 =






RE fd��
R
E
gd�+

R
E
gd�� xi







�






RE fd��
R
E
gd�






+





RE gd�� xi






 < "

Lo anterior muestra que el conjunto C =

(R
E
fd�jE 2

P)
es totalmente acotado,

de hecho C �
nS
i=1

(xi + "BX). Dado que X es un espacio m�etrico completo, se concluye que

dicho conjunto es relativamente compacto.2

4.2 El teorema de Orlicz-Pettis

De�nici�on 4.2.1 Sea
P
n
xn una serie tal que xn 2 X para todo n 2 N: Si (xkn) es una

subsucesi�on de (xn), entonces decimos que
P
n
xkn es una subserie de la serie dada.
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Si adem�as, lim
n

nP
j=1

xkj existe entonces decimos que
P
n
xkn es una subserie convergente.

An�alogamente se de�ne una subserie w-convergente.

Es claro que si una serie
P
n
xn es w-convergente, entonces w-lim

n
xn = 0:

Teorema 4.2.1 (Orlicz-Pettis, 1929-1938) Sea
P
n
xn una serie. Si cada subserie de

la serie
P
n
xn es w-convergente, entonces cada subserie es convergente.

Prueba:

La prueba se har�a para espacios vectoriales reales, no hay di�cultad alguna para

hacerlo en espacios vectoriales complejos.

Supongamos que el resultado no se da, entonces existe una subserie
1P
j=1

xkj tal que 
nP
j=1

xkj

!
no es una sucesi�on de Cauchy en X:

Por tanto, existe " > 0 tal que si P es un entero dado, entonces existen l1 > j1 > P

tal que 






l1X

i=j1

xki







 > "

Repitiendo el proceso, se sigue que existen l2 > j2 > l1 tal que






l2X

i=j2

xki







 > "

De esta manera construimos un par de sucesiones de enteros positivos (jn) ; (ln);

satisfaciendo j1 < l1 < j2 < l2 < : : : y






 lnP
i=jn

xki






 > ":

La serie
P
n
yn, donde yn =

lnP
i=jn

xki , es claramente una subserie de
P
n
xn y usando

la hip�otesis se sigue que es w-sumable en X; entonces w-lim
n
yn = 0 y kynk > " para todo

n 2 N:

Sean � = f�1; 1g ; S = 2�; de�nimos � : S !
n
0; 12 ; 1

o
de la siguiente manera:

� (;) = 0

� (f�1g) = � (f1g) =
1

2

� (�) = 1
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entonces (�; S; �) es un espacio de medida.

Sea 
 =
1Q
i=1

� = �N ; i.e. el espacio de todas las sucesiones ("n)n de signos "n = �1:

Sea Ŝ la �-�algebra generada por los conjuntos
1Q
i=1

Ai � 
, donde Ai � � y Ai = �

para todo i excepto para un n�umero �nito de valores de i: Se denota Ŝ =
1Q
i=1

S; la �-�algebra

producto generada.

Entonces existe una �unica medida � de�nida en Ŝ con la propiedad que, para todo

conjunto medible E de la forma A1 � : : :�An � �� � : : :, (ver [Ha;pag. 157] )

� (E) = (�� : : : � �) (A1 � : : :�An)

=
nQ
i=1

� (Ai)

Se denota � =
1Q
i=1

�:

Entonces
�

; Ŝ,�

�
es un espacio de probabilidad.

De�nimos una funci�on f : 
! X de la siguiente manera:

f (("n)n) = w- lim
n

nX
k=1

"kyk;

La existencia del l��mite d�ebil se justi�ca a continuaci�on:

Dado que
1P
n=1

yn es una subserie de
1P
n=1

xn, entonces cualquier subserie de
1P
n=1

yn

es w-convergente.

Tomemos ("n)n 2 
: Sea A = fn 2 N j"n = 1g, entonces

1X
n=1

"nyn =
X
n2A

yn �
X
n2Ac

yn:

Dado que
P
n2A

yn,
P

n2Ac

yn son w-convergentes, entonces
1P
n=1

"nyn es w-convergente.

As��, f : 
! X es una funci�on bien de�nida.

Sea x� 2 X�, entonces

x�f ("n)n = lim
n

nP
k=1

"kx
�yk

= lim
n

nP
k=1

x�ykPk ("n)n

para todo ("n)n 2 
:

Donde Pk : 
! f�1; 1g es la k-�esima proyecci�on, i.e Pk ("n)n = "k: Claramente las

proyecciones son �-medibles, por lo que se sigue que x�f es el l��mite de funciones �-medibles

y por tanto es �-medible.
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Como x� 2 X� fue arbitrario, entonces f : 
! X es d�ebilmente �-medible.

Adem�as f (
) � hy1; y2; : : :i
w = hy1; y2; : : :i: Dado que hy1; y2; : : :i es se-parable se

sigue que f (
) es separable. Por tanto f : 
! X es �-medible. (Teorema 4.1.1)

Sea K =

( P
k2�

"kykj� � N �nito, "k = �1 para cada k 2 �

)
, entonces f (
) �

Kw:

Supongamos por un momento queK es un conjunto acotado, es decir existeM > 0

tal que K � MBX ; entonces Kw � MBw
X = MBw

X = MBX : De lo anterior se sigue que

f (
) es un conjunto acotado.

As��,

Z



kfk d� �M� (
) =M <1

Entonces f : 
! X es Bochner integrable. (Teorema 4.1.2)

Enseguida probaremos que en realidadK es un conjunto w-acotado, lo cual implica

que es acotado.

Sea x�0 2 X
� arbitrario.

Escojamos ("n)n 2 
 de tal manera que jx�0ynj = "nx
�
0yn para todo n 2 N:

Dado que w-lim
n

nP
k=1

"kyk existe para cada ("n)n 2 
, entonces existe x 2 X tal que

x�x =
1X
k=1

"kx
�yk

para todo x� 2 X�, en particular x�0x =
1P
k=1

jx�0ykj :

As��, ������x�0
0
@X
k2�

"kyk

1
A
������ �

X
k2�

jx�0ykj � x�0x <1

lo anterior es v�alido para todo � � N �nito, "k = �1 para cada k 2 �:

Se sigue entonces que K es un conjunto w-acotado.

Sea Ek = f("n)n 2 
j"k = 1g ; entonces Ek 2 Ŝ y:
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x�
R
Ek

fd� =
R
Ek

x�fd� (lema 4.1.2)

=
R
Ek

�
1P
n=1

"nx
�yn

�
d�

=
1P
n=1

R
Ek

"nx
�ynd�

=
1P
n=1

x�yn
R
Ek

"nd�

Sin embargo,

R
Ek

"nd� =
R

En\Ek

d� �
R

Ec
n\Ek

d� = 1
4 �

1
4 = 0 si n 6= k

R
Ek

"kd� = � (Ek) = � (f1g) = 1
2

Por tanto, x�
R
Ek

fd� = 1
2x

�yk para cada x
� 2 X�: As��,

R
Ek

fd� = 1
2yk:

Sabemos que

(
2
R
E
fd�jE 2 Ŝ

)
es un conjunto relativamente compacto (lema 4.1.3)

y (yn) �

(
2
R
E
fd�jE 2 Ŝ

)
:

Se sigue que (yn) contiene una subsucesi�on
�
ynj

�
que converge en norma. Dado

que w-lim
n
yn = 0 entonces w-lim

j
ynj = 0; tambien lo anterior implica necesariamente

que lim
j
ynj = 0: Pero esto es una contradicci�on ya que kynk � " > 0 para todo n 2 N: 2

4.3 Otra aplicaci�on de la integral de Bochner.

La presente secci�on presenta otra aplicaci�on de la integral de Bochner,para obtener

un teorema de Krein-�Smulian: el casco cerrado convexo de un subconjunto w-compacto en

un espacio de Banach es w-compacto.

Primero tenemos un lema preparatorio:

Lema 4.3.1 Sea X un espacio de Banach separable.Si K es w-compacto y � es una medida

de Borel regular de�nida en (K,w), entonces la funci�on ' : K ! X dada por ' (k) = k es

Bochner integrable.

Prueba:

Dado que la funci�on ' es w-w continua,se sigue que la funci�on x�' es w-continua

para cada x� 2 X�.As��,x�' es �-medible para cada x� 2 X�;i.e ' es d�ebilmente �-medible.
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Adem�as,dado que ' (K) = K es separable,entonces ' es �-medible.(Teorema 4.1.1)

Como K es w-compacto,en particular es acotado (Teorema 2.2.5),entonces existe

M > 0 tal que k' (k)k �M para todo k 2 K,as��:

Z
K

k' (k)k d� �M� (K) <1

Se sigue que ' es Bochner integrable.(Teorema 4.1.2)2

Teorema 4.3.1 (Krein-�Smulian, 1940) Sea X un espacio de Banach. Si K � X es

w-compacto, entonces coK es w-compacto.

Prueba:

Supongamos primero que X es separable.

Por el teorema anterior,tiene sentido hablar de la integral
R
K
'd� para toda medida

de Borel regular � de�nida en (K;w) :

Recordamos en este punto que C (K;w)� es isom�etricamente isomorfo al espacio

de todas las medidas de Borel regulares de�nidas en (K;w) :(Teorema de representaci�on de

Riesz,ver [Ru1;pag. 130]).

Consideremos el operador I' : C (K;w)� ! X de�nido por:

I' (�) =

Z
K

'd�

entonces I' es lineal y est�a bien de�nido.A�rmamos que I' es w�-w continuo.

Sea (f�d ) � C (K;w)� una red tal que w�-lim
d
f�d = 0;i.e lim

d
f�df = 0 para todo

f 2 C (K;w) y se quiere mostrar que w-lim
d
I' (f

�
d ) = 0; i.e lim

d
x�I' (f

�
d ) = 0 para todo

x� 2 X�:

Dado que (f�d ) � C (K;w)� existe una red (�d) (donde �d es una medida de Borel

regular de�nida en (K;w)) tal que:

f�df =

Z
K

fd�d para todo f 2 C (K;w) (4.3.3)

Por otro lado,I' (f
�
d ) =

R
K
'd�d,d 2 D implica

x�I' (f
�
d ) = x�

Z
K

'd�d =

Z
K

x�'d�d para todo x� 2 X�
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Dado que x�' 2 C (K;w) para cada x� 2 X�,entonces por 4.3.3 se sigue que

lim
d
x�I' (f

�
d ) = lim

d

Z
K

x�'d�d = 0 para todo x� 2 X�

As��,I' es w�-w continuo.

Por el teorema de Alaoglu BC(K;w)� es w�-compacto,entonces I'
�
BC(K;w)�

�
es

w-compacto.

El �ultimo paso es mostrar que coK � I'
�
BC(K;w)�

�
:

Sea k 2 coK,entonces existen �1; : : : ; �n 2 R; k1; : : : ; kn 2 K tal que �i �

0;
nP
i=1

�i = 1 y k =
nP
i=1

�iki:

De�nimos una medida � en (K;w) de la siguiente manera:� (fkig) = �i; i =

1; : : : ; n y si A � K es un conjunto de Borel,entonces

� (A) =

8><
>:

P
ki2A

� (fkig)

0 si A \ fk1; : : : ; kng = ;

Claramente,� es una medida de Borel regular de�nida en B(K;w):

Adem�as j�j = � (K) =
nP
i=1

� (fkig) =
nP
i=1

�i = 1,implica que � 2 BC(K;w)� :

As��,

I' (�) =

Z
K

'd� =
nX
i=1

Z
fkig

'd� =
nX
i=1

�iki = k

De lo anterior se sigue que coK � I'
�
BC(K;w)�

�
,por tanto

coK = cowK � I' (B)
w = I' (B)

implica que coK es w-compacto.

Consideremos el caso en que X no es separable.

Si coK no es w-compacto,entonces por el teorema de Eberlein-�Smulian existe

fxngn � coK tal que fxng
w
n no es w-compacto.

Para cada n,existe (ynm)m � coK tal que xn = lim
m
ynm:A su vez existen �1; : : : ; �s 2

R; km1 ; : : : ; k
m
s 2 K tal que �i � 0;

sP
i=1

�i = 1 y ynm =
sP

i=1
�ik

m
i :

Sea Y el subespacio generado por la uni�on de los conjuntos fkmi g para cada

n:Entonces Y es un espacio de Banach separable.
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Por hip�otesis K es w-compacto,entonces Y \K = Y w\K � K es w-compacto.Por

la construcci�on del subespacio Y tenemos que fxng � co
�
Y \K

�
. Del caso separable se

sigue que co
�
Y \K

�
es w-compacto.Llegamos as�� a una contradicci�on ya que fxng

w no es

w-compacto.2
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CAPITULO 5

Sucesiones b�asicas.

De�nici�on 5.0.1 Sea X un espacio de Banach, una sucesi�on (xn) � X es llamada una

base de Schauder para X si para cada x 2 X existe una �unica sucesi�on (�n) de escalares

tal que

x = lim
n

nX
k=1

�kxk

Observaci�on 5.0.1 Si (xn) es una base de Schauder entonces 0 =2 fxng, y de hecho fxng

es una familia de vectores linealmente independiente. Esto es claro, ya que si para alg�un

xm 2 fxng tenemos que

xm =
kX
i=1

�ixni ,xni 2 fxng i = 1; : : : ; k

entonces tendriamos dos representaciones del vector nulo.

Observaci�on 5.0.2 Un espacio de Banach con una base de Schauder siempre es separable.

As��, L1 (
; S; �) no puede tener una base de Schauder si S no es �nita.

Ejemplos Bases de Schauder.

1) Sea X = lp; 1 � p <1: A�rmamos que la sucesi�on (en)nde vectores unitarios

en =

0
B@0; 0; : : : ; 1|{z}

n��esimo lugar

; 0; : : :

1
CA
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es una base para lp:

Sea x 2 lp arbitrario, entonces dado " > 0 existe n 2 N tal que

1X
i=n+1

jxij
p < "p si n � N:

As��, 




x�
nX
i=1

xiei







p

p

=
1X

i=n+1

jxij
p < "p si n � N:

Lo anterior implica que lim
n

nP
i=1

xiei = x en lp:

Claramente, la representaci�on es �unica por lo que se sigue que (en)n es una base

de Schauder para lp.

2) Si X = c0, entonces (en)n tambi�en es una base de Schauder para c0:

Sea x 2 c0 arbitrario, entonces dado " > 0 existe n 2 N tal que jxn+1j < " si

n � N:

As��, 




x�
nX
i=1

xiei







1

= sup
i�n+1

jxij � " si n � N;

de donde se sigue que lim
n

nP
i=1

xiei = x en c0: Nuevamente, la representaci�on es �unica.

3) SiX = c, entonces f�1; e1; e2; : : :g es una base para c, donde �1 = (1; 1; 1; : : :) :

Sea x = (x1; x2 : : :) arbitrario. Supongamos que lim
n
xn = �, entonces

x� ��1 2 c0.Por el caso anterior tenemos que:

x� ��1 = lim
n

nX
i=1

(xi � �) ei

respecto a la norma k�k1 :

As��,

x = ��1 + lim
n

nX
i=1

(xi � �) ei en c

y la representaci�on es �unica.

4) En espacios vectoriales normados de dimensi�on �nita toda base de Hamel es

una base de Schauder.

5) En espacios de Hilbert separables siempre existe al menos una base de Schauder,

a saber, cualquier conjunto ortonormal completo es una base de Schauder.



69

De�nici�on 5.0.2 Una sucesi�on (xn) � X es llamada una sucesi�on b�asica, si es una base

de Schauder para el espacio vectorial cerrado hxni:

De�nici�on 5.0.3 Sea X un espacio de Banach. Si (xn) es una base de Schauder para X,

entonces de�nimos los funcionales-proyecci�on

x�k : X ! K k = 1; : : : como sigue:

x�k

 
1X
n=1

�nxn

!
= �k

Lema 5.0.2 Los funcionales-proyecci�on son continuos para cada k 2 N:

Prueba:

Sea S =

�
(sn) � KN j lim

n

nP
k=1

skxk existe en X

�
: Claramente S es un espacio vec-

torial.

De�nimos jk(sn)kj = sup
n





 nP
k=1

skxk





 :
A�rmamos que la funci�on jk�kj es una norma en S:

i) (sn) = (0)n implica que jk(sn)kj = 0:

Si jk(sn)kj = 0, entonces





 nP
k=1

skxk





 = 0 para todo n 2 N , por tanto
nP

k=1
skxk = 0

para todo n 2 N: Dado que la sucesi�on de vectores (xn) es linealmente independiente se

sigue que sn = 0 para todo n 2 N .

ii) jk(�sn)kj = sup
n





 nP
k=1

�skxk





 = j�j jk(sn)kj :

iii)

jk(sn) + (tn)kj = sup
n





 nP
k=1

(sk + tk) xk






� sup

n

�



 nP
k=1

skxk





+




 nP
k=1

tkxk






�

� jk(sn)kj+ jk(tn)kj

De�nimos el operador B : (S; jk�kj)! (X; k�k) como sigue:

B (sn) = lim
n

nX
k=1

skxk

Por ser (xn) una base de Schauder, entonces B es un operador lineal suprayectivo;

de la unicidad de la representaci�on de cada x 2 X respecto a la base (xn), se sigue que B

es un operador inyectivo.
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A�rmamos que B es un isomor�smo. (i.e. un operador lineal bicontinuo).

Claramente kB (sn)k � jk(sn)kj ; lo cual implica que B es un operador continuo,

de hecho kBk � 1:

Por el teorema de la funci�on abierta es su�ciente comprobar que (S; jk�kj) es un

espacio de Banach.

Sea (yp) =
�
(spi)i

�
una sucesi�on de Cauchy en S: As��,

jspi � sqi j kxik =





 iP
k=1

�
spk � sqk

�
xk �

i�1P
k=1

�
spk � sqk

�
xk






� 2 sup

n





 nP
i=1

(spi � sqi)xi






= 2 jkyp � yqkj

lo que implica que (spi)p converge para cada i 2 N: Sea si = lim
p
spi y consi-deremos la

sucesi�on (si) :

Sea " > 0 dado, entonces existe r = r" 2 N tal que jkyp � yrkj < " si p � r. De la

de�nici�on de la norma jk�kj, se sigue que





 nP
i=1

(spi � sri) xi





 < " para todo n 2 N; siempre

que p � r: Por tanto





 nP
i=1

(si � sri) xi





 < " para todo n 2 N:

Dado que yr = (sri) 2 S, entonces existe n" 2 N; tal que siempre que m > n � n"

entonces 





mX
i=1

srixi �
nX
i=1

srixi






 =








mX
i=n+1

srixi







 < "

Entonces se sigue que para m > n � n";






mX

i=n+1

sixi







 < 3"

Esto es claro ya que:

mX
i=n+1

sixi =
mX

i=n+1

sixi �
mX

i=n+1

srixi +
mX

i=n+1

srixi +
nX
i=1

(si � sri) xi �
nX
i=1

(si � sri) xi

por tanto s = (si) 2 S y jks� srkj = sup
n





 nP
i=1

(s� sri)xi





 � ":

As��, B : (S; jk�kj)! (X; k�k) es un isomor�smo, luego

j�kj kxkk =






 kP
i=1

�ixi �
k�1P
i=1

�ixi







� 2 sup

n





 nP
i=1

�ixi





 = 2 jk(�i)kj

� 2


B�1



 



 1P
k=1

�kxk
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Concluimos que jx�kxj = j�kj � 2
kB�1k
kxkk

kxk ;para todo x 2 X, y para cada k 2 N ,

lo anterior implica que los funcionales-proyecci�on son continuos como se a�rm�o.2

El siguiente teorema es un importante criterio que permite identi�car sucesiones

b�asicas.

Teorema 5.0.2 Sea (xn) una sucesi�on de vectores distintos de cero en el espacio

de Banach X.Entonces (xn) es una sucesi�on b�asica si y s�olo si existe M > 0 tal

que para cualquier sucesi�on de escalares (ai) � K y cualesquiera enteros m < n

tenemos







mX
i=1

aixi






 �M







nX
i=1

aixi







Prueba:

Necesidad.

Supongamos que (xn) es una sucesi�on b�asica, i.e es una base de Schauder para el

espacio vectorial cerrado hxni que genera; de�namos el operador Pk : hxni ! hxni, para

cada k 2 N como sigue:

Pk

 
1X
n=1

anxn

!
=

kX
n=1

anxn =
kX

n=1

x�n (x) xn

Los funcionales-proyecci�on x�n son continuos para todo n 2 N ,de donde se sigue

que

kPkxk �

 
kX

n=1

kx�nk kxnk

!
kxk

por tanto Pk es un operador lineal acotado para cada k 2 N:

Para cualquier x 2 hxni tenemos que lim
k
Pkx = x: Del teorema de Banach-

Steinhaus se sigue que sup
n
kPnk <1:

As��, si m < n entonces



 mP
k=1

akxk





 =





Pm 1P
k=1

akxk






=





Pm nP
k=1

akxk






� kPmk





 nP
k=1

akxk






� sup

n
kPnk





 nP
k=1

akxk
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Entonces M = sup
n
kPnk ; (M es llamada una constante b�asica.)

Su�ciencia.

Sea x 2 hxni. Si x 2 hxni, entonces x es claramente representable, de hecho es

una suma �nita.

Nuevamente de�nimos operadores Pm : hxni ! hxni, para cada m 2 N , de la

siguiente manera:

Pm
�X0

aixi
�
=

mX
k=1

akxk

donde
P0 indica que ai = 0 para todo i 2 N excepto para un n�umero �nito de ��ndices.

La condici�on de que siempre que m < n se cumple:





mX
i=1

aixi






 �M







nX
i=1

aixi







para cualesquiera escalares ai, implica que los operadores lineales Pm son acotados; a saber:




Pm �X0
aixi

�


 =






mX
k=1

akxk






 �M



X0

aixi





de hecho, kPmk �M para todo m 2 N:

De�nimos nuevos operadores lineales sobre hxni (que extienden a los anteriores) y

que seguiremos denotando por Pm;de la siguiente manera:

Si x 2 hxni, entonces existe (yn) � hxni tal que x = lim
n
yn y por tanto ponemos

Pmx = lim
n
Pmyn

Claramente Pm esta bien de�nido. ( kPmyn � Pmysk � kPmk kyn � ysk)

De lo anterior se sigue que

kPmxk = lim
n
kPmynk

� M lim
n
kynk =M kxk

lo cual implica que los operadores lineales Pm son acotados, de hecho tambi�en kPmk � M

para todo m 2 N:

Consideremos los funcionales-proyecci�on x�k : hxni ! K dados por

x�k

�X0
aixi

�
= ak
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entonces

kxkk jakj = kakxkk =


PkP0 aixi � Pk�1

P0 aixi




� 2M


P0 aixi




implica que

��x�k �P0 aixi
��� � 2M

kxkk



P0 aixi


, es decir,x�k es continuo para todo k 2 N:

Los funcionales x�k tienen extensi�on �unica a hxni dada por

x�k (x)xk = Pkx� Pk�1x

para k > 1; y x�1 (x)x1 = P1x:

Sea x 2 hxni y " > 0 dado, entonces esiste � 2
D
x1; : : : ; xn(")

E
para alg�un n (") 2 N

tal que kx� �k < ":

Si n � n ("), entonces

kx� Pnxk � kx� �k+ k� � Pn�k+ kPn� � Pnxk

� kx� �k+ k� � �k+ kPn (� � x)k

� (1 +M) "

Se sigue que

x = lim
n
Pnx = lim

n

�
P1x+

nP
k=2

(Pkx� Pk�1x)

�
= lim

n

nP
k=1

x�k (x)xk

Resta probar que la representaci�on es �unica.

Supongamos que para alg�un x 2 hxni tenemos que x =
1P
i=1

aixi =
1P
i=1

bixi:

Utilizando la hip�otesis tenemos

ja1 � b1j kx1k �







1X
i=1

(ai � bi)xi






 = 0

Como kx1k 6= 0 se sigue que a1 = b1:

Supongamos que ai = bi para 1 � i � m, mostraremos que am+1 = bm+1:

jam+1 � bm+1j kxm+1k �







1X
i=1

(ai � bi)xi






 = 0

Como kxm+1k 6= 0 se sigue que am+1 = bm+1:

Por tanto, ai = bi para todo i 2 N: 2

Usamos el criterio reci�en probado para construir una base para Lp[0; 1):
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Figura 5.1:

Ejemplo. Sea X = Lp[0; 1); 1 � p < 1:En Lp[0; 1) hay una base natural,llamada

la base de Haar.

De�nimos las funciones de Haar como sigue (ver Figura 5.1):

h1 (t) = 1 t 2 [0; 1)

h2 (t) = 1 t 2 [0; 12)

= �1 t 2 [12 ; 1)

h3 (t) = 1 t 2 [0; 14)

= �1 t 2 [14 ;
1
2)

= 0 t 2 [12 ; 1)

h4 (t) = 1 t 2 [12 ;
3
4)

= �1 t 2 [34 ; 1)

= 0 t 2 [0; 12)

En general, si m � 1 y 1 � i � 2m, entonces h2m+i esta dada por:

h2m+i = �[ 2i�2
2m+1

; 2i�1
2m+1

) (t)� �[ 2i�1
2m+1

; 2i

2m+1
) (t)

Claramente hn 6= 0, n 2 N:
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Sean f =
nP
j=1

ajhj; g =
n+1P
j=1

ajhj . Claramente g = f + an+1hn+1:

Supongamos que n + 1 = 2m + i para alg�un m � 1 y 1 � i � 2m, entonces f y

g son iguales excepto en el intervalo di�adico [ 2i�22m+1 ;
2i

2m+1 ): En este intervalo f es constante.

Sea b dicha constante.

As��, g = b+ an+1 en I1 = [ 2i�2
2m+1

; 2i�1
2m+1

) y g = b� an+1 en I2 = [ 2i�1
2m+1

; 2i
2m+1

):

Dado que p � 1, es f�acil comprobar que j1 + tjp + j1� tjp � 2 para todo t 2 R, lo

cual implica que

jb+ an+1j
p + jb� an+1j

p � 2 jbjp con t =
an+1
b

(5.0.1)

As��,

kfkpp =
R

[0;1)

jf jp d�

=
R

[0;1)n(I1[I2)

jf jp d�+
R
I1

jf jp d�+
R
I2

jf jp d�

=
R

[0;1)n(I1[I2)

jgjp d�+ 2
2m+1 jbj

p

�
R

[0;1)n(I1[I2)

jgjp d�+
R
I1

jgjp d�+
R
I2

jgjp d� (por 5.0.1)

= kgkpp

De todo lo anterior se sigue que






 nP
j=1

ajhj






 �





n+1Pj=1 ajhj






 y por inducci�on








nX
j=1

ajhj







 �







mX
j=1

ajhj







 para todo n < m

para cualesquiera aj 2 R y cualesquiera enteros n < m: Del teorema anterior se sigue que

(hn)n es una base para hhni: A�rmamos que Lp[0; 1) = hhni:

Sea f 2 Lp[0; 1) arbitrario, entonces existe una funci�on simple s tal que kf � skp <

":

Supongamos que s =
nP
i=1

ai�Ei
; donde Ei 2 B[0;1); Ei \ Ej = ; i 6= j y [0; 1) =

nS
i=1

Ei:

Es un hecho conocido que los intervalos di�adicos generan la �-�algebra de Borel en

[0; 1); entonces para cada i existe una uni�on �nita disjunta

Di = _[mj=1Dj de di�adicos tal que:
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� (Ei4Di) =

Z
[0;1)

�������Ei
�

nX
j=1

�Ej

������
p

d� <

�
"

n

�p

As��,





s� nP
i=1

ai�Di






p

=
nP
i=1

jaij k�Ei
� �Di

kp < M",donde M = max
1�i�n

fjaijg :

Por tanto





f � nP
i=1

ai�Di






p

< (M + 1) ":

Ahora solo resta escribir a �D;con D di�adico, como combinaci�on lineal de funciones

hn:

De�namos Dn
i = [ i�12n ;

i
2n ) i = 1; 2; : : : ; 2n:

Entonces,

�D1
1
(t) = �[0; 1

2
) (t) =

1

2
(h1 (t) + h2 (t))

�D1
2
(t) = �[ 1

2
;1) (t) =

1

2
(h1 (t)� h2 (t))

Sea n 2 N �jo y supongamos que hemos escrito �Dn
i
i = 1; 2; : : : ; 2n como combi-

naci�on lineal de funciones hj :

Mostraremos que �Dn+1
i

i = 1; 2; : : : ; 2n+1 puede escribirse como combinaci�on lineal

de funciones hj :

Notamos lo siguiente: Dn
i = Dn+1

2i�1 [D
n+1
2i i = 1; 2; : : : ; 2n, entonces

�Dn+1
2i�1

(t) =
1

2

�
�Dn

i
(t) + h2n+i (t)

�

�Dn+1
2i

(t) =
1

2

�
�Dn

i
(t)� h2n+i (t)

�
i = 1; 2; : : : ; 2n:

El resultado se sigue por inducci�on.2

Usaremos el teorema 5.0.2 para probar que todo espacio de Banach de dimensi�on

in�nita contiene un subespacio de dimensi�on in�nita con una base.El resultado es obra de

Bessaga-Pelczynski y fue probado en 1958.

Lema 5.0.3 Sea X un espacio de Banach de dimensi�on in�nita. Si F � X es un subespacio

de dimensi�on �nita y " > 0, entonces existe x 2 X tal que kxk = 1 y kyk �

(1 + ") ky + �xk para todo y 2 F y para todo � 2 K:
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Prueba:

Sin perdida de generalidad supondremos que " < 1:Dado que SF es compacto

entonces existe fy1; : : : ; ykg una "
2 -red para SF . Por el teorema de Hahn-Banach existen

y�1; : : : ; y
�
k 2 SX� tal que y�i yi = 1 i = 1; : : : ; k:

Sea x 2 SX tal que x 2
nT
i=1

ker y�i :

Si y 2 SF entonces existe yi tal que ky � yik <
"
2 :

Tomemos � 2 K arbitrario, entonces

ky + �xk � kyi + �xk � ky � yik

� kyi + �xk � "
2

� jy�i (yi + �x)j � "
2 = 1� "

2

Pero " < 1 implica que 1� "
2 �

1
1+" :

As��, 1 � (1 + ") ky + �xk para todo y 2 SF :

Sea y 2 F , entonces 1 � (1 + ")



 y
kyk + �x




 ; lo cual implica

kyk � (1 + ") ky + kyk�xk

2

Corolario 5.0.1 Sea X un espacio de Banach de dimensi�on in�nita.Entonces X contiene

un subespacio lineal cerrado de dimensi�on in�nita con una base de Schauder.

Prueba:

Sea " > 0. Escogemos una sucesi�on ("n) de n�umeros positivos tal que
Q
n2N

(1 + "n) �

1 + ": (Claramente posible).

Tomemos x1 2 SX :

Por el lema anterior existe x2 2 SX tal que kxk � (1 + "1) kx+ �x2k para todo

m�ultiplo escalar x de x1 y para todo escalar �:

Ponemos ahora F = hx1; x2i : Aplicando nuevamente el lema anterior, obtenemos

x3 2 SX tal que

kxk � (1 + "2) kx+ �x3k

para todo x 2 F y para todo escalar �::

Ponemos ahora F = hx1; x2; x3i y repetimos el proceso anterior.
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A�rmamos que la sucesi�on as�� generada es una base y con una constante b�asica

que es menor o igual a 1 + ":

Si m; n 2 N son tales que m < n entonces:



 mP
i=1

aixi





 � (1 + "m)





m+1P
i=1

aixi






�

n�1Q
i=m

(1 + "i)





 nP
i=1

aixi






�

Q
n2N

(1 + "n)





 nP
i=1

aixi






� (1 + ")





 nP
i=1

aixi






La conclusion se sigue del teorema 5.0.2.2

Teorema 5.0.3 (Principio de Selecci�on de Bessaga-Pelczynski, 1958) Sea X un espa-

cio de Banach. Sea (xn) � SX tal que w-lim
n
xn = 0. Entonces (xn) tiene una

subsucesi�on b�asica.

Prueba:

Sea ("n)n�0 una sucesi�on de n�umeros positivos tal que "n < 1 para todo n 2 N y
1Q
n=1

(1� "n) > 1� "0:

Supongamos que xn1 ; : : : ; xnk n1 < : : : < nk han sido escogidos tal que para

cualesquiera escalares ai y todo l < k







lX

i=1

aixni






 � 1

1� "k�1







kX
i=1

aixni






 (5.0.2)

Sea Y (K) = hxn1 ; : : : ; xnki : Dado que la esfera unitaria SY (K) es compacta, existe

fz1; : : : ; zmg una
"k
4 -red de SY (K):

Por el teorema de Hahn-Banach existen z�1 ; : : : ; z
�
m 2 SX� tal que

z�i zi = 1 > 1�
"k
4
i = 1; : : : ;m

Por hip�otesis lim
n
x�xn = 0 para todo x� 2 X�,entonces existe nk+1 > nk tal que

��z�i xnk+1�� � "k
4
i = 1; : : : ;m

A�rmamos que para cualquier y 2 SY (K) y cualquier escalar �



y + �xnk+1


 � (1� "k) kyk
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Caso 1) j�j < 2



y + �xnk+1


 �

��z�i �y + �xnk+1
���

� jz�i zij � jz�i (y � zi)j �
��z�i ��xnk+1���

� 1� "k
4 � ky � zik � 2

��z�i xnk+1��
� 1� "k

4 �
"k
4 � 2 "k4 = (1� "k) kyk

Caso 2) j�j � 2



y + �xnk+1


 � j�j



xnk+1

� kyk � (1� "k) kyk

Por tanto

kyk �
1

1� "k



y + �xnk+1




para todo y 2 Y (K) y para todo escalar �:

As��,






 lP
i=1

aixni






 � 1
1�"k






k+1Pi=1 aixni





 para todo l < k+1 y cualesquiera escalares ai:

Se sigue entonces que (xni) es una sucesi�on b�asica, con constante b�asica menor o

igual que
1Q
k=1

1
1�"k

< 1
1�"0

:2

De�nici�on 5.0.4 Sean (xn) y (yn) bases de los espacios vectoriales normados X y Y res-

pectivamente.Decimos que (xn) y (yn) son equivalentes si la convergencia de la serie
1P
n=1

anxn implica la convergencia de la serie
1P
n=1

anyn e inversamente,donde (an) es una

sucesi�on de escalares.

Teorema 5.0.4 Las bases (xn) y (yn)son equivalentes si y s�olo si hay un isomor-

�smo entre X y Y que lleva cada xn en yn:

Prueba:

Necesidad.

De�nimos el operador lineal T : X ! Y de la siguiente manera:

T

 
1X
n=1

anxn

!
=

1X
n=1

anyn

Dado que (xn) y (yn) son bases de X y Y respectivamente, entonces T esta bien

de�nido y es un operador biyectivo.

A�rmamos que T tiene gr�a�ca cerrada.
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Sean (wm) � X; w 2 X y z 2 Y tal que lim
m
wm = w y lim

m
Twm = z, queremos

probar que Tw = z:

Si w =
1P
n=1

an (w) xn y wm =
1P
n=1

an (wm)xn, entonces

lim
m
an (wm) = lim

m
x�nwm = x�nw = an (w) (5.0.3)

para todo n 2 N:

Por la de�nici�on del operador T tenemos que

Twm =
1X
n=1

an (wm) yn =
1X
n=1

y�n (Twm) yn

y por ser (yn) una base z =
1P
n=1

bn (z) yn =
1P
n=1

y�n (z) yn, entonces

lim
m
an (wm) = lim

m
y�n (Twm) = y�nz = bn (z)

para todo n 2 N:

De 5.0.3 se sigue que an (w) = bn (z) para todo n 2 N; es decir Tw = z:

Por el teorema de la gr�a�ca cerrada se concluye que T : X ! Y es continuo,

an�alogamente el operador inverso es acotado.

Su�ciencia.

Si T : X ! Y es un isomor�smo de X sobre Y , entonces existen

M1;M2 > 0 tal que

M1 kxk � kTxk �M2 kxk para todo x 2 X:

De las desigualdades anteriores se sigue que (xn) y (yn)son equivalentes.2

De�nici�on 5.0.5 Sea X un espacio de Banach. Una serie
P
n
xn; (xn 2 X), se dice que es

w-incondicionalmente Cauchy (wic) si, dada cualquier permutaci�on � de los n�umeros

naturales,

�
nP

k=1
x�(k)

�
es una sucesi�on w-Cauchy.

Observaci�on:
P
n
xn es wic si y s�olo si

�
nP

k=1
x�x�(k)

�
es una sucesi�on de Cauchy

para cualquier permutaci�on � y para cada x� 2 X� si y s�olo si
1P
n=1

jx�xnj < 1 para cada

x� 2 X�.
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Teorema 5.0.5 Sea
P
n
xn una serie formal en un espacio de Banach X, entonces

las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

a)
P
n
xn es wic.

b) Existe c > 0 tal que para cualquier (tn) 2 l1

sup
n







nX

k=1

tkxk






 � c k(tn)k1

c) Para cualquier (tn) 2 c0;
1P
n=1

tnxn converge.

d) Existe c > 0 tal que para cualquier subconjunto �nito � � N y

cualquier elecci�on de rotaciones ei�n tenemos




X
n2�

ei�nxn






 � c

Prueba:

a)=)b) De�nimos T : X� ! l1 por Tx
� = (x�xn)n. Por hip�otesis T es un operador

lineal bien de�nido. A�rmamos que T tiene gr�a�ca cerrada.

Sean (x�m) � X�; x� 2 X� y y 2 l1 tal que lim
m
x�m = x� y lim

m
Tx�m = y entonces

probaremos que Tx� = y:

Notamos lo siguiente:

ky � Tx�mkl1 =
1X
n=1

jyn � x�mxnj � jyn � x�mxnj

para todo n 2 N , entonces

0 � lim
m
jyn � x�mxnj � lim

m
ky � Tx�mkl1 = 0

para todo n 2 N , es decir lim
m
x�mxn = yn para todo n 2 N:

Pero lim
m
x�m = x�, implica que x�xn = yn para todo n 2 N; as�� Tx� = y:

Por el teorema de la gr�a�ca cerrada T es un operador acotado.

Sea (tn) 2 Bl1 arbitrario y x� 2 BX� , entonces����x�
�

nP
k=1

tkxk

����� �
nP

k=1
jtkj jx

�xkj

�
1P
k=1

jx�xkj = kTx�k � kTk

para todo n 2 N; por tanto,
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nX

k=1

tkxk






 = sup
x�2BX�

�����x�
 

nX
k=1

tkxk

!����� � kTk

para todo n 2 N:

As��, sup
n





 nP
k=1

tkxk





 � kTk :

Notamos que (tn) 2 Bl1 fue arbitrario, si (tn) 2 l1 consideramos entonces a

1
ktnk1

(tn) :

b)=)c) Sea (tn) 2 c0 � l1, entonces para todo n > m





nX

k=m

tkxk






 � c sup
m�k

jtkj ! 0 cuando m!1

as��,

�
nP

k=1
tkxk

�
es una sucesi�on de Cauchy en X y por tanto converge.

c)=)d) De�nimos T : c0 ! X dado por T (tn)n =
1P
n=1

tnxn: Claramente T es un

operador lineal y usando la hip�otesis tenemos que est�a bien de�nido. A�rmamos que T

tiene gr�a�ca cerrada:

Sean (qn) = ((�ns )s) � c0, q = (�s) y x 2 X tal que

lim
n
qn = q lim

n
Tqn = x

Entonces

kqn � qk = sup
s
j�ns � �sj � j�ns � �sj

implica que lim
n
�ns = �s para todo s 2 N:

Por tanto,

x = lim
n
Tqn = lim

n

X
s

�nsxs =
X
s

�sxs = Tq:

As��, T es acotado y por tanto T (Bc0) es un conjunto acotado.

En particular vectores de la forma
P
n2�

ei�nxn,donde � � N es cualquier subcon-

junto �nito, est�an contenidos en T (Bc0) y por tanto se sigue el resultado.

d)=)a) Para cualquier x� 2 BX� tenemos:

x�
 X
n2�

ei�nxn

!
=
X
n2�

ei�nx�xn �






X
n2�

ei�nxn






 � c
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para cualquier � � N �nito y para cualquier elecci�on de ei�n . Eligiendo rotaciones conve-

nientemente se sigue que
1P
n=1

jx�xnj <1:

Para x� 2 X� arbitrario, aplicamos lo anterior a x�

kx�k ; por tanto
1P
n=1

jx�xnj <1 para todo x� 2 X�, i.e.
P
n
xn es wic.2

Corolario 5.0.2 Sea (xn) � X una sucesi�on b�asica tal que inf
n
kxnk > 0 y

P
n
xn es wic.

Entonces (xn) es equivalente a la base de vectores unitarios de c0:

Prueba:

Si
1P
n=1

tnxn es convergente, entonces

�
nP

k=1
tkxk

�
es una sucesi�on de Cauchy en X:

Dado que

jtnj kxnk =







nX

k=1

tkxk �
n�1X
k=1

tkxk







se sigue entonces lim

n
jtnj kxnk = 0:

Pero por hip�otesis inf
n
kxnk > 0, entonces lim

n
jtnj = 0;as��,(tn) 2 c0 lo cual implica

la convergencia de la serie
1P
n=1

tnen;donde feng es la base de vectores unitarios en c0, i.e.

en (i) = �in:

Por hip�otesis (xn) es una sucesi�on b�asica tal que
P
n
xn es wic, entonces por c) del

teorema anterior se sigue que
P
n
tnxn converge para cada (tn) 2 c0: 2

De�nici�on 5.0.6 Sea X un espacio de Banach.Una serie
P
n
xn se dice que es incondi-

cionalmente convergente si la serie
P
n
x�(n) converge para cada permutaci�on � de los

numeros naturales.

Teorema 5.0.6 Sea X un espacio de Banach.Cada serie que es wic es incondi-

cionalmente convergente si y s�olo si X no contiene una copia de c0:

Prueba:

Necesidad.

Supongamos que X contiene una copia de c0,es decir existe un isomor�smo de c0

sobre T (c0) � X:

Consideremos la serie
P
n
en, donde en es el n-�esimo vector unitario en c0:

Sea (�n)n 2 c
�
0 = l1 arbitrario, entonces
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X
n

jhen; (�m)mij =
X
n

j�nj <1

Se sigue que
P
n
en es una serie wic, sin embargo

P
n
en = (1; 1; : : :) =2 c0 implica que

la serie
P
n
en no es incondicionalmente convergente.

Sea (tn) 2 c0 arbitrario. Por ser
P
n
en una serie wic entonces

P
n
tnen converge (por

c) del teorema anterior, pero por ser T continuo entonces

T

 
1X
n=1

tnen

!
=

1X
n=1

tnTen

Por tanto,
P
n
Ten es wic en X (por c) del teorema anterior). Sin embargo

P
n
Ten =2

X, ya que en caso contrario tendriamos que
P
n
en 2 c0: As��,

P
n
Ten no es inconcidionalmente

convergente. Una contradicci�on.

Su�ciencia.

Supongamos que X admite una serie
P
n
xn que es wic pero no incondicionalmente

convergente. Entonces existe una permutaci�on � de los numeros naturales tal que

�
nP
i=1

x�(i)

�
no es una sucesi�on de Cauchy. Por comodidad seguiremos llamando

P
n
xn a la serie anterior.

As��, existe " > 0 y sucesiones (pn) ; (qn) de numeros naturales con

p1 < q1 < p2 < q2 < : : : tal que







qnP

k=pn

xk






 > ", en particular:

inf
n








qnX

k=pn

xk







 � " > 0

Sea yn =
qnP

k=pn

xk, entonces inf
n
kynk � ": Por hip�otesis

P
n
xn es wic, lo cual implica

que
P
n
jx�xnj <1 para cada x� 2 X� lo cual implica que w-lim

n
yn = 0:

Sea zn =
yn
kynk

, entonces

lim
n
jx�znj = lim

n

���x� � yn
kynk

����
� 1

" limn
jx�ynj = 0

para todo x� 2 X�.

Por tanto, w-lim
n
zn = 0:

Por el teorema 5.0.3 la sucesi�on (zn) admite una subsucesi�on b�asica. Entonces

(yn) admite una subsucesi�on b�asica y adem�as inf
n
kynk � " y

P
n
yn wic implica que dicha

subsucesi�on b�asica es equivalente a la base de vectores unitarios de c0: (corolario 5.0.2).
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Pero el teorema 5.0.4 a�rma la existencia de un isomor�smo de c0 en un subespacio

cerrado de X. Por tanto X contiene una copia de c0.2

Con la teor��a desarrollada en este cap��tulo daremos otra prueba del teorema de

Orlicz-Pettis: Sea
P
n
xn una serie en X. Si cada subserie de la serie

P
n
xn es w-

convergente, entonces cada subserie es convergente.(Teorema 4.2.1)

Prueba:

Haremos la prueba suponiendo que X es un espacio real, no hay di�cultad alguna

para el caso complejo.

En el teorema se mostr�o, que si
P
n
xn es una serie tal que cada una de sus subseries

es w-convergente entonces

w- lim
n

nX
k=1

"kxk (5.0.4)

existe para cualquier ("n) 2 f�1; 1g
N :

Sea x� 2 X� arbitrario, si ponemos "k = sgnx�xk, entonces 5.0.4 implica queP
k
jx�xkj <1:

Se sigue que la serie
P
n
xn es wic.

Supongamos que existe una subsucesi�on (xrn) de (xn) tal que

�
nP
i=1

xri

�
n

no es una

sucesi�on de Cauchy en X: Entonces existe " > 0 y sucesiones crecientes (pn) ; (qn) de enteros

positivos con p1 < q1 < p2 < q2 : : :, tal que







qnP

i=pn

xri






 > " para todo n 2 N:

Sea (yn) la sucesi�on dada por yn =
qnP

i=pn

xri : Entonces kynk � " > 0 para todo

n 2 N y adem�as
P
n
yn es una subserie de

P
n
xn y por tanto es w-convergente. En particular

w-lim
n
yn = 0 y inf

n
kynk � ":

Entonces por el mismo argumento utilizado en el teorema anterior, existe (zn) una

subsucesi�on de (yn) que es base.

Dado que inf
n
kznk > 0 y

P
n
zn es w-convergente (y por tanto es wic, por la primera

parte de la prueba) se sigue que (zn) es equivalente a la base de vectores unitarios en c0:

(Corolario 5.0.2)

Pero en seguida mostraremos que
P
n
en no es w-convergente en c0:

Supongamos que existe x 2 c0, tal que x = w-lim
n

nP
i=1

ei, i.e. x
�x =

1P
i=1

x�ei para

todo x� 2 c�0 = l1:
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Dado que (en) � l1 entonces

hx; eni = xn =
1X
i=1

hei; eni = 1

para todo n 2 N ; una contradicci�on.2
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CAPITULO 6

El teorema de Dvoretsky-Rogers

De�nici�on 6.0.7 Sea X un espacio vectorial normado y (xn) � X una sucesi�on.

a) La serie
P
n
xn es llamada absolutamente convergente siP

n
kxnk <1:

b) La serie
P
n
xn es llamada incondicionalmente convergente si

P
n
x�(n) con-

verge para cada permutaci�on � : N ! N:

El presente cap��tulo est�a motivado por el siguiente resultado.

Teorema 6.0.7 Sea (xn) � K (= R �o C). Entonces
P
n
xn es absolutamente con-

vergente si y solo s�� es incondicionalmente convergente.

La pregunta es entonces: >Tenemos el mismo resultado para espacios vectoriales

normados?

El primer paso lo da el siguiente teorema y su respectivo corolario.

Teorema 6.0.8 X es un espacio de Banach si y s�olo si para cada serie
P
n
xn

absolutamente convergente en X, lim
n

nP
k=1

xk existe. (i.e toda serie absolutamente

sumable es sumable)

Corolario 6.0.3 Si X es un espacio de Banach y
P
n
xn es absolutamente convergente,

entonces
P
n
xn es incondicionalmente convergente.

Prueba:
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Sea
P
n
xn una serie absolutamente convergente, entonces, por el teorema 6.0.7 se

sigue que
P
n




x�(n)


 <1 para toda permutaci�on � : N ! N y por tanto lim
n

nP
k=1

x�(k) existe

(Teorema 6.0.8)2

As��, >Ser�a v�alido el reciproco del corolario anterior?. La respuesta es negativa

c�omo lo muestra el siguiente ejemplo:

SeaX el espacio de Banach c0: Sea xn =
en
n 2 c0 para todo n 2 N: Entonces la serie

converge incondicionalmente a la sucesi�on
�
1
n

�
n
2 c0; sin embargo

P
n
kxnk =

P
n

1
n =1:

Para el caso en que X es de dimensi�on �nita tenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.0.9 Sea X un espacio vectorial normado de dimensi�on �nita. En-

tonces
P
n
xn es absolutamente convergente si y s�olo si es incondicionalmente

convergente.

Prueba:

Basta probar el resultado para X = Rn �o Cn (Teorema 1.1.1)

Necesidad

Se sigue del hecho de que Rn �o Cn son espacios de Banach junto con el corolario

anterior.

Su�ciencia

Si
1P
j=1

x�(j) converge para toda permutaci�on � : N ! N , entonces
1P
j=1

x�(j) (i)

converge para toda permutaci�on � : N ! N , i = 1; : : : ; n; as��
1P
j=1

jxj (i)j < 1 i = 1; : : : ; n

(Teorema 6.0.7).

Sabemos que existe M > 0 tal que kxk2 �M kxk1 para todo x 2 R
n (Cn).

Por tanto,

1P
j=1

kxjk2 � M
1P
j=1

kxjk1

= M
1P
j=1

(jxj (1)j+ : : : + jxj (n)j) <1

2

A continuaci�on enunciamos el teorema de Dvoretsky-Rogers que da res-puesta a

nuestras preguntas.

Teorema 6.0.10 (Dvoretsky-Rogers, 1950) Sea X un espacio de Banach. Toda serie

incondicionalmente convergente en X es absolutamente convergente si y s�olo si

X es de dimensi�on �nita.
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Corolario 6.0.4 Si X es un espacio de Banach de dimensi�on in�nita, entonces existe una

serie incondicionalmente convergente
P
n
xn en X tal que

P
n
kxnk =1:

De hecho, se probar�a un resultado m�as general, pero para ello ser�a necesario de-

sarrollar la teor��a de operadores absolutamente p-sumables.

6.1 Operadores absolutamente p-sumables.

En adelante consideraremos a X, Y espacios de Banach y 1 � p <1:

De�nici�on 6.1.1 Un operador lineal acotado T : X ! Y es absolutamente p-sumable

(denotado por T 2 �p (X;Y )) si dada cualquier sucesi�on (xn) � X tal que
P
n
jx�xnj

p <

1 para cada x� 2 X�, tenemos que

P
n
kTxnk

p <1:

Supongamos que (xn) � X satisface que
P
n
jx�xnj

p <1 para cada x� 2 X�.

De�namos un operador S : X� ! lp de la siguiente manera:

Sx� = (x�xn)n

Entonces dicho operador esta bien de�nido, es lineal y a�rmamos que tiene gr�a�ca

cerrada:

Sean (x�m) � X�; x� 2 X� y y 2 lp tal que

lim
m
x�m = x� lim

m
Sx�m = y (6.1.1)

entonces

jx�mxn � ynj �

 X
n

jx�mxn � ynj
p

! 1

p

= kSx�m � yk

para todo n 2 N , lo que implica que lim
m
x�mxn = yn para todo n 2 N . De 6.1.1 se sigue

x�xn = yn para todo n 2 N , por tanto

Sx� = (x�xn)n = (yn)n = y:

As��, S tiene gr�a�ca cerrada y se sigue que S es un operador lineal acotado.

Consideremos ahora el conjunto
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lwp (X) =

(
(xn) � X :

X
n

jx�xnj
p <1,para todo x� 2 X�

)
;

es claro que lwp (X) es un espacio vectorial.

Si (xn) 2 l
w
p (X), entonces dicha sucesi�on induce un operador lineal acotado S(xn)n :

X� ! lp, ya mencionado antes. De�nimos entonces

k(xn)klwp (X) =



S(xn)n




Claramente k(xn)klwp (X) = 0 si y s�olo si (xn) = 0. Del hecho de que S(xn+yn)n =

S(xn)n + S(yn)n , S(�xn)n = �S(xn)n y de que k�k es la norma de operadores lineales acotados

de X� a lp, se sigue que k�klwp (X) es una norma en lwp (X) :

An�alogamente de�nimos l
k�k
p (Y ) =

�
(yn) � Y :

P
n
kynk

p <1

�
, es claro que este

conjunto es un espacio vectorial.

De�nimos en l
k�k
p (Y ) la funci�on k�k

l
k�k
p (Y )

de la siguiente manera:

k(yn)klk�kp (Y )
=

 X
n

kynk
p

! 1

p

As��, k�k
l
k�k
p (Y )

es una norma en l
k�k
p (Y ), (la prueba es id�entica al caso de los lp).

Lema 6.1.1
�
lwp (X) ; k�klwp (X)

�
y

�
l
k�k
p (Y ) ; k�k

l
k�k
p (Y )

�
son espacios de Banach.

Prueba:

Sea (wm) = ((xmn )n) � lwp (X) una sucesi�on k�klwp (X)-Cauchy. Sea " > 0 entonces

existe P = P (") 2 N tal que

sup
x�2BX�

8<
:
 X

n

jx� (xmn � xqn)j
p

! 1

p

9=
; = kwm � wqklwp (X) < " (6.1.2)

si q > m � P:

Lo anterior implica que

jx� (xmn � xqn)j �

 X
n

jx� (xmn � xqn)j
p

! 1

p

< "

para todo x� 2 BX� y para todo n 2 N:
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As��,

kxmn � xqnk = sup
x�2BX�

jx� (xmn � xqn)j � "

para todo n 2 N ,q > m � P:

Se sigue que (xsn)
1
s=1 es una sucesi�on k�kX-Cauchy para todo n 2 N: Sea  n =

lim
s
xsn y ! = ( n) :

De 6.1.2 tenemos que

 X
n

jx�xmn � x� nj
p

! 1

p

� " (6.1.3)

si m � P , para todo x� 2 BX� :

As��,

�P
n
jx� nj

p
� 1

p

�

�P
n
jx�xmn � x� nj

p
� 1

p

+

�P
n
jx�xmn j

p
� 1

p

� "+

�P
n
jx�xmn j

p
� 1

p

<1 para todo x� 2 BX�

Lo cual implica que ! 2 lwp (X) :

Por otro lado, se sigue de 6.1.3 que:

kwm � !klwp (X) = sup
x�2BX�

8<
:
 X

n

jx�xmn � x� nj
p

! 1

p

9=
; � "

si m � P:

Todo lo anterior implica que
�
lwp (X) ; k�klwp (X)

�
es un espacio de Banach:

Sea (zm) = ((ymn )n) � l
k�k
p (Y ) una sucesi�on k�k

l
k�k
p (Y )

-Cauchy. Sea " > 0, entonces

existe P = P (") 2 N tal que

 X
n

kymn � yqnk
p

! 1

p

= kzm � zqklk�kp (Y )
< " (6.1.4)

si q > m � P:

As��, kymn � yqnk < " si q > m � P , para todo n 2 N:

Se sigue que (ysn)
1
s=1 es una sucesi�on k�kY -Cauchy para todo n 2 N . Sea 'n =

lim
s
ysn y z = ('n) :

De 6.1.4 tenemos lo siguiente:
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 X
n

kymn � 'nk
p

! 1

p

� " si m � P (6.1.5)

Por tanto,

�P
n
k'nk

p
� 1

p

�

�P
n
kymn � 'nk

p
� 1

p

+

�P
n
kymn k

p
� 1

p

� "+

�P
n
kymn k

p
� 1

p

<1

Lo cual implica que z 2 l
k�k
p (Y ) :

De 6.1.5 tenemos

kzm � zk
l
k�k
p (Y )

=

 X
n

kymn � 'nk
p

! 1

p

� " si m � P:

Lo anterior muestra que

�
l
k�k
p (Y ) ; k�k

l
k�k
p (Y )

�
es un espacio de Banach.2

Retomamos la de�nici�on dada antes y la expresamos con la nueva terminolog��a de

la siguiente manera :

"Un operador lineal acotado T : X ! Y es absolutamente p-sumable si y s�olo

si (Txn)n 2 l
k�k
p (Y ) siempre que (xn)n 2 l

w
p (X) :"

Si T : X ! Y es absolutamente p-sumable entonces de�nimos un ope-rador T̂ :

lwp (X)! l
k�k
p (Y ) como sigue:

T̂ (xn)n = (Txn)n

Observaci�on 6.1.1 N�otese que la asociaci�on T ! T̂ es lineal.

Lema 6.1.2 T̂ es un operador lineal acotado.

Prueba:

Si T : X ! Y es absolutamente p-sumable entonces T̂ es un operador lineal bien

de�nido y a�rmamos que tiene gr�a�ca cerrada:

Sean (wm) � lwp (X) ; w 2 lwp (X) y z 2 l
k�k
p (Y ) tal que

lim
m
wm = w lim

m
T̂wm = z (6.1.6)

Entonces,
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kwm � wklwp (X) = sup
x�2BX�

�P
n
jx� (xmn � xn)j

p
� 1

p

� jx� (xmn � x)j

para todo x� 2 BX� y para todo n 2 N . As��,

kxmn � xnk = sup
x�2BX�

jx� (xmn � xn)j

� kwm � wklwp (X)

para todo n 2 N , de 6.1.6 se sigue que lim
m
xmn = xn para todo n 2 N:

Por otro lado,




T̂wm � z




l
k�k
p (Y )

=

�P
n
kTxmn � ynk

p
� 1

p

� kTxmn � ynk

para todo n 2 N;de 6.1.6 se sigue que lim
m
Txmn = yn para todo n 2 N:

Dado que T es un operador lineal acotado, se sigue que

Txn = lim
m
Txmn = yn para todo n 2 N;

es decir T̂w = z; por tanto T̂ tiene gr�a�ca cerrada y por tanto es un operador lineal

acotado.2

De�nimos la norma absolutamente p-sumable de T , denotada �p (T ), como

�p (T ) =



T̂


, entonces �p (�) es una norma en �p (X;Y ) :

De hecho
n
T̂ jT 2 �p (X;Y )

o
es un subespacio cerrado del espacio de Banachn

U : l�wp (X)! l
k�k
p (Y ) jU es lineal y acotado

o
,de donde se sigue que

n
T̂ jT 2 �p (X;Y )

o
es

un espacio de Banach y por tanto (�p (X;Y ) ; �p (�)) lo es. (Esto �ultimo es claro ya que

�p (Tn � Tm) =



T̂n � T̂m




)
Dado que

�p (T ) =



T̂




= inf
n
� > 0j




T̂ (xn)n




 � � k(xn)nk para todo (xn)n 2 l
�w
p (X)

o
se sigue que
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�p (T ) = inf f� > 0jla desigualdad 6.1.7 se da para cualquier x1; : : : ; xn 2 Xg

donde

 
nX
i=1

kTxik
p

! 1

p

� � sup
x�2BX�

 
nX
i=1

jx�xij
p

! 1

p

(6.1.7)

A continuaci�on presentamos un importante resultado que liga la teor��a de la medida

con la teor��a de operadores absolutamente p-sumables.

Teorema 6.1.1 (de Dominaci�on de Grothendieck-Pietsch, 1967). Supon-gamos que

T 2 �p (X;Y ) : Entonces existe una medida de probabili-dad deBorel, regular

� de�nida en BX� (respecto a la topolog��a w�) tal que

kTxkp � �pp (T )

Z
BX�

jx�xjp d� (x�) � �pp (T ) kxk
p

para todo x 2 X:

Prueba:

Sean x1; : : : ; xn 2 X. De�nimos la funci�on:

fx1;:::;xn : BX� ! R

como sigue:

fx1;:::;xn (x
�) = �pp (T )

nX
k=1

jx�xkj
p �

nX
k=1

kTxkk
p

Dado que x�xk = ixk (x
�) y que adem�as ixk es w�-continua se sigue que fx1;:::;xn

es w�-continua en BX� .

Sea C = ffx1;:::;xn 2 C (BX�;w
�) jx1; : : : ; xn 2 Xg : A�rmamos que C es un cono

convexo, (un subconjunto convexo K de un espacio vectorial es un cono convexo si tK � K

cuando t > 0).

Sea 0 < � < 1, entonces

�fx1;:::;xn + (1� �)fxn+1;:::;xm = f
�
1
p x1;:::;�

1
p xn;(1��)

1
p xn+1;:::;(1��)

1
p xm

de donde se sigue que C es convexo. Adem�as si � > 0 entonces
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�fx1;:::;xn = f
�
1
p x1;:::;�

1
p xn

2 C:

De la de�nici�on de �p (T ) (ver ecuaci�on 6.1.7), se sigue que cada elemento de C es

no-negativo en alg�un x� 2 BX� : Por tanto C es disjunto del conjunto

N = ff 2 C (BX�;w
�) jf (x�) < 0 para todo x� 2 BX�g :

Claramente N es un cono convexo, adem�as N es abierto. Esto �ultimo es claro:

Sea f 2 N arbitrario, entonces kfkmax = max
x�2BX�

f�f (x�)g > 0: Por lo que

fg 2 C (BX�;w
�) j kg � fkmax < kfkmaxg � N .

Por el teorema b�asico de separaci�on, se sigue que existe � 2 C (BX�;w
�)� una

medida de Borel regular de�nida en los borelianos de (BX�;w
�) tal que

Z
fd� � t �

Z
gd�

para todo f 2 N , g 2 C; adem�as, dado que N y C son conos convexos podemos suponer

que t = 0:

Dado que
R
fd� � 0 para todo f 2 N , � es una medida positiva que podemos

suponer es una medida de probabilidad.

As��,
R
fxd� � 0 para todo x 2 X: Por la de�nici�on de fx se sigue que

Z
BX�

fxd� = �pp (T )

Z
BX�

jx�xjp d� (x�)� kTxkp

para todo x 2 X: Lo cual prueba la primera desigualdad, la segunda es obvia pues � es de

probabilidad.2

El teorema anterior a�rma que existe una medida de probabilidad regular � de�nida

en (BX�;w
�) tal que ix 2 L

p (�) para cada x 2 X:

De�nimos Xp = i (X)L
p(�). Entonces i : X ! Xp es un operador lineal continuo:

kixkLp(�) =

0
B@ Z
BX�

jx�xjp d�

1
CA

1

p

� kxk

para todo x 2 X, lo cual implica que kik � 1; en particular i (BX) � BXp :
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De�nici�on 6.1.2 Un operador lineal T : X ! Y es llamado completamente continuo si

manda sucesiones w-convergentes en sucesiones convergentes.

Teorema 6.1.2 i : X ! Xp es completamente continuo y d�ebilmente compacto.

Prueba:

Sea (xn) � X y x 2 X tal que x = w-lim
n
xn, es decir ixx

� = lim
n
ixnx

� para todo

x� 2 X�:

Esto �ultimo implica que existe M > 0 tal que

sup
x�2BX�

jixnx
�j = kxnk �M para todo n 2 N:

Por el teorema de la convergencia acotada, tenemos:

lim
n
kixn � ixk

p
Lp(�) = lim

n

R
BX�

jixn � ixj
p d�

=
R

BX�

lim
n
jixn � ixj

p d� = 0

Por lo que i es completamente continuo.

Ahora probamos que i : X ! Xp es un operador d�ebilmente compacto, i.e i (BX)

es w-compacto.

Si p > 1 entonces Xp es re
exivo, lo cual implica que BXp es w-compacto. Se vi�o

anteriormente que i (BX) � BXp , por tanto i (BX) es w-compacto.

Sea p = 1: Dado que � es una medida de probabilidad se sigue que

L2 (�) � L1 (�) :

El operador inclusi�on I : L2 (�)! L1 (�) dado por If = f es continuo, por tanto

w-w continuo. Adem�as,

kixkL2(�) =

0
B@ Z
BX�

jx�xj2 d�

1
CA

1

2

� 1 si kxk � 1:

As��, i (BX) � BL2(�) y dado que BL2(�) es w-compacto se sigue que

i (BX) = i (BX)
w es w-compacto (relativo a L2 (�)), por tanto

Ii (BX) = i (BX) es w-compacto (relativo a L1 (�)).2

Teorema 6.1.3 Si T 2 �p (X;Y ) entonces T es completamente continuo y d�ebilmente

compacto.
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Prueba:

De�nimos P : i (X) � Lp (�)! Y de la siguiente manera:

Pix = Tx

Entonces P es un operador lineal acotado:

kPixk = kTxk � �p (T )

 R
BX�

jx�xjp d�

! 1

p

= �p (T ) kixkLp(�)

Donde la desigualdad es por el teorema de Grothendieck-Pietsch.

P tiene una �unica extensi�on lineal continua en Xp; la cual seguiremos denotando

por P:

Por la de�nici�on de P tenemos que T = P � i: Dado que P es continuo e i es

completamente continuo, se sigue que T es completamente continuo.

Tambien P es w-w continuo y como i (BX) es w-compacto se sigue que P
�
i (BX)

�
es w-compacto. As��,

TBX = TBw
X = P (i (BX))

w � P
�
i (BX)

�
implica que TBX es w-compacto; i.e T es un operador d�ebilmente compacto.2

6.2 Prueba del teorema de Dvoretsky-Rogers.

Teorema 6.2.1 Si 1 � p <1 y X es de dimensi�on in�nita, entonces el operador

indentidad en X no es absolutamente p-sumable.

Prueba:

Supongamos que el operador identidad Ix = x es absolutamente p-sumable.

Sea (xn) � BX . Por el teorema anterior I deber��a ser w-compacto i.e BX debe ser

w-compacto (w-compacto por sucesiones por el teorema de Eberlein-Ŝmulian), por tanto

(xn) admitir��a una subsucesi�on w-convergente. Dado que I deber��a ser tambien completa-

mente continuo se sigue que dicha subsucesi�on es convergente.

Pero lo anterior dice que BX es compacto, lo cual implica que X es de dimensi�on

�nita. Una contradicci�on.2
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Corolario 6.2.1 Si 1 � p < 1 y
P
n
kxnk

p < 1 siempre que
P
n
jx�xnj

p < 1 para cada

x� 2 X�, entonces X es de dimensi�on �nita.

Finalmente, presentamos a continuaci�on la prueba del teorema de Dvoretsky-

Rogers.

Teorema 6.2.2 Sea X un espacio de Banach. Toda serie incondicionalmente convergente

en X es absolutamente convergente si y s�olo si X es de dimensi�on �nita.

Prueba:

Solo resta probar la necesidad:

Supongamos que la convergencia incondicional de toda serie en X implica su con-

vergencia absoluta.

X no puede contener una copia isomorfa de c0; dado que c0 admite una serie que

converge incondicionalmente pero no absolutamente.

Por el teorema 5.0.6, se sigue que si
P
n
jx�xnj < 1 para cada x� 2 X� entoncesP

n
kxnk <1, por el corolario anterior se sigue que X es de dimensi�on �nita.2

CONCLUSIONES.

S�olo queremos destacar la importancia de las topolog��as d�ebil y d�ebil*, como se

vi�o a trav�es del trabajo estas topolog��as nos permiten probar propie-dades de subconjuntos

del espacio vectorial que con la norma ser��a d���cil de mostrar, (w-acotado implica acotado,

etc.).

Queremos destacar fuertemente la importancia del cap��tulo 3 en las aplicaciones:

el teorema de Eberlein-�Smulian por el lado de la topolog��a d�ebil y el teorema de Banach-

Alaoglu (junto con el teorema 3.2.3) por el lado de la topolog��a d�ebil*.

Aunque estas topolog��as se han de�nido en espacios vectoriales normados, se

pueden de�nir tambi�en en espacios vectoriales topol�ogicos localmente convexos.

El cap��tulo 4 s�olo es una breve introducci�on a la teor��a de integraci�on de funciones

vectoriales. Con ello se prob�o el teorema de Orlicz-Pettis, el cual es una herramienta b�asica

en la teor��a de medidas vectoriales. El resultado se puede probar para espacios topol�ogicos

localmenta convexos.

En el cap��tulo 5 se introduce la noci�on de sucesi�on b�asica y su caracte-rizaci�on.

Esto da lugar a preguntas que relacionan este concepto con la estructura del espacio: >todo

espacio de Banach contiene una sucesi�on b�asica incondicional?, >todo espacio de Banach

contiene un subespacio isomorfo a c0 �o lp 1 � p <1?, etc.



99

Bibliograf��a

[Ba] Bachman G., Narici L., Funtional Analysis, Academic Press Inc., New York, 1972.

[Di] Diestel Joseph, Sequences and series in Banach spaces, Springer Verlag Inc., New

York, 1984.

[DU] Diestel J., Uhl J., Vector Measures,American Mathematical Society, Rhode Island,

1977.

[Gu] Guerre-Delabri�ere Sylvie, Classical Sequences in Banach spaces, Marcel Dekker Inc.,

New York, 1992.

[Ha] Halmos Paul R., Measure Theory, Springer Verlag Inc., New York, 1988.

[Ru1] Rudin Walter, Real and Complex analysis, McGraw-Hill Book Company, New York,

1987.

[Ru2] Rudin Walter, Funtional Analysis, McGraw-Hill Book Company, New York, 1991

[Sw] Swartz Charles, An Introduction to Funtional Analysis, Marcel Dekker Inc., New

York, 1992.

[Wo] Wojtaszczyk P., Banach spaces For Analysts, Cambridge University Press, Cam-

bridge, 1991.


