LAS QUEBRADITAS
(propiedades dindmicas de una peculiar
familia de funciones en el Intervalo)

Héctor Méndez Lango

1 Introducciéon

Estudiaremos en estas notas algunas propiedades dindmicas comunes a todas
las quebraditas. Sea J = [a,b] un intervalo en la recta real, R. Una funcién
f:J — J, es quebradita si su gréfica es una linea quebrada con la propiedad
de que en cada uno de los segmentos de recta que la componen, la pendiente
es mayor que 1 o es negativa y menor que —1.

Demostraremos que si f es quebradita, entonces el conjunto de los puntos
en J tales que su 6rbita es periddica o tiende a ser periédica forma un conjunto
denso en J. Mostraremos también que el conjunto de los puntos en J tales que
su 6rbita es aperiddica (esto es, de comportamiento completamente distinto
a las anteriores) también forma un conjunto denso en J. Es decir, el conjunto
de puntos en el intervalo que dan lugar a 6rbitas sencillas y el conjunto de
puntos en el intervalo que dan lugar a érbitas complicadas, ambos son densos
en J.

El concepto de caos, cuya definicién recordaremos més adelante, también
aparece al estudiar esta familia. Demostraremos que si f : J — J es quebra-
dita, entonces existe un conjunto cerrado, invariante bajo f, f (A) C A, tal
que f |4 es cadtica segun la definicién de R. L. Devaney (véase [Dev], pdgina
50). Ademéds mostraremos que este conjunto cadtico es grande en el sentido

de que int (A) # ¢.

2 Presentacion de la familia

Iniciemos con la presentacion de la familia.



Sea [ el intervalo [0, 1] en la recta real R. A lo largo de estas notas consid-
eraremos funciones de I en I. Todas las funciones se asumiran continuas en
I. Al avanzar en la lectura de estas notas el lector (la lectora) se convencera
de que al trabajar en el intervalo [0, 1] (en lugar de un intervalo J = [a, b))
no perdemos generalidad en nuestras afirmaciones.

La familia de las quebraditas (que denotaremos con la letra £) es la sigu-
iente:

Definicién 2.1 La funcion f : I — I estd en la familia £ si cumple las
siguientes dos condiciones:

i) Su grafica es una linea quebrada (una poligonal). Es decir, existe una
particion finita del intervalo [0,1], digamos P = {to = 0,t1,ta,...,t; = 1},
tii1 < t;, tal que la parte de la grifica de f que une (t;_1, f (ti_1)) con
(t;, f (t;)) es un segmento de recta para cadai € {1,2,...,1}, y

i) la pendiente m; en cada uno de esos | segmentos, es mayor que 1 en
valor absoluto, |m;| > 1.

Los siguientes son dos elementos de la familia L.

Esta familia posee algunos rasgos interesantes. En particular nos intere-
san aquellas propiedades que cada elemento de esa familia exhibe cuando
es considerado el sistema dindmico discreto a que da lugar (en la siguiente
seccién precisaremos a que nos referimos cuando hablamos de propiedades
dindmicas).

En la presentacién de esas propiedades (y en la demostracion de algu-
nas afirmaciones) haremos uso de algunos resultados conocidos del Calculo
Diferencial e Integral y de un primer curso de Anélisis Matematico (en par-
ticular el Teorema del Valor Intermedio y del Teorema de Baire). Ademds,
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salpicamos estas notas con algunos ejercicios y preguntas. Recomendamos
ampliamente su solucién (o al menos el intento de su solucién).

Ejercicio 2.1 Muestra que si f y g son elementos de L, entonces su com-
posicion, f o g, también es elemento de L.

Ejercicio 2.2 Muestra que si f € L, entonces f no es biyectiva.

De aqui en adelante, salvo que se indique algo distinto, todas las funciones
que consideraremos seran elementos de la familia L.

3 Propiedades dinamicas

Dada f € £ definimos f° = id, f! = f, y para todan > 2, f* = fo f* L.
De manera inmediata tenemos dos implicaciones:
i) Para toda n € N se tiene que f" € L,y
ii) para toda x € I y para toda n € N se tiene que " (x) € I.

Esto nos permite definir para cada punto x en [ el siguiente conjunto:

0(1’,f) = {.CE,f(.CE), f2(1’), } )

que llamaremos la drbita de x bajo f.

ff(xg//\ )

0 X f(=x) 1

La dinamica de f aparece cuando consideramos cada érbita, o(x, f), como
las distintas posiciones que va recorriendo un objeto al paso del tiempo. En
t=0estabaenz;ent=1en f(z);ent=2en f2(z); y asf sucesivamente.

tiempos 0 1 2 3 ceen
posiciones x f(z) fi(x) f3(x) --- f"(x)°
En resumen, cada z en I da lugar a una érbita, es decir, a una secuencia
de movimientos. Bajo este punto de vista la funcién f genera un sistema
dindmico discreto. Decir que nos interesa estudiar las propiedades dindmicas
de f es sélo otra manera de expresar que nos interesa conocer cémo son todas
las érbitas que ella y los puntos de I producen.
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Definicién 3.1 Sea x € I. Decimos que x es:

i) un punto fijo de f si f (x) = x;

i1) un punto periddico de f de periodon, n € N, si f" (z) = x y para toda
1 <k <n se tiene que f* (z) # z;

i11) un punto preperiddico de f si existen un punto periddico de f, digamos
z, yunan € N tal que " (z) = z.

Ejercicio 3.1 Sean [s,t] y [c,d] dos subintervalos de I. Supén que existe
n € N tal que [c,d] C f" ([s,t]). Demuestra que:

i) Ezxiste un subintervalo o, 5] C [s,t] tal que [¢,d] = f™ ([, G]) -

i1) Si [c,d] = [s,t], entonces existe un punto x € [s,t] tal que es periddico
bajo f.

Dada z en I, la 6rbita de x bajo f es un conjunto. Silo pensamos un poco
mas, la o(x, f) es también una sucesion: el primer elemento es x, el segundo
es f(z), el tercer elemento es f*(x), y asi sucesivamente. Por ejemplo si
x es un punto fijo de f, entonces o(x, f) = {z} o, sin faltar a la verdad,
podriamos decir que o(z, f) = {z,z,x,...}, una sucesién constante.

Obsérvese que si z es un punto fijo de f, entonces el punto (z, f (x))
pertenece tanto a la gréfica de f como a la grafica de la funcién identidad, id :
I — I, id(z) = x para todo = € I. Consideraremos a los puntos fijos como
puntos periédicos de periodo 1. Al conjunto de todos los puntos periédicos
de f lo denotaremos Per (f). Si x es un punto periédico, diremos que x tiene
una drbita periddica. De manera similar definimos drbita preperiddica.

Ejercicio 3.2 Sea T : [ — I la funcion dada por

B 21‘87;.7}6[0,%
T(:z;)—{ 221 six €

2]

i) Encuentra los puntos fijos de T.

it) Encuentra una drbita de periodo 2 bajo T .

ii) Calcula la o (5,T) .

iv) Muestra que la o (%,T) es de periodo 3.

v) ;Cudntas orbitas de periodo 3 tiene T'? Decimos que dos drbitas son
distintas si son ajenas.

vi) sSerd cierta la siguiente afirmacion: “Si x es racional, entonces x es

un punto periddico o preperiodico bajo T”?



La funcién T es un elemento muy importante de la familia £. En la
literatura matemética en inglés es conocida como tent map (nosotros, en
estas notas, le llamaremos simplemente 7'). El sistema dindmico que ella
genera usualmente aparece como uno de los primeros ejemplos cuando se
estudia dindmica cadtica en el intervalo (ver [Devl]).

Definicién 3.2 Decimos que x es un punto asintdticamente periddico (tiene
orbita asintdticamente periddica) de f si existe y € Per(f) tal que

Tim |f"(2) — f"(y)] = 0.

Es inmediato que todo punto periddico o preperiddico es asintéticamente
periddico.

Ejemplo 3.1 Sea g: I — I dada por g (z) = z*.

Considera la orbita de x = % bajo g. Se puede probar (la lectora queda
invitada a hacerlo) que esta orbita cumple las siguientes caracteristicas:

i)g (%) < % y, de hecho, usando induccion, para todo n € N se tiene que
g (3) < 9" (3)-

it) Para todo n € N se tiene que 0 < g" (%) .

i11) limy, 00 " (%) = 0.

Por lo tanto la o (1, g) no es periddica ni preperiodica, pero Si €s asin-

2
téticamente periddica.

Mostraremos a continuacion que una funcién quebradita no tiene 6rbitas
asintoticamente periddicas distintas a las érbitas periddicas o preperiédicas.

Proposicion 3.1 Si xz € I es un punto asintéticamente periodico de f, en-
tonces x es un punto periddico o preperiddico.

Demostracion. Sea P = {ty =0,ty,...,t, =1} la particién mencionada
en la definicién de f. Llamaremos a los puntos t;, ¢« = 0,1,...,1, los puntos
criticos de f. Sea z € Per (f) . Esta 6rbita tiene dos opciones: o (z, f)NP = ¢
6o(z, f)yNP+#¢.

Caso 1. o(z, f)NP = ¢.

Supongamos que el periodo de z es k, y que o(z, f) = {z0,21,...,2k-1}
donde z; = f7 (2).

Sea 6 = min{|z; —;|[0<j <k—1,0<i<I}. Supongamos que para
algin x € I la o(xz, f) es asintéticamente periddica a la érbita de z. Como el
limy, oo | f™ (z) — f™ (2)| = 0, existe ng € N tal que si n > ng se tiene que
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/" (z) = " (2)] < 6.

Dada la definicién de 8, el intervalo [f™ (x), f™ ()], o, en su caso, el in-
tervalo [f™ (2), f™ (z)], estéd totalmente contenido en alguno de los intervalos
[ti 1,t:] sin > no.

Sean m; la pendiente de la grafica de f en el intervalo [t; 1,%;],y

my =min {|m;|[1 <i<1}.

Si suponemos que para toda m € N se cumple que f™(z) # f™(2),
entonces para toda 1 > 0 se tiene lo siguiente:

i) |fr0t (z) — ot (2)] < 6, y

i) 7047 (2) — 1o (2)] > () [f7 (&) = f7° (2)]

Como [ (z) — f™ (2) # 0y el lim, o (ms)” = oo (ya que my > 1),
obtenemos una contradiccién. Por tanto si la o(z, f) es asintéticamente
periédica, entonces ella es periddica o preperiodica.

Caso 2. o(z, f) N P # ¢.

Consideremos ahora en la definicién de 6 sélo las cantidades |z; — t;| cuan-
do ellas son distintas de cero.

d=min{|z; — ;| #0|0<j<k—-1,0<i<I[}.

Siguiendo el argumento empleado en el caso anterior se concluye también
en este caso que si una orbita es asintéticamente periddica a la orbita de z,
entonces esa Orbita es preperiédica o periddica. []

Ejercicio 3.3 Sea T : [ — I la funcion que ya mencionamos. Demuestra
que st x es un punto periodico bajo T digamos de periodo k, entonces:

i) la funcion T* es derivable en cada punto de la o(z,T), y ‘(T’“)/ (:1:)) =
2k

i) existe 6 > 0 tal que para toda y € (x — 6,z +96), y # x, existe m > 1
tal que (T*)™ (y) ¢ (z — 6,2 +6).

Ejercicio 3.4 Demuestra que la cardinalidad del conjunto de los puntos as-
intdticamente periddicos de la funcion T es infinita numerable.



Los tipos de érbitas mencionados hasta ahora representan movimientos
sencillos. En todas las drbitas de estos tres tipos (periddicas, preperiédicas y
asintéticamente periddicas) se tiene que la sucesién de valores que va tomando
f™ (x) tiende a un movimiento periédico cuando n tiende a infinito.

En el caso de que la 6rbita de x sea asintéticamente periédica a la érbita
de y, punto periédico de periodo m, o(y, f) = {v1,vy2,---,Ym}, tenemos
que dada ¢ > 0 muy pequena, existe ng € N tal que si n > ng, entonces
|f™"(z) — f"(y)| < €. Esto quiere decir que a partir de un cierto momento la
Orbita de x esta muy cerca de m puntos del intervalo. De hecho, a partir
ng, toda la orbita de x se encuentra en la unién de m bolas de radio € cuyos
centros son los puntos de la 6rbita periddica de vy,

{f* (@) [n = noy C UL Be (i) -

La siguiente definicién nos servird para formalizar lo que entenderemos
por movimientos sencillos.

Definicién 3.3 Sean x y z dos puntos en I. Decimos que z es punto limite
de la orbita de x si existe una subsucesion de o (z, f),

{f"(x)|n1 <ng<ng <---},

tal que lim,,, ., f™ (z) = z. Al conjunto de todos los puntos limite de o (x, f)
lo llamaremos el omega conjunto limite de x, y lo denotaremos por w (z, f).

Ejemplo 3.2 Sea T : I — I la funcion que definimos antes. Entonces

) (.T) = {2}, yo queo(3.T) — {3.2.2....}.

i) w (%,T) = {%, %, g}, ya que o (%,T) = {%, %, g, . } y toda subsucesion
de ella convergente es constante a partir de un cierto momento.

i) w (%,T) = {%, %, g}, ya que T3 (2—18 2 y a partir de ese momento
la orbita de 2—18 es, en esencia, la orbita de

=7

)

Ejercicio 3.5 D si son o no ciertas cada una de las siguientes afirmaciones:
i) w (e, f)=w(f (), f).
i) f(w(z, f)) =w(z,f).

i11) w (z, f) es un conjunto cerrado.

Ejercicio 3.6 Sea T la funcion conocida por todos. Demuestra que:
i) six € QN I, entonces w (x,T) tiene cardinalidad finita, y
ii) si x ¢ QN I, entonces w (x,T) tiene cardinalidad infinita.
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Ejercicio 3.7 Sea g : I — I una funcidn no necesariamente en nuestra
familia. Demuestra que si la drbita de x es asintdticamente periddica bajo
g, digamos a la orbita de z, z € Per(g), entonces w(x,g9) = o(z,9). En
particular, la cardinalidad de w (x,g) es finita.

El siguiente teorema contiene la afirmacién reciproca al resultado obtenido
en el ejercicio anterior y nos da una caracterizacion de los puntos asintdtica-
mente periédicos. Su demostracién se encuentra en la pagina 72 de [Blo.

Teorema 3.1 Sean x € [ y g : I — I una funcion continua (no necesaria-
mente en nuestra familia). Si la cardinalidad de w (x,g) es finita, entonces
x es un punto asintdticamente periddico. [

Dado un punto, x € I, diremos que el movimiento representado por su
érbita es sencillo si la cardinalidad de su w(z, f) es finita. Observa que
las 6rbitas sencillas corresponden a movimientos que convergen a orbitas
periddicas.

Definicién 3.4 Sea x un punto en I. Decimos que x es un punto aperiodico
(o tiene drbita aperiddica) de f si la cardinalidad su w (z, f) es infinita.

Las ¢rbitas aperiddicas describen movimientos no sencillos (a veces llama-
dos complejos, complicados o cadticos). Dedicaremos el final de esta seccién
a la demostracion de que tales érbitas si se presentan en funciones continuas
definidas en el intervalo. En particular demostraremos que todos los elemen-
tos de la familia £ presentan este tipo de érbitas. De hecho, una de nuestras
metas es demostrar que dada f € £, existe un conjunto denso en I, digamos
I’ (que depende de cada f), tal que si x € T', entonces la 6rbita de = bajo f
es aperiddica.

Proposicion 3.2 Sea f € L. Entonces existe x € I tal que la cardinalidad
de su w (z, f) es infinita.

Demostracion. Es suficiente mostrar que debe existir un punto = € I tal
que su érbita no es periddica ni preperiddica.

La funcién f es mondtona en una cantidad finita de subintervalos de I.
En cada uno de ellos la pendiente es distinta de 1. Por tanto el conjunto
{z€I|f(z) ==z} tiene cardinalidad finita. El mismo argumento dice que
para toda n € N, el conjunto



{zellf"(2) =2}

tiene cardinalidad finita. Y asi el conjunto
E=UZl{zellf"(z) =z}

es numerable, de hecho es infinito numerable. La parte de que la cardi-
nalidad de E es infinita no es necesaria en esta argumentacién, asi que su
demostracion la presentaremos en la siguiente seccion.

Es casi inmediata la siguiente igualdad F = Per (f) (la demostracion se
deja a la lectora).

Ahora, sea z € Per (f) . Nuevamente por el hecho de que f es monétona
en una cantidad finita de subintervalos, se sigue que para cada n € N la
cardinalidad del conjunto

lyell|f"(y) ==}

es finita. Por lo tanto el siguiente conjunto es numerable ya que es la unién
numerable de conjuntos numerables:

F=U,cperp{y € I'f" (y) = z para algunan € N}.

Asi el conjunto formado por todos los puntos periddicos de f y por todos
los puntos preperiédicos de f, esto es F, forma un conjunto numerable. Por
tanto, su complemento en [0, 1] es denso en [ e infinito no numerable.

Cada z € T\ F tiene 6rbita que no es periddica ni preperiédica, por tanto
no es asintGticamente periddica. Y con ello la cardinalidad de su w (z, f) es
infinita. [J

En la siguiente seccién daremos otra demostracion de la existencia de es-
tas orbitas aperiddicas para elementos de nuestra familia. La argumentacién
que desarrollaremos es mds general en tanto que se puede aplicar también a
funciones que no necesariamente son quebraditas. Ademads de esta ventaja,
tal argumentacién nos llevara de la mano al descubrimiento, para elemen-
tos de nuestra familia, de puntos cuyo omega conjunto limite no sélo es de
cardinalidad infinita sino que contiene un intervalo con interior distinto del
vacio.



4 Orbitas aperiédicas

La existencia de érbitas aperiddicas esta relacionada con una propiedad lla-
mada transitividad topoldgica. He aqui su definicién.

Definicién 4.1 Sea f : I — I una funcidn continua (no necesariamente
en nuestra familia). Decimos que f es topoldgicamente transitiva (o sdlo
transitiva) en I si para todo par de intervalos abiertos no vacios, A = (a,b)
yB=(a,8),ACI yBCI, eristenx € A yn €N tales que f*(x) € B
(0, de manera equivalente, existe n € N tal que " (A) N B # ¢).

Esta definicion puede modificarse para el caso de conjuntos no vacios
e invariantes bajo f. Sea J C [ un conjunto cerrado e invariante bajo f,
f(J) C J. Decimos que f|; : J — J es transitiva en J si para todo par de
subintervalos abiertos de I, A = (a,b) y B = («a,3), tales que ANJ # ¢y
BNJ+# ¢, existen z € ANJyn €N tales que f*(x) € BN J.

Ejercicio 4.1 Sea T : [ — I la funcion que definimos anteriormente.
i) Dibuja las grificas de T? y T3.
i1) Demuestra que para toda n € N y para toda

1€{0,1,2,3,...,2" — 1},

se tiene que la tmagen bajo T™ del intervalo [2%, l;—ﬂ es igual al intervalo I,
T ([5 5]) = 0,11

i11) Demuestra que dado un intervalo abierto mo wvacio en I, digamos
(a,b), existe n € N tal que T" ((a,b)) = [0,1].
iv) Demuestra que T es transitiva en I.

Ejercicio 4.2 Sea g : I — I no necesariamente quebradita. Demuestra que
st g es transitiva en I, entonces g es suprayectiva.

El concepto de la transitividad nos ayudard mucho. Resulta que, como
veremos en seguida, transitivo implica aperiédico para funciones definidas en
el intervalo.

La herramienta principal en esta seccién es el llamado Teorema de Baire.
A continuacién te presentamos una versién de él. Su demostracién la puedes
encontrar en [Roy|, pagina 139.
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Teorema 4.1 (Baire). Sea J un subconjunto cerrado no vacio de R. Sea
{01, 04, ...} una coleccion numerable de subconjuntos de J, abiertos y densos
en J. Entonces la interseccion de todos ellos forma un conjunto distinto del
vacio, M2 ,0,, # ¢. O

Ahora te mostraremos un puente entre la idea de transitividad y la exis-
tencia de érbitas aperiédicas.

Teorema 4.2 Sea f : I — I una funcion continua (no necesariamente en
nuestra familia). Si f es transitiva en I, entonces existe x € I tal que su
orbita es aperiodica.

Demostracion. Construiremos una familia numerable de conjuntos abier-
tos y densos en el intervalo I. Por el Teorema de Baire, la interseccién de
todos ellos serd no vacia. Mostraremos luego que cada punto en esta inter-
seccion tiene una Orbita aperiédica. De hecho, la 6rbita de cada punto en esa
interseccién formard un conjunto denso en [.

Sean Bn:((], %) y Bm:(%, 1) )

Afirmacion 1. La unién infinita U, f~" (By1) es un conjunto denso y
abierto en el intervalo 1.

Observa que f y cada una de sus iteraciones, f2, f3,..., es una funcién
continua. Dado un subconjunto abierto en el intervalo, digamos A, la ima-
gen inversa de él bajo cada iteracién de f es a su vez un conjunto abierto
en I. Ademds, f™(A) = (f")~' (A) para toda n € N. Y, por tltimo, la
unién de conjuntos abiertos es a su vez un conjunto abierto. Por lo tanto la
U, ™ (B11) forma un conjunto abierto.

Mostremos ahora que esa unién forma un conjunto denso en 1.

Sea (a,b) un intervalo no vacié en /. Es suficiente mostrar que (a,b) N
Uz f 7" (Bu) # ¢.

Como f es transitiva en I, existe k € Ny z € (a,b) tales que f* (z) € By;.
Por tanto, (a,b) N f%(B11) # ¢, y con ello, (a,b) NU, f" (By1) # ¢.

De manera similar a como hemos procedido se puede argumentar que la

unioén infinita U° , f~™ (Bjy2) forma un conjunto abierto y denso en I.

Sea Ny = (U2, f ™ (B11)) N (U, f ™ (B2)) - Es inmediato (el lector es
llamado a aportar los detalles) que N; es un conjunto abierto y denso en I.
Notese que si x € Ny, entonces existen dos nimeros naturales, k£ y [, tales

que fk (.’L‘) < BH y fl (.’L‘) < Blg.
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Para construir N, procederemos de manera andloga. Consideramos ahora
4 = 22 subintervalos abiertos en el intervalo 1. Sean lez(o, i) , ngz(i, %) ,
ngz(%, %), y BQ4:(%, 1) . La prueba de la siguiente afirmacién se obtiene
haciendo cambios minimos a la argumentacion utilizada en la demostracion

de la Afirmacion 1.

Afirmacion 2. Las siguientes uniones de conjuntos son cada una de ellas
conjuntos densos y abiertos en el intervalo I : Uy, f~™ (Bay) , UsS, f~" (Ba2) ,
Ut S " (Bas) y Untyf " (Baa) -

Definimos Ny asi:

Ny = ﬁi:1 (UZO:MC_” (BQk)) :

Nuevamente es inmediato que Ny es un conjunto abierto y denso en I.
Ademis, si x € N, entonces su Orbita visita, en distintos momentos, los
cuatro intervalos By, k = 1,2, 3, 4.

Para definir Vg, k£ un nimero natural cualquiera, seguimos el proced-
imiento descrito anteriormente.

Primero. Sean By=(%, 5),1=1,2,3,...,2"

Segundo. Los conjuntos U, f~" (By) son abiertos y densos en I para
cadal=1,2,3,...,2"

Tercero. Sea Nj, = N2, (U2, f~" (By)) . Este conjunto es abierto y denso
en [.

Por tltimo, una vez que hemos definido para cada k el conjunto Ny, sea
N = N2 Ni. Por el Teorema de Baire, este conjunto es no vacio.

Afirmacion 3. Si x € N, entonces la 6rbita de z forma un conjunto denso
en [. Es decir, la cerradura del conjunto o (z, f) es todo el intervalo I.

Tomemos =z € N. Sea (a,b) un intervalo no vacio en I. Es suficiente
demostrar que (a,b) No(z, ) # ¢.

Sea k € N tal que 2% < b_T“ Es inmediato que existe [ € {1,2,3, . .,2’“},
tal que (5, 5) C (a,b) . Como & € Ny, x € U3, f~" (By). Por tanto existe
J € N tal que f7 (z) € (l;—kl, QL,Q) .Y con ello nuestra afirmacién es cierta.

Afirmacion 4. Si x € N, entonces w (z, f) = I.

Sean z € N y y € I. La idea es construir una subsucesién de la érbita de
x que sea convergente a y.

Para cada k£ € N considera ¢, = % El primer elemento de nuestra sub-
sucesion lo determinamos de la siguiente manera: Como la o (z, f) es densa
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en I, existe n; tal que |f™ () — y| < e;. Para decidir el segundo elemento
de la subsucesién consideramos a 5. Como el conjunto

oz, )N {a, f(@),.... f" (2)}

es denso en I, existe ny > ny tal que |f™ (z) — y| < e2. Y asi nos seguimos.
Supongamos que ya escogimos a ny con las dos propiedades siguientes: ng >
ng_1y |f™ () — y| < er. Dado que, nuevamente, el conjunto que se obtiene
al quitarle a la 6rbita de = una cantidad finita de puntos es denso en I, es
claro que existe ny1 con propiedades similares a las mencionadas: ngiq > ny
y | ™+ () — y| < egy1. Es ahora inmediato que limy_,o f™ (2) = y.

Con las afirmaciones anteriores en la mano podemos concluir que si x €
N, entonces la cardinalidad de w (z, f) es infinita (de hecho, es infinita no
numerable ya que w(z, f) = I). Y con ello, la érbita de cada punto del
conjunto N es aperiddica. []

Ejercicio 4.3 Demuestra que el conjunto N, encontrado en el teorema an-
terior, es infinito no numerable. Sugerencia: El Teorema de Baire puede ser
util.

Ejercicio 4.4 FEn algin momento, en la demostracion del teorema anteri-
or, se utilizé un resultado sobre conjuntos densos que diria asi: Si A =
{ai,as,...} es un conjunto denso en I, entonces para todo k € N se tiene
que A\ {ay,aq,...,a,} es denso en I. En este ejercicio se te pide dar su
demostracion.

Ejercicio 4.5 Demuestra (lo que casi es) el reciproco del teorema anterior:
Sea f: I — I una funcion continua (no necesariamente en nuestra familia).
Si f tiene una drbita densa en I, entonces f es transitiva en I.

Un poco més adelante utilizaremos una version del teorema que acabamos
de presentar ligeramente distinta. A continuacién la redactaremos. Su de-
mostracién es, con ligeros cambios, la misma que ya ofrecimos.

Teorema 4.3 Sea f : I — I una funcién continua (no necesariamente en
nuestra familia). Sea J un subconjunto de I cerrado y de cardinalidad in-
finita. Supongamos que J es invariante bajo f, f(J) C J. Si fl; :J — J
es transitiva en J, entonces existe x € J tal que su érbita es aperiddica (de

hecho, densa en J). O
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Ejercicio 4.6 Sea g : I — I, no necesariamente en nuestra familia. Sea
J C I, J# ¢, un conjunto cerrado e invariante bajo g. Supongamos que g |;
es transitiva en J. Demuestra que si J tiene un punto aislado (o € J es
aislado si existe 6 > 0 tal que ((xg — 6,20+ 0) \ {zo}) NJ = @), entonces los
puntos que forman a J son los puntos de una orbita periddica bajo g.

Para que esta idea de transitividad tenga utilidad en la bisqueda de
orbitas aperiddicas para funciones de nuestra familia, f € L, es necesario
encontrar un subconjunto J de I, cerrado e infinito, tal que sea invariante
bajo f y tal que f|; : J — J es transitiva en J. Las secciones 5 y 6 se
orientan a esta meta. En la seccién 5 proporcionamos algunos lemas técnicos
y en la 6 obtenemos el conjunto J (pasando en el camino por el concepto de
caos).

5 Regreso a la familia

En esta seccién presentamos algunas propiedades que cumplen los elementos
de la familia £. Y luego en la siguiente haremos uso de ellas.

Sea f € L. Sea P = {tg =0,t1,ts,...,t; = 1} la particién mencionada
en la definicion de f, y sean my, mg, ..., my, las pendientes de los segmentos
de recta que componen la gréfica de f.

Sea my = min {|m;| |1 <i <1}.

Lema 5.1 La siguiente desigualdad es cierta: my» > (mf)2. De hecho, para
todan > 2, se tiene que mg > (mys)".
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Demostracion. Sea x € I tal que x # t; y tal que f (z) # t; para toda 1,
1 <4 <[. Utilizando la regla de la cadena obtenemos lo siguiente:

() @] =17 (G @) @) = (mp)?

de aquf se sigue que mp2 > (my)”.
Por un argumento similar y utilizando induccién matemaética obtenemos
que para toda n € N se tiene que ms > (my)". O

Una observacién antes de continuar. Como my > 1, entonces

lim m g = oo.
Lema 5.2 Supongamos que my > 2. Sea 6y = min{t, —t;, 1|1 <i <[}. Sea
J un subintervalo de I con interior distinto del vacio, int (J) # ¢. Entonces
eziste k > 1 tal que la longitud de f* (J) es mayor que 6;. Denotaremos esto

ltimo ast: 1(f*(J)) > &;.

Demostracion. Sea J un intervalo con las caracteristicas mencionadas.
Supongamos que para todo k& > 1 se tiene que [ (f’C (J)) < b5. Se sigue que
para cualquier k el intervalo f* (.J) tiene en su interior a lo mds un punto de
la particién P. Por tanto las longitudes de los intervalos f* (J) satisfacen las
siguientes desigualdades:

L(F ()
) = (%) 1),

v
SE
S

v
—
E
~—
NR‘

S

LR (D)

k ,
Dado que % > 1, tenemos que (%) — o0 cuando k — oo. Y asf,

[ (f*(J)) — oo cuando k — oco. Pero esto ultimo es una contradiccién ya
que siempre nos mantenemos en el intervalo [0,1]. O
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Corolario 5.1 Dada f € L, existe 6 > 0 tal que para todo subintervalo
J de I con interior distinto del vacio, int (J) # ¢, existe k > 1 tal que

L(f*(])) > 6.

Demostracion. Sea J un intervalo con interior distinto del vacio. Sea
n € N tal que mm > 2. Sea § = 6 > 0, donde 6 es el siguiente minimo:

y donde P = {ty = 0,11,%,...,t, = 1} es la particién que se mencionaria en
la definicién de f"™. Por el lema anterior se concluye que existe m > 1 tal
que L (f™™(J)) =1((f)™(J)) > 6. Tomando k = mn la demostracién estd
completa. [J

6 La familia £ y las digraficas

En esta seccién a cada miembro de nuestra familia le asociaremos una digra-
fica.

Sea f € L. Sea 6 > 0 tal que para todo subintervalo J de I con interior
distinto del vacio, int (J) # ¢, existe n > 1 tal que [ (f™ (J)) > 6. Considera
una particién, @ = {so =0, s1, S2,...,Sn = 1}, de I cuya norma cumpla la
siguiente propiedad: ||Q|| < 2.

Las digraficas estdn formadas por una coleccién de vértices y una coleccion
de flechas. Dada f y la particién () construimos la digrafica G. Pondremos
un vértice por cada uno de los m intervalos de la forma [s; 1,s;] = A;.
Por comodidad llamaremos a esos m vértices también A;, i € {1,2,...,m}.
Pondremos una flecha de A; hacia A; si existe n € N tal que f"(4;) D A4,y
la longitud del intervalo f™(A;) es mayor o igual que 6, [ (f™(A;)) > 6.

A continuacién ofrecemos un ejemplo de f y su digréfica G.
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Ejemplo 6.1 Sea f: I — I la funcidn cuya grifica es asi:

oy

0 15 2/5 35 45 1

Sea 6 = % No es inmediato pero la lectora estd inuvitada a probar lo

siquiente:
1 i) Si (a,b) C [%,1] , a < b, entonces existe n > 1 tal que f"((a,b)) =
=, 1].
[5 ZJ) Si (a,b) C [O, %] , a < b, entonces existe n > 1 tal que f" ((a,b)) =
L],

De estas dos afirmaciones se sigue que para todo subintervalo de I con
terior distinto del vacio, llamemosle J, existe un ndmero natural k tal que
L(f*(])) > 6.

La particion Q) = {O,%,%,%,%, 1} cumple la condicion ||Q|| < g = i. La
digrifica asociada a f, y que QQ nos ayuda a construir, es la siguiente:
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Regresemos a nuestra argumentaciéon general. La funcién f,la 6 > 0, y
la digréfica G cumplen las condiciones que mencionamos antes del ejemplo.
Los siguientes dos lemas describen propiedades de G.

Lema 6.1 Desde cada vértice A;, 1 <1 < m, sale al menos una flecha.

Demostracion. Dada i, 1 < i < m, es inmediato que existe n; € N tal
que [ (f™ (A;)) > 6 (ya que A, tiene interior distinto del vacio). Como para
cualquier j tenemos que [ (4;) < £ (ya que [|Q|| < %), podemos encontrar un
A; tal que A; C ™ (4;). O

Lema 6.2 Si existe una flecha que va de A; a A; y existe una flecha que va
de A; hacia Ay, entonces existe una flecha que va de A; a Ay.

Demostracion. Las flechas A; — A; y A; — Ay nos proporcionan dos
nimeros naturales n; y n; tales que f™(A;) D A; y f(A4;) D Ax. Ademads,
L(f™(Ay) > 6y l(f"(4;)) > 6. Porlo tanto f™"i(A;) D f(A4;) D Ag, y
L (Ai)) 2 6.0

El grado de A;, que denotaremos por gd (4;), seré el nimero de flechas
que inician en A;. Si existe una flecha de A; hacia A; diremos que A; es
accesible desde A;.
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Observacion. Es inmediato, a partir del lema 6.2, que si A; es accesible
desde A;, entonces gd (A;) > gd (A;). Todos los vértices que son accesibles
desde A; son también accesibles desde A;.

Tomemos un nimero fijo i, 1 < i < m, y consideremos el vértice A;.
De entre todos los vértices accesibles desde A; escogemos el vértice A; que
cumple la siguiente propiedad:

gd (A;) = min{gd (Ay) | Ax es accesible desde A; }.
Sea g = gd (A;) y sean A;, Aj,, ..., Aj, los g vértices accesibles desde A;.

7 Aj1
Y
>

A

Jg

A 4

Como cualquier Aj,, 1 < k < g, es accesible desde A;, entonces gd (A;,) >
g = gd (A;) . Por otro lado, por el lema 6.2, gd (A4;,) < gd (A;) = g. Asi, para
cualquier Aj, se tiene que gd (A;,) = g. De hecho, gracias al mismo lema, los
g vertices accesibles desde cada uno de los A;, deben ser A;, Aj,, ..., Aj,.
Tomemos ahora el intervalo Aj, y con todas sus posibles imdgenes bajo

las distintas iteraciones de f formamos el siguiente conjunto:
B = UZO:J” (Ajl) .

Las demostraciones de las siguientes observaciones no son dificiles.

Observaciones:

i) (A, UA,U..UA;) C B.

ii) Para cualquier par de nimeros k y [, 1 < k < g, 1 <[ < g, se tiene
que:

Unta /™ (Ag) = Ut /" (45)
iii) f(B) = B.
Sea A la cerradura del conjunto B, A = U2, f* (A;,). En el conjunto A,

como veremos en seguida, la funcién f muestra propiedades muy interesantes
desde el punto de vista del estudio de su dindmica.
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Lema 6.3 El conjunto A satisface las siguientes tres condiciones:

i) int (A) # ¢.

it) Para cada x € A y cada € > 0, existe un intervalo cerrado [c,d] C I,
con ¢ < d, tal que [c,d] C (v —e,x+¢) y [c,d C A. Observa que esta
condicion implica que todo punto de A es punto de acumulacion de A (y con
ello, A es un conjunto perfecto).

iii) f (A) = A.

Demostracion.

i) Es inmediata, ya que int (B) # ¢.

ii) Observemos primero que f cumple la siguiente condicién: Si C' es
cualquier subintervalo de I con la propiedad de que int (C) # ¢, entonces
int (f (C)) # ¢ también.

Ahora, sean z € Ay ¢ > 0. Existe y € Up2 | f" (4;,) tal que |z —y| < 5.
Sea n; € N tal que y € f™ (4;,) . Por tanto

[ (Ap) Nz —ex+e)# ¢

Como f™ (A;,) es un intervalo cerrado con interior distinto del vacio, existen
uy n >0 tales que

(w—=mnu+n) C f"(A;)y
(u—nu+n C (x—c,z+e).

Tomando [c,d] = [u — 2, u+ 1] la demostracion de ii) est4 completa.

Conviene aqui hacer la siguiente observacién: Como [c,d] C f™ (A;),
entonces existe un subintervalo de A;, con interior distinto del vacio, [s,t] C
A, tal que f™ ([s,t]) = [c,d].

iii) Seay € f (A) yseaz € Atal que f (x) = y. Sea {b;} una sucesién que
cumple lo siguiente: {b;} C B y lim; .o, b; = . Como f es continua se sigue
que la sucesion { f (b;)} converge a f () = y. Y como f (B) = B, concluimos
que {f (b;)} C B,y conelloy € B = A. Por tanto f (A) C A.

Dado que B = f(B) C f(A), y que f(A) es un conjunto cerrado,
entonces A =B C f(A). O

Proposicién 6.1 El conjunto de los puntos periddicos de fla : A — A
forma un conjunto denso en A.
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Demostracion. Sea (a,b) C I tal que (a,b) N A # ¢. Es suficiente de-
mostrar que la interseccion Per (f|4) N ((a,b) N A) es distinta del vacio.

Gracias a la parte ii) del lema 6.3, existen dos subintervalos cerrados con
interior distinto del vacio, [¢,d] y [s,t], y un nimero natural n; tales que

a) [Sat] - Ajw

b) [e,d] € ((a,0) N A) 'y

c) f™ ([s,1]) = [e.d].

Por otro lado, existe ny € N tal que ! (f™ ([c,d])) > 6. Por tanto 2 ([c, d])
contiene a algin A;, .

La flecha A;, — Aj nos proporciona un tercer nimero natural, ns, con
la propiedad de que A; C f™ (Aj,).

En suma, [¢,d] C f™([¢,d]) donde n = njy 4+ ng+ns. y con ello concluimos
que existe y € [c,d] tal que f"(y) = y. Es inmediato que y € Per (f|a) N
((a, )N A). O

Obsérvese que la proposicién anterior implica que para cada f en nuestra
familia el conjunto Per (f) tiene cardinalidad infinita.

Proposicién 6.2 La funcion f|a : A — A es transitiva en A.

Demostracion. Sean E = (a,b) y C = (a, ) dos subintervalos de I.
Supongamos que las intersecciones £ N A y C'N A ambas son distintas del
vacio. Por el lema 6.3, existen dos subintervalos cerrados con interior distinto
del vacio, [c,d] y [s,t], y un nimero natural n; tales que

a) [Svt] - Ajl:

b) [e,d] C (CNA),y

c) f* ([s,t]) = [e,d].

Sea D un subintervalo de £ N A con interior distinto del vacio. Sean
ne € Ny A, tales que A;, C f™ (D). Y sea ngz, otro nimero natural, con la
propiedad de que A;, C f™ (4;,) .

Es inmediato que ™13 (D) N (C'NA) es distinto del vacio. Como
D C EN A, la demostracién estd completa. [

Ejercicio 6.1 Muestra que el conjunto A es, en realidad, una union finita
de intervalos cerrados.

Observacion. Para los que conocen el concepto de sistema dindmico dis-
creto cadtico segun la definicién propuesta por R. L. Devaney (ver [Dev|
pégina 50) es conveniente hacer aqui un pequeno alto en el camino. La fun-
cion f|s : A — A es transitiva en A y su conjunto de puntos periédicos
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forma una conjunto denso en A. Es sabido que estas dos condiciones impli-
can, cuando trabajamos en conjuntos perfectos (ver [Ban|), que f |4 tiene
sensibilidad a las condiciones iniciales en A (esto es, existe e > 0 tal que
para toda = € A y para toda bola abierta con centro en z, digamos B, (),
n > 0, existen y € B, (z)NAy m € N tales que | f™ (z) — f™ (y)| > ¢). Estas
tres condiciones (transitividad, densidad de puntos periédicos y sensibilidad)
nos dicen que f|4 : A — A induce un sistema dindmico cadtico en A.

Algunos lectores tal vez sospechen que es posible demostrar que f | :
A — A es sensible a las condiciones iniciales en A sin recurrir al argumento
erterno que mencionamos antes: transitividad y densidad de puntos periodi-
cos tmplican sensibilidad. Y estos lectores tienen razén. Para ellos es el
siguiente ejercicio.

Ejercicio 6.2 Sea f € L.

i) Demuestra que f tiene sensibilidad a las condiciones iniciales en todo
el intervalo I.

it) Demuestra que fla : A — A tiene sensibilidad a las condiciones
iniciales en A.

Una vez solucionado este ltimo ejercicio la demostracién de la siguiente
proposicion estd completa.

Proposicién 6.3 La funcion f|a : A — A es cadtica en A. O

El siguiente resultado resume nuestros avances en la bisqueda de orbitas
aperiédicas para elementos de nuestra familia a través de la busqueda de
lugares donde se presente transitividad. Su demostracién es inmediata a
partir de lo realizado hasta aqui.

Proposicion 6.4 Dada f € L, existe un conjunto A con interior distinto
del vacio y existe un subconjunto de A denso en A, llamémosle J, tal que para
todo x € J se tiene que w (z, f) = A. Con ello la cardinalidad del w (z, f) es
infinita no numerable.

Demostracion. De los teoremas 4.2 y 4.3, y de la proposicién 6.2, se sigue
la afirmacién contenida en esta proposicién. []

Para finalizar discutiremos un poco sobre los siguientes dos conjuntos: El
conjunto de todos los puntos en I cuya orbita es aperiddica, I', y el conjunto
de todos los puntos cuya orbita es asintéticamente periddica, ¥. Es decir,
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I' = {z € I|la cardinalidad de w(z, f) es infinita }
U = J\I ={z € [|lacardinalidad de w(z, f) es finita}.

Ya demostramos, en la proposicion 3.2, que I' es denso en I. La siguiente
proposicion contiene otra argumentacion de este mismo hecho ademds de
informacién extra sobre el conjunto W.

Proposicién 6.5 Los conjuntos I' y ¥ son ambos conjuntos densos en I.

Demostracion. Sean x € I y € > 0. Iniciemos modificando ligeramente
la particién que definimos al inicio de esta secciéon. Ademds de la condicién
que ya cumple, [|Q[| < %, le pediremos que también cumpla lo siguiente: La
norma de () es tal que existe un subintervalo A; que estd totalmente contenido
en (x —e,x +¢) N[0,1]. Para este vértice A; encontramos los vértices A; y
Aj, Ajy, ...y Aj, como hicimos antes.

Gracias a las flechas A; — A; y A; — A;, y a la definicién del conjunto
A, existe un nimero natural m tal que el conjunto f™ (A;) N A tiene interior
distinto del vacio. Por tal razén existen a € I y b € I tales que |z — al < ¢,
|z —bl < e, f"(a) € Per(fla)y f™(b) = c donde es aperiédico bajo f.
Esto implica que w(a, f) tiene cardinalidad finita y w(b, f) tiene cardinalidad
infinita. OJ

Una posible redaccién més simple de lo que hemos demostrado es la sigu-
iente: Lector(a) toma un lapiz; dibuja una linea quebrada en el cuadradito
[0,1] x [0,1] € R% Comenzando en el punto (0,a), manteniendo el trazo de
izquierda a derecha y terminando en el punto (1,b), 0 < a,b < 1. Cuida
de que en cada segmento de recta la pendiente sea mayor que uno o menor
que menos uno. Al final obtendrds la grifica de una funcién definida del
[0,1] en el [0, 1] con las siguientes propiedades: los puntos que tienen 6rbi-
ta aperiédica forman un conjunto denso en [0, 1]; los puntos cuya 6rbita es
asintéticamente periédica también forman un conjunto denso en [0, 1]; y ex-
iste un subconjunto cerrado, con interior distinto del vacio, donde la funcién
presenta caos desde el punto de vista de R. L. Devaney.
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