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Capitulo 1

Interpolacién

1.1 Generalidades

Un problema muy comin de la Matemadtica aplicada consiste en partir de
una tabla de valores de una funcién y evaluar dicha funcién para valores de
la variable que no figuran en la tabla. Por supuesto, esto significa que o bien
no conocemos la expresién analitica de la funcién o bien la conocemos pero
nos interesa sustituirla por otra mas sencilla. Tal problema se denomina de
interpolacion.

Ejemplo 1 La siguiente tabla nos muestra los resultados de una experiencia
efectuada sobre el movimiento de un objeto con el fin de hallar la relacion
existente entre el tiempo y la velocidad de dicho objeto. La primera columna
nos indica el tiempo en sequndos y la sequnda la velocidad en metros por
sequndo. Prescindimos del error de medicion con el fin de hacer mas sencillos
nuestros cdlculos.

t(s)|vm-s1t)
0 0
7104

2.5 |1

3 1.5

Una pregunta que nos podemos hacer a la luz de estos datos es la siguiente:
¢ Cudl es su velocidad al cabo de 2 sequndos? Para responder a esta cuestion
es conveniente construir una funcion lo mds sencilla posible cuyos valores en
t=0,t=1,t =25yt =3 coincidan con los dados por la tabla. Una vez
obtenida tal funcion bastard hacer la sustitucion t = 2 en su argumento. En

7



8 CAPITULO 1. INTERPOLACION

este sentido, la funcion polindmicat
p(t)=0.1-t*—0.35-t*40.65- ¢ (1.1)

cumple estos requisitos puesto que es sencilla y sus valores en los puntos dados
son los de la tabla. De esta manera, podemos aventurar que la velocidad al
cabo de 2 sequndos es:

p(2)=01-2"-035-224+0.65-2=0.7 m-s . (1.2)

La funcion 1.1 se dice que es una interpolacion a partir de los datos o bien
que interpola a la funcion velocidad v = v (t) en los puntos de la tabla.

Figura 1.1: Parte de la grafica de la funcién 1.1.

Ejemplo 2 Sea f (x) una funcion periédica de la que conocemos los siguien-
tes valores

x (radianes) | f (x)
0 1

1 2.3
2 3

I Explicaremos més adelante cémo obtenemos este polinomio.



1.1. GENERALIDADES

Se nos pide interpolar una funcion con respecto a estos datos. Como se
trata de una funcion periddica hacemos la hipdtesis de que tiene la forma:

f(x)=A+ Bcosz + Csenz,

(1.3)

donde A, B y C son nimeros reales a determinar. Con los valores de la tabla
formamos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

A+ Bcos0+ Csen =1
A+ Bcosl+Csenl =2.3
A+ Bcos2+Csen2 =3

Resulta compatible y determinado con solucion aproximada:

A =1.647397205, B = —0.6473972051, C' = 1.191238932.

Sustituyendo en 1.3 resulta la funcion:

h(xz) = 1.647397205 + —0.6473972051 cos x + 1.191238932 sen =

Figura 1.2: Parte de la grafica de la funcién 1.6

Un problema de interpolacién precisa de dos elementos:

(1.4)

(1.5)

(1.6)

1. Los datos que se desea que sean comunes a la funcién dada y a la que

se va a interpolar.
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2. El tipo de funcién que se va a usar como interpolacién.

En el ejemplo 1, los datos los ha proporcionado una tabla y el tipo de
funcién interpoladora ha sido polinémica. En el ejemplo 2, los datos también
han venido de una tabla y el tipo de funcién interpoladora ha sido una com-
binacién lineal de funciones trigonométricas. A partir de ahora, estudiamos
el problema de interpolacién utilizando sélo funciones polinémicas.

1.2 Interpolacién polinémica

1.2.1 Introduccién

Las funciones polinémicas se cuentan entre las mds simples. Su expresién
general adopta la forma:

p(z) = ag+ a1z + axz® + ... + a,a”, (1.7)

donde n es un entero positivo y los valores a;, ¢ = 1,2,...,n son nimeros
reales con a, no nulo. Estas funciones son de clase C* en R. Es decir, son
derivables indefinidamente con continuidad en toda la recta real.

Ejemplo 3 La funcién real de variable real
p(r) =2 — 3z + 2 — 5z° (1.8)

es una funcion polinémica de tercer grado, formada por la suma de los mo-
nomios 2, —3x, x% y —5x3, con coeficientes 2, —3, 1 y —5. Su coeficiente
director (el correspondiente al monomio de mayor grado) es —5. Sus deriva-
das sucesivas son:

p () = =3+ 2z — 1522 (1.9

p" () =2 — 30z, (1.10

p" (z) = =30, (1.11

P (@) =p WV (2)=...=p"™ (z) =0, n> 4. (1.12

Obsérvese que las dertvadas son también polindmicas y que a partir del orden

cuatro son todas nulas.

Supongamos que conocemos los valores de una funcién f en los n+1 pun-
tos xg, x1,...,%,. Es decir, conocemos yo = f(zo), y1 = f(x1), ..., Yo =
f (). ;Podemos hallar alguna funcién polinémica que concida con f en
dichos puntos? ;Serd tinica o habrd m&s de una? La respuesta a estas inte-
rrogantes nos la da la siguiente proposicion.
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Teorema 1 (Interpolacion polinomica) Sean (zg,yo),(Z1,%1), -+, (Tn, Yn)
n + 1 puntos del plano con abscisas x; diferentes. Existe un 1nico polinomio
Pn de grado n que pasa por dichos puntos. Esto es, verifica p, (x;) = y; para
1=0,1,...,n.

Prueba. Sea p, (r) = ag+ a1+ ayx®+ ...+ a,x™ el polinomio interpolador.
En tal caso, las condiciones impuestas implican que

Pu (1) = ap + a1z + aox? + ... Fapzl =y, i=0,1,...n. (1.13)
Tales n + 1 relaciones forman un sistema lineal de n + 1 ecuaciones con

n + 1 incégnitas: ag,aq,...,a,. Probamos que es compatible determinado.
En efecto, el determinante del sistema es:

2 n
1 o :L'g N
n
1 = x] R )
1 x5 x2 ..oxb
A= 2 2 (1.14)

2 n

1 zp :1:,2%1 Ty 4
n
1 =z, x; ),

Este determinante es del tipo Vandermonde y su valor es

A= H (@ — ;). (1.15)

j<i

Es decir, es el producto de todos los factores que podemos construir de la
forma (z; — x;) con j < i. Por ello, como hemos supuesto que z; # z; (los
puntos del plano que hemos tomado tienen abscisas diferentes). El determi-
nante no es nulo y la matriz del sistema tiene rango maximo. Por tanto, se
trata de un sistema compatible determinado y tiene solucién tinica. Hallare-
mos valores tnicos para los coeficientes ag, a1, . . ., a,, dando lugar a un tinico
polinomio p,, (z). &

Corolario 1 (al teorema 1) Sean xg,x1,...,z, n+ 1 puntos distintos del
dominio de una funcion f (x). Existe un polinomio tinico p, (x) que interpola
a f en dichos puntos.

Prueba. Bastara utilizar el teorema 1 para los puntos

(2o, f (x0)), (21, f (21)) -+, (o, [ (). W
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Ejemplo 4 Vamos a obtener el polinomio interpolador del ejemplo 1. Re-
cordemos que la tabla de valores de la que partimos es

t(s)|vm-st)
0 0
1 0.4
2.5 |1
3 1.5
Como tememos n + 1 = 4 puntos con abscisas distintas, el polinomio

interpolador se busca de grado n = 3:
D3 (t) = ap + (th + G2t2 + a3t3. (116)

Las condiciones de la tabla permiten escribir el sistema:

p3(0) = ag+a;-0+ay-0*+az-0°=0,

pg(l) = a0+a1~1+a2~12+a3-13:().4,

P3 (25) = ag+aj- 2.5+ ag - (25)2 +as - (25)3 = 1,

p3(3) = ag+ar-3+ay-3*+as-3* =15, (1.17)

que una vez simplificado resulta:

CLOZO
a0+a1—|—a2—|—a320.4

ap+2.5-a; +6.25 - as + 15.625 - a3 = 1 (1.18)
ap+3-a1+9-a,+27-a3=1.5
El determinante de este sistema es:
1 0 0 0
11 1 1
A=11 25 625 15625 (1.19)
13 9 27

Aplicando el desarrollo de 1.15 su valor es:
A = (1-0)-(25-1)-(25-0)-(3—=2.5)-(3—1)-(3-0)
1-1.5-25-05-2-3=11.25. (1.20)

Al no ser nulo, el sistema es compatible determinado y podemos resolverlo
por Cramer:

0 0 0 0

04 1 1 1

1 25 6.25 15.625

1.5 3 9 27 0

11.25 T 1125

0, (1.21)

Qg =
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10 0 0
1 04 1 1
1 1 625 15.625
1159 27 7.3125
= = =0. 1.22
“ 11.25 1125 005 (1.22)
10 0 0
11 041
1 25 1 15.625
1 3 15 27 —3.9375
= = =—0.35 1.23
2 11.25 11.25 ! (1.23)
10 0 0
11 1 04
1 25 625 1
13 9 15 1.125
“ 11.25 11.25 (1.24)
El polinomio obtenido es 1.1
pa(t)=0+0.65-t—0.35-t*+0.1-¢>. (1.25)

El ejemplo 4 es una pequena muestra de las dificultades que surgen al
aplicar directamente el corolario al teorema 1. Es claro que a medida que
obtengamos tablas con un mayor nimero de puntos, los sistemas lineales
son de mayor volumen y dificultad (al menos manual) de célculo. Esto nos
impulsa a buscar otros métodos para obtener el polinomio de interpolacién.

1.2.2 Foérmula de Lagrange para la interpolaciéon poli-
némica
Para hallar el polinomio de interpolacién en los n + 1 puntos
(20,%), (1,Y1) 5 - - -, (Tn, Yn) resulta comodo construir un polinomio que
valga cero en n de tales puntos y uno en el restante. Por ejemplo, si queremos

un polinomio de grado n = 3 que valga cero en los puntos de abscisas x = 1,
x =2, x =4y uno en el punto de abscisa x = 3, podemos escribir

ps(z)=a(z—1)(z—2)(z—4). (1.26)
El coeficiente a lo determinamos con la condicién ps (3) = 1. En concreto:
ps(3)=a(3-1)(3-2)(3—4) =1, (1.27)
que simplificado proporciona la ecuacién

—2a=1. (1.28)
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Es decir a = —%, quedando 1.26 como:
1
ps (@) =—5 (2 —1)(z-2)(z —4) (1.29)
\ P\

Figura 1.3: Parte de la grafica del polinomio 1.29

Observamos que si multiplicamos el polinomio 1.29 por un niimero arbi-
trario, obtenemos un polinomio cuyo valor en z = 3 es ese niimero arbitrario.
Asi, el polinomio:

ps(x) = —5~%(m— 1) (z —2)(x—4) (1.30)

vale cero en los puntos x =1, x =2yx =4y Senz = 3.
Estas consideraciones motivan la siguiente definicion.

Definicién 1 (Polinomio basico de Lagrange) Sean n + 1 puntos de la
recta real: o, x1,...,2,. El polinomio bdsico de Lagrange ly, (x) para xy es
aquel polinomio de grado n que cumple:

1. l(x;) = 0 para todo j # k.

Su expresion es

Iy (z) = ’ H (z — ;) (1.31)
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Figura 1.4: Parte de la grafica del polinomio 1.30.

Ejemplo 5 Volvemos al ejemplo 1 y a los datos de la tabla:
t(s)|vm-st)
0

0
1 0.7
25 |1

3 1.5

El polinomio basico de Lagrange lo (t) para t = 0 es aquel de grado tres
que vale cero en todos los puntos restantes: t = 1,1 =25 yt =3 y uno en
t = 0. Aplicando la expresion 1.81 queda

1
0—1)(0—25)(0—_3)

lo (t) = S(t—1)(t—25) (t—3), (1.32)

Los polinomios bdsicos de Lagrange parat=1,1=2.5 yt =3 son, respecti-
vamente:

b= o _12‘5)(1 2508, (18)
L) = (2.5—0) (2.51— 1)(25-3) (t=0)(t=1)(-3), (134)
Iy (£) = ! =0 (t—1)(t—25).  (135)

B3-0)(3_1)(3_25)

Utilizando los polinomios bésicos de Lagrange podemos dar una expresion
relativamente cémoda del polinomio de interpolacion.
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Figura 1.5: El polinomio bédsico de Lagrange [y (t) del ejemplo 5.

Teorema 2 Sea f una funcion real y sean n + 1 puntos del plano:
(zo,%0) s (1,y1) 5 -+ -y (Tn,Yn), con abscisas z; diferentes, y ordenadas y; =
f (z;). El polinomio de interpolacion de f en dichos puntos es

Ly, () = yolo () + p1l1 () + ... + Yyl (), (1.36)

donde los I (x), k = 0,1,...,n son los polinomios basicos de Lagrange de
los respectivos x,.

Prueba. Sabemos por corolario al teorema 1 que existe un tinico polino-

mio de interpolacién que pasa por los puntos (zo, yo) , (Z1,%1) ;s -+, (Tn, Yn)-
Claramente, el polinomio 1.36 verifica Ly, (xy) = y, para k = 0,1,...,n ya
que

Ly, () = yolo (k) + by () + -+ Yl (2r) + ...+ ynly (2)  (1.37)

y los valores [; (x;) son nulos para i # k, siendo lj (zx) = 1. La unicidad
exige que el polinomio 1.36 sea el polinomio de interpolacién. B

El polinomio de interpolacién 1.36 se dice obtenido mediante la férmula
de Lagrange. De forma concisa tal formula es

Lu(@) =3 () 1 () (1.38)
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Ejemplo 6 Aplicando la férmula de Lagrange para polinomio de interpola-
cion del ejemplo 1 obtenemos:

Lg(x)zo-(0_1)(0_12'5)(0_3)-(t—l)-(t—2.5)-(t—3)+
+0.4- (1_0)(1_12‘5)(1_3) E—0)- (E—25)- (t—3)+

- (2.5—0)(2.51—1)(2.5—3) (E=0) (1) (e =3) +

15 ! E—0) (t=1)-(t—25).  (1.39)

B3-0)(3_1)(3_25)

Este polinomio desarrollado nos tiene que dar el mismo resultado que 1.1 del
ejemplo 1 puesto que es unico.

1.2.3 El problema de interpolacién de Taylor con la
formula de Lagrange

Aunque en el capitulo 2 vemos con detalle la férmula de Taylor, podemos
emplear la férmula de Lagrange para hallar el polinomio de Taylor, el cual
es la parte principal de la férmula (pero no toda). La clave de esto consiste
en que el polinomio de Taylor no es mas que un polinomio de interpolacién
que cumple ciertas condiciones.

Definicién 2 (Polinomio de Taylor) Sea f una funcion n veces diferen-
ciable en un abierto A de la recta real y sea xg € A. El polinomio de Taylor
T, (z) de orden n para f (x) en el punto xy es el polinomio de grado n a lo
sumo que verifica:

8 (20) = T® (x0), k=0,1,...,n. (1.40)

FEs decir, se trata del polinomio de grado < n cuyas derivadas® coinciden con
las derivadas de la funcion en el punto xg.

No toda funcién admite un polinomio de Taylor en un determinado punto
de su dominio. Las condiciones que permiten garantizar su existencia se
expondran en el capitulo 2. En los pérrafos siguientes se asume que las
funcidénes estudiadas tienen polinomio de Taylor en los puntos dados.

2Recordemos que la derivada de orden cero es la propia funcién.
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Ejemplo 7 Sea la funcion real de variable real f (z) = senz, definida en el
abierto A = }0, 5 [ Esta funcion es indefinidamente derivable con continui-
dad. Sea también el punto vo = § € A. El polinomio de Taylor Ty (x) de
orden 3 para f en el punto xq es aquel polinomio de grado < 3 que cumple:

1) = ()= ()=o) - (3)
FE) = (D=1 () )= () 7 (o

Sustituyendo®, tenemos:

2 2 2 2
v2_op (3). V2 (%), V2 (%) V2w (). (a
2 4 4 2 4 2 4
Ahora bien, ;como hallamos dicho polinomio? Vemos que las consideraciones
que hemos utilizado para la férmula de Lagrange son aplicables. En efecto,

la expresion de un polinomio qy (x) de grado n a lo sumo y cuyas derivadas
son todas nulas en xq, a excepcion de la k-ésima derivada, es

2_3

g () = (z — zo)". (1.43)
Esto es asi debido a que
¢ (z) =k (z — z0)" ", (1.44)
ql(z) = k(k—1)(x—x)" 2, (1.45)
¢®) (z) = k! (z — 20)° = k. (1.46)

St queremos que ademds dicho polinomio tenga la derivada k-ésima igual a
la unidad, debemos dividirlo por k!. En efecto,

I (z) = % (1.47)

es una funcion cuya derivada k-ésima es igual a uno en xq y las restante nulas
(dejamos al lector que lo compruebe). Retomando nuestro ejemplo, tenemos

que un polinomio ly (z) de grado 3 a lo sumo, cuya derivada de orden cero

en o = 7 es uno y las restantes nulas es, aplicando 1.47:

R G 1

i (1.48)

fS

3Recordemos que sen J=cosi =
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Un polinomio l1 (x) de grado 3 a lo sumo, cuya primera derivada en o = %
es uno y las restantes nulas es:

L (z) = (z—3) (1.49)

Un polinomio I (z) de grado < 3, cuya segunda derivada en § es uno y las
restantes nulas es:

Iy (z) = % (1.50)

Finalmente, un polinomio de grado < 3, con tercera derivada en % igual a
uno y las restantes nulas es:

Iy () = -3 (1.51)

T5(x) = —ly(x) + —l () — —l2 (z) — —I5(x). (1.52)

Asi es, ya que

s f ™ f m \/_ m \/_ ™
7 () = 7250 (z)+72l1 (z)—TZZQ (Z)_T%S (3) =
= §-1+§-0—§-0—§-0:§, (1.53)
0 (T f, T f, ™ \/_, ™ , (T
() = 7250 (z)+72l1 (z)—;lz (z)—;% (3) =
_ g-mgq—g-w;-oz?, (1.54)
” s \/_” s \/_” i \/_l/ i \/_l/ T
7 () = 7250 (z)+72l1 (z)—;ﬁ (z)—;% (3) =
" s \/_/” s \/_”, T \/_/” T \/_//, T
() = 7250 (z)+72l1 z)—;@ (z)—;% (3) =
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Obsérvese que este polinomio lo hemos obtenido multiplicando cada término
Iy, (z) por el valor de la k-ésima derivada en xy y sumando los resultados de
estos productos. Es decir,

3

7, () = 30 9 () e 2) = 30 £ o) Eo 0w

k=0
Con las consideraciones del ejemplo 4 podemos enunciar el siguiente teo-

rema.

Teorema 3 (Formula del polinomio de Taylor) Sea f (x) una funcién
n wveces diferenciable con continuidad en un entorno del punto xq de su do-
minto. El polinomio de Taylor de orden n para f es:

Zf 4 (ag) 20" (1.58)

Ejemplo 8 Vamos a hallar el polinomio de Taylor de orden 5 para f (x) =
In(1+ z) en el punto o = 0. De acuerdo con 1.58 resulta:

2) =Y f®(0) (z ;!0) . (1.59)

En la formula anterior intervienen las derivadas de la funcion f, asi que es
conveniente hallar su expresion general. Vemos que:

O (2) =In(l+z), (1.60)
fl@)y=(1+z)"", (1.61)
f70)= (=) (1+z)2, (1.62)
(@) = (=2) (1) (1+=2)7%. (1.63)
De esta manera, podemos suponer que:
N In(l1+z) siesn=0
f (z) = { )™ - (1+2) ™ siesn>1 (1.64)

La expresion 1.64 se demuestra por induccion (dejamos esto a cuidado del
lector) y sustituida en 1.59 da lugar a:

Ts(z) = In(140)+> (=1 1)!.(1+0)*’€.(x_0):

k!

_ k+1 I _ k+1 JU_
—ln1+z ?_ Z . (1.65)
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Simplificando un poco mds obtenemos el polinomio de Taylor buscado:

2 3 4 5

5 k
X T T X T
L) =) ()" =g +a-—7+5 (166
k=1

Figura 1.6: Graficas de la funcién In (1 4+ z) y de su polinomio de Taylor de
orden 5 para x = 0 en las proximidades de este punto.

1.2.4 Férmula de Newton para el polinomio de inter-
polacién. Diferencias divididas.

La férmula de Lagrange para el polinomio de interpolacién resulta muy sen-
sible a la adicién de valores de interpolacién. En efecto, si queremos pa-
sar del polinomio de grado n que interpola a una funcién f en los puntos
Zo, T2, - . ., Ty al polinomio de grado n 4+ 1 que interpola a dicha funcién en
los puntos xg, s, . . ., Ty, Tny1, debemos efectuar de nuevo todos los célculos
pues los polinomio bésicos de Lagrange cambian. Para soslayar este inconve-
niente exponemos a continuacién un método de tipo recursivo que se presta
muy bien al empleo del ordenador. Introducimos tal método con un ejemplo
tedrico.

Ejemplo 9 Supongamos que el polinomio py_1 (x), 1 < k < n, interpola a
f (z) enlos puntos xg,x1, ..., Tk 1. Sea xy un punto distinto de los anteriores
y pr (x) el polinomio que interpola a f (x) en los puntos xo, Ty, ..., Tp_1,Tk-
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¢ Qué tienen en comain tales polinomios interpoladores? Fuidentemente, coin-

ciden sus valores para Ty, x1,...,Tp_1, por lo que su diferencia
G () = pi (2) — pr1 (2) (1.67)
es un polinomio de grado < k que se anula para xg,x1,...,x5 1. Es decir,
debe tener la forma:
g () = Ag (x — z9) (x —21) ... (x — 24 1), (1.68)

donde Ay es una constante real. FEn resumen, utilizando 1.67 y 1.68, el
polinomio py, (z) resulta igual a la suma:

P (2) = pr—1 (@) + qr () = pr—1 (@) + A (. — 20) (z — 1) ... (T — Tp—1) -
(1.69)
Esta expresion recursiva es vdlida para todo 1 < k < n y su aplicacion
reiterada hacia atrds (es decir, tomando k = n,n — 1,...,1), nos permite
definir el polinomio de interpolacion p, (z) para los puntos xg,x1,...,Z, en
la forma:

o () = po(z)+ A (x—20) + A (z —x0) (. — 1) + ... (1.70)
+A, (r—x0)(x — 1)+ (& — xpyq) .

Para determinar completamente este polinomio sélo resta hallar el valor de

po () y de los coeficientes A;, i = 1,2,....n. En este sentido, si tomamos
x =xk en 1.68, resulta:

gk () = A (2 — x0) (2 — 1) ... (T — Tp—1) - (1.71)
Ninguno de los monomios (xy —x;),1=0,1,...,k —1 es nulo ya que xj se

ha tomado distinto a los x;. Por ello, podemos despejar el valor de A; de
1.71:

. d (%)
A = (2, — x0) (wp — 1) .. (Tp — Tp_1) (1.72)

Como 1 < k < n, el valor de py(x) no puede obtenerse por 1.72. Pero es
f (x0) = pn (x0), por lo que si hacemos x = xy en 1.70 queda:

f (z0) = po (o) - (1.73)

Para unificar notaciones, convenimos en que Ay = po (xo) y entonces 1.70
presenta el siquiente aspecto:

P () = Ao+ A1(x—x0)+ As(z—x0) (x — 1) +...  (1.74)
+A, (z—x0)(x —21) - (. — 2y 1) . (1.75)

4Ver los parrafos iniciales de la subseccién 1.2.2
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Cuando anadimos un punto de interpolacion mas x,.q, sélo tenemos que
incluir el término A, (x — xo) (x —x1) -+ (x — zp—1) (x — ) en 1.74 para
consequir el nuevo polinomio de interpolacion.

Definicién 3 (Polinomio de interpolacion de Newton) Sean n+1 pun-
tos del plano: (zo,v0), (z1,y1), - -+, (Tn,Yn), con abscisas x; diferentes y or-
denadas y; = f (x;). La expresion

Pr(x) = Ao+ A (v —x0) + Ag (. — o) (. — 1) + ...
+A, (x —x0) (x —x1) -+ (T — Tppy) (1.76)

se llama formula de Newton para el polinomio de interpolacion de f en dichos
puntos si y solo si verifica p, (x;) =y; parai=0,1,... n.

Evidentemente, si se nos dan los mismos puntos, el polinomio de inter-
polacién para f obtenido por la férmula de Lagrange y el obtenido por la
férmula de Newton han de coincidir puesto que, segiin el teorema 1, tal po-
linomio es tnico. Tan sélo difieren en su forma de calcularse. A propésito
de célculos, observaremos que no hemos determinado cémo calcular los coe-
ficientes A; en la férmula de Newton.

Ejemplo 10 Supongamos que queremos hallar la férmula de Newton para el
polinomio de interpolacion del ejemplo 1. Como los puntos son to = 0,t; =
2.5 y ty = 3 la formula pedida es:

ps(x) = Ag+ Ay (t—0)+ Ay (t—0) (t— 1) + As (£ — 0) (£ — 1) (£ — 2.5).

(1.77)
Para hallar los coeficientes planteamos las condiciones:
p3(0) =0, ps (1) = 0.4, p3(2.5) =1, p3 (3) = 1.5. (1.78)
Que llevadas a la formula 1.77 dan lugar a:
0.4 =p3(1) = Ag+ Ay, (1.80)
1=p(2.5)=A)+25A; +1.5A,, (1.81)
1.5 = p3(3) = Ao + 3A; + 6A4; + 3A;. (1.82)

Las ecuaciones obtenidas forman un sistema lineal sencillo cuyas soluciones
son:

Ay =0, (1.83)
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A =04—Ag=04—0=04, (1.84)
1—Ag—254; 1-0-25-04
A pu— p— pu— 1.
? 1.5 1.5 0 (1.85)
15— Ag—34;,—64;, 15-0—3-04—6-0
Ay = 0 : ! 2 = - —01.  (1.86)

El polinomio de interpolacion queda:

ps(t) = 0+04-t+0-t(t—1)+01-¢(t—1)(t—25) =
04-t+01-t(t—1)(t—2.5) (1.87)

St desarrollamos este polinomio resulta el polinomio 1.1 obtenido en el ejem-
plo 1:
p3(t) =0.65-1t—0.35-t+0.1-1°. (1.88)

El siguiente resultado nos proporciona un método generalizado para hallar
los coeficientes A; de la férmula de Newton.

Teorema 4 Sea p, (x) = Ao+ A1 (x — x9) + As (v — zp) (x — 1) + . ..

+A, (r —x9) (x — 1) - (& — 2y_1) la férmula de Newton para el poli-
nomio de de f(x) en los puntos xg,x1,...,x,. El coeficiente Aqy es igual a
f (o) y los coeficientes Ay, k = 1,2,...,n se obtienen mediante la expresion:

f (i)

i »”L‘z‘—l) (SL‘Z - SL‘¢+1) T (iEz - »Tk)

Ay, = Z Y P (1.89)

i=0

Prueba. Evidentemente es p, (zg) = f, (x0) = Ag. Probaremos que los
restantes Ay se consiguen con 1.89. En efecto, sea 1 < k < n, la férmula de
Newton para el polinomio de interpolacién de f en los puntos zg, x1,..., Ty
puede ponerse de manera concisa como:

pr(z) = (AZ- : 1:[ (z — xj)> : (1.90)

i=0 j=0

donde hacemos el convenio de que H];lo (x — x;) = 1 con el fin de obtener Ay
como primer sumando. La férmula de Lagrange para este mismo polinomio
de interpolacién también puede ponerse de forma concisa (ver 1.38) como:

@) =3 (@)= 1 <[ ). (1.91)
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Los términos de grado k£ de ambos polinomios tiene por coeficientes, respec-
tivamente:

Ay, Z f (@) . ! . (1.92)

Por ello:

Z;
I N AL (1.93)
=0 (Hz’;ﬁj (2 — x]))
Esto termina nuestra prueba. H

Los coeficientes Ay se llaman diferencias divididas de f en los puntos
To,T1,...,TE y Se notan por

Ax = flzo, 21, ..., Tk (1.94)

Ejemplo 11 Sean los puntos xg = 1, x1 = 2, x5 = 3 y la funcion f (x) = 2*.
La diferencia dividida de f en tales puntos es:

flxo,x1,20) = (@0 — 1) (z0 — 2) + (@1 — 20) (@1 — 2) +

f (x3) _ 2! 22
@ —w) (—2) (-2 (1-3 (-1D-2-3)
+(3_1)?(3_2) _ §+_i1+§:1—4+4:1. (1.95)

La férmula 1.74 queda ahora como

po (@) =) (f [mo,xl,...,xi]~H(x—xj)>, (1.96)

=0 Jj=0

. ~1
donde convenimos en que [, (z —x0) = 1y [ [zo] = f (20).

Las diferencias divididas cumplen una serie de propiedades (que no de-
mostraremos) entre las cuales destacan las dos siguientes:

1. Las diferencias divididas son funciones simétricas de sus argumentos.
Es decir, cualquier permutaciéon de tales argumentos deja inalterado el
valor de la diferencia dividida.

2. Se verifica la siguiente relacién:

f[$07$17-~-,$k—1] - f[fEl,fEQw--afEk]

Ty — Tk

(1.97)

f[.l'o,l‘l,...,l'k] =
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La segunda de estas propiedades nos da la clave para un algoritmo senci-
llo y eficiente que nos permitird obtener las diferencias divididas y, en conse-
cuencia, la férmula de Newton para el polinomio de interpolacién. El ejemplo
siguiente nos muestra tal algoritmo.

Ejemplo 12 Partimos por enésima vez de los datos del ejemplo 1:

t(s)|vm-s1t)
0 0

T 04

2.5 |1

3 1.5

Convenimos en que v (t;) = v [t;]. Es decir, los valores de la funcion son
las diferencias divididas de primer orden. De acuerdo con 1.97, tenemos:

vit)) —vl[t1] 0—04

v [to, t1] = W h 01 0.4, (1.98)

vt t] = - [ti — :2[@] - (1]4_;; =04, (1.99)

V[t ty] = — [ti — ;;[t?’] - ;;_12 =1, (1.100)

vt b1, ts] = — [to’t;j — :Q[tl’b] - 064__2?'54 — 0, (1.101)

vt b, ts] = — [tl’iﬂ — :3[752’%] - Of__; = 0.3, (1.102)

vlto, b, ta ta] = — [to’tl’t;i — :S[tl’h’t?’] - 00__0;’ —0.1. (1.103)

En este caso la formula 1.96 del polinomio de interpolacion de Newton es:

ps(t) = wvlte] +v[to, t1] (t — to) + v [to, t1, t2] (t —to) (t — 1) +
+o [to, t1,to, 3] (t — to) (t —t1) (t — t2) . (1.104)

Sustituyendo los valores hallados queda:

ps(t) = 0404-(t—0)40-t(t—1)+01-t(t—1)(t—2.5)=
04-t+01-t(t—1)(t—2.5). (1.105)

El lector observard que es el mismo resultado que en el ejemplo 10.
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Con objeto de facilitar los cédlculos de las diferencias divididas, se suelen
disponer los datos en una tabla de la forma:

ro  f [o]
[ [zo, z1]
z1 f 1] [ [xo, 1, 2]
[ 21, 2] [ [0, x1, 22, 23]
T2 f[ZEQ] f[$1,$2,$3] f[$0,$17$2,$3,$4]
f[$27$3] f[$17$27$3,$4]
z3  f[zs] [ [x2, 3, 4]
f[x3,$4]
Ty f [24]

donde f [x;] = f (x;) y el resto de diferencias divididas se calcula mediante
la propiedad 1.97. Obsérvese que los coeficientes de la férmula de Newton
son los elementos de la parte superior de la tabla.

Ejemplo 13 De nuevo utilizamos la tabla

t(s)|v(m-s?t)
0

0
1 0.4
2.5 |1
3 1.5

Disponemos en forma tabular los cdlculos del ejemplo 12:

0 0

0-04 _

o1 =04 0.4-0.4
! 0.4 0.4—1 0-25 =0 0-0.3
2.5 1 1 =03

1-1.5 =1

253

3 1.5
Los elementos de la parte superior de la tabla, comenzando por la seqgunda
columna, son los coeficientes A; de la formula de Newton

Ejemplo 14 Vamos a aplicar la metodologia tabular de las diferencias di-
vididas para hallar la formula de Newton del polinomio que interpola a la
funcion f (z) en los puntos de la tabla:

z  f(z)
0 1
1.3 2.1
2 2.2

3.2 4
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Sabemos que la expresion buscada es de la forma:

ps(x) =Ap+ A1 (x —0)+ Ay (x —0) (2 —1.3) + A3 (. — 0) (x — 1.3) (z — 2).

(1.106)
Los coeficientes A; se obtienen (de forma aproximada en este caso) de la
tabla de diferencias divididas:

0 1
=24 = 0.84615
1.3 2.1 0.84015-0. 14286 — —0.35165
2122 — () . 14286 —0.55105 8. 71428 — () . 3331
2 2.2 Q1428010 — (). 71428
222 =1.5
3.2 4

La formula de Newton para el polinomio de interpolacion® es:

ps (x) =14 0.846152 — 0.35165z (z — 1.3) + 0.3331z (z — 1.3) (z — 2)
(1.107)

00 1 2 3 4 5

Figura 1.7: Parte de la gréafica del polinomio de interpolacién del ejemplo 14.

Un apartado muy interesante del problema de interpolacién es el estudio
del error cometido. No trataremos este tema, tan sélo mencionamos que el
aumentar numero de puntos interpolacion no garantiza que el polinomio de
wnterpolacion se aproxime mas a la funcion interpolada.

>Esta es una expresién aproximada puesto que los coeficientes son aproximados. El
lector puede efectuar los calculos exactos en la tabla para obtener los coeficientes exactos.
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1.2.5 Polinomio de interpolacién construido mediante
diferencias finitas
Con frecuencia nos encontramos que las tablas sobre las que interpolamos

tienen igualmente espaciados los argumentos. En este caso, las llamadas
diferencias finitas son de gran utilidad.

Definicién 4 (Diferencias finitas) Sea y = f (z) una funcion real defini-
da en una “malla” de puntos equiespaciados de la recta real, con distancia
h > 0 entre dos puntos consecutivos y punto “base” xq, es decir:

xp = x0 + kh, con k € Z. (1.108)

Se denomina diferencia finita progresiva de primer orden de f en el punto
xy, ol valor:

Ayr, = f(zr+h) — f(zx) = f(zp1) — f (7). (1.109)

St aplicamos de nuevo el mismo proceso a la funcion 1.109 obtenemos la
diferencia finita progresiva de sequndo orden de f en xy:

APy = A(Ayk) = (f (Trar +h) = f(ze+h) = (f (241) — f (2)) = (1.110)
= [ (@ri2) = (@rr1) = f(zpn) = f(or) = f(2rr2) = 2f (1) — f (1) -

Reiterando, obtenemos la diferencia finita progresiva de orden n > 3 para f
en xy. Es decir,

Ay = A (A" y) , n> 2. (1.111)

Para facilitar la notacion, convenimos en la diferencia progresiva de orden
cero dey = f (z) en xy es el valor de la funcién en xy. En simbolos: A% =

Yk

Ejemplo 15 Sea el polinomio p (z) = 32 — 2z + 1. Sea la malla de paso
h =1 y punto inicial xg = 0:

2y, =0+1-k=kFk, dondekecZ (1.112)
En tal caso, la diferencia finita progresiva de primer orden de p (x) en xy es

Ap(zx) = plax+1) —plax) =p(k+1)—p(k) =
= Bk+1)’-2(F+1)+1) - (3> -2k +1) = (1.113)
= 3(K+3kK +3k+1) -2k —2+1-3k+2k—1=
= 3+ 9k* + 9k +3 -2k —2+1—-3K +2k —1 =9k + 9k + 1.
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T cuerda

tangente

Figura 1.8: Una malla de puntos sobre la recta real.

La diferencia de sequndo orden es:

AQP (rx) = A(Ap(xx)) = Ap(vp + 1) — Ap (2x) = Ap (T41) — Ap (1) =
= Ok +1)*+9(k+1)+1) — (9% + 9k + 1) = 18k + 1§1.114)

La de tercer orden:

Np(xr) = A(A%p(z) = A%p(ap + 1) — Ap? (z) = A%p (zp41) — A%p (1) =
— (18(k+1)+18) — (18k + 18) = 18. (1.115)

La de cuarto orden:

A'p(zp) = A (A% (z1) = A%p(zp + 1) — Ap® (z1) = A%p (wpp1) — A%p (z4) =
18 — 18 = 0. (1.116)

Las diferencias de orden 5, 6, 7, etc. son todas nulas. Esta circunstancia es
vdlida para todo polinomio en el siguiente sentido: un polinomio de grado n
tiene la diferencia n-ésima constante. En particular, si es

p(2) = apt" + a1 4+ ...+ a1 +ag con a, #0, (1.117)
su diferencia n-ésima de paso h es
A"p (zx) = nlayh. (1.118)

y las diferencias de orden mayor son nulas. En nuestro ejemplo, es n = 3,
az =3 yh=1. Porello, A3p=3!-3-1=18 y A"p =0, para n > 4.

La mayoria de las ocasiones es conveniente disponer los cédlculos de dife-
rencias finitas en forma tabular.
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Ejemplo 16 Para el polinomio del ejemplo 15 y la malla x, = k, suponga-
mos que Tog = 0 es el primer punto conocido®. Entonces una posible tabla
horizontal de diferencias finitas progresivas es:

Tr Yr Ay A?yy, Ay Aty
0 1 2-1=1 19-1=18 36-18=18 18-18=0
1 2 21-2=19 55-19=56  54-36=18
2 21 76-21=55 109-55=54
3 76 185-76=109
4 185
Una posible tabla diagonal de diferencias finitas es:
Tr Yr Ay A?yy, Ay Aty
0 1
2-1=1
1 2 19-1=18
21-2=19 36-18=18
2 21 55-19=36 18-18=0
76-21=55 54-36=18
3 76 109-55=54
185-76=109
4 185

Las diferencias finitas tienen muchas propiedades interesantes. En par-
ticular,

1. Para dos funciones f (z) y g (x) definidas sobre la misma malla, se tiene
A(f+9) (zx) = Af (zx) + Ag () - (1.119)

2. Si C es una constante y f (z) una funcién definida sobre una malla,
entonces:

AC (z) = CAS (a1) - (1.120)

3. Sean m y n dos enteros no negativos y f (z) una funcién definida sobre
una malla. Se cumple que

A™ (A" f (z)) = A™f (z) . (1.121)

Podemos entender el simbolo delta A como un operador, aplicable sobre
funciones definidas en conjuntos discretos de tipo malla. En este sentido, las
propiedades 1 y 2 nos dicen que dicho operador es lineal. Por otro lado, hay

%En toda malla hay que partir de algiin punto para poder establecer las diferencias.
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una relacién entre las diferencias finitas progresivas y las diferencias divididas.
Esta relacién nos servird para dar una expresion alternativa de la férmula de
interpolacién de Newton cuando los puntos de la tabla estén equiespaciados.

Teorema 5 (Diferencias finitas y divididas) Sea z), = zo+ kh una ma-
lla de punto base xq y paso h > 0. Para todo n > 0 se verifica que

A" f (xx) = nlh" f [T, Tpr1s - Toin] - (1.122)

Prueba. La prueba se hace por induccién sobre n y se deja al cuidado del
lector. B

Sean xg, x1,...,%, n + 1 puntos, ordenados de menor a mayor y equies-
paciados una distancia h > 0. Recordemos que la férmula de Newton para el
polinomio de interpolacién de una funcién f (x) con valor conocido en tales

puntos es:
n i—1
Pn () :Z <f [0, 1, ..., 4] H(:z:—:zzj)> ) (1.123)
i=0 j=0
con el convenio de que H;O (x —x0) =1y flzg] = f(x). Utilizando el

teorema 5 podemos obtener las diferencias divididas a través de las diferencias
finitas. En efecto, de 1.122 es:

_ A"f (wr)
[Tk, Trg, - o Thoan] = Tl (1.124)

donde h >0, n >0y z, = z¢+ kh. Tomando n =17y k = 0, tenemos:

A'f(x
f[x())xl)"'axi] = #, (1125)

expresion que puede sustituirse en 1.123, resultando:

po (@) =) (%.H(gg—%)) (1.126)

La férmula 1.126 se llama férmula de Newton progresiva para el polinomio
de interpolacién.

Ejemplo 17 Supongamos que de una funcion polinomica p : R — R tan
sdlo se conoce que p(—2) = —16, p(—1) = =5, p(0) = =2, p(1) = -1 y
que su grado es menor que cuatro. Probaremos que sdlo existe un polinomio
con tales condiciones y lo hallaremos mediante interpolacion. De acuerdo
con el teorema 1, sdlo existe un polinomio de grado tres que pasa por los
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puntos dados. Tal polinomio debe coincidir con el buscado. Ademds como
los puntos dados estin equiespaciados una distancia h = 1, podemos hallar
tal polinomio utilizando la formula de interpolacion de Newton progresiva. A
tal efecto, construimos una tabla de diferencias finitas:

e oy Ay Ay, APyy,
2 -16
5-(-16)=11
1 -5 3-11=-8
2(-5)=3 2-(-8)=6
0 -2 1-9=-2
1-(-2)=1
1 -1

Los valores que se encuentran en las primeras filas de cada columna (a
partir de la sequnda) son los correspondientes a las diferencias finitas progre-
sias de ordenn = 0,1,2,3 en xy. Estos valores son los que debemos emplear
en la formula 1.126. Asi pues:

ps(z) = Z(%'H(‘E‘%O :%.H@—%H

o 212 14
—i—AB:il(;EO) | (x — z;)
= p(a0)- 14+ A (a0) - (x— 20) + 22 (o ) (2 @) 20)
APTW'($—$O)'($—$1)'($—$2)
= 1611 (D)~ 5 (o (D) (o (1) +

o (= (-2)) (e~ (1) (e~ 0)
= —16+11(z+2)—4(z+2)(z+ D)+ (z+2)(z+1)z=
= —2+4z—2*+ 23
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Figura 1.9: Parte de la grafica del polinomio del ejemplo 17.



Capitulo 2

Formula de Taylor

2.1 Teoremas de Rolle y del valor medio

La mayoria de los teoremas sobre derivabilidad de funciones reales de variable
real exigen en sus hip6tesis la continuidad en compactos del tipo [a, b] y la
diferenciabilidad en el interior (a,b) de dichos compactos. Un par de estos
teoremas de gran importancia préctica, fundamentales a la hora de deducir
el teorema de Taylor, son los llamados teorema de Rolle y teorema del valor
medio (o de Cauchy).

Teorema 6 (Rolle) Si una funcion f(x) real de variable real es continua
en [a,b] y derivable en (a,b) y toma en los extremos valores iquales: f (a) =
f(b), eziste al menos un punto c € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Prueba. Como la funcién f se supone continua en un compacto [a, b], tendra
un maximo y un minimo absolutos en dicho compacto (esto es consecuencia
del teorema de Weierstrass). Si ambos extremos se alcanzan en a y b, la
hipétesis f (a) = f (b) nos lleva a concluir que la funcién es constante, pues
su maximo y su minimo coinciden y, en consecuencia f’ (x) = 0 para todo x.
Si alguno de los extremos los alcanza en un punto ¢ interior, la derivada se
anula en él. Esto termina nuestra demostracién. B

Geométricamente, el teorema de Rolle expresa que en el arco de una curva
uniforme con tangente en todos sus puntos y extremos a una misma “altura”,
hay un punto cuya tangente es paralela al eje x.

Teorema 7 (Valor medio) Si una funcion f(x) real de variable real es
continua en |a,b] y derivable en (a,b). Entonces existe al menos un punto

c € (a,b) tal que:
F) ~ f(0)

file)=—— (2.1)

35



36 CAPITULO 2. FORMULA DE TAYLOR

/N

Figura 2.1: La tangente es horizontal en un punto de la curva.

Prueba. La prueba de este teorema se basa en el teorema de Rolle y se deja
a cargo del lector. B

Es decir, existe un punto ¢ en el interior del compacto [a,b] para el que
la derivada coincide con el cociente incremental medio. Geométricamente
significa que en todo arco de curva uniforme con tangente en todos sus puntos,
hay un punto al menos con tangente paralela a la cuerda

T cuerda

tangente

Figura 2.2: Tlustracion del teorema del valor medio. La curva dibujada tiene
tangente en todos sus puntos.

Ejemplo 18 La funcion f(x) = x* — 2z es derivable con continuidad en
toda la recta real. Asi pues, podemos afirmar que es continua en el intervalo
[0,1] y derivable en (0,1) y podemos aplicarle el teorema del valor medio.
Eziste, al menos, un valor 0 < ¢ < 1 que es solucion de la ecuacion:

IERFIUEF(C)

Como f'(z) =2x—2, f(1)=—1y f(0) =0, la ecuacion 2.2 queda:
2% —2=1, (2.3)

(2.2)
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cuya solucion es unica:
(2.4)

N —

Utilizando 2.1 podemos expresar el valor de la funcién f en b como:

f)=f(a)+(b—a)f (o). (2.5)

Si consideramos que f es derivable en un abierto A C R, entonces para
cualquier punto a interior a dicho abierto y para h € R, tal que a + h
también pertenece a dicho intervalo, se consigue un compacto [a, a + h] donde
es aplicable el teorema del valor medio. Por ello, existird un punto ¢ €
(a,a + h) para el que es cierta la ecuacién:

flath)—f(a)

F(e) = -1 (2.6)
Esto significa que el valor de f en a + h es:
fla+h)=f(a)+hf (c). (2.7)
Si hacemos el cambio de variable
x=a+h, (2.8)
la ecuacién 2.7 queda
f(x)=f(a)+(z—a)f(c). (2.9)

Esta tltima igualdad nos indica que f puede ponerse como suma del valor
de la funcién en un punto y un término complementario.

Ejemplo 19 La funcion f(xz) = In(1+ z) es derivable en el abierto A =
(—1,+00). Si tomamos a=0yx=a+h € A, podemos aplicar 2.9:

1 1 1
ln(1+x)zln(1+0)—i—(x—0)g:ln1+xz:mz, (2.10)

donde & pertenece al intervalo abierto definido por 0 yx. Parax = 2, tenemos

1
In3=2-, con0<c<2. (2.11)
c

La férmula de Taylor es una generalizacién de 2.9.
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/(@) —

fla+n)

x=a+h 13 a

Figura 2.3: El valor f (a + h) se puede obtener utilizando el valor de f (a) y
el de la derivada de f en un punto intermedio.

2.2 El teorema de Taylor

2.2.1 El teorema de Taylor

Teorema 8 Sea f una funcion real de variable real derivable hasta el orden
n en [a,b], tal que f"V) () existe en (a,b). Entonces se puede expresar f (b)
en forma de un polinomio de grado n en (b — a) mds un término complemen-
tario. A saber:

(b—a
) = fla)+ LY

(b—a)"t!
MCES]

(b—a)’
5]

@)+t (b%)n £ (@42)

f(a) +
£ (o),
donde a < ¢ < b.

Prueba. Consideremos la funcién ¢ definida en [a, b] mediante

.'E)n+1

6@)= 1 () - (Z G- p <x>> DS e

donde A es un nimero real a determinar. Es claro que esta funcién estd bien
definida, puesto que todos sus términos existen. Como ¢ (b) = 0, vamos a
determinar A con la condicién de que ¢ (a) = 0. Esto es,

F(b) — (Z %f(k) (a)> _ )\M =0, (2.14)

— (n+1)!
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quedando:

- % (f ) - ( L <a>>) . @)

La funcién ¢ (x) es continua en [a, b] y derivable en (a, b) (esto es consecuencia
directa de las hipdtesis del teorema sobre f (z)). Ademds, para el valor de
A hallado en 2.15 cumple ¢ (a) = ¢ (b). De esta forma, podemos aplicarle el
teorema de Rolle y existe un punto ¢ € (a,b) para el que ¢’ (¢) = 0. Como

¢ (z) = (Z % f9 @) =% % F0D (w)> NG

n!
k=1 k=0
(2.16)
Simplificando los sumatorios, resulta
b—x)" "
o @)= L2 (o 2. (2.17)
Finalmente, de la condicién ¢ (¢) = 0 se deduce que:
b—c)"
o (0 == (- o () =, (218)
y como a < ¢ < b, se tiene:
A — f (¢) = 0. (2.19)

Esto implica que A = f™+1 (¢) y, en consecuencia, sustituyendo en 2.15 se
llega a:

n+1 _ (n+1)! _ - (b_a)k k) (4
= (f(b) (Z - f<><>>>:» (2:20

k=0

s (Z Y <a>> SR e ARICE

(n+1)!

= f(b) = (Z (b ;!a) f® (a)> n (lzn_f)ln)! FOr () |

El teorema queda asi probado. B

El polinomio (ZZ:O (b;?)k f® (a)) se denomina polinomio de Taylor de

orden n en el punto z = a (ver la seccién 1.2.3) y el sumando (b(;'jr):;l ft (¢)
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es el llamado resto de Taylor y nos indica el “error” cometido al suplantar la
funcién por el polinomio de Taylor. Haciendo b = a + h, 7?7 queda:

n+1
Ll)!f(nﬂ) (c)

(n+
(2.21)
La féormula 2.21 con a = 0 recibe el nombre de férmula de Mac-Laurin.

Flath)=F(@)+ 1 f @)+ 5" @)+ 4 () +

Ejemplo 20 Sea f (x) = e® y supongamos que queremos aproximar tal fun-
cion con un polinomio de sequndo grado. Como f (x) es indefinidamente de-
riwvable con continuidad en toda la recta real, podemos elegir un par de puntos
a,x, de forma que se pueda aplicar el teorema de Taylor en el intervalo ce-
rrado que definen. Por sencillez, tomaremos a = 0 y entonces obtenemos la
formula de Mac-Laurin:

(z —0)
1!

(z — 0)*
21

(z—0)°
3!

17 (0) + (), (2.22)

(n)

f ) = f(0)+ f(0) +

siendo ¢ un punto entre 0 y x. Como ()" = e* para todo n > 1, resulta:
2 3
e’ = 1+w+%—|—%e‘3. (2.23)

Obtenemos asi un valor aproximado de €* con x > 0:

2

142+ % (2.24)
con error:
x3
g (2.25)

En la férmula de Taylor

F0)= (Z e <a>> L CRECED

— (n+1)!
el error .
(b . a)nJr
(n+1)!
es un infinitésimo cuando b tiende a a (esto es, su limite es cero). Es més, se
trata de un infinitésimo de orden inferior! a (b — a)" ya que

E (b, c) _ (b—a)
(b—a)" (n+1)

IEsto quiere decir que va a cero “més deprisa”.

E(b,c) = £ (¢) (2.27)

(o), (2.28)
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Figura 2.4: El polinomio de Taylor de orden 3 de la funcién del ejemplo 20.

y como a < ¢ < b, es claro que si b — a, entonces ¢ — a y el término de la
derecha de la igualdad es nulo. Para indicar que un infinitésimo « (z) es de
orden inferior a otro 3 (z) se escribe

a(z) =o(B(2)), (2.29)

y se dice que « (z) es “o mimiscula” respecto (3 (x). La notacién 2.29 permite
escribir la férmula de Taylor como:

£ = (Z L <a>> Yo(b—ay).  (230)

k=0

2.2.2 Desarrollos limitados

Al aplicar el teorema de Taylor sobre entornos de puntos obtenemos los
llamados desarrollos limitados.

Definicién 5 (Desarrollo limitado) Sea f una funcién real de variable
real y sea a un punto de su dominio. Supongamos que para cierto € > 0, la
funcion f es derivable hasta el orden n en el entorno cerrado [a —e,a+ €| y
eziste f"*1 (x) en el entorno abierto (a —e,a +¢). La expresion

. (x—a)k (k) (95—a)mrl (n+1)
P T AN e et AR OF (2:31)

— (n+1)!



42 CAPITULO 2. FORMULA DE TAYLOR

conz € (a—e,a+ ¢) yc un punto intermedio entre a y x, se llama desarrollo
limitado de orden n de f un entorno del punto a. Utilizando la notacion “o
miniscula” puede ponerse como

(Z %f@ (a)> +o((x—a)"). (2.32)

k=0
El desarrollo limitado no es mas que la férmula de Taylor aplicada en el

intervalo [a — £,a + ¢]. En efecto, 2.31 resulta de ?? haciendo b = x.

Ejemplo 21 Vamos a obtener el desarrollo limitado de orden 4 de f (x) =

cosz en un entorno del punto v = 5. Ewvidentemente, f es derivable con

continuidad hasta el orden que queramos en toda la recta real. Por ello,
tomando cualquier e > 0, resulta que f (x) = cosx es derivable hasta el orden
n=3en [g -5+ 6] y existe la derivada de orden cuatro en (g -5+ 6).
El desarrollo pedido es:

k=0

donde c es un punto intermedio entre 5 y x. Como
f(x) = —senz, f'(z) = —cosz, f”(z) =senz, fIV) (z) =cosz (2.34)

obtenemos:

o (5) = (=3 (5) - () + B ()

~———=—cos(c). (2.35)

™ r—X 4
Sustituyendo por sus valores numéricos: — (x — ) + (x_f) + ( 242) cos (c) .
El término final del desarrollo limitado nos indica el error. En este caso, el

error es igual a
(z—3)°

valor que depende de x y del punto intermedio c. Utilizando la notacion “o
miniscula” podemos escribir:

cos (c) , (2.36)
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Las funciones indefinidamente derivables como las del ejemplo 21 tienen
la peculiaridad de que su “error” puede reducirse tanto como se desee. En
efecto, para conseguir mejores aproximaciones mediante la férmula de Taylor,
bastard tomar un orden mayor de derivaciéon ya que entonces el error, al ser
un infinitésimo de orden superior a (x —a)” se hace cada vez menor. A
continuaciéon damos una tabla con los desarrollos limitados en un entorno de
cero de las principales funciones elementales.

. r  x? x" n
e :1+ﬂ+§+...+ﬁ+o(z’),x€R (2.37)
. r x? n " "
1 Ina)® Ina)"
o =1+ -2y (Ina) - +(na) " +o(z"),a>0,z R, (2.39)
1! 2! n!
ad x® 1 a2 2042
. x2+x4+ +(—1)™ " +0 (22, z€R (2.41)
cost=1——+—+...+(— x x .
20 4 (2n)! ’ ’
3 2a°
t = -+ == R 2.42
an x :zc—|—3+ 15—1—,1‘6 , (2.42)
1
1—:1+x+x2+x3+...+x"+o(x"),mE]R,m;él, (2.43)
-
r? a2 n " n
1n(1+x):x—§+§+...+(—1) H+O(m),x>—1. (2.44)

Los desarrollos limitados admiten ciertas operaciones sencillas. Asi, po-
demos combinarlos mediante sumas, diferencias, productos y cocientes. Tam-
bién tienen cierta utilidad en el cdlculo de limites e integrales.

Ejemplo 22 Vamos a calcular el limite

hmln(l—i—x)—w

z—0 1 — cos (%)

(2.45)

utilizando desarrollos limitados. Para facilitar nuestro trabajo sélo tomare-
mos hasta el orden 3:

2

ln(l—l—w):x—%—ko(m?'), (2.46)

T

cos (5) =1- (3—')2 +o (2" (2.47)
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Sustituimos en 2.45 y queda:

In(l+z)—=z

}:IL% 1 — cos (%) B

Obsérvese que al multiplicar z* por una funcion del tipo o (x3) obtenemos un

infinitésimo del tipo o (x).



Capitulo 3

Resolucion aproximada de
ecuaciones

3.1 Introduccién

En muchas ocasiones, nos encontramos con ecuaciones algebraicas o trascen-
dentes relativamente complicadas que no permiten una solucién exacta, bien
porque no existe férmula adecuada para ello, bien porque no es conveniente la
aplicacién de tal férmula. En tal circunstancia hemos de recurrir a métodos
aproximados.

Ejemplo 23 Sea la ecuacion
? — 22 + 2 —1=0. (3.1)

St tuviera una raiz entera, ésta es divisor del término independiente. Es decir,
—1 o 1. Probamos con estos niimeros pero ninguno es raiz. Concluimos que
las raices no son enteras. Existe una formula para las ecuaciones de tercer
grado (llamada formula de Cardano-Viéta), pero sélo es aplicable cuando
tales ecuaciones tienen la forma x3+px+q = 0. Debemos, pues, transformar
3.1 mediante un cambio de variable. En general, si la ecuacion de tercer grado
es de la forma x3 + az?® + bx +c = 0, el cambio de variable pertinente es:

a
=u— —. 3.2
rT=u 3 (3.2)
En nuestro caso,
2
z=uts, (3.3)

quedando

<u+§)3—2<u+§>2+(u+§)—1:0. (3.4)
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Tras las simplificaciones de rigor, obtenemos

1 25
3 —_ Yy — — =
U= gu= 5 0. (3.5)

La formula de Cardano-Viéta para la ecuacion x3 + px + q es:

sl oq ¢t PP s q¢ ¢ PP
x—\/ 2+ 4+27+\/ 5 4+27, (3.6)

donde hemos de combinar valores complejos en los radicandos para obtener
soluciones. Aplicando 3.6 a 3.5 tenemos:

BN W)Q (-1

La expresion 3.7 ha de simplificarse trabajando con wvalores complejos. Esto
nos impulsa a buscar por otros métodos las raices. Tales métodos no serdn
exactos pero pueden dar un grado razonable de error.

NI
S——
[\

Ejemplo 24 Sea la ecuacion

z* — tan® r = cos® x. (3.8)

El lector coincidird en que se trata de una expresion ciertamente dificil. Aqui
nos vemos obligados a ensayar una solucion aproximada.

Sea la ecuacién
f(z) =0, (3.9)

donde la funcién f estd definida y es continua en cierto intervalo (a,b); en
algunos casos, exigiremos que sea derivable hasta un determinado orden. La
siguiente definicién es de gran importancia préctica.

Definicién 6 (Raices separadas) Una ecuacion de la forma f (x) = 0 tie-
ne raices separadas si para cada una de sus raices existe un entorno que no
contiene otras raices de la ecuacion. Esto es, si & cumple f(§) =0, entonces
existe £ > 0, tal que en el intervalo abierto (§ — €,£ + &) no hay mds raices.

Ejemplo 25 Una ecuacion polinémica

A + ap_ 12"V az+ay =0 (3.10)
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tiene raices separadas. FEn efecto, de acuerdo con el teorema fundamental
del dlgebra, toda ecuacion de grado n con coeficientes complejos tiene exacta-
mente n raices complejas (algunas de las cuales puede estar repetidas). Este
numero finito de raices al “disponerse” sobre la recta real lo han de hacer
necesariamente de forma separada (esto se deduce topoldgicamente pero el
lector puede comprender este hecho de forma intuitiva).

A partir de ahora, suponemos que las ecuaciones 3.9 tienen raices sepa-
radas. El cédlculo aproximado de tales raices tiene dos etapas:

1. separacién de raices, esto es, establecemos los intervalos [a, 3] mds pe-
quenos posibles que contengan una y solamente una raiz de 3.9;

2. mejora de los valores aproximados, es decir, su manipulacién hasta
conseguir el grado requerido de exactitud.

Cada una de estas etapas necesita de ciertas herramientas matemdticas
que iremos exponiendo a lo largo de los parrafos siguientes.

3.2 Separacion de raices

3.2.1 Ubicacidn inicial

Asumiendo que la ecuacién 3.9 tiene raices separadas, podemos ubicarlas en
intervalos haciendo uso del teorema de Bolzano.

Teorema 9 (Bolzano) Sea f una funcion continua en el intervalo [a,b]. Si
es f(a) f(b) <0, entonces existe al menos un punto & que cumple f (§) = 0.

Figura 3.1: Tlustracién del teorema de Bolzano. Obsérvese que la funcién no
es derivable en un par de puntos.
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Ejemplo 26 Sea la ecuacion del ejemplo 23: x* —2x?> + 2 —1 = 0. Ob-
servamos que la funcion f (z) = 3 — 22* +  — 1 es polindmica por lo que
tendrd raices separadas. Evidentemente, f es continua en toda la recta real.
Finalmente, como f(0) = —1 y f(2) = 1, aplicando el teorema de Bolzano
se tiene que existe al menos una raiz en el intervalo (0,2). Pero, shabrd
alguna otra en dicho intervalo?

3.2.2 Refinamiento

La pregunta que dejamos pendiente en el ejemplo anterior puede contestarse
con propiedad en algunos casos.

Teorema 10 Supongamos que la funcion f es deriwable con continuidad en
el intervalo (a,b) y que f (a) f (b) < 0. Si el signo de f' permanece constante
en (a,b), entonces existe una tinica solucion de f (x) =0 en dicho intervalo.

Prueba. Como f es derivable en (a,b) también es continua y podemos
aplicar el teorema de Bolzano. Esto nos asegura que existe al menos una raiz
en (a,b). Por otro lado, la continuidad de f’ y su constancia de signo nos
indican que la funcién es estrictamente creciente o estrictamente decreciente
en (a,b). De esta manera, si la grafica de f corta el eje de abscisas (es decir,
si f tiene raiz) lo hace una séla vez. B

Ejemplo 27 Retomamos la funcion f (z) = 2* — 22*> + z — 1. Su derivada
es:

f'(z) =32% — 4z + 1. (3.11)

Sabemos por el ejemplo 26 que f tiene una raiz en el intervalo (0,2). La
derivada es también continua y se anula para

1
:L‘:§,:L‘:1 (3.12)

Esto nos permite estudiar su signo en los intervalos delimitados por este par

de nimeros:
(=00,5) (5:1)  (1,400)
/>0 ff<0 f >0
Observamos que el signo no se mantiene constante en el intervalo (0,1).
Ahora bien, si elegimos el intervalo (1,2), tenemos que f (1) f(2) < 0 y la
derivada tiene signo constante en tal intervalo. Esto nos garantiza que existe
una unica raiz entre 1 y 2. Pero, jexiste alguna otra raiz en otro intervalo?
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3.2.3 Metodologia general

Vamos a dar un método general de separacién de las raices de una funcién
continua que tiene una especial relevancia para las ecuaciones polinémicas.
Este método consta de los siguientes pasos:

1. establecemos los signos de f en los extremos de su dominio. Si tal
dominio es un intervalo ilimitado, entonces tomamos limites laterales
seglin proceda;

2. elegimos una coleccioén finita aq < as <, ... < ay de puntos del dominio
de f y evaluamos el signo de f en tales puntos;

3. si resulta que f (ag) f (axy1) < 0, marcamos el intervalo (ag, agi1):

4. dividimos el intervalo marcado (ag, 1) por la mitad y evaluamos de
nuevo el signo de f en los subintervalos obtenidos;

5. volvemos al paso 3.

Es claro que este algoritmo no tiene “cierre”. En efecto, podemos encon-
trarnos metidos en un bucle al pasar de 3 a 4. En la practica, la informacién
adicional que se nos da sobre f permite obviar esta dificultad (por ejemplo,
si sabemos que f es una funcién polinémica). Asi, si f' es continua en el
dominio de f y podemos calcular facilmente las soluciones de

f(x) =0, (3.13)

bastard tomar los signos de f en los puntos extremos y en las soluciones de
3.13.

Ejemplo 28 Aplicamos esta metodologia a la ecuacion x® —2z*+x—1 = 0.
Su derivada ya la hemos calculado en el ejemplo 27 y es:

f'(x) =32 — 4w +1 (3.14)

con raicest =1, %, que dividen a la recta real en los intervalos (—oo 1) , (1 1) , (1, 400).

)3 3

Estudiamos el signo de la funcion en los extremos de estos intervalos:

lim f(z)= lim 2* - 22 +2—1= —00 <0, (3.15)

T——00 T——00

1 1\?* 1\? 1 23
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f)=1-2.1"+1-1=-1<0, (3.17)
lirJrn f(x)= lirJrn 2 — 22+ — 1= +o00 > 0. (3.18)

Esto nos indica que sélo hay una raiz real en el intervalo (1,400). En par-
ticular, tal raiz se halla en el intervalo (1,2) (como vimos en el ejemplo 27).

Figura 3.2: Parte de la grifica de la funcién f (z) = 23 — 222 + x — 1.

3.3 Primeros métodos de resoluciéon

3.3.1 Meétodos graficos

Sea la ecuacién f (z) = 0. Si conocemos la representacion gréfica de la fun-
cién f (z), podemos obtener de manera aproximada las raices de tal ecuacién
observando los puntos de corte de la grifica de f con el eje de abscisas. En
muchas ocasiones, la representacién de f es dificil por lo que el método es
impracticable. Una salida que se aplica en estos casos es obtener una forma
equivalente de f (z) = 0 como igualdad de dos funciones de facil representa-
cién:

fx) =0 y(x)=9¢(x). (3.19)

Las raices de la ecuacién son ahora los puntos de corte entre las gréficas de

v(2)y ¢ (x).
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Ejemplo 29 Sea la ecuacion x3 —2x? +x —1 = 0. Su representacion grdfica
se muestra en la figura 3.2 y nos indica la posicion de su unica raiz real
entre 1 y 2. St no queremos o no podemos representar tal funcion, es factible
escribir la ecuacion en la forma

¥ =227 —x + 1. (3.20)

De esta manera, la solucion se encuentra en la interseccion de las curvas
v(z) = 23 y ¢ () = 22% — x + 1, cuya representacion se nos antoja mds
sencilla.

El método gréfico suele emplearse para delimitar el intervalo donde se
encuentran las raices y no resulta practico para evaluarlas con detalle.

3.3.2 Meétodo de biseccidén

Supongamos una ecuacién f (z) = 0, donde la funcién f es continua en [a, b]
y f(a) f(b) < 0y sélo tiene una raiz en dicho intervalo. Para hallarla,
podemos dividirlo en dos subintervalos por la mitad. Esto es:

a+b a+b
= a0 j= bl . 21
05| o= 55 (321)

Sif (“TH’) = (, entonces el punto medio es una raiz de la ecuacién. Si no es
asi, elegimos la mitad I o J donde el signo de f sea distinto en sus extremos
y llamamos I; a esa mitad. El nuevo intervalo I; se divide por la mitad y se
vuelve a aplicar el mismo proceso. Obtenemos asi una sucesiéon de intervalos

I,, = [an, by,] cuyos extremos verifican:

f(bn) f (an) <0, (3.22)
y sus longitudes:
1
by, — a, = on (b—a), (3.23)

es decir, la longitud de cada uno de ellos es la mitad de la del anterior. La
sucesion (a,,) de los extremos izquierdos de los intervalos I,, es monétona
no decreciente y la sucesién de los extremos derechos (b,,) es monétona no
creciente. Ambas estdn acotadas por lo que tienen limite y resulta de 3.23
que

1
lim (b, — a;,) = lim on (b—a)=0. (3.24)
Luego ambas sucesiones tienen un limite comiin:

lima, = limb, =¢. (3.25)
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Finalmente, como f es continua conservara las operaciones de paso al limite
y se tiene que

lim £ (b) f (@) = f (ima, ) f (limba) = £(6) F(6) = F(&)°. (3:26)
Como es 3.22 entonces
lim J (b,) f (a) = £ (€)* <0, (3.27)

de donde f (&) = 0. Esto significa que el limite comtin de los extremos es la
rafz buscada. Por otro lado, igualdad 3.23 nos permite acotar el error. En
efecto, como
a, < & < by, (3.28)
se tiene que
1
O<§—an<bn—an:%(b—a). (3.29)
Asi, tomando el extremo izquierdo a,, del subintervalo I,, como valor aproxi-
mado, cometemos un error inferior a 55 (b — a).
(insertar imagen de la subdivisién de intervalos)

Ejemplo 30 Vamos a utilizar el método de biseccion para hallar la inica
raiz real de la ecuacion z* — 22> + x — 1 = 0 en el intervalo (1,2) con
un error inferior a la milésima. En primer lugar, calculamos el nimero de
subdivisiones que debemos hacer utilizando 3.29:

1 1
O<§—an<2—n(2—1):2—n<0.001. (3.30)
La inecuacion resultante: .
on < 0.001 (3.31)

tiene facil solucion

1 1
on < 000l =2"> — =2"> 1000 = nln2 > In 1000 =

0.001

In1

nl 000 1, > 9.9658. (3.32)
n

Debemos efectuar un total de diez divisiones. Comenzamos:

I (1%) J= 62) | (3.33)
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Como f(1) f(3) >0y f(3) f(2) <0, la raiz se debe hallar en el subinter-
valo I = I;. De nuevo, dividimos el intervalo I, en dos subintervalos:

L= (gg) , M= G,z) . (3.34)

Resulta que f(2) f (%) > 0 pero f(I)f(2) < 0. Asi debemos tomar el

subintervalo M = Is. Dejamos al lector que continue.

En el método de biseccién precisa de un gran niimero de iteraciones para
conseguir una exactitud razonable (ver el ejemplo 30). En la préctica, sélo
se usa si queremos una primera aproximacién con un método simple.

3.3.3 Meétodo de las secantes (cuerdas)

Supongamos como en la subseccién anterior, una ecuacién f (z) = 0, donde
la funcién f es continua en [a,b] y f (a) f (b) < 0, con una unica raiz en dicho
intervalo. Si sustituimos la curva por una recta que una los extremos f (a)
y f(b) y buscamos el punto de corte z; de la recta con el eje de abscisas,
conseguiremos una aproximacion de la rafz. Esta aproximacién puede usarse
para dibujar una nueva recta uno de cuyos puntos es (z1, f (z1)) y el otro se
determina de acuerdo con la forma general de la curva. En esta nueva recta
se busca el punto de corte x5 con el eje de abscisas y se toma como nueva
aproximacién. El lector observard que si no se eligen adecuadamente los dos
puntos de la recta, la iteracién no tiene por qué converger a la rafz.

)

/(@) %//H | b

Figura 3.3: La recta corta al eje de abscisas en un punto z; préximo a la
raiz.

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos (a, f (a)) y (b, f (b)) en
la forma punto-pendiente es:

y—[fla)= (z—a). (3.35)
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/() %l )22/

76) b

Figura 3.4: El punto de corte x5 se aleja de la raiz al tomar el punto equivo-
cado para construir la recta.

Haciendo y = 0, obtenemos el punto z; de corte con el eje x:

0—f(a) = W(x—a)ix—a:—f(a)b_—ai
b—a

f(b) = f(a)
Daremos un método que asegura la convergencia del proceso, sin més que
hacer algunas hipétesis adicionales:

1. Si f(a) >0, f(b) <0y f"(z) > 0, para todo = € [a,b] (convexa),
entonces tomamos g = b y el extremo a lo dejamos fijo. Las sucesivas
iteraciones tienen la forma:

= z=a— f(a) (3.36)

— f (@) r —a
S [T e 1T R

La sucesién obtenida, (x,,) es monétona decreciente acotada por lo que
tiene limite «, verificando @ < o < b y éste es la raiz. En efecto,
sabemos que existe una tnica raiz € en (a,b). Pasando al limite 3.37 se

(3.37)

(3.38)

tiene:
e — (e @)
o = i (5~ 7 o 0)) =
i = limz, — f(limna;n) imax, —a
D 1 e By 7
weg @)y fla)
= o) —f@ 7 o -y V=0

= Como a < a, entonces f (a) = 0.
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Al ser tnica la raiz en (a,b) y cumplir f (a) = 0, se deduce que « es
dicha raiz.

o
o

S
N~

L O~ —

Figura 3.5: Ilustracién del caso 1.

2. Si f(a) <0, f(b) >0y f’"(x) > 0 para todo z € [a,b] (de nuevo

convexa), entonces tomamos zy = a y el extremo b lo dejamos fijo. Las
iteraciones son ahora

[ (zn) o
—f ) — f (o) (b—x,). (3.39)

Tntl = Tp —

La sucesién (z,,) es monétona creciente y converge a la rafz. La demos-
tracién de este aserto es similar a la efectuada para el caso 1.

Figura 3.6: Ilustracién del caso 2.
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Si la funcién f (x) tiene segunda derivada f” (z) < 0 (céncava), bastard
tomar la ecuacién —f (z) = 0, la cual es equivalente a f (z) = 0. Entonces,
—f (x) es convexa y podemos utilizar 1 o 2.

Para determinar el error en los supuestos 1 y 2, haremos uso de la férmula:

|z, — x5 1| < e. (3.40)

Es decir, si queremos un error menor que ¢, bastard tomar n iteraciones de
manera que la distancia entre x,, y x,, 1 sea menor que €.

Ejemplo 31 Vamos a utilizar el método de las secantes para hallar la tinica
raiz real de la ecuacion x® —2z*+x—1 =0 en el intervalo (1,2) con un error
inferior a la milésima. Como f (1) <0, f(2) >0y f"(z) =6x—4 > 0 para
todo x € [1,2], aplicaremos el supuesto 2, con xg =1 y el extremo b =2 fijo.
En consecuencia, resulta la tabla:

Tn, f (zn) Tppl = Ty, — % (b— )

1 -1 —l-t502-1)=-15

1.5 -10.875 —15— =0 (2 (=1.5)) = 1.6923
1.6923 -0.188915 1.6923 — =3 5oy (2 — 1.6923) = 1.7412
1.7412  -0.434240 1.7412 — % (2 —1.7412) = 1.8196
1.8196  0.222305 1.8196 — 7222235 (2 — 1.8196) = 1.768
1.768  0.042808 1.768 — {20258 (2 — 1.768) = 1.7576
17576 0.008788  1.7576 — {20808 (2 — 1.7576) = 1.7555
1.7555  0.002004  1.7555 — {2020 (2 — 1.7555) = 1.755
1755 0.000393  1.755 — 7208088 (2 — 1.755) = 1.7549
1.7549  0.000071  1.7549 — {2090 (2 — 1.7549) = 1.7549

Hemos de decir que en esta tabla se ha redondeado y esto ha perjudicado la
convergencia. Observamos que, a medida que avanzamos en las iteraciones,
se obtienen valores decimales comunes. Cuando consequimos cuatro decima-
les iguales de una fila a otra, podemos afirmar que el valor obtenido tiene un
error inferior a una milésima respecto a la verdadera raiz. En nuestro caso
es

x5 = 1.7549. (3.41)

Recordemos que en el método de las bisecciones habia que efectuar un total de
diez bisecciones, mientras que en este método hemos tenido que hacer ocho
iteraciones. Ciertamente, la ganancia no es mucha (aunque esta conclusion
no es generalizable).

3.3.4 Meétodo de Newton (tangentes)

Si en lugar de utilizar secantes para hallar puntos de corte que aproximen
a la rafz buscada, utilizamos tangentes, la aproximacién suele ser mucho
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mds répida y efectiva. El método de Newton hace uso de esta idea. Sea
f :]a,b] — R, continua y derivable en su dominio, y sea f (a) f (b) < 0.
Suponemos que f () = 0 tiene raiz £ tinica en el intervalo cerrado y que f’ (x)
y f” (x) conservan los signos en dicho intervalo. Si z,, es una aproximacién de
la raiz £, podemos mejorarla considerando el corte de la recta tangente a la
curva en (x,, f (z,)) con el eje de abscisas. La ecuacién de la recta tangente
en dicho punto es:

y— [ (@n) = f'(zn) (x — 2n). (3.42)

Por lo que su punto de corte x,1 con el eje = es:

0— f(zn) = [ (x) (Tpy1 — Tp) = Tpy1 = Ty, — (3.43)

|

Figura 3.7: Las tangentes tienen puntos de corte cada vez méds préximos a
la raiz.

También, como en el caso anterior, para conseguir que la convergencia
sea posible, es necesario exigir ciertas condiciones previas. Si no se hace asf,
se corre el riesgo de tomar iteraciones con valores cada vez mds alejados de
la rafz.

Teorema 11 Supongamos que f es una funcion continua en [a,b] y que
f(a)f(b) <0, con una tnica raiz en [a,b]. Las derivadas f'(z) y " (z)
existen, no son nulas y conservan el signo en dicho intervalo'. Entonces
partiendo, de un punto xo de [a,b] que cumpla f(xg) f" (xo) > 0 (es decir,
que tenga el mismo signo que su sequnda derivada) se consigue con 3.43 el
cdlculo de la raiz inica con cualquier grado de exactitud.

!La primera y la segunda derivada no tienen por qué tener el mismo signo, sélo se les
exige que conserven el que tengan en el intervalo.
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Ejemplo 32 Vamos a utilizar el método de Newton para hallar la inica
raiz real de la ecuacion z® — 22* +x — 1 = 0 en el intervalo (1,2) con un
error inferior a la milésima. Sabemos que f (1) < 0, f(2) > 0, f'(z) =
322 —4x +1 > 0y f"(x) = 62 —4 > 0. FEs decir, podemos aplicar sin
problemas el método de Newton y tomar un punto inicial xog que tenga imagen
con el mismo signo que la sequnda derivada. En este caso xo = 2. Pasamos
los resultados a una tabla

R S o B A
2 1 5 2-1=1.38
1.8 0.152 3.52 1.8 — %22 — 1.7568

17568 0.0062005 3.2318387 1.7568 — % =1.7549

1.7549 0.0000719 3.2194220 1.7549 — 3;g§g§;§§ = 1.7549
Obtenemos estabilidad en cuatro decimales al cabo de solo tres iteraciones.
Comprobamos que x3 = 1.7549 es el valor aproximado de la raiz con un error
menor que una milésima. Esto nos muestra la rdapida convergencia del método

de Newton en relacion a los anteriores.

Algunos supuestos mas sobre el comportamiento de la funcién nos concluir
que tiene raiz tnica y tomar cualquier punto inicial zy en 3.43.

Teorema 12 Supongamos que f es una funcion con derivada sequnda con-
tinua en [a,b] y que f (a) f (b) < 0. Ademads, la derivada f' (x) es no nula en
dicho intervalo, f" (x) no cambia de signo y el mdximo de los dos valores

fla)| | f(®)
fra) |1 (b)
es menor o iqual que la longitud b — a del intervalo. FEntonces existe una
dnica raiz de f(x) = 0 en [a,b] y ésta se consigue con 3.43 para cualquier
punto o de [a, b].

(3.44)

Y

3.4 Métodos de iteracion

3.4.1 Introduccién

El procedimiento de iteracién merece una seccién aparte por su gran impor-
tancia. Se trata de uno de los métodos mds inmediatamente implementables
en ordenador y sus fundamentos tocan algunos temas matematicos de gran
trascendencia. En los pédrrafos siguientes esbozamos este método.

Sea f (z) = 0 una ecuacién, donde f (z) es continua. Se desea determinar
sus raices reales. Para ello, sustituimos la expresién f (x) por otra equivalente
de la forma

¢ (z) =z (3.45)
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Utilizando cualquier procedimiento estimamos un valor xy aproximado de la
raiz y calculamos ¢ (z9) = 1. El nuevo valor se sustituye en ¢ (x) para dar
¢ (1) = x5 y asi sucesivamente. Esto nos permite construir una sucesién

Ty = ¢ (Tp_1). (3.46)

Dando por supuesto que ¢ () es continua y que la sucesién (x,,) es conver-
gente a un punto «, se tiene

limz, = ¢ (lim wn_l) =a=¢(a). (3.47)
En consecuencia, « verifica 3.45 y es una raiz de f (z) = 0.

Ejemplo 33 La ecuacion z® — 22> +x — 1 = 0 puede ponerse en forma
equivalente como
=142z — 1% (3.48)

donde ¢ (x) = 14222 —23 es una funcion continua. Grificamente, la ecuacion
3.48 se resuelve buscando los puntos de interseccion de la recta y = x con la
curva ¢ () = 1+ 22% — 23.

3.4.2 Teoremas de convergencia

Para garantizar la convergencia del método es necesario exigir ciertas condi-
ciones a la funcién ¢ ().

Teorema 13 Sea ¢ (z) una funcion real de variable real definida en [a,b].
Supongamos que sus valores también pertenecen a [a,b] y que existe 0 < L < 1
tal que

0 (z) = (y)l < Llz—yl, (3.49)

para todo x e y pertenecientes a [a,b]. Entonces existe una tnica raiz de
x = ¢ (x) que se obtiene como limite de la sucesion x,, = ¢ (x,_1), partiendo
de cualquier punto inictal xog en el intervalo.

En la préctica, si la funcién ¢ (x) es derivable con continuidad, podemos
utilizar la derivada para dar una condicién ligeramente mas manejable.

Teorema 14 Sea ¢ (x) una funcion real de variable real definida y derivable
con continuidad en [a,b] y cuyos valores también estin en [a,b]. Si la existe
un nimero positivo p, menor que uno, tal que

|¢' ()| < p, para todo z € [a,b], (3.50)
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entonces el proceso de iteracion

Ty = ¢ (Tp_1) (3.51)

converge independientemente del valor inicial xg € [a,b] y su limite es la
dnica raiz de la ecuacion © = ¢ (x) en el intervalo [a, b].

El teorema anterior sigue siendo vélido si en lugar de considerar un inter-
valo cerrado, consideramos toda la recta real. Observamos también que en
las condiciones del teorema, el método es autocorrector ya que no depende
del valor inicial tomado en el intervalo. Asi, un error individual en los calcu-
los que no esté por encima de los limites del intervalo no afecta al valor final
(aunque sf al niimero de iteraciones) pues puede considerarse como un nuevo
punto inicial.

Por otro lado, cabe senalar que, al contrario de lo que ocurre los métodos
de la secante y de Newton, la estabilidad en el mimero de decimales obtenidos
no garantiza en todos los casos que tales decimales sean exactos.

Ejemplo 34 Sea la ecuacion x* —22*> +x — 1 =0 en la forma
r=1+22%— 1% (3.52)

La funcion ¢ (z) = 1+ 22? — 2% es continua y derivable en toda la recta real.
Su deriwada es:
¢ (r) = 4z — 32°. (3.53)

Desafortunadamente, esta derivada no estd acotada en toda la recta real por
lo que habremos de buscar un intervalo cerrado [a,b] para el que la imagen
de ¢ (x) se encuentre también en dicho intervalo y la derivada esté acotada
con un ndmero positivo menor que la unidad. Una tnspeccion la derivada nos
ayuda a encontrar tal intervalo. En efecto, en el teorema se hace la hipdtesis
de acotacion del valor absoluto de la derivada por un nimero menor que uno.
Como ¢' (x) = 4z — 322 es una pardbola, su representacion es sencilla

La derivada es sélo menor que uno en valor absoluto si tomamos x entre,
aproximadamente, —0.25 y 1.50. Sin embargo, para este intervalo la funcion
¢ (x) no tiene imagenes dentro del mismo ya que, por ejemplo ¢ (1) = 2.

En consecuencia, no hallaremos un intervalo adecuado donde el valor
wmiactal To no tenga importancia.

Si sabemos que existe una tnica rafz en un intervalo y tomamos una
aproximacién inicial adecuada, el método de iteracién nos llevara a obtener
la raifz.
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Figura 3.8: Gréfica de la derivada de y = 1 + 222 — 23,

Teorema 15 Si eziste una raiz £ de © = ¢ (x) en el intervalo [a,b], en el
cual ¢ tiene derivada continua y verifica |¢' (€)] < 1, entonces es posible
encontrar un valor inicial xq, suficientemente prozimo a &, para el que la
sucesion recurrente T, = ¢ (.%‘n_l) converge a la raiz.

Gréficamente, esto significa que si la pendiente de la tangente a la curva el
punto con abscisa igual a la raiz tiene una “pequena’ inclinacién (entre -1 y
1), entonces acercdndonos lo suficiente podemos conseguir una convergencia
por iteraciones. En este caso, se puede utilizar la expresion

pa, donde ¢ es el error prefijado, (3.54)

para ver el nimero de iteraciones necesarias para dar una aproximacién con

un error menor o igual que . Asi, cuando dos aproximaciones coinciden
1— L1 . . .2

dentro del margen dado por Tpa, la tdltima aproximacion es la adecuda.

Ejemplo 35 Retomamos la ecuacion 3 — 2x* +x — 1 = 0 y la equivalente
x = 14222 —23 del ejemplo 34. Sabemos que tiene una tinica raiz entre 1 y 2.
También sabemos que su derivada es menor que uno en valor absoluto entre,
aproximadamente, —0.25 y 1.50. St afinamos un poco el intervalo inicial,
podemos tomar el intervalo [0, 1.50], pero para dicho intervalo no hay cambio
de signo en la funcion original y = x* — 22> + x — 1, luego en él no se halla
la raiz (cosa que ya sabemos pues la hemos calculado por otros métodos).
En definitiva, tampoco podemos aplicar a este ejemplo el teorema 15. ;Qué
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Figura 3.9: Parte de la gréfica de y = 1 + 22? — 3.

pasard st tomamos un valor inicial como xog = 17. La tabla siguiente nos da
la respuesta.

Tn ¢ (Tn)

1 2

2 1

1 2
Obtenemos un ciclo entre 1 y 2. Probemos con xg = 1.5.
1.5 2.125

2.125 0.435546875

0.435546875 1.296778448

1.296778448 2.182561512

No observamos ninguna estabilidad. En resumen, este método no es apli-
cable para la ecuacion polindmica.

En general, para las ecuaciones polinémicas son preferibles otros métodos
distintos al de iteracién (los ejemplos anteriores nos muestran el por qué). Sin
embargo, para las ecuaciones trascendentes este método se revela bastante
eficiente.

Ejemplo 36 Vamos a hallar las raices de la ecuacion x — senx = 0.25 con
tres decimales exactos. Primero escribimos

x —senx — 0.25 = 0. (3.55)
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A continuacion, usamos la metodologia de 3.2.3 para separar las raices. Co-
mo la derivada es:

f'(z) =1—cosz, (3.56)
tenemos que

1 —cosx=0=cosz=1=x=knr, donde k € Z. (3.57)

La infinidad de puntos criticos de primera especie que hemos obtenido da
lugar a una infinidad de intervalos de la forma

(km,(k+ 1)), donde k € Z. (3.58)
Calculamos los signos de f () en los extremos de cada intervalo:

f(km) = km—sen(km)—0.25 = kr — 0.25, (3.59)
f((k+1)m) = (E+1)m—sen((k+1)7)—0.25=(k+1)7 —0.25.

St es k =0, tenemos una variacion de signo:

F(0) = —0.25,
f(m) = m—0.25=28916. (3.60)

Sik >0 o0k <0 entonces no hay variacion de signo. Asi pues, tendremos
una unica raiz en el intervalo (0,m). Mejoramos esta raiz utilizando el método
de biseccion. Para ello, dividimos el intervalo en dos subintervalos mitad:

I= (o, g) J = (gw) . (3.61)

Como resulta que:
Fof(
escogemos el subintervalo (O,
e 0 (53
F0) f (Z) > 0, f (g) f (g) <0. (3.63)

2.

) <0, f (g) f(x) >0, (3.62)

). Aplicamos de nuevo la biseccion:

vlE N

La raiz se encuentra en el intervalo (%, g) . Sequimos con una biseccion mas

v (G3) (5
f (g) f (%T) < 0.f (%T) f (g) > 0. (3.64)

2Esto lo hacemos con el fin de conseguir un intervalo pequefio donde la derivada esté
acotada por un nimero menor que uno.
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Escogemos el subintervalo M = (%, %r) y terminamos aqui la biseccion y
pasamos a estudiar la acotacion de f'(x) en este intervalo con el fin de
aplicar el teorema 15. Escribimos la ecuacion en la forma equivalente:

x =senx + 0.25. (3.65)

Tomamos

¢ (x) =senz + 0.25. (3.66)

La derivada es ¢' (z) = cosz y estd acotada por un valor menor que uno en
el intervalo (%, ‘%r) En concreto,

@) <p=Y2 <1

5 (3.67)

FEsto significa que si & es la raiz en dicho intervalo, verifica |¢/ (§)] < 1 y
podemos aplicar el teorema 15. Usaremos el valor rqg = 7 como primera
iteracion y para saber el nimero de iteraciones empleamos 3.54.

V2
2

- (%)
———-0.001 = 0.0004 1421.
(%)
2
Esto significa que detendremos el algoritmo cuando coincidan 5 cifras signi-
ficativas

(3.68)

Tn, ¢ (xn)
T .9571067810
0.9571067810 1.0675258823

1.067528823
1.126011355
1.152703205
1.168339637
1.170101535
1.170790207
1.171058611

El valor aprozimado de la raiz es € = 1.171.

1.126011355
1.152703205
1.163864829
1.170101535
1.170790207
1.171058611
1.171163101



