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EL PROBLEMA DE LOSMOMENTOS.

FUNCIONES DE REPARTICION Y SUSMOMENTOS.

Son conocidos por la mecanica raciond los conceptos de momento estético y
de momento de inercia de un dgema de masas, aqui nos limitaremos a condderar
mesa didribuidas sobre una recta (ge “X’) y los momentos respecto a un  punto
fijado de éta (origen). Entonces, paa un ddema finito 0 numerdble de masss
(postivas)  pi, pe,... concentradas en los puntos de abscisas x1, X2,... LOS momentos

antes mencionados son dados respectivamente por lasférmulas

_3 -
m = a P, X m, = a P, X
i=1 i=1
De forma naturd, = extienden los momentos hesta de orden “n”, definido

por:

1] m=8 pX n=012,...

i=1
S las masas on didribuidas de modo continuo, con una densdad f (x) 3 0,

[11] toma laforma

¥
[1.2] m, = oOx"f(x)dx n=012,...
-y

Haciendo uso de la integrd de Stidtjes, las formulas [11] y [1.2] se unifican

introduciendo la llamada funcidn de repaticion F(X) la cud expresa, paa cadax, la
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mesa didribuida en d intervao ( ¥,x] y < obtiene como expresdn dd momentom),

la 9guiente expreson:
¥

[13] m, = OX"dF(x) n=0212,...
-¥

Sempre s condderan didribuciones de masas podtivas de modo que todo
sus momentos [13] tengan vdor finito; en paticular sera finita la mesa totd

¥

distribuida, porque esigud d momentom,: m, = (pF () > 0.
-¥

Es evidente que la funcidn de repaticdon F(X) resulta no negativa, no
decreciente y acotada; mésprecisamentesetienequexlg_rl F(x)=0; XIgg F(X)=m,.

Cada funcion que goce de estas propiedades s puede pensar como una
funcion de reparticion de una distribucion de masas positivas.

La expreson [L3] se reduce a [11] § la F(X) es una funcién escdera con

dtopi, p,... enlospuntos Xg, Xz,....

P4

TP P, P

X1 X2 X3 X

Y s reduce a la [1.2], § F(X) es dsolutamente continua, resultando en ta

casn f(x):?j—F.
X
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Es oportuno tomar en condderacion agudlas didribuciones condituidas por
masas p, pe,... concentrada en un nimero finito de puntos digintos X, Xo,... para éstas

la funcidén de reparticion es una funcion escaera con N sdtos. Ademds, fijados sobre
d de X, N intervalos @,.b,)@,b,)....(a,.b,)
con a,<b,<a,<b,<..a,<b,. Tendremos también ocasdn paa condderar

aqudla paticular funcion de repaticion absolutamente continua F(X) la cud tiene
densdad correspondiente f(x)=c(;—F=1 en todos los intervalos fijados y cero en
X

otro lugar.

ar b d; b d; b N

y=F(x)

Diremos que la denddad f(x) es una funcidn rectangular de orden N, con los

extremosizquierdos a,,a.,,...,a , y losextremosderechos b, , b, ,...,b, .
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EL PROBLEMA DE LOSMOMENTOS.

En este problema s estudian dos grandes argumentos. El primero etudia  las
propiedades de la sucesidn de los momentos y, examina bgo cudes condiciones, una
adgnada suceson de nimeros redesmy,,m,m,..., puede s aguela de los
momentos de una funcion de reparticion  F(x).

El ssgundo agumento esudia S la suceson my,m,m,... es gota para

determinar a F(X).

Estos dos argumentos congtituyen e Ilamado problema de los momentos.
S dedos los nimerosm,, m,m, ..., exige una sola F(X) que los tenga como
momentos, € problema se dice que es determinado; § exisen mas funciones F(x),con

los momentos M, m, m, ... d problema se dice indeterminado.

Acarca de la indeterminacion, ocurre una observacion. S una funcion de
repaticion F(X), tiene nulo todos sus momentos, entonces es F(x) = 0. Basta mas
bien pedir m, =0 paa conduir F(X) =0. De aora en addante supondremos
semprem, >0.

S dos funciones de repaticion F (X),F,(X) tienen los mismos momentos y
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¥ ¥
OX'dR() =0 y O'dR(¥ =0 n=012...
-¥ -¥

Sedgueque @(“d[Fl(x) - F, (x)] =0

De agqui no podemos concluir que F,(x)- F,(X) =0 ya que la diferencia de
las funciones de reparticion en generd no es una funcién de repaticion, pero S es

unafuncidn de variacion acotada

Para poner en evidencia la poshilidad de indeterminacion en d problema de
los momentos, bagtara citar un gemplo de una funcidén a variacion acotada que tenga

todo los momentos nulos. Este gemplo lo dio Stidtjes con lafuncidn:

0 Xx£EO
F(x)= <

X
\ C‘f“ﬁseni‘/;dx, x>0
0

Una demodracion d gemplo de Sidtjes

Nos proponemos demostrar que:

¥
G(ne-ﬂ%nf{/;dxzo n:0,1,2,...
0
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Hagamos x =t* y laintegra (1) se tranformaen:

¥
6‘“‘*36" sentdt =0 n=012,...

0
Consderemos la fundén f (2) = z*™e *)2. Eda funcién es anditica en todo

C y podemos gplicar € teorema de Cauchy en todo camino cerrado.

SeaD=}zT C/ |4<r, 0£Argz£%§
|

\ 4 Z:|’><eij

Por d teorema de Cauchy setiene:

@4n+36— 1-i)z dZ - o

D
y eda integrd esequivdentea
r % ) 0
64n+3e— (1—i)tdt + d. 4n+3ei(4n+3)j e (1-iyre r eij |dJ + 64n+3t4n+3e— (1-i)itidt =0
0 [o] r
Smplificando se reduce &
r 'R

64n+3e-t (eit . e it)dt +ir 4 E\ﬁi(4n+4)j er (cosj +senj }+ir (cosj - senj )dj

0 0
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Teniendo en cuentaque O £ ] E% setieneque

L2

I
2 2

ir 4n+4 @(4n+4)j e»r(cosj +senj Mir (cog - senj )dJ £r 4n+4e—r &(4n+4)j d] |£ r 4n+4e—r %
0 0

Y por lo tanto, setiene:

¥64n+3e—t (eit _ e—it)dt =0

0

Y de ahi s2 conduye que

¥

O sen(t)dt =0 n=012,... l.g.0.d.

0
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SENALESHISTORICAS SOBRE EL PROBLEMA DE LOSMOMENTOS,

Se puede decir que d problema de los momentos nacid con una désica
memoria de T.J. Stdtjes, titulada “Recherches sur les fractions Continues’ publicada
en 189495 en los andes de la Facultad de Ciencias de Toulouse, en esta memoria
Sidtjes determina una funcion de repaticion F(x), nula parax <0, que satisface las

infinitas ecuacionesintegrales.
¥

m, = Ox"dF (x) n=031,...
0

En esta memoria gparece por primera vez € concepto de integrd bgo la forma
gue hoy en dia s conoce como integrd de Stidtjes En 1920-21, publican la obra
titulada “Veber ene Erwa Teung des Stidties Schem Momentproblems’. Luego

publican Nevanlinna, Riesz, Carleman, Hausdorff, etc...

JA. Shohat y JD. Tamakin, publicen en 1943 en AM.S. una memoria
titulada “The problem of moments’ y todos los estudios modernos paten de eda

memoria
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EL PROBLEMA DE HAMBURGUER.

Adgnado[1.2] con m, > 0,m, m,... seformaun determinante:

[21] Dn - rq nE rn;ﬁl n= O,l
m My oo My

Entonces, una condicion necesria y suficiente es que exisa d menos una
fundon de repaticion F(X) que verifique [1.2] y que la suceson D,,D,,D,,...,D,,...

satisfaga las dos condiciones Sguientes:

A. Seaformada por nimeros postivos.

B. ExigaunenteroN >0,td que D, >0,D, >0,...,D,,>0,D,=D,,, =...=0,

En d cao A d problema puede s determinado o indeterminedo, pero entre
todas sus soluciones no hay ninguna funcidn de escdera con un nimero finito de
«tos En d cao B € problema es determinado y su Unica solucion es una funcion

deescaleracon N satos.

EL PROBLEMA DE STIELTJES.
Condderemos las infinitas ecuaciones integrales:
¥

[22] m,= (‘j(”dF(x), n=012..., a

a

p>2)

Tomando como base [2.1] se obtiene d determinante de Stidtjes.
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1 a a® .. a"
m m m .. m
23] D,/)=fm m m .. m,,
m., m ... ... M,

Una condicion necesyia y aUficente paa que exiga una funcion de

reparticion F(X) nulapara X < a y que verifique[2.2] es que las dos sucesiones

Do.Dy...., Dy....
D,',D," . D,",....,D,",...

Satisfagan las dos propiedades Sguientes:
A. Egénformadas por nimeros positivos.
B. Exiga N >0 td que

D, >0,D, >0,...,D, ,>0;D,=D,,, =...=0
D,'>0,D,'>0,...,D,'>0;D",,;=... =0

En d caso A d problema puede ser indeterminado, pero entre todas sus
soluciones no hay ninguna funcién a ecdera con un nimero finito de sdtos En €
ca0 B d problema es determinado y su Unica solucion es una funcion a escaera con

N sdtos.
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EL PROBLEMA DE HAUSDORFF.

Condderemos las infinitas ecuaciones integrales:
b

[24]  dF(X) = m, n=041,... [abl A].

a

Conjuntamente con los determinantes D, y D', se define:

1 b b?> ... b"
m m .. .. m
25 D' =(C-D'"'m m, .. ... m,
M. M o My

Una condicion necesria y suficiente para que exida una y solo una funcion
de repaticion F(X) nula paax < a, condante (: m)) paa x>b y que verifique

[2.4] y que |as tres sucesiones:

D,,D,,D,,...,D,,...
D,,D,,...,D,,...
D,,D,,...,D,,...

Es que satisfagan las siguientes propiedades.
A. Sean postives.

B. Exige N >0 td que
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D, >0,D, >0,...,D,,>0D, =D, ,=D,,=...=0
D, >0,...,D,,>0;D =D, =D, =...=
D, >0,..,D.,>0D, =D, =D, =.

Edte problema es sempre determinado por & conocido Teoremade Lerch.

TEOREMA DE LERCH. (T.1)

b

Seaf(x)1 C’la,b] ; ¢x"f(x)dx=0 ,n=012.. b f(x)=0
"x1 [a,b]
Demaostracion: Supongamos que  f (X) no es idénticamente nula

enfa,b], comof1 C°[a,b], edise [a,b]i [ab] td que f(x)matiene d mismo

sgno. (Supongamos f (x) > 0), sea rglrg] f(X) y consderemos
F(x)=1-wseobservaqueF(a)-F(b) 1.
(- a)
y=F() s
ﬁ \ y=1
a a a b’ b b
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(b-a)b- b)

(b- a)f

La fundén[F(x)]", son combinadiones linedes de x*(k =012,3..) se

F(b)=1- >0

tiene" nT N,

(T12) " fO9dx= JF (9] f (x)dx =0

a

Por otra parte setiene;
(M.12) JF ®]"F(dx= GF R]" f (x)ax+ JF (] f (x)dx+ JF ()] f (x)dlx

Sea M :M;é\g]{f(x)ho y sobre los intevdos  [aa] y [b,b], F(x),

stistace 0<F (x) £1, conlocud setiene 0<[F(x)°£1 y setiene

+

713 dF(x)]”f(x)dx+dF(x)]“f(x)dx‘ £ (‘:{F(x)]”f(x)dx‘

£M(@-a)+M(b- b) = M[(a- a)+(b- b)<M(b- a)]

adF ()] f (x)dx

Podemos encontrar  un intervao [a',b']i [a,b] y un nimero s >1 td que

F(®3s ,"xifa,b] ysetiene

OF ]" f (dx > JF (0]"  (x)dx>s ">m(b-a’) yporser s >1, setiene:

lim JF ] £ (x)dx = +¥



Prof: Juan Saba Universidad Central de Venezuela Fac. Ingenieria 14
Nucleo de Cagua

b
De (T11), (T12) y (T13) s deduce que lim JFI f(dx=+¥ . Y

edo es una contradiccion con (T.1.1), contradiccion que proviene dd haber supuesto

gue f(X) no sea idénticamente nula en[a, b]. La hipétess dd Teorema de Lerch puede

e debilitada.

TEOREMA: T.2

b
Sea f(X) mensurable y sumable en [a,b]; @(”f(x)dxzo ,n=012...,

a

entonces f(x)=0 p.p. " xI [a,b].

Demostracion:
X

Pongamos F(x)=(‘)f(t)dt, entonces F(X) es aolutamente continua

en[a, b].
F(a) = F(b) =0.(Tomandon =0, delahipdtess).

O Fdx =[x F (L. - nex™F(xdx=0

a

b
Osa (X"'F(¥dx=0 ,n=12..
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Por @ teorema anterior F(x) es idénticamente nulay setieneque F (x) =0y

por lo tanto setieneque F'(X) = f (X) p.p.; esdecir f(x) p'=p'0," x1 [a,b].

Comentario sobre las aplicaciones ddl teorema de Lerch.
Son conocidas  las golicaciones en moddos maeméicos de la transformada
de Leaplace y de Fourier; edas gplicaciones son basadas en la unicidad de la

antitransformada, y este hecho esta desarrollado en € teorema de Lerch.
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LA TRANSFORMADA DE LAPLACEY EL TEOREMA DE UNICIDAD.

Teoremade unicidad: (T.3)
9 F(t)UF,(t) son dos funciones L-tranformables y tienen la misma
transformeda unilaerad de Laplace f(s) en un deto semiplao R.(s)>Db,

entonces F; (t) = F, (t) p.p.en[0,¥).

DEMOSTRACION:

SeaF(t) = F,(t) - F,(t). Delahipitesis dd teorema setiene:
¥

(T31) (£ F®dt=0 Para R(s)>b.
0

FjadounputoS,, con R(S,) > b, seddine

(T32) f(t)= toe S E()dt

f(H1 C

Loc

[0,¥) y exige d limte !!@Tf (t) paa R(9>R(s,), se

verifica
¥

(T.33) ¥C‘?'S‘F(t)dt =(s- 5)¢f M ()t

0
Se obsarva que (T.3.1) es vdida en los infinitos puntos S=S, + N (n = 1,2,...)

envirtud de (T.3.3) esto se traduce en las infinitas ecuaciones.

(T34 ¢F"f®d=0 (n=12.)

0
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Hagamosd cambio x = €' y se obtiene:

(T.35) swr (-logx)dx=0 (n=12.)

0

Lafundon f ( log x) €s continua en [O:I] y por € teorema de Lerch podemos
assgurar que f(- Iogx)=0 paa OEXELl y entonces = tiene
f()=0 t30, f'(t)=0, t3 0. Por (T.3.2) e tiene que f'(t) =€ ¥ F(t) y por lo
tanto € ' f (t) =0 para cas todo valor de t3 0 esdecir F(t) =0 p.p.en [0,¥) y por

lotanto F,(t) = F,(t) pp. t30.

TEOREMA: (T 4)
S dos fundones F,(t) UF,(t) tienen la misma trandformeda bilaterd de

Laplaceenlafranja b £ R(s) £g entonces F,(t) = F,(t) p.p.en A.

DEMOSTRACION:

SeaF (1) = Fi(t) - F,(t) , setiene:
(T.4.1) i‘ﬁ'S‘F(t)dt =0. b <R(s)<g

Por otro lado d primer miembro de (T.4.1) es la suma de dos transformadas

unilaterales de Laplace.

(T4.2) f (9 = F(-Ddt;  f(s)=F “FDdt
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La primera es homorfa en d semiplano R(s) <g Yy la segunda es homorfa
enR(s) >b.

Por (T.4.1) podemos ecribir:
(T.4.3) f,(s)+f,(s)=0. b<R(s)<g

Se definelafuncion

[ - f(9 R)<g

(T44) (9= 4

f,(9 RE>b

La fundén f (s) resulta homorfa en A . Fjados b,,g, conb <b, <g, <g,

setiene
(. f.(s) _ :
IngT_O Con Send samiplano R(s) £ g,
(T45) <
. f
ngﬁ: Con Send samiplano R(s) 3 b,
\ S

De(T44) resulta f (<) enteray setiene

T4  1imS&-g

s®¥ g
Y entodo d plano setiene d desarrdllo:

_ 3 K 1 Lf(s)
(T.4.7) f(s)—kazoakS con ak—ﬁgjsﬁds
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Donde C esunacircunferenciade centro € origeny radio r.

Sea M (r) = rlrslli:arx|f (s) setiene:

M(r)

1 . M(r)
|ak|£5 o 2pr Y resita por (TA46) lim

r.k

=0 y s deduce
quea, =0. k31.
Por atro lado f (s) =a, = constante y megQ f,(s) =0. Se concluye que

f(s)=0 y por (T.44) son idénticamente nulas, las transformadas unilateraes (T.4.2)

y por € teoremade unicidad unilateral setiene F(-t) =0y F(t) =0 pp.paat 0.
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OBSERVACIONESDEL TEOREMA DE LERCH PARA UN INTERVALO
INFINITO.

Es conocido que € teorema de Lech no s stiface 9§ € intervao no es
finito. En ede trabgo s edudian las condiciones que debe satisfacer la funcion f (x)

paa extender d teorema a un intervdo, ocondderemos la  funcion:
f(x) =€ sn(bx*), con (@ >0,a>0,b>0); f(x) tiene todos su momentos

en[0,¥).

¥
m, = ("€ > sen(bx® )dx
0

Tomando d cambio t = X* setiene

é an+1o U

1¥ n+1l 1 é¥ n+l 1 : l:l 1 é ®e a B l;I

m :;0(7 >e—atsa,](bt)dt:_glMé(‘)(T' >e—(a+|b)tl;|dt:-;|M§ﬁl;J
. & s Sa+ib)—="

8 a

m =0,n=012,... Si (a+ib)* esred.

1

n+1 n+l s
Pero; (a+ib)= :[(a+ib)?] ,porlotato m =0 5§y o s (a+ib) es
red. Sea a+ib=r € conr >0 U 0<q <%;paraquelaexpr&ién re’ sa

red. Una condicion necesaria y suficiente es que = kpa , k1 Z- {0} y este entero
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debe ser td que 0 <kpa <%; esdecir0<k<2i, como ki Z-{O} < tiene que

a

%>1D a <%y. a=r >cos(kpa) ,b=r >sen(kpa).

Por gemplo:

9 a:%, k=1U r =+/2. Setienea=b=1.

¥
Luego: ()"€ ¥ send/xdx=0. n=012... Y esoresidved gemplo de Sieltjes
0

Y hemos obtenido infinitas funciones con momentos nulos que satisfacen @ Sguiente

teorema

TEOREMA 1:
Lafundon: f(X) =€ sen(bx®) ,a >0,a>0,b>0

Tieneen [0,¥) todos sus momentos nulos S y solo S se satisface:
O<a <% , a=r xos(kpa) , b=senkpa) Con r>0 y ki Z-{0} que

varificalardadon 0<k < Zi
a

L e cogbx®) , (@ >0a>0b>0),

Jx

Congderemos la  fundon f(x) =

paa xi [0,¥%) setiene
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¢ an+1o U
m-i‘y"xim'afcos(bxa)dx- 1R§ Gg 2 o 3
- - T ReX -
o »\/; a §(3+|b)2n+1§

m=0,n=012.. S y slanente s (a+ib)> es imaginaio puro y:
r>0 .0<q <% una condicidn necesaria y  Uficiente es

ig
r= e* con

que q=(2k+1pa, y 0<(2k+1pa <% edo es O£k<4%-%. Se sgue que

4%_ l>0 b a <% y se ha probado € sguiente teorema.

TEOREMA 2.
Dada f(x):%xe-a*‘ cosbx’) , (@ >0a>0b>0) f(x) ftee
X
momentos nulos en [O,¥) g y slo

si0<a <% , a=cog|(2k +1)pa] , b=sen[(2k +1pa], conr >0,k Z, que verifica

lardadion 0F k<~ - .
& 2
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EXTENS ON DEL TEOREMA DE LERCH A INTERVALO INFINITO.

T4) TEOREMA:
¥

Sea f(x) locAmente sumable en [0,¥) y O f(¥dx  (n=012..) es
0

uniformemente convergente respecto a  “n” entonces $1 >0 td que F(x) =0
p.p.

en|l ¥).

Demodtracion:
¥
Pongamos C,, = ()" f ()dx (n=0,1,...)
0
Por d criteriode Cauchy," e >0  $d(e) > 0; td que

) d<a<b b

o f (x)d{ <e

Comenzaremos la demodtracion suponiendo que f(X)  es continua en[0,¥),
sea | =1+d y veamos que en || ,¥), o exise ningln intevdlo [a,b] end cud

setenga f(x) > O(f (x) < 0).
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De hecho s exisiera tad intervao [a,b], sea m>0 m= Trr[1||?)]f(x) se

tendria:
b b

i) O f (9dx>mex" f (x)dx>mx (b - a)

a

b
Como f(x)>0 en [a,b] ; por (i) se tiene C‘j(“f(x)dx<e y comparando
con (i) s tiee ma"(b-a)<e, peo edo es un absurdo ya que se
tiere a 31 >1. Contradiccion que proviene de haber sypuesto la exigencia dd
intervalo [a,b] tal que f (x) >0. Porlotanto f (x) =0 " xT [I,¥).
Pasamos ahora d cao gened en d cud f(X) es locamente sumable

en[0,¥), paa N3 1. Integrando por patesetieneque "a > 0.

tE‘j("f(x)dx = a"F@)- ni‘y"‘lF(x)dx ; donde:

¥

i) FX=-f®dt U FO)=-C,

Laecuacion (iii) se puede escribir de la siguiente forma:

¥ ¥ ..n
a"F@)=-a &y ®)dt=- "2 f(x)dx
@) =-a g Odt=- ¢ E2 109

a

Se puede escoger un b td que:

iv) a”F(a):-z‘j@f(x)dx

a
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Yaque ‘i £1 "x1[a¥). De (ii)y (v) etiene
X

a

Vo (o= - %c‘j(”f(x)dx

0

Praa ® ¥ U b® ¥ stieneque
¥ ¥

Vi) G(”'lF(x)dx:-%O(“f(x)dx:-

0

G,
n

¥

Las Integraes (‘j(”‘lF (x)dx son uniformemente convergentes. De este hecho
0

y la continuided de F(x) resulta que $ [I ,¥) para € cudF(x) =0; lo que implica

quef(x) =0 "xi [I ¥).

Se ha demostrado un teorema que extiende € teorema de Lerch.

T.5 TEOREMA:
Sea (X locdmente  sumdble en[0,¥), d las integrdes
¥

O f ()dx (h=012..) son convergente uniformemente  respecto a  “n’,

0

M

resultando (‘j(”f(x)dxzo,(nzo,lz,..), entonces f(x) =0 p.p.en [0,¥).
0

Demodtracion:
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Sabemos por T.1) que f(x)=0 pp. en [I ,¥) para un cierto vdor de |,y

¥

como () (x)dx=0,(n=012,..), setiene
0

C‘)(” f(x)dx = (j(” f(x)dx + c‘j(“f (x)dx

Y stieneque

O fdx=0  (n=01..)

Por @ teorema finito de Lerch s tiene que f(x) =0 p.p. en [O,I ] y por lo

tanto setiene: f(x) =0 p.p. parax1 [0,¥).
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T.6) TEOREMA:

Sea f(X) locdmente  sumable en(-¥,¥), s las integrdes

¥

c‘)(”f(x)dx (n=0,],2,...) on convergentes  uniformemente . respecto a  “n”,

-¥

¥

resutancd (¢'f ()dx=0,(n=01.2...), entonces f(x) =0 pp.en(- ¥,¥).
0

Demostracion:

0 ¥
De las hipdtess tenemos que c‘)(“f(x)dx y G(”f(x)dx son convergentes
-¥ 0

uniformemente respecto a“n” por separados. Por T1) sabemos que:

¥

(‘j(” f(x)dx=C,

0

Y por lo tanto:

0

O<" f(¥dx=-C,

-¥
Esto es:
¥

O¢ f(-xdx=(-1)™c, n=01...

0

Por T1) $1 >0, nm>0 td que f(x)=0 pp. en(- ¥,-1]E[m¥) y
como:
¥

O f(X)dx =0

¥
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Setiene que
|
(‘)x” f(x)dx=0 n=022,...
-1

Y por d Teorema finito de Lerch se tiene que f(x) =0 p.p. en[— I rTi lo que

implicaque f(x) =0 p.p. en(- ¥,¥).

T.7) TEOREMA:
Lafuncion f (x) verificalas Sguientes hiptess

1) fOOT L, [0¥)

@ fx)=ole=*[x® ¥)(a>0)

(3 " f(X)dx=0 n=012,...

0

Entonces f(X) =0 p.p. en[0,¥)

Demodiracion:
La demodracion es basada en d hecho de que d ssema ortonorma

X
eZ

—_————

An(x)g [con A, (X) polinomios de grado n en x] obtenido & ortonormdizar

n=0,1.

{x”}nzovl_. respecto alafuncion peso € Y* escompleto en L[20,¥) “Ver [2] pag. 22.



Prof: Juan Saba Universidad Central de Venezuela Fac. Ingenieria 29
Nucleo de Cagua

De la hipdtess (2) s desprende directamente la exigencia de dos nimeros

M >0, C >0 tdesque
i) |f (x| £ ME >, parax>C

Dividiendo la demaostracion en dos partes:

| Pate:
Supongamos  la continuided  de  f(x) en[0,¥), también la funcion
j (X) :e%f(x) es continuaen [O,¥) Se puede observar que
i (x)|2 :‘em/%f(x)‘2 £M2e* paa quex>C, es decr j ()1 Loy) Y por la
hipdtesis (3) setiene:

¥

i) e ) (k=0 n=012,...
Pongamos x=—, | g—;:Y(t)T Lf,y); entonces (i) setransforma en:

i) e Y(®dt=0 ,n=01,.

0

N ﬁ .
Y como d ssema ortonormd ie_zA](t)g es completo, s tiene que
| n=01...

Y (t) =0 y como f(x):e'#Y(azx) stieneqe f(x)=0.
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iv) F(x)=- (‘)f(t)dt
Queremos ver quefijado b (0<b< a) setiene:
V) F(X) =o(e'b‘/;) (x® ¥)
En efecto, para x 2 C por (i) y (iv) setiene
¥ ¥
vi) ‘eb& F(x)‘ £€" §f (td £ M o it
¥
vi) P ()| EME " dt
Por otro lado tenemos:
: WVt
A &Vt dt
|imSja i :Elim[&-e'(a'b)x]=o
X® ¥ e—b«/; x®¥_e-m(%&) b x®¥

Il Parte:

Pasamos a caso generd; sabemos que exise F(x) ta que

¥

Y a s stidace (v). Ademds F(X)

X"F(X)T Lfy),n=01... entonces

¥

NN
(6)
0

¥

¥

¥ ¥ t
N \ \ ., Nn 1
F(9dx =- ("dxc) (Dt =- ¢ (Dt ) dx = —
0 0 0

0

Y por lahipdtesis 3) setiene

(‘j(“ F(xX)dx=0 n=012...

0

es continua en[0,¥),

¥

6“” f (t)dt



Prof: Juan Saba Universidad Central de Venezuela Fac. Ingenieria 31
Nucleo de Cagua

Porlotanto F(x) =0 y setiene f(x) =0 p.p.

EXTENSION DEL TEOREMA DE LERCH A TODOA .

En[2] pag. 30 se demuestrad sguiente resultado.

B sSgema ie’alXFAn(x)g a>0a>0, A(X) poinomio de grado n

=0,1...

a|x|a

obtenido d normdizar {Xn}nzo,l,... en(- ¥,%), repecto a la funcion piso€ * | es

completoen Lf;) § ysdlosia 3 1.
Teniendo en cuenta este resultado, extenderemos € teoremade Lerch aA .

T.8) TEOREMA:
Lafuncion f(x) verificalas Sguientes hipdtesis:

1 f(x7 L2 (A)

Loc

2 t(w=oe™) (¥e ¥) @>0)

¥
3. (‘j(”f(x)dx:O .n=01,..

-¥

Entonces f (X) =0 enA .
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Demostracion:
Como(2 f(x)=0 (e‘a“') (]x|® ¥) setienequeexise M >0,C >0 td que
iy [T EMEe I Parglx|>C.
En (3) hagamos n = 0 y pongamos:
X ¥
i) F(X) =- c‘)f (t)dt = (‘)f (t)dt
-¥ X
Para x> C setiene
ii) |f(x)|£%-e'alxl

Ademéscomo: X" f (X1 Liz) (n=012,...) eintegrando por partes tenemos

¥ n+l ¥ 1 ¥

X
AT (X)dx = f (X +——— A" (X)dx
9< (X) ()n+ ; n+1_9>< (x)

De (jii) y lahipdtess 3) setiene:
¥

v) O f(¥dx=0 n=012..

-¥

Introduciendo la funcion:
j(x=€*-Fx
Seobservaquej (x)T L?(A) . Laecuacion (iv) se puede escribir como:

alq
2

V) OC€ 7 (0dx=0 (n=012.)



Prof: Juan Saba Universidad Central de Venezuela Fac. Ingenieria 33
Nucleo de Cagua

Como L*(A) es completo y por € teorema antes mencionado “ver [2]” se
tiene:
j (=0
Puesto que F(x):e'ﬂzij (X) =0 == tiene F(x)=0 y por (iii) se tiene

f(x) =0 enA .
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EJEMPL O DE FUNCION CON TODOS SUSMOMENTOSNULOSENA .

S f(x) =€ cos(b|x|) (@ >0a>0,b>0) tiene todos sus momentos

mnlos en A & O<a<l a=r cosg2k+lB u —rSJen§2k+1B u
2°H 2°H
donder >0,k1 N,tdque0<2k+1<i.
a
DEMOSTRACION:
¥
Setiener )¢ f (x)dx =0, ademés:
-¥
éG(2n+1) u
¥ ¥  2n+l —u

O f ()l = 2‘ Z”f(x)dx——d eatcos(bt)dt——Reea—mu
-¥ e(a+|b)a

1
Nos interesa ver cuando € vdor principd de la potencia (a+ib)§ es

imaginaio puro, e dedrr a+ib=ré€ ,gar>0 0<j <p22. La potencia

ER
(a+ib)2 =r2e2 es imaginaia pura y se tiene inmedigtamente la tess es decir

f (x) tiene momentos nulos enA .
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EEEMPLO 2:

La fundidn f(x):|x|e'4’4ase”(blxla), (@ >0,a>0b>0) tiene en A todos

us  momentos nos si0<a <], a=rcos?d£a9,b:rsen8é£a9, donde
e2 g e2 g

r >0,kT N taque0<k<£.
a



Prof: Juan Saba Universidad Central de Venezuela Fac. Ingenieria 36
Nucleo de Cagua

2. UN TEOREMA DE COMPLETITUD SOBRE EL INTERVALO [O,¥ ) .

Dada la  suceson {j (0} _,, x1 [0¥) linedmente independientes de

n=0..
daseC?[0,¥ ). Supongamos que satisfacen |as hipdtesis

21 ] ,(0)=0

22. ] (%0 | (X320

23 $ c>0:limj () =limj "(x) = +¥ ,(x>c¢)

La idea centrd de todo este desarollo es extender conceptuadmente los

teoremas antes mencionados y @ concepto de momento de una funcién con respecto
d ggemaj (x). Evidentemente que la suceson {X”}ni,’l__ satiface las 3 hipitesis

dadas.

Definicion:
Para toda funcion  f(x)1 L,,.[0.¥) y paratodo intervalo [a,b]1 [0,¥) tienen

sentido las integraes:

b

24. m, =c‘)f X)) ,(x)dx n=01,...

Llamedos los momentos de la funcidn  f(x) respecto d Sstema {i n(x)}nﬂv_

end intewdo[a, b].

As  podemos extender conceptudmente d teorema de Lerch a un sSstema

{i .9} lineamente independiente.
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TEOREMA DE EXTENSON CONCEPTUAL AL TEOREMA DE LERCH.

T.9) Sea f ()1 L_[0,¥)ylesintegraes

Loc

& ()= lim o (1 (e

¥
Son uniformemente convergentes respecto a “‘n’. S (‘)f(x)j S(x)dx=0
0

b f(x)=0 xI[0¥).

Lahipdtesis de la convergencia uniforme repecto an es:

25. "e>0,%d(e) >0 ,d(e)<a<bbp

of (X n(x)d% <e n=12..

Para demodtrar este teorema primero demosiraremos dos lemas auixiliares.
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LEMA I:
¥ a

9 1 L,[0¥) y of (X n(x)dx:ﬁ@rg of (XJ »(x)dx son uniformemente
0 0

¥
convergentes respecto a“n’, entonces (‘)f (x)dx €s convergente.
0

DEMOSTRACION:
Como {i,} son LI, s tiene quej . (xX)*0."n. Fjado j (x) no

decreciente, podemos fijar un punto x, td que j ,(x,)>0. Paax3x,, por

hipétesis tenemos que:
"e>0, $d,>0 d,<a<b
b
P |of (X} ,(dq<e.n=123..
Sea d, >x, y X,<d,<a<b, s puede ecribir:
b b 1
AF (X)X = &F (X)), (X)- dx
20 Y
1 1 :
Pero: 0<- <- y por d TVM s tee
.9 j,@)
b 1 g
Of (X)dx =- Of (X, (X)dx
aof @9

Dondegesunpuntode[a,b].

S g =b en(25) tenemos.
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1
l.g.0.d.
X‘ﬂv(a)eﬂv(xv) *

39
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LEMAII:

La funcidn f(x)es continua en [0,¥) y les integrdes

¥
of (X) ', ()dx (n=12,..) son  uniformemente  convergentes rexpecto a “n”; es
0

decir:

b

Of (), (x)dx{ <e

"e>0: de<a<bb

Entonces f (x) esnulapara” x” bastante grande,

DEMOSTRACION:
Hjedoe >0, escogemos d, td que d, >c, donde ¢ edta definido (23) y para

" x>d, setieneque !g@rgj (X)) =+¥.

Veamos que en (d,,+¥) no puede existir ningln sub-intervao [a,,b,] en d
cud setenga f(x) >0 [6f(x) < 0], bastaconsiderar & primer caso.

Qpongamos la exigencia de (d,,+¥) un sub-intervdo en @ cud =
tenga f (x) >0, con f(X) continua, entonces f(x)tiene un minmo m, >0 y para

todoj ,(x) 2 O nodecreciente, setiene:

b

e> of (X . (¥dx® mj (@,)(b, - a,)

ae

Osa j ;(an)<; n=1,2...

m, (b, - a.)
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Pero este resultado es absurdo porque rl(!)ql j L (X)=+¥,

DEMOSTRACION DE (T.8).

+¥

Sea(T.8.1): F(x) =- of (tdt
Por e Lemall, se puede encontrar unasucesion j ,(X)conj ,(0) =0, td que

(T.82 ac‘)f(x)j S(Xdx=F@) ,@)- i‘)F(x)j .(Xdx Bata con hacer una

integracion por patede:  of (X) , (¥)dx,a > 0.
0

Sea a>c yndv, stiene j (X)>0. "x3a y porlo tato de

(T.8.1).

F@) ,@0) =i ,(a)gf (ax=- (‘lj%f(x)j (dx. n? v

a n

| .@) €S no creciente y e tiene 0<J_”ﬂ£1. Y gplicando €

J o(¥ (%)
T.V.M. paaintegrales, setiene
b
F@) ,@)=-f (Xi ,()dx.Donde b1 [a,+¥).
Sudtituyendo en (T.8.2) setiene:

(T.8.3) z‘j:(x)j S(X)dx =- Of (X) ,(x)dx- aﬂz(x)j S(¥)dx (n >v,b >a)

O &=
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b

(T.8.4) L}f(x)j J(dx=- ¢ (¥ ,(xdx  (n>v,b >a)

+¥

Cuandoa ® ¥, d segundo miembro tiende por hipdtess a Q)f (X) ,(X)dx
0

¥
uniformemente respecto a n y la integrd de primer miembro (= (X) L(X)dx converge

0

uniformemente respecto a“n”.

Como F(x) es continuapor € Lemall: F(x)=0. x>0 b f'(x)=0. x>0

b f(x)=0. x>v, e der $ >0 td qe f(x)=0 xI[ +¥) vy

oomo ¢ () ,(x)dx=0. (n=12,..), setieneque:

Of (3 ,()dx=0. (N=12,..) Y por e teorema de Lerch, se tiene que f(x) =0
0

en[0,1 |. Conlo cua se demuestradl teorema.



