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EL PROBLEMA DE LOS MOMENTOS. 

 

FUNCIONES DE REPARTICION Y SUS MOMENTOS. 

 

Son conocidos por la mecánica racional los conceptos de momento estático y 

de momento de inercia de un sistema de masas, aquí nos limitaremos a considerar 

masa distribuidas sobre una recta (eje “x”) y  los momentos respecto a un  punto 

fijado de ésta (origen). Entonces, para un sistema finito o numerable de masas 

(positivas)  p1, p2,... concentradas en los puntos de abscisas x1, x2,.... Los momentos 

antes mencionados son dados respectivamente por las fórmulas:  

∑
∞

=

=
1

1
i

ii xpµ      ∑
∞

=

=
1

2
2

i
ii xpµ  

De forma natural, se extienden los momentos hasta de orden “n”, definido 

por: 

[1.1]   ∑
∞

=

=
1i

n
iin xpµ    K,2,1,0=n  

Si las masas son distribuidas de modo continuo, con una densidad 0)( ≥xf ,  

[1.1]  toma  la forma:  

[1.2]  dxxfx n
n ∫

∞

∞−

= )(µ    K,2,1,0=n  

Haciendo uso de la integral de Stieltjes, las fórmulas [1.1] y [1.2] se unifican 

introduciendo la llamada función de repartición F(x) la cual expresa, para cada x , la 
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masa distribuida en el intervalo ( ]x,∞−  y se obtiene como expresión del momento nµ  

la siguiente expresión: 

[1.3]  )(xdFxn
n ∫

∞

∞−

=µ    K,2,1,0=n  

Siempre se consideran distribuciones de masas positivas de modo que  todo 

sus momentos [1.3] tengan valor finito ;  en particular será finita la masa total 

distribuida, porque es igual al momento 0µ :     0)(0 >= ∫
∞

∞−

xdFµ . 

Es evidente que la función de repartición F(x) resulta no negativa, no 

decreciente y acotada ;   más precisamente se tiene que 0)( =
−∞→

xFlim
x

; 0)( µ=
+∞→

xFlim
x

. 

Cada función que goce de estas propiedades se puede pensar como una 

función de repartición de una distribución de masas positivas. 

 La expresión [1.3] se reduce a [1.1] sí la F(x) es una función escalera con 

salto p1, p2,... en los puntos x1, x2,.... 

 

 

 

 

 

Y se reduce a la [1.2], sí F(x)  es absolutamente continua, resultando en tal 

caso
dx
dF

xf =)( .  

P3 P1 
P4 

P2 

x1 x3 x2 x4 
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Es oportuno tomar en consideración aquellas distribuciones constituidas por 

masas p1, p2,... concentrada en un número finito de puntos distintos x1, x2,... para éstas 

la función de repartición es una función escalera con N saltos. Además, fijados sobre 

el eje x, N intervalos ( ) ( ) ( )nn βαβαβα ,,,,,, 2211 K  

con nn βαβαβα <<<<< K2211 .  Tendremos también ocasión para considerar 

aquella particular función de repartición absolutamente continua F(x) la cual tiene 

densidad correspondiente 1)( ==
dx
dF

xf  en todos los intervalos fijados y cero en 

otro lugar. 

 

 

 

 

 

 

 

Diremos que la densidad )( xf  es una función rectangular de orden N, con los 

extremos izquierdos nααα ,,, 21 K  y los extremos derechos nβββ ,,, 21 K . 

β3 β2 β1 α3 α2 α1 

β3 β2 β1 α3 α2 α1 

)(xFy =
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EL PROBLEMA DE LOS MOMENTOS. 

 

En este problema se estudian dos grandes argumentos. El primero estudia  las 

propiedades de la sucesión de los momentos y, examina bajo cuales condiciones, una 

asignada sucesión de números reales K210 ,, µµµ , puede ser aquella de  los 

momentos de una función de repartición  F(x). 

El segundo argumento estudia sí la sucesión K210 ,, µµµ  es apta para 

determinar a F(x). 

 

Estos dos argumentos constituyen el llamado problema de los momentos. 

Si dados los números K210 ,, µµµ , existe una sola F(x) que los tenga  como 

momentos, el problema se dice que es determinado; si existen más funciones F(x),con 

los momentos K210 ,, µµµ el problema se dice indeterminado. 

 

Acerca  de la indeterminación, ocurre una observación. Si una función de 

repartición F(x), tiene nulo todos sus momentos, entonces es 0)( =xF .  Basta más 

bien pedir 00 =µ  para concluir 0)( =xF .  De ahora en adelante supondremos 

siempre 00 >µ . 

Si dos funciones de repartición )(),( 21 xFxF  tienen los mismos momentos y 

sí: 
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0)(1 =∫
∞

∞−

xdFxn
 y  0)(2 =∫

∞

∞−

xdFxn
 K2,1,0=n  

Se sigue que: [ ] 0)()( 21 =−∫
∞

∞−

xFxFdxn  

De aquí no podemos concluir que 0)()( 21 =− xFxF  ya que la diferencia de 

las funciones de repartición en general no es una función de repartición, pero si es 

una función de variación acotada. 

 

Para poner en evidencia la posibilidad de indeterminación en el problema de 

los momentos,  bastará citar un ejemplo de una función a variación acotada que tenga 

todo los momentos nulos. Este ejemplo lo dio Stieltjes con la función: 

 

 

        0  0≤x  

=)(xF  

       0   ,  sen 4

0

4

>∫ − xdxxe
x

x  

 

Una demostración al ejemplo de Stieltjes: 

Nos proponemos demostrar que: 

 

K,2,1,0         0sen 4

0

4

==∫
∞

− ndxxx xne  
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Hagamos 4tx =  y la integral (I) se transforma en: 

K,2,1,0         0sen
0

34 ==∫
∞

−+ ntdtt tn e  

Consideremos la función zin ezzf )1(34)( −−+= . Esta función es analítica en todo 

C  y podemos aplicar el teorema de Cauchy en todo camino cerrado.  

Sea 






 ≤≤<∈=

2
0    ,    /

π
ρ ArgzzCzD   

 

 

 

 

 

 

 

Por el teorema de Cauchy se tiene: 

0)1(34 =−−

∂

+∫ dzz zi

D

n e  

y esta  integral  es equivalente a: 

0)1(34
0

34)1()34(34)1(

0

34
2

=++ −−++−−++−−+ ∫∫∫ idttiiddtt itinnieini

o

ntin eeeee i

ρ

ϕρϕ
ρ

ϕρρ
ϕ

π

 

Simplificando se reduce a: 

( ) ( ) ( ) ϕρ ϕϕρϕϕρϕ
ρ

π

didtt ininitittn eeeee sencossencos

0

)44(44

0

34
2

−++−++−−+ ∫∫ +−  

ρ 
z=t 

z=it 

ϕρ iez ⋅=
ρi

D 
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Teniendo en cuenta que 20 πϕ ≤≤  se tiene que:  

( ) ( )

2
44

0

)44(44sencossencos

0

)44(44
22 π

ρϕρϕρ ρϕρϕϕρϕϕρϕ

ππ

−++−+−++−++ ≤≤ ∫∫ eeeee nnininin ddi  

Y por lo tanto, se tiene: 

( ) 0
0

34 =− −−
∞

+∫ dtt itittn eee  

Y de ahí se concluye que: 

0)sen(
0

34 =−
∞

+∫ dttt tn e    K,2,1,0=n   l.q.q.d. 
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SEÑALES HISTORICAS SOBRE EL PROBLEMA DE LOS MOMENTOS. 

 

Se puede decir que el problema de los momentos nació con una clásica 

memoria de T.J. Stieltjes, titulada “Recherches sur les fractions Continues” publicada 

en 1894-95 en los anales de la Facultad de Ciencias de Toulouse, en esta memoria 

Stieltjes determina una función de repartición F(x), nula para 0<x , que satisface las 

infinitas ecuaciones integrales. 

)(
0

xdFxn
n ∫

∞

=µ  K,1,0=n  

En esta memoria aparece por primera vez el concepto de integral bajo la forma 

que hoy en día se conoce como integral de Stieltjes. En 1920-21, publican la obra 

titulada “Veber eine Erwei Terung des Stieltjes Schem Momentproblems”. Luego 

publican Nevanlinna, Riesz, Carleman, Hausdorff, etc...  

  

J.A. Shohat y J.D. Tamarkin, publican en 1943 en A.M.S. una memoria 

titulada “The problem of moments” y todos los estudios modernos parten de esta 

memoria. 
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EL PROBLEMA DE HAMBURGUER. 

Asignado [1.2] con K210 ,,0 µµµ > se forma un determinante: 

[2.1]  

nnn

n

n

nD

21

121

10

µµµ

µµµ
µµµ

K
MM

K
K

+

+=    K,1,0=n  

Entonces, una condición necesaria y suficiente es que exista al menos una 

función de repartición F(x) que verifique [1.2] y que la sucesión KK ,,,,, 210 nDDDD  

satisfaga las dos condiciones siguientes:  

 

A. Sea formada por números positivos. 

B. Exista un entero 0>N , tal que: 0,0,,0,0 1110 ===>>> +− KK nnn DDDDD . 

 

En el caso A el problema puede ser determinado o indeterminado, pero entre 

todas sus soluciones no hay ninguna función de escalera con un número finito de 

saltos. En el caso B  el problema es  determinado y su única solución es una función 

de escalera con N saltos. 

 

EL PROBLEMA DE STIELTJES. 

Consideremos las infinitas ecuaciones integrales: 

[2.2]  )(xdFx
a

n
n ∫

∞

=µ , K2,1,0=n ,  ℜ∈a  

Tomando como base [2.1] se obtiene el determinante de Stieltjes. 
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[2.3]  

121

1321

210

21

'

−−

+=

nnn

n

n

n

n

aaa

D

µµµ

µµµµ
µµµµ

KK
MKMMM

K
K
K

 

Una condición necesaria y suficiente para que exista una función de 

repartición F(x) nula para ax <  y que verifique [2.2] es que las dos sucesiones  

KK
KK

,',,',','
,,,,

321

10

n

n

DDDD
DDD

 

 

Satisfagan las dos propiedades  siguientes: 

A. Estén formadas por números positivos. 

B. Exista 0>N  tal que: 

0';0',,0',0'

0;0,,0,0

121

1110

==>>>

===>>>

+

+−

KK

KK

nn

nnn

DDDD

DDDDD
 

 

En el caso A el problema puede ser indeterminado, pero entre  todas sus 

soluciones no hay ninguna función a escalera con un número finito de saltos. En el 

caso B el problema es determinado y su única solución es una función a escalera con 

N saltos. 
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EL PROBLEMA DE HAUSDORFF. 

 

Consideremos las infinitas ecuaciones integrales: 

[2.4]  n

b

a

n xdFx µ=∫ )(   K,1,0=n    [ ]ℜ⊂ba, . 

Conjuntamente con los determinantes nD  y nD' se  define: 

[2.5]  

121

121

10

21

)1(''

−−

+−=

nnn

n

n

n

n
n

bbb

D

µµµ

µµµ
µµµ

KK
MMMMM

KK
KK
K

 

 

Una condición necesaria y suficiente para  que  exista una y solo una función 

de repartición F(x) nula para ax < , constante ( )0µ=  para bx >  y que verifique 

[2.4] y que las tres sucesiones: 

 

KK

KK

KK

,,,,     

,,,,      

,,,,,

''''
2

''
1

''
2

'
1

210

n

n

n

DDD

DDD

DDDD

 

 

Es que satisfagan las siguientes propiedades: 

A. Sean positivas. 

B. Existe 0>N  tal que: 
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0;0,,0           

0;0,,0           

0;0,,0,0

''
2

''
1

'''
1

''
1

'
2

'
1

''
1

'
1

21110

====>>

====>>

====>>>

++−

++−

++−

KK

KK

KK

nnnn

nnnn

nnnn

DDDDD

DDDDD

DDDDDD

 

 

Este problema es siempre determinado por el conocido Teorema de Lerch. 

 

TEOREMA DE LERCH.  (T.1) 

Sea [ ]baCxf ,)( 0∈     ; ∫ ==
b

a

n ndxxfx ...2,1,0,   0)(  0)( =⇒ xf . 

[ ]bax ,∈∀  

Demostración:  Supongamos que )( xf   no es idénticamente nula 

en[ ]ba, , como [ ]baCf ,0∈ , existe [ ] [ ]ba,, ⊂βα  tal que )( xf mantiene el mismo 

signo. (Supongamos 0)( >xf ), sea 
[ ]

)(
,

xfminm
x βα∈

=  y consideremos 

( )( )
( )21)(

ab
xx

x
−

−−
−=Φ

βα
 se observa que 1)()( =Φ=Φ βα . 

 

 

 

 

 

 

( )( )
( )

( )( )
( )

011)( 22 >
−

−−
−=

−
−−

−=Φ
ab

aa
ab
aa

a
βαβα

 

)(xy Φ=

a α b β α’ β’ 

y = σ 

y = 1 
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( )( )
( )

01)( 2 >
−

−−
−=Φ

ab
bb

b
βα

 

La función[ ]nx)(Φ , son combinaciones lineales de ( )K3,2,1,0=kx k  se 

tiene Ν∈∀n . 

(T.1.1)  [ ] 0)()()( =Φ=∫ ∫ dxxfxdxxfx
b

a

b

a

nn  

 Por otra parte se tiene: 

(T.1.2)  [ ] [ ] [ ] [ ] dxxfxdxxfxdxxfxdxxfx
b

nn

a

n
b

a

n )()()()()()()()( ∫∫∫∫ Φ+Φ+Φ=Φ
β

β

α

α

 

Sea  
[ ]

0)(
,

>=
∈

xfMáxM
bax

 y sobre los intervalos  [ ]α,a  y [ ]b,β , )( xΦ , 

satisface 1)(0 ≤Φ< x ,  con lo cual se tiene  [ ] 1)(0 2 ≤Φ< x  y  se tiene: 

(T.1.3)  
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ])()()(    )()(

)()(    )()(       )()()()(

abMbaMbMaM

dxxfxdxxfxdxxfxdxxfx
b

n

a

n
b

n

a

n

−<−+−=−+−≤

Φ+Φ≤Φ+Φ ∫∫∫∫
βαβα

β

α

β

α

 

Podemos encontrar  un intervalo [ ] [ ]βαβα ,',' ⊂   y un número 1>σ  tal que 

[ ]',',     )( βασ ∈∀≥Φ xx      y se tiene: 

[ ] [ ] )''()()()()(
'

'

αβσ
β

α

β

α

−⋅>Φ>Φ ∫∫ mdxxfxdxxfx nnn  y por ser 1>σ ,  se tiene: 

[ ]∫ +∞=Φ
∞→

β

α

dxxfxlim n

n
)()(  
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De (T.1.1), (T.1.2) y (T.1.3) se deduce que: [ ] +∞=Φ∫∞→
dxxfxlim

b

a

n

n
)()( . Y 

esto es una contradicción con (T.1.1), contradicción que proviene del haber supuesto 

que f(x) no sea idénticamente nula en[ ]ba, . La hipótesis del Teorema de Lerch puede 

ser debilitada.  

 

 

TEOREMA: T.2 

Sea )(xf  mensurable y sumable en [ ]ba, ;  K2,1,0,     0)( ==∫ ndxxfx
b

a

n , 

entonces 0)( =xf    p.p. [ ]bax ,∈∀ .  

 

Demostración: 

Pongamos ∫=
x

a

dttfxF )()( ,  entonces )(xF  es absolutamente continua 

en[ ]ba, . 

0)()( == bFaF . (Tomando 0=n , de la hipótesis). 

[ ] 0)()()( 1 =−= ∫∫ − dxxFxnxFxdxxfx
b

a

nb

a
n

b

a

n  

O sea:      K2,1,        0)(1 ==∫ − ndxxFx
b

a

n  
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Por el teorema anterior )(xF  es idénticamente nula y se tiene que 0)(' =xF  y 

por lo tanto se tiene que )()(' xfxF = p.p.; es decir [ ]baxxf
pp

,,0)(
..

∈∀= .  

 

Comentario sobre las aplicaciones del teorema de Lerch. 

Son conocidas  las aplicaciones en modelos matemáticos de la transformada 

de Laplace y de Fourier; estas aplicaciones son basadas en la unicidad de la 

antitransformada, y este hecho esta desarrollado en el teorema de Lerch.  



Prof: Juan Saba                         Universidad Central de Venezuela         Fac. Ingenieria  
                                                                                                                  Núcleo de Cagua 
                     

 

16 

LA TRANSFORMADA DE LAPLACE Y EL TEOREMA DE UNICIDAD. 

 

Teorema de unicidad:  (T.3) 

Si )()( 21 tFtF ∧  son dos funciones L-transformables y tienen la misma 

transformada unilateral de Laplace )(sf  en un cierto semiplano β>)(sRe ,  

entonces )()( 21 tFtF =  p.p. en[ )∞,0 . 

 

DEMOSTRACION: 

Sea )()()( 21 tFtFtF −= . De la hipótesis del teorema se tiene: 

(T.3.1)   0)(
0

=∫
∞

− dttFste  Para β>)(sR .   

Fijado un punto oS , con β>)( osR ,  se define: 

(T.3.2)   ττφ τ dFt
t

soe )()(
0
∫ −=  

[ )∞∈ ,0)( LocCtφ  y existe el límite  )(tlim
t

φ
∞→

 para )()( osRsR > ,  se 

verifica: 

(T.3.3)   ( ) ( ) dttssdttF tssst ee )()(
0

0
0

0 φ∫∫
∞

−−
∞

− −=  

Se observa que (T.3.1) es válida en los infinitos puntos ( ),...2,1   0 =+= nnss  

en virtud de (T.3.3) esto se traduce en las infinitas ecuaciones. 

(T.3.4)   ( ),...2,1      ,0)(
0

==∫
∞

− ndttnte φ  
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Hagamos el cambio tex −=  y se obtiene: 

(T.3.5)   ( ) ( ),..2,1      0log
1

0

1 ==−∫ − ndxxx n φ  

La función ( )xlog−φ  es continua en [ ]1,0  y por el teorema de Lerch podemos 

asegurar que ( ) 0log =− xφ  para 10 ≤≤ x  y entonces se tiene: 

0   ,0)('   ,0   ,0)( ≥=≥= tttt φφ . Por (T.3.2) se tiene que: )()(' 0 tFt tse−=φ  y por lo 

tanto 0)(0 =− tftse  para casi todo valor de 0≥t  es decir 0)( =tF  p.p. en [ )∞,0  y por 

lo tanto )()( 21 tFtF =  p.p. 0≥t .  

 

TEOREMA: (T.4) 

Si dos funciones )()( 21 tFtF ∧  tienen la misma transformada bilateral de 

Laplace en la franja γβ ≤≤ )(sR  entonces )()( 21 tFtF =  p.p. en ℜ .  

 

DEMOSTRACION: 

Sea )()()( 21 tFtFtF −= , se tiene: 

(T.4.1)   γβ <<=∫
∞

∞−

− )(    .0)( sRdttFste  

Por otro lado el primer miembro de (T.4.1) es la suma de dos transformadas 

unilaterales de Laplace. 

(T.4.2)    dttFsfdttFsf stst ee )()(     ;)()(
0

2
0

1 ∫∫
∞

−
∞

=−=  
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La primera es homorfa en el semiplano γ<)(sR  y la segunda es homorfa 

en β>)(sR .  

Por (T.4.1) podemos escribir: 

(T.4.3)    γβ <<=+ )(    .0)()( 21 sRsfsf  

Se define la función 

     γ<− )(        )(1 sRsf  

(T.4.4)   =)(sφ  

     β>)(         )(2 sRsf  

 

La función )(sφ resulta homorfa en ℜ .  Fijados 11 ,γβ  con γγββ <<< 11 , 

se tiene: 

           0
)(1 =

∞→ s
sf

lim
s

                              Con S en el semiplano 1)( γ≤sR  

(T.4.5)   

           0
)(2 =

∞→ s
sf

lim
s

                              Con S en el semiplano 1)( β≥sR  

 

De (T.4.4) resulta  )(sφ entera y  se tiene: 

(T.4.6)    0
)(

=
∞→ s

s
lim
s

φ
  

Y en todo el plano se tiene el desarrollo: 

(T.4.7)  k

k
k Ss a∑

∞

=

=
0

)(φ  con   ds
S

s
i kka ∫

Γ

+= 1

)(
2
1 φ
π
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Donde Γ  es una circunferencia de centro el origen y radio r. 

Sea )()( máx srM
rs

φ
=

=  se tiene: 

r
r

rM
a kk ··2

)(
·

2
1

1 π
π +≤  Y resulta por (T.4.6) 0

)(
=

∞→ kr r
rM

lim  y se deduce 

que 1      .0 ≥= kak . 

Por otro lado  constanteas == 0)(φ  y como 0)(2 =
∞→

sflim
s

. Se concluye que 

0)( =sφ  y por (T.4.4) son idénticamente nulas, las transformadas unilaterales (T.4.2) 

y por el teorema de unicidad unilateral se tiene 0)( =−tF  y  0)( =tF  p.p. para 0≥t . 
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OBSERVACIONES DEL TEOREMA DE LERCH PARA UN INTERVALO 

INFINITO. 
 

Es conocido que el teorema de Lerch no se satisface si el intervalo no es 

finito. En este trabajo se estudian las condiciones que debe satisfacer la función )( xf , 

para extender el teorema a un intervalo, consideremos la función: 

)sen()( αα

bxxf axe−= , con ( )0,0,0 >>> baα ;  )(xf  tiene todos su momentos 

en[ )∞,0 . 

 

dxbxx axn
n e )sen(

0

αα

µ −
∞

∫=  

Tomando el cambio αxt =  se tiene: 

( ) 

















+
⋅+







 +

Γ
−=












⋅−=⋅= +−

∞
−−

∞
− ∫∫

++

α

α
ααα

µ αα

1

1
11

)sen(
1 )(

0

1

0

1 11

n
iba

n

IdtxIdtbtx M
tiba

M
at

n ee
nn

 

K,2,1,0,0 == nnµ   Sii   ( ) α
1+

+
n

iba  es real. 

Pero: ( ) ( )[ ] 111 +

+=+
+ n

ibaiba
n

αα , por lo tanto 0=nµ  si y solo si ( )α
1

iba +  es 

real. Sea θρ ieiba ⋅=+  con
2

0        0
π

θρ <<∧> ; para que la expresión α
θ

αρ
i

e
1

 sea 

real. Una condición necesaria y suficiente es que: { }0  ,  −Ζ∈= kkπαθ  y este entero 
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debe ser tal que: 
2

0
π

πα << k ; es decir
α2
1

0 << k , como { }0−Ζ∈k  se tiene que 

2
1

1
2
1

<⇒> α
α

 y: ( ) ( )παρπαρ kbka sen  ,   cos ⋅=⋅= . 

 

Por ejemplo: 

Sí 2     1    ,
4
1

=∧== ρα k .  Se tiene 1== ba . 

Luego: 0sen 4

0

4

=−
∞

∫ dxxx xne .  K2,1,0=n  Y esto resuelve el ejemplo de Stieltjes. 

Y hemos obtenido infinitas funciones con momentos nulos que satisfacen el siguiente 

teorema. 

 

TEOREMA 1: 

La función:  0,0,0  ,  )sen()( >>>= − babxxf axe ααα

 

Tiene en [ )∞,0  todos sus momentos nulos si y solo si se satisface: 

( ) ( )παπαρα kbka sen   ,   cos   ,   
2
1

0 =⋅=<<  Con 0>ρ  y { }0−Ζ∈k  que  

verifica la relación
α2
1

0 << k .  

 

Consideremos la función ( )0,0,0   ,   )cos(1)( >>>⋅= − babx
x

xf axe ααα

, 

para  [ )∞∈ ,0x  se tiene: 
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( ) 

















+
+







 +

Γ
=⋅⋅= −

∞

∫
α

α
α

µ αα

2
12

2
12

1
      )cos(

1

0
n

iba

n

Rdxbxe
x

x E
axn

n  

K0,1,2n  ,  0 ==nµ  Si y solamente si ( ) α2
1

iba +  es imaginario puro y: 

α
θ

αρ 22
1

   
i

e  con 
2

0.    0
π

θρ <<>  una condición necesaria y suficiente es 

que ( )παθ 12 += k ,  y ( )
2

120
π

πα <+< k  esto es
2
1

4
1

0 −<≤
α

k .  Se sigue que 

2
1

   0
2
1

4
1

<⇒>− α
α

 y se ha probado el siguiente teorema. 

 

TEOREMA 2: 

Dada ( )0,0,0   ,   )cos(
1

)( >>>⋅= − babx
x

xf axe ααα

 )( xf  tiene 

momentos nulos en [ )∞,0  si y solo 

sí ( )[ ] ( )[ ]παπαα 12ksenb   ,   12cos  ,  
2
1

0 +=+=<< ka , con Ζ∈> k  ,  0ρ , que verifica 

la relación
2
1

4
1

0 −<≤
α

k .  
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EXTENSION DEL TEOREMA DE LERCH A INTERVALO INFINITO. 

 

T.4) TEOREMA:  

Sea )(xf  localmente sumable en [ )∞,0  y ( )K2,1,0       )(
0

=∫
∞

ndxxfxn  es 

uniformemente convergente respecto a  “n” entonces 0  >∃ λ  tal que 0)(
..pp

xF =  

en[ )∞,λ . 

 

Demostración: 

Pongamos ( )K0,1,n   )(
0

== ∫
∞

dxxfxC n
n   

Por el criterio de Cauchy, 0)(       0 >∃>∀ εδε ; tal que: 

i) εβαδ
β

α

<⇒<< ∫ dxxfx n )(     

Comenzaremos la demostración suponiendo que )(xf  es continua en[ )∞,0 , 

sea δλ +=1  y veamos que en [ )∞,λ ,  no existe ningún intervalo [ ]βα ,  en el cual 

se tenga ( )0)(0)( <> xfxf .   

 

 

 

0 δ α β 
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De hecho si existiera tal intervalo [ ]βα , ,  sea 
[ ]

)(     0
,

xfminmm
x βα∈

=>  se 

tendría: 

ii) ( )αβα
β

α

β

α

−>> ∫∫ mxdxxfxmdxxfx nn )()(  

Como 0)( >xf  en [ ]βα ,  ;  por (i) se tiene ε
β

α

<∫ dxxfxn )(  y comparando 

con (ii) se tiene ( ) εαβα <−nm ,  pero esto es un absurdo ya que se 

tiene 1>≥ λα .  Contradicción  que proviene de haber supuesto la existencia del 

intervalo [ ]βα,  tal que 0)( >xf . Por lo tanto 0)( =xf   [ )∞∈∀ ,λx . 

Pasamos ahora al caso general en el cual )( xf  es localmente sumable 

en[ )∞,0 , para 1≥n .  Integrando por parte se tiene que 0>∀α .  

   )()(     )(
0

1 dxxFxnFdxxfx nnn ∫∫ −−=
αβ

α

αα ;   donde: 

iii) 0)0(      )()( CFdttfxF
x

−=∧−= ∫
∞

 

La ecuación  (iii) se puede escribir de la siguiente forma: 

dxxf
x

xdttfF
n

nn )()()( 





−=−= ∫∫

∞∞ αααα
αα

 

Se puede escoger un β  tal que: 

iv) dxxfxF nn )()( ∫
∞

−=
α

αα  
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Ya que [ )∞∈∀≤ ,     .1 αα x
x

n

.  De  (iii) y (iv) se tiene: 

v) dxxfx
n

dxxFx nn )(1)(
00

1 ∫∫ −=−
βα

 

Para −∞→∧∞→ βα        se tiene que: 

vi) 
n

C
dxxfx

n
dxxFx nnn −=−= ∫∫

∞∞
− )(

1
)(

00

1  

Las Integrales dxxFxn )(
0

1∫
∞

−  son uniformemente convergentes. De este hecho 

y la continuidad de )(xF  resulta que [ )∞∃ ,   λ  para el cual 0)( =xF ; lo que implica 

que 0)( =xf   [ )∞∈∀ ,λx . 

 

Se ha demostrado un teorema que extiende el teorema  de Lerch. 

T.5)    TEOREMA: 

Sea )( xf  localmente sumable en [ )∞,0 ,  sí las integrales 

( )∫
∞

=
0

,...2,1,0      )( ndxxfxn  son convergente uniformemente  respecto a “n”, 

resultando ( )∫
∞

==
0

,...2,1,0 ,  0)( ndxxfxn ,  entonces  0)( =xf  p.p. en [ )∞,0 .  

 

Demostración: 
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Sabemos por T.1) que 0)( =xf  p.p. en [ )∞,λ  para un cierto valor de λ, y 

como ( )∫
∞

==
0

,...2,1,0 ,  0)( ndxxfxn ,  se tiene: 

dxxfxdxxfxdxxfx nnn )()()(
00

∫∫∫
∞∞

+=
λ

λ

 

Y se tiene que: 

( )K,1,0        0)(
0

==∫ ndxxfxn
λ

  

Por el teorema finito de Lerch se tiene que 0)( =xf  p.p. en [ ]λ,0  y por lo 

tanto se tiene: 0)( =xf  p.p. para [ )∞∈ ,0x . 
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T.6)    TEOREMA: 

Sea )( xf  localmente sumable en( )∞∞− , , sí las integrales 

( )∫
∞

∞−

= ,...2,1,0      )( ndxxfxn  son convergentes uniformemente  respecto a “n”, 

resultando ( )∫
∞

==
0

,...2,1,0 ,  0)( ndxxfxn ,  entonces  0)( =xf  p.p. en( )∞∞− , . 

 

Demostración: 

De las hipótesis tenemos que ∫
∞−

0

)( dxxfx n  y ∫
∞

0

)( dxxfxn  son convergentes 

uniformemente respecto a “n” por separados. Por T1) sabemos  que:  

∫
∞

=
0

)( n
n Cdxxfx  

Y por lo tanto:  

∫
∞−

−=
0

)( n
n Cdxxfx  

Esto es: 

( ) K,1,0     1)(
0

1 =−=−∫
∞

+ nCdxxfx n
nn  

Por  T.1)   0   ,0  >>∃ µλ  tal que: 0)( =xf  p.p. en( ] [ )∞∪−∞− ,, µλ  y 

como: 

∫
∞

∞−

= 0)( dxxfx n  
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Se tiene que: 

K,2,1,0     0)( ==∫
−

ndxxfxn
λ

λ

 

Y por el Teorema finito de Lerch se tiene que 0)( =xf  p.p. en[ ]µλ ,− , lo que 

implica que 0)( =xf  p.p. en( )∞∞− , . 

 

 

T.7)    TEOREMA: 

La función )(xf  verifica las siguientes hipótesis: 

(1) [ )∞∈ ,0)( 1
LocLxf  

(2) ( )( ) ( )0,0)( >∞→= − axxf xae  

(3) K,2,1,0     0)(
0

==∫
∞

ndxxfxn  

Entonces 0)( =xf  p.p. en[ )∞,0  

 

Demostración: 

La demostración es basada  en el hecho de que el sistema ortonormal 

..1,0

)(2

=

−







n
n xAe

x

 [con )(xAn polinomios de grado n en x] obtenido al ortonormalizar 

{ } ...1,0=n
nx  respecto a la función peso xe−  es completo en [ )

2
,0 ∞L  “Ver [2] pág. 22”. 
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De la hipótesis (2) se desprende directamente la existencia de dos números 

0   ,0 >Χ>M  tales que:  

i) xaeMxf −≤)( , para Χ>x  

Dividiendo la demostración en dos partes: 

 

I Parte: 

Supongamos la continuidad de )( xf  en[ )∞,0 , también la función 

)()( 2 xfx
xa

e=ϕ  es continua en [ )∞,0  se puede observar que: 

xaee Mxfx
xa −≤= 2

22
)()( 2ϕ  para que Χ>x , es decir [ )

2
,0)( ∞∈ Lxϕ  y por la 

hipótesis (3) se tiene: 

ii) K,2,1,0     0)(
0

2

==∫
∞

−
ndxxex

xa
n ϕ  

Pongamos ( ) [ )
2

,022
    , ∞∈Ψ=






= Lt

a
t

a
tx ϕ ;  entonces (ii) se transforma  en: 

iii) ,...1,0  ,   0)(2

0

==Ψ−
∞

∫ ndttt
ten  

Y como el sistema ortonormal 
...1,0

)(2

=

−







n
n tA

t

e es completo, se tiene que 

0)( =Ψ t  y como )()( 22 xaxf
x

e Ψ= −α

 se tiene que 0)( =xf .  
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II Parte: 

Pasamos al caso general; sabemos que existe  )(xF  tal que: 

iv) ∫
∞

−=
x

dttfxF )()(  

Queremos ver que fijado b ( )ab <<0  se tiene: 

v) ( ) ( )∞→= − xoxF xbe      )(  

En efecto, para Χ≥x  por (i) y (iv) se tiene: 

vi) dtMdttfxF
x

taxb

x

xbxb eeee ∫∫
∞

−
∞

≤≤ )()(  

vii) dtMxf
x

tae∫
∞

−≤⇒ )(  

Por otro lado tenemos: 

( )
( )[ ] 0·

2

2

==
−

−
= −−

∞→−

−

∞→−

∞
−

∞→

∫
xba

xbxb

xa

xxb

x

ta

x
exlim

bxe

e
lim

dt

lim
e

e
 

Y así se satisface (v). Además, )(xF  es continua en[ )∞,0 , 

[ ) ,...1,0,)( 2
,0 =∈ ∞ nLxFxn  entonces: 

dttft
n

dxxdttfdttfdxxdxxFx n
t

nnn )(
1

1
)()()(

0

1

00000
∫∫∫∫∫∫
∞

+
∞∞∞∞

+
−=−=−=  

Y por la hipótesis 3) se tiene: 

...2,1,0     0)(
0

==∫
∞

ndxxFxn  
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Por lo tanto 0)( =xF  y se tiene: 0)( =xf  p.p. 

 

 

EXTENSIÓN DEL TEOREMA DE LERCH A TODOℜ. 

 

En [2] pág. 30 se demuestra el siguiente resultado. 

El sistema )(   ,0,0)(
,...1,0

2 xAaxAe n
n

n
xa >>









=

− α
α

  polinomio de grado n 

obtenido al normalizar { } ,...1,0=n
nx  en( )∞∞− , , respecto a la función piso αxae− , es 

completo en 2
)(ℜL  sí  y solo sí 1≥α . 

 

Teniendo en cuenta este resultado, extenderemos el teorema de Lerch aℜ . 

 

T.8) TEOREMA: 

La función  )(xf  verifica las siguientes hipótesis: 

1. )()( 1 ℜ∈ LocLxf  

2. ( ) ( ) )0(      )( >∞→= − axOxf xae  

3. ,..1,0  .   0)( ==∫
∞

∞−

ndxxfx n  

Entonces 0)( =xf  enℜ . 
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Demostración: 

Como (2) ( ) ( )∞→= − xxf xae     0)(  se tiene que existe 0,0 >Χ>M  tal que: 

i) xaeMxf −≤ ·)( . Para Χ>x . 

En (3) hagamos 0=n  y pongamos: 

ii) ∫ ∫
∞−

∞

=−=
x

x

dttfdttfxF )()()(  

Para Χ>x  se tiene: 

iii) xae
a

M
xf −≤ ·)(  

Además como: ( ) ( ),...2,1,0  )( 1 =∈ ℜ nLxfxn  e integrando por partes tenemos: 

dxxfx
nn

x
xfdxxfx n

n
n )(

1
1

1
)()( 1

1

∫∫
∞

∞−

+

∞

∞−

+∞

∞− +
+

+
=  

De (iii) y la hipótesis  3) se tiene: 

iv) ...2,1,0   0)( ==∫
∞

∞−

ndxxfxn  

Introduciendo la función: 

)(·)( 2 xFx
xa

e=ϕ  

Se observa que )()( 2 ℜ∈ Lxϕ . La ecuación (iv) se puede escribir como: 

v) ( )...2,1,0     0)(2 ==−
∞

∞−
∫ ndxxx

xa

en ϕ  
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Como )(2 ℜL  es completo y por el teorema antes mencionado “ver [2]” se 

tiene: 

0)( =xϕ  

Puesto que  0)()( 2 ==
−

xxF
xa

e ϕ  se tiene: 0)( =xF  y por (iii) se tiene 

0)( =xf  enℜ .  
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EJEMPLO DE FUNCION CON TODOS SUS MOMENTOS NULOS EN ℜ . 

 

Sea ( ) ( )0,0,0     cos)( >>>= − baxbxf xae α
αα

 tiene todos sus momentos 

nulos en ℜ  sí ( ) ( ) 



 +=



 +=<< α

π
ρα

π
ρα

2
12·sen   ,

2
12·cos   ,10 kbka  

donde Ν∈> k,0ρ , tal que
α
1

120 <+< k . 

 

DEMOSTRACION: 

 

Se tiene: 0)(12 =∫
∞

∞−

+ dxxfx n , además: 

 
( )



















+

+Γ

=== +
−

∞
−

+∞∞

∞−
∫∫∫

α

α α
αα 12

0

1
12

0

22

)12(
2

)cos(
2

)(2)( ne
at

n
nn

iba

n

Rdtbtdxxfxdxxfx et  

 

Nos interesa ver cuando el valor principal de la potencia ( )α
1

iba +  es 

imaginario puro, es decir: 





 <<>=+

2
0     ,0, πϕρρ ϕieiba . La potencia 

α

ϕ

αα ρ
i

eiba
11

)( =+  es imaginaria pura y se tiene inmediatamente la tesis, es decir 

)( xf  tiene momentos nulos enℜ . 
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EJEMPLO 2: 

 

La función ( ) ( )0,0,0      ,)( sen >>>= − baxxf xbxae α
αα

 tiene en ℜ todos 

sus momentos  nulos sí 





=






=<< α

π
ρα

π
ρα

2
sen  ,

2
cos  ,10

k
b

k
a , donde 

Ν∈> k,0ρ  tal que
α
1

0 << k . 
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2. UN TEOREMA DE COMPLETITUD SOBRE EL INTERVALO [ )∞,0 . 

Dada la  sucesión { } [ )∞∈= ,0)( ,...1,0 xx nnϕ  linealmente independientes de 

clase [ )∞,02C . Supongamos que satisfacen las hipótesis: 

2.1. 0)0( =nϕ  

2.2. 0)(''       0)(' ≥≥ xxn ϕϕ  

2.3. ( )cxxlimxlim
nnn

>+∞==>∃
∞→∞→

,  )(')(:0c    ϕϕ  

La idea central de todo este desarrollo es extender conceptualmente los 

teoremas antes mencionados y el concepto de momento de una función con respecto 

al sistema )(xnϕ . Evidentemente que la sucesión { } ,....1,0=n
nx  satisface las 3 hipótesis 

dadas. 

 

Definición: 

Para toda función [ )∞∈ ,0)( LocLxf  y para todo intervalo [ ] [ )∞⊂ ,0,ba  tienen 

sentido las integrales: 

2.4. ,...1,0   )()( == ∫ ndxxxf n

b

a

n ϕµ  

Llamados los momentos de la función  )(xf  respecto al sistema { } ,...1)( =nn xϕ   

en el intervalo [ ]ba, . 

 Así  podemos extender conceptualmente el teorema de Lerch a un sistema 

{ })(xnϕ   linealmente independiente. 
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TEOREMA  DE EXTENSION CONCEPTUAL AL TEOREMA DE LERCH. 

T.9) Sea [ )∞∈ ,0)( LocLxf y las integrales  

dxxxflimdxxxf nn )()()()(
0

·  ·

0

ϕϕ
α

α ∫∫ +∞→

∞

=  

Son uniformemente convergentes respecto a “n”.  Sí 0)()(
0

=∫
∞

dxxxf nϕ  

0)( =⇒ xf  [ )∞∈ ,0x .  

La hipótesis de la convergencia uniforme respecto a n es: 

2.5. ....2,1      )()()(,   0)(,0 =<⇒<<>∃>∀ ∫ ndxxxf n εϕβαεδεδε
β

α

 

 

Para demostrar este teorema primero demostraremos dos lemas auxiliares. 
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LEMA I: 

Si [ )∞∈ ,0LocLf  y ( ) ( ) ( )∫∫ ∞→

∞

=
α

α
ϕϕ

00

)( dxxxflimdxxxf nn  son uniformemente 

convergentes respecto a “n”, entonces ( )∫
∞

0

dxxf  es convergente. 

 

DEMOSTRACION: 

Como { }nϕ  son LI, se tiene que ( ) nxn ∀≠   .0ϕ .  Fijado ( )xvϕ  no 

decreciente, podemos fijar un punto vξ  tal que ( ) 0>vv ξϕ .  Para vx ξ≥ ,  por 

hipótesis tenemos que: 

0      ,0 >∃>∀ εδε    βαδ ε <<  

( ) ....3,2,1  .  )( =<⇒ ∫ ndxxxf n εϕ
β

α

 

Sea vξδ ε >  y βαδξ ε <<<v , se puede escribir: 

∫ ∫=
β

α

β

α ϕ
ϕ dx

x
xxfdxxf

v
v )(

1)·()()(  

Pero: 
)(

1
)(

1
0

αϕϕ vv x
<<    y por el T.V.M. se tiene:  

∫∫ =
γ

α

β

α

ϕ
αϕ

dxxxfdxxf v
v

)()(
)(

1
)(  

Donde γ es un punto de [ ]βα, . 

Si βγ = en (2.5) tenemos: 
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( )vvv

dxxf
ξϕ

εε
αϕ

β

α

<<∫ )(
1)(    l.q.q.d. 
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LEMA II: 

La función )( xf es continua en [ )∞,0  y las integrales 

( ),..2,1     )(')(
0

=∫
∞

ndxxxf nϕ  son uniformemente convergentes respecto a “n”; es 

decir: 

εϕβαδεε
β

α

<⇒<<>∀ ∫ dxxxf n )(')(   :0  

Entonces )( xf  es nula para “x” bastante grande. 

 

DEMOSTRACION: 

Fijado 0>ε , escogemos εδ  tal que: c>εδ , donde c está definido (2.3) y para 

εδ>∀x  se tiene que: +∞=
∞→

)(' xlim nn
ϕ . 

Veamos que en ( )+∞,εδ  no puede existir ningún sub–intervalo [ ]εε βα ,  en el 

cual se tenga 0)( >xf  [ó 0)( <xf ], basta considerar el primer caso. 

Supongamos la existencia de ( )+∞,εδ  un sub–intervalo en el cual se 

tenga 0)( >xf , con )(xf  continua, entonces )(xf tiene un mínimo 0>εm  y para 

todo 0)(' ≥xnϕ  no decreciente, se tiene: 

))·(()()( ''
εεεε

β

α

αβαϕϕε
ε

ε

−≥> ∫ nn mdxxxf  

O sea:   
)(

)('

εεε αβ
ε

αϕ
−

<
mnn   n=1,2... 
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Pero este resultado es absurdo porque +∞=
+∞→

)(' xlim nn
ϕ .  

DEMOSTRACION DE  (T.8). 

Sea (T.8.1): dttfxF
x
∫
+∞

−= )()(  

Por el Lema I, se puede encontrar una sucesión )(xnϕ con 0)0( =nϕ , tal que: 

(T.8.2)  dxxxFFdxxxf nnn ∫∫ −=
αα

ϕαϕαϕ
0

'

0

)()()()()()(  Basta  con  hacer una 

integración por parte de:   0,)()(
0

>∫ αϕ
α

dxxxf n . 

Sea   c>α    y vn ≥ ,  se tiene: αϕ ≥∀> xxn     .0)(    y  por lo tanto de 

(T.8.1). 

∫∫
+∞∞

≥−=−=
αα

ϕ
ϕ

αϕ
αϕαϕα vndxxxf

x
dxxfçF n

n

n
nn    .)()(

)(
)(

)()()()(  

Como 
)(
)(

xn

n

ϕ
αϕ

 es no creciente y se tiene: 1
)(
)(

0 ≤<
xn

n

ϕ
αϕ

. Y aplicando el 

T.V.M. para integrales, se tiene: 

dxxxfF nn )()()()( ϕαϕα
β

α
∫−= . Donde [ )+∞∈ ,αβ .  

Sustituyendo en (T.8.2) se tiene: 

(T.8.3)  ( )αβϕϕϕ
αβ

α

>>−−= ∫∫∫ ,         )()()()()()(
0

''

0

vndxxxFdxxxfdxxxF nnn

a

 

O  sea: 
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(T.8.4)  L ( )αβϕϕ
βα

>>−= ∫∫ ,     )()()()(
00

' vndxxxfdxxxF nn  

 Cuando ∞→α , el segundo miembro tiende por hipótesis a dxxxf n )()(
0

ϕ∫
+∞

 

uniformemente respecto a n y la integral de primer miembro dxxxF n )()( '

0

ϕ∫
∞

 converge 

uniformemente respecto a “n”.  

 

Como )(xF  es continua por el Lema II: 0  .0)( >= xxF  0  .0)(' >=⇒ xxf  

vxxf >=⇒    .0)( , es decir 0>∃λ  tal que [ )+∞∈= ,   .0)(
..

λxxf
pp

 y 

como ( ),...2,1   .0)()(
0

==∫
∞

ndxxxf nϕ , se tiene que: 

( ),...2,1   .0)()(
0

==∫ ndxxxf nϕ
λ

 Y por el teorema de Lerch, se tiene que 0)( =xf  

en[ ]λ,0 . Con lo cual se demuestra el teorema. 

 

 
 


