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Capitulo 1

Funciones Analiticas

1.1 Introduccién a los Nimeros Complejos

1.1.1 Historia

Los nameros reales aparecen al tratar de resolver ecuaciones como

2 —2=0,

o equivalentemente, al tratar de encontrar /2. Analogamente, los nimeros
complejos surgen de ecuaciones como

2 4+1=0.
Parala ecuacion 22+2x+2 =0, laf’ormula cuadratica da como soluciones
z=-1+v-1
En general, para la ecuacion az? + bz +c¢ =0, las soluciones estdn dadas por

. —b+Vb? — dac
_T.

Como en el ejemplo anterior, en muchos casos b?> —4ac puede ser un ntmero
negativo.

Cardano (siglo XVI) observo que si estos ntimeros de la forma «a + /3 se
trataban como ntmeros ordinarios con la operacién adicional +/—1v/—1 = —1
todas las ecuaciones cuadréticas se podian resolver.

La formula de Euler, e? = cosf +isenf incluye ya un simbolo ‘’ para
v/—1. Pero no fue sino hasta el siglo XIX con Gauss y otros que el significado
de los numeros complejos fue entendido claramente.

La teoria de las funciones anal’iticas fue desarrollada principalmente por
Cauchy y subsecuentemente por Dirichlet, Weierstrass y Riemann.



2 CAPITULO 1. FUNCIONES ANALITICAS

La busqueda de un método para describir la conduccién del calor influyo
para que se desarrollara la teoria. Destacan la hidrodindmica y la electrostatica
como ramas importantes de la fisica donde se aplica la Variable Compleja.

Las funciones analiticas también son ttiles para el anélisis real, por ejemplo,
para probar que

0 que

/2” & or

o a+senf aZ_1

Demostrar estas identidades es dificil o imposible usando el célculo real, sin
embargo, con el uso del anélisis complejo, se pueden obtener facilmente.

1.1.2 Definicién de los Nimeros Complejos

Definiciéon 1.1. El conjunto de los numeros complejos, denotado por C, con-
siste en todos los nimeros de la forma a+ib, donde a,b € R.

Observacion. Existe una correspondencia biunivoca de C con R? mediante la
asociacion

z +iy — (z,y).
Por ende, se pueden identificar a los nimeros complejos con los puntos del plano.

Se designard como parte real del nimero complejo a + ib al naumero real
a, y como parte imaginaria al n'umero real b. De esta manera, al eje X se
le llamara eje real y al eje Y se le llamar’a eje imaginario.

Notacion. Si z € C, z =z + 1y, se escribira:
Rez=2z, e Imz =y.

Se definira un producto en C que permitir’a entender a la unidad imaginaria
it como +/—1.

Definiciéon 1.2. Se define una operacion de suma y multiplicaci’on escalar en
C como sigue:

(561 + ’iy1) + (.TQ + in) = (.T1 + CUQ) + i(y1 + yg),
a(x +iy) = ax + iay, a€R

(Obsérvese que estas operaciones coinciden con las de R? como espacio vecto-
rial).
También se define una operacion de multiplicaci’on como sigue:

(w1 +dy1)(z2 +iy2) = (T172 — y1y2) +i(T1y2 + T291).

Para recordar esta definicion es 4til recordar que queremos i = —1.
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v
v

Figura 1.1: Interpretacién geométrica de suma y multiplicaci’on escalar

El significado geométrico de la suma y de la multiplicaciéon escalar es el
usual en espacios vectoriales. El significado geométrico de la multiplicacién se
discutird despu’es. La multiplicaciéon de ntimeros complejos es conmutativa,
asociativa y distributiva. Probamos aqui la primera propiedad y las otras dos
quedan como ejercicio.

Si z1=a;+iby y 22 =as+ibsy, entonces

2129 = (0,10,2 — b1b2) + i(albg + G,le) = 2921.
Como se ve en esta igualdad, dichas propiedades son consecuencia de las mismas

propiedades de los nimeros reales.

Observacion. Los nimeros complejos son una extension de los n’'umeros reales:
si xeR, x40ieC y viceversa; por lo que se puede escribir R C C.

Ahora, dado z € C, queremos ver que tiene inverso multiplicativo. Por
supuesto, se requiere z #Z 0. Si 2z =a+1ib, se busca 2z' =z +iy tal que
zz' = 1. Es decir

ar —by =1
bz + ay = 0.

Este sistema tiene como tinica solucién

a —b
rT=———= = —.
a2 + b2’ y a2 + b2
1
A 7' sele designa como z7! 6 —.
z

Observacion. Es util dividir de la siguiente manera:

1 1(a — ib) a—ib

atib  (a+ib)(a—ib) a’+b2
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Consecuentemente, C es un campo con respecto a las operaciones de suma y
producto. La suma es conmutativa y asociativa, el neutro aditivoesel 0 = 04120
ydada ze€C, z=zxz+41iy, —z=—xz—iy eselinverso aditivode z. El
producto, como ya se menciond, es conmutativo, asociativo y distributivo con
respecto a la suma, el neutro multiplicativo es el 1 =1+ {0, y el inverso fue
descrito en el parrafo anterior.

1.1.3 Raices de Ecuaciones Cuadraticas

2:

Teorema 1.1. Dado z € C, existe w € C tal que w z. Obsérvese que

tambi’en (—w)? = z.

Usando coordenadas polares, el teorema puede ser demostrado facilmente,
sin embargo, primero lo probaremos algebraicamente.

DEMOSTRACION. Si z = a+1ib, 2z # 0, se busca w = z + iy tal que

w? =2, i.e (22 —y?) +i(2ry) =a+ib. Esto nos da el sistema

2 —y’=a (1.1)
2zy = b. 1.2)
Escribiendo
(22 +2)? = (2% — y?)? + day® = a® + b2,
se obtiene

22 +y? = Va2 + b2,

por lo cual, combinando esta ecuacién con (1.1), obtenemos

5  a+Va?+b? 5  —a+VaZ+b?

e o Ve

Si >0, (1.2) da como soluciones

w==*

\/a+\/a2+b2 +i\/—a+\/a2+b2
2 2

Si b< 0, las soluciones son

w==* |

_\/a+\/a2+b2 +Z,\/—a+\/a2+b?
2 2
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1.1.4 Unicidad de los Nimeros Complejos

Teorema 1.2. Sea F un campo que contiene a los reales y para el cual, toda
ecuacion cuadrdtica tiene soluci’on, entonces F contiene a C.

DEMOSTRACION. Sea j € F solucién a z? +1=0. Afirmamos que
A={a+jb|a,beR}CF

es isomorfo a C.

Sea ®:C — F dada por ®(a + ib) = a + jb. Claramente ® es un
homomorfismo de Cen F, y &(C) = A. Basta ver, entonces, que & es
inyectiva.

Sean ai+ibi, az+ibs € C talesque ®(ai+ib1) = ®(az+ib2). Entonces
a1 +jb1 = a2 +jb2, de donde (a1 —a2)+j(b1 —b2) =0. Si b 75 bs entonces

ay —a

j= bl b2 y x?24+1 =0 tiene solucién real, lo cual es absurdo, de donde
1 — b2

by =bs y a1 =ax y F contiene un subcampo (A) isomorfo a C. [ ]

En un curso mas avanzado, se demuestra el teorema de Frébenius, que dice
quesi F esuncampotalque RCF y dimgpF < oo, entonces F=R o
F=C.

1.1.5 Ejemplos Desarrollados

1. Demuestre que 1 = —i, yque 1 - 1 _i_
i ’ i+1 2
Solucion.
I (=)  —i
[T () R G S
I 1—4 1
1+4i  (1+d)(1—-i) 2

. N +2 .
2. Encuentre la parte real e imaginaria de Z—l, donde z =z + iy.
z

Solucion.

z24+2  x+2+iy  (z+2+iy)(r—1—1iy)

z—1 x—1+iy (z—-1+iy)(z—1—iy)

_ (z+2)(x—1)+y> +i[(z — Dy —y(z + 2)]
EESVERTE |

Por lo cual,

Y

z2+2 (x+2)(x—1)+y?
Re <z—1> (x —1)2 +y?

Im z+2 —3y
z—1 (x —1)2 +y2
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3. Resolver z*+i=0.

Solucion. Escribiendo z? = y, la ecuacién se transforma en y? +i = 0,

a la cual se le puede aplicar la féormula desarrollada para raices cuadradas,
obteniéndose

()

Aplicando ahora esta férmula a

e |
b= 1)

=y, se obtiene (tomando a = %, y

_i<\/1+\/§ .\/—1+x/§>
T = - y ¥

23/4 v 23/4

oo (L)

23/4 23/4

para el otro valor de y.

En la siguiente seccién se desarrollara la f’ormula de De Moivre, que permite
calcular de manera simple las raices n-ésimas de un ntimero complejo.

4. Demuestre que para nimeros complejos z y w:
Re(z + w) = Rez + Rew, Im(z +w) =Imz + Imw.
Solucion. Si z=xz+1iy y w=a+ib entonces

Re(z +w) =z +a=Rez+ Rew, Im(z4+w)=y+b=Imz+ Imw.

1.2 Propiedades de los Niimeros Complejos

1.2.1 Interpretacion Geométrica de la Multiplicaci’on

Para dar una interpretacion geométrica de la multiplicaci’on de nimeros com-
plejos debemos introducir las coordenadas polares. Como los niimeros complejos
pueden ser identificados con los puntos en R 2, podemos pensar en ellos como
vectores en el plano. Dadoun z € C, 2z =a+1ib, su longitud estd dada por
|z] = Va? + b2.

También se puede medir el &ngulo en radianes que hace dicho vector con la
parte positiva del eje real. Si denotamos este angulo como 6, se obtiene la
expresion polar de z,

a+ib=rcosf + irsené,

donde r = |z|.
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Definicion 1.3. Al nimero r descrito arriba, se le llama longitud, norma,
o valor absoluto de z y se le denota por |z|. Y al dngulo 6 se le llama
argumento de z vy se le denota por argz.

Obsérvese que el argumento no se puede elegir en forma tnica, aunque, si se
quiere, puede tomar valores en [0,27) (oen (0,27]).

A

v

Figura 1.2: El argumento de z.

Teorema 1.3. Para cualesquiera zi,zs € C

i) |2122| = 21| ] 22].

ii) arg(z122) = arg(z1) + arg (z2) (mod 27).
DEMOSTRACION. Escribiendo

z1 =711 (cosby +isenfy) y zo =1y (cosbs + isenbs)

se tiene

2122 = 7179 [cos 01 cos By — sen By sen by + i (cos By sen B2 + sen by cos 6s)]

=rire [cos (01 + 63) +isen (01 + 63)]

Esta igualdad demuestra el teorema. En cuanto a ii), el argumento de 2129
es la suma de los argumentos de z; y 2z2. Siestos suman mas de 2w, la
igualdad ii) es cierta moédulo 2. |

Ejemplo.

(—i)(—i) = -1y arg(—i) = —
37 3_7r

5 + 5 =3r=n (mod 27).
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A Z1%2

01 + 65
22 21

61

Figura 1.3: El argumento de un producto.

A A A

AN AN N,
NI

arg(—i) = 3T arg(—i)(—i) = 3« arg(—1) =7

Figura 1.4: El argumento de (—i)2.

Observacion. E1 teorema 1.3 nos brinda una interpretaciéon geométrica fun-
damental, multiplicar complejos significa ‘sumar sus dngulos y multiplicar sus
normas’.

Existe otra manera geométrica de construir el producto de dos ntmeros
complejos, usando tridngulos semejantes. Los dos triangulos de la figura 1.5 son
semejantes ya que sus 'angulos son iguales. El vector z1zo es el correcto en
dicha figura debido al teorema 1.3 y a que

|21] _ |z122]

1 22|

La multiplicaciéon también puede ser analizada de la siguiente manera. Sea
z € C y definase 19,: C— C como %.(w)=wz, i. e, 1, es multiplicar
por z, locual es rotar un dngulo igual a argz en el sentido de las manecillas
del reloj y modificar la longitud multiplicandola por |z| (agrand’andola o
achic’andola de acuerdo a |z| >1 o |z| <1) .

Por ejemplo, para z =4, ; es unarotaciéon de 7 en el sentido ‘posi-
tivo’.

Observacion. 1, es una transformacion lineal de R 2 en R 2. Esto se sigue
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Figura 1.5: El producto de dos ntimeros complejos.
de

V. (Awy + pws) = (Awy + pws2)z = Awi 2z + pwez = A, (w1) + p. (w2)
A € Rwy,ws € C

¥i(2)

Figura 1.6: El efecto de ;.

Observacion. Formula de De Moivre.
Si z=r(cosf +isenh), 2" =r"(cosnd + isennd).

La aplicacion fundamental de esta f’ormula se muestra en el siguiente resul-
tado.

Teorema 1.4. Sea w € C\ {0}, w =r(cosf+isenf), entonces w tiene
exactamente n raices n-ésimas dadas por la siguiente formula:

0+ 2k 0+ 2k
zk:{b/F{cos< +n Tr>+isen< +n Tr)], k=1,2,...,n—1.
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DEMOSTRACION. Dado w = r(cosf+isenf), sebusca z = p(cosp+isenyp)
tal que 2" =w.

2™ = p"(cosnp + isenny) = r(cosf + isenh),

de donde,
pt=r, npg=0+2kr, k€L
0 + 2km
Lp=Rr oy p= -
n
Todas las posibles soluciones se obtienen tomando k£ = 1,2,...,n — 1,
0+2k17r 9—|—2k:27r . .,
puesto que y establecen la misma solucién
n n

0+2kim 0+ 2kom + 2mnm 0+ 2kamw
n a n a n
< ki=kht+mn<= ki —ka=mn<= ki = k> (modn) |

+ 2mm

Como caso particular, obsérvese que las n raices de la unidad consisten
del 1 y n—1 puntos igualmente espaciados en el circulo unitario. (Véanse
las figuras 1.7y 1.9.)

Figura 1.7: Las raices de 2° —1=0.

1.2.2 Propiedades Varias

Definicién 1.4. Dada z = a+ib € C se define el conjugado de z, denotado
por Z, como a—ib. Geométricamente, conjugar es reflejar sobre el eje real.

Teorema 1.5. Si z,w € C
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v

X

Figura 1.8: El conjugado de z.

0 (3)-

z
) 2z =|z|*, yporlo tanto z ' = W si z#0.
z

&l

v) z=Z siysdlosi z€R

24z z24+z
i) Rez = I = .
vi) Rez 5 mz 5

vii) Z = z.
DEMOSTRACION.
i) Directo a partir de la definicién.
ii) Sean z=a+ib y w=a +il', se tiene
zw = aa’ — bb' + i(ab’ + ba)
por otro lado,

ZW = ad' — (=b)(=b) +i[a(=b) + (=b)a'] = aa’ — bb' —i(ab’ + ba') = 7w.

iii) Usando ii) se tiene que

es decir,

SIS
1
/N
SRS
'v
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iv) 2z = (a + ib)(a — ib) = a® + b* = |2]*.
v), vi) y vii) se siguen directamente de la definicion, por ejemplo:
z—Z=(a+1ib) — (a—ib) =2ib. A

Teorema 1.6. Si 2,2/ € C

i) |22'| = |z[|2].
1z ke
ZZ) = :m

iii) Rez| < J2],  [Tmz| < Jel.
w) |z = |z|.
v) |z + 2] <2 +[2].

vi) ||z| — |z’|| < |z =2

vit) w4+ zawa < (flalf o el o fwal, (Desi-
gualdad de Cauchy.)

DEMOSTRACION.

i) Ya se demostro usando coordenadas polares.

2'z

ZI

z

ZI

i) |2/

= |z|.

iii) Se sigue del teorema de Pitagoras.
iv) Trivial.
v) Esta es la desigualdad del triangulo:

42 =(z4+2)z+2)=(z4+2)Z+2) =22+ 22 + 27+ 27
= 2> + 2Re(2'2) + |2'| < |27 + 22"z + |2[° = (2] + |2])°.

vi) [z2| =z —2'+ 2| < |z — 2|+ 7|, de donde |z|—|z'| <|z—2'|. Anélo-
gamente, |2'|—|z| <|z —2'|.
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vii)Se demuestra de una forma bastante mas complicada que las anteriores.
Sean

n n

2 2 - S
U:Z|Zk| ) t:Z|wk| ) S:Zkak, y c:Z,
k=1

k=1 k=1
se tiene que

n

n
0< ) |an — cwrl” = (2 — cWx) (25 — Cwy)
k=1

k=1
n n n n
= E 2LZE — C E W2 — C E 2Zrwy + cc E WE Wy
k=1 k=1 k=1 k=1

=v—c5—cs+|c|°t =v—2Re(c5) + ||t

_ 2
=v—2Re (?) +|c|2t:v—2%+|c|2t
|s” |, Isl’ Es 2
= U——Q—E—'+'—¥— =0V — —Z—, L e. vt Z|S| . .

Una manera més natural de probar la desigualdad de Cauchy es usar la
identidad de Lagrange,

n 2 n n

2 2 N 2
> zpwi| = (E || ) (E |wg | ) - Y lzmr — g
k=1 k=1 k=1

1<j<k<n

Dejamos la comprobacién de esta identidad como ejercicio para el estudiante.

1.2.3 Ejemplos Desarrollados

1. Resolver 2% =1.

Solucion. Usando el teorema 4, las soluciones estan dadas por:
0 + 27k 0 + 27k
zk:cos< +87T>+isen< +87T>,k:0,1,...,7,0:0,

que se pueden escribir como:

1+¢ . =1+ —1—q 1—14

17 ) l? ) ) )
V2 V2 V2

=

T(3+7)2]1 o2
2. Mostrar que {(21762@) ] _ (3;; _7622 .
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IR
o

v

Figura 1.9: Las ocho raices octavas de la unidad.

Solucion.

8§ — 61 8§ — 61 ~ 8—6i

(B+7i)2]  (B+7)? (B+7)B3+7i) (3-Ti)?
{8—%61’ }_ '

az+b

bz+a
Solucion. Obsérvese que |z| =1 implica que [Z]=1 y 2z =1. Tenemos
entonces

=1

3. Si |z| =1, demuestre que

1

B

az+b
b+az

az+b
bz+a

az+b

B |az + b _1
bz+a

B |az+b| B

4. Demuestre que el maximo valor absoluto de 22+ 1 en el disco unitario
{zeC||z| <1} es2.

Solucion. |2> +1| <|2%[+1<2. Si z=1, entonces 2?+1=2.

5. Escribir en notacién compleja la ecuaci’on de la recta, el circulo y la elipse.

Solucion. La recta se expresa facilmente en forma paramétrica; el lugar geomé-
trico de los puntos en el plano que pasan por un punto dado @ en una cierta
direccion b:  {z=a+1tb|t € R}.

El circulo de radio r con centro en @ se puede expresar como
{zeC||z—1a|=r}.

La elipse centrada en el origen con focosen d y —d, y semieje mayor a
se puede expresar como

|z —d| + |z + d| = 2a.

Esto se sigue directamente de la definicién de elipse.
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s

Figura 1.10: Parametrizacion de una recta.

6. Expresar cos3f en términos de cosf y senf usando la féormula de De
Moivre.

Solucion. Se tiene que
(cos® + isenf)® = cos 36 + i sen 36,
por lo que, usando la férmula del binomio, se obtiene

cos® @ + i3 cos® fsenf — 3cosfsen’ @ — isen® = cos 30 + isen3h,

cos 30 = cos® § — 3cosf sen’ .

1.3 La Proyeccion Estereografica

La proyeccion central desde el polo norte descrita en la figura 1.11 sugiere que
el plano complejo se puede pensar como la esfera unitaria en R® excluyendo
el polo norte. Resulta pues natural pensar que el polo norte corresponde a un
punto ideal que representa al infinito.

Definicién 1.5. Los puntos del plano complejo junto con oo  forman el plano
complejo extendido, denotado por C.

Incluir el simbolo oo es particularmente util en el contexto de las trans-
az+b

+d’
de C en C. (ver Marsden [2], capitulo 5, y Hoffman) La esfera unitaria

formaciones de Mobius z — con ad—bc #0, que son biyecciones

S?={z e R ||z| =1},

llamada esfera de Riemann, es el modelo requerido para incluir el punto al
infinito.
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($1,$2,$3) (0707 1)

2 2
\Vx] + x5

2]

Figura 1.11: La proyeccion estereografica.

Para asociar cada punto en el plano con uno en S? usamos la siguiente idea
geométrica: Si colocamos a S? en su posicién usual en R? y consideramos
al plano z =0 como C, la linea que va de un punto z = (z1,z2,z3) € S al
polo norte é3 = (0,0,1) € S?2 cruza C en un tGnico punto. Parametrizando
se tiene:

Si teR estal que [é3 +t(Z —eé3)] € C entonces

les +t(z —es3)]-e3 =0,
1+t(z—e3)-e3=0,
].:t(].—l'g),
L 1
1—1‘3

De donde, el punto asociado a Z es
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Otra manera de ver esto es por medio de la figura 1.11. Es claro que la
proyeccion de Z debe tener la direcci’on de (z1,z2), y por semejanza se
obtiene que

2] _ Vi + a3

T o 1-— I3
Con base en estas ideas, se define la funcion ¥:S?\ {(0,0,1)} - C como

r + il’g
v =—.
(71,2, 73) 1— a3
Se afirma que ¥ es una biyeccion entre S%\ {(0,0,1)} y C.

DEMOSTRACION.

1. ¥ esinyectiva. Para demostrar esto se construye la inversa. Obsérvese que,
si z=9(z,z2,3),

2
ry +ixg |0 wi+ay  1-—23 l+4as

2_
o _(1—563)2_(1—563)2_1—563,

z
E T

(va que (w1,72,73) € S? = 27 + 2% + 2% = 1) . Tenemos entonces que

(1 —x3) |z|2 =1+ x3,
|z|2 — 1=z (1 + |z|2),

es decir,

= (1.3)

T = =
2 2 1+ |2
(1.4)
_z+z 2 _ z+Z
2 \ |z +1 2> + 1
, _ 2’L.’I}2
Analogamente z —7 = , por lo que
1-— I3
z2—Z
Ty = ——5——. (1.5)
i(|2]> + 1)
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Por lo tanto ¥ es inyectiva, ya que z determina al punto (z1,z2,z3).
Obsérvese tambi’en que la funcion @

Z2+7Z z—z |2 -1
®(z) = 2 ' 2 2 )
2| +1 i(J]z|"+1) |z|"+1

es inversa por la izquierda de .

2. ¥ es sobre.

Dado z € C, se puede ver mediante un calculo sencillo que ®(z) € S2.  Si
D(2) =p=(y1,y2,9y3) y ¥(p)=2', usando las ecuaciones (1.3), (1.4) y (1.5)
se tiene

' 1+ys
|2'| = 1—uv. 2],
Ys
2Re?’ 2Rez
s . =Y =T33
2P+l P+l
2Im 2’ 2Im z
e s =
iz + 1) (]2 +1)
Por lo cual,
Rez' =Rez, Imz'=Imz, i e 2'=z2,
¥ essobrey @ essuinversa. ]

Haciendo corresponder oo con (0,0,1) se obtiene una biyeccion entre
S? vy @, lo cual nos da el modelo buscado. A esta biyeccion se le llama
proyeccion estereogrdfica. De la formula (1.3) se deduce que el ‘hemisferio sur’,
x3 < 0, corresponde al disco unitario |z|] < 1, y que el ‘hemisferio norte’,
x3 > 1, corresponde al exterior del disco unitario.

En esta representacion esférica del plano complejo no hay una interpreta-
ci’on facil de la suma y el producto, su ventaja estriba en que oo no es un
punto distinguido. Convendremos que toda recta es un subconjunto de C que
incluye al simbolo o0, es decir, que toda recta pasa por oo. Una propiedad
importante de la proyeccion estereogréfica es la siguiente:

Proposiciéon 1.7. Bajo la proyeccion estereogrifica, circulos en C y rectas en
C se transforman en circulos en S? y viceversa.

DEMOSTRACION.

1. Un circulo en S? es la interseccién de un plano con la esfera, es decir,
satisface una ecuacion

ari + brs + cr3 = d.
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Este circulo es la imagen bajo la proyeccion estereografica de un conjunto
cuyos puntos deben cumplir

Z2+7Z z2—Z lz)* — 1
a—s — c
2P +1 0 i(lzT+ 1) 2]

Si z=ux+1iy, estaecuacion se transforma en
a2x + b2y + c(x? +y* — 1) = d(2* + y* - 1),

que es la ecuaciéon de una recta o un circulo en el plano, dependiendo si d = ¢
6 d # c¢. Al completar cuadrados no se puede obtener un radio negativo,
puesto que un conjunto vacio no puede ser la imagen de uno no vac’io.

2. Viceversa, una recta en el plano es un conjunto de la forma
ax + by = c,
que bajo la proyeccion estereogréfica va a dar a

T T2

b =
a1—$3+ 1—5[73 ¢

o

azy + bzry = c¢(1 — x3),

lo cual esta contenido en un plano, y puesto que es un subconjunto de la esfera,
debe ser un circulo. Este c’irculo pasa por el polo norte, ya que ®(oc0) =
(0,0,1), y ciertamente este punto esta en el plano descrito.

Y un circulo en el plano es de la forma

|z—a|2 =r’ 6

(z—a)(Z—a) =r% es decir,

|2)? — az — az + |a|® = 12,
1+ a3
1—1x3

—2Re(az) =1 —|a|?,

2 1+x3
_1—373-

puesto que se sigue de (1.3) que |z|

Si a=ay +iay, y z=ux+iy, entonces Re(aZ) =a1x —azy, y

1+1‘3 2 2
-9 _ — 2 _
1— 24 (@12 —azy) =r° —|al”,
1+ 23 T T2 2 2
-2 2 =r2_
1—z3 all—a:3+ “@1T, ! Jal”

14 23 — 20121 + 2as25 = (r* — |a)®)(1 — z3),

que esta contenido en un plano y es por tanto un circulo. |
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Para terminar, es util tener una formula para la distancia entre las proyec-
cionesde 2z y 2z’ enlaesferaen términosde z y 2.
H ! ! !
Denotando a las proyecciones en la esfera por (z1,z2,z3) y (2,25, %)
se tiene que, por estar en S?2

(1 — 24)? + (zo — x5)* + (23 — 25)? = 2 — 2(212) + T2 + T325).
Usando (1.3), (1.4) y (1.5),
T3y + T2Th + T3TY
z4+z 2 +2 -z -7 |P=1 |7 =1
TP P Pt Pl P+l P+t
222" + 222 + |22'|> — |2° — |Z/|° + 1
(14 12F) (1+1=1°)

22— )EF )+ (1 + |z|2) (1 + |z’|2)

(1+12P) (1+ 1)

(El altimo paso tiene como intencién homologar numerador y denominador).
Por consiguiente,

V(@1 =02 + (03 = )2 + (3 — o)

2|z — 2

(1+12F) (1+1=)

B 2|z — 2|
V1+ 1P+

Est4 nueva formula de distancia en C es particularmente novedosa y tutil
al incluir el punto al infinito. En éste caso, si 2z’ = oo,

= |2-2|1-

2
z i ! I_|Z| -1
171 + T2y + T3T3 = R

por lo que

-1 2
\/(351—35'1)2+($2—$'2)2+($3—35§): 2—2< 2>— :
1+ |z /1_+_|Z|2

Esta distancia se llama cordal, el nombre se debe a que se miden cuerdas
en la esfera. La métrica cordal define en C los mismos abiertos que la m’etrica
usual. (La justificacion de esta afirmaci’on queda como ejercicio.)
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1.4 Algunas Funciones Elementales

Antes de proceder a estudiar las funciones de variable compleja de manera ge-
neral, exhibimos algunos ejemplos. Comenzaremos extendiendo a C algunas de
las funciones del célculo real.

1.4.1 La Funcién Exponencial

Sabemos de calculo real que

2 1.3 1.4

z T
e —1+1’+§+§+Z+'“.

Si en esta serie sustituimos formalmente = por ¢y, y € R, y olvidamos
por un momento las cuestiones sobre convergencia, deberiamos tener que
: () (y)* | (Gy)*
iy _ ...
eV =1+1iy+ o1 + 30 + m + )

reordenando esta serie, y dado que

1 si =0 (mod4),
Ak _ i si =1 (mod4),
-1 si =2 (mod 4),
—i si =3 (mod4),
obtenemos
2 4 3 5
ww_ (1Y, Y I
e (1 2,+4, >+z<y 3'+5' ),
es decir,

e =cosy + iseny.

Estas consideraciones, junto con la igualdad del célculo real, e®t® = e®e?,

sugieren la siguiente definicion:

Definicién 1.6. Dado z€ C, z=ux+1iy, se define e* como
e“(cosy + iseny).

Obsérvese que la funcién asi definida extiende a la exponencial real.
El siguiente teorema muestra que esta definicién es la adecuada.

Teorema 1.8.
i) e¥TW = e*et,

i) V2ze C, e*#0.
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iii) |e”t| = e,
iv) e* es periddica, y todos sus periodos son de la forma 2mni, n € Z.

v) e =1 siysdlosi z=2mni, né€Z.
DEMOSTRACION.
i) Si z=x+iy y w=s+it, tenemos

erTw — e(z+8)+i(y+t) — et ts (cos(y + t) +1 sen(y + t))
= e"**(cosycost — senysent + i(seny cost + sentcosy))

= e"eY(cosy +iseny)(cost +isent) = ee”,

como consecuencia del mismo hecho para variable real.

ii) V2ze C, e*e*=¢e=1, porloque e #0.

iii) [e*T¥| = |e®||cosy + iseny| = e”.

iv) e*T2mni = eze2™i — ¢ . 1 = ¢*  por lo que 2mni, n € Z, esun periodo

de €*.

Supongamos que w es un periodo; entonces, Vz € C, e*t¥ =¢*. En
particular, e¥ = e%*% = ¢’ = 1. Escribiendo w = x + iy, tenemos que
e¥ = e*(cosy +iseny) = 1 implica que seny = 0, es decir, y = km, vy,
dado que e* >0, y=2kr y z=0.

v) Es evidente de la definicion que e2™ = 1. Viceversa, si e¥ = 1, se
demostro en el inciso anterior que w = 0 + i2kw. ]

Es facil visualizar e®: es el tnico punto en el circulo unitario que se en-

cuentra a y radianes del eje real positivo, en sentido contrario a las manecillas
. . ;T . ; i 3m . ,

del reloj, por ejemplo e!™2 =i, ™ = —1, "2 = . (Véa la figu-

ra 1.12)
A
et
A

Figura 1.12: El significado de e®.
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Geometria de la Funcién Exponencial

Se sigue directamente de la definicién que la funci’on exponencial transforma la
linea horizontal y = cte. en la semirecta que va del origen al infinito, haciendo
un angulo y con el eje X positivo. (Ver figura 1.13.)

Figura 1.13: Efecto de e* en rectas horizontales.

Por otra parte, la linea vertical = = cte. se transforma en el c’irculo de
radio e”, recorriendo éste un namero infinito de veces. (Ver figura 1.14.)

S

Figura 1.14: Efecto de e* en lineas verticales.

1.4.2 La Funcién Logaritmo

Se quiere definir esta funcién de tal manera que sea una extensi’on de la corres-
pondiente funcion real. También se quiere que sea una inversa de la exponencial,
sin embargo, como la exponencial es periddica, se debe restringir el codominio
del logaritmo.
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Teorema 1.9. Si Ay, denota la franja horizontal infinita
{z+iyeClyo <y <yo+2r},
entonces e* es una biyeccion entre Ay, y C\ {0} .

DEMOSTRACION. Si e*! = e*> entonces e*'7*2 =1 y 2y — 2z = 27mni.
Como la distancia entre las partes imaginarias de dos puntos cualesquiera en
Ay, es menor que 2m, se tiene que 2z = 2z», y por lo tanto ez|Ay0 es
inyectiva.

Ahora, dado w € C\{0}, e =w siysolosi e” =|w| y e = L

wl]’

w
lo cual se traduce en log|lw| =2z y arg— =y.

o oo fwl] .
La segunda ecuacién tiene un ntmero infinito de soluciones, una de las cuales
satisface yo <y < yo + 2m. Por consiguiente, e A,, ©s suprayectiva. |
A
A
Yo + 27
eZ
7 A
Yo

z

Figura 1.15: La region A, es transformadaen C)\ {0} por e*.

La demostracion del teorema 1.9 sugiere la siguiente definici’on.

Definicién 1.7. La funcion con dominio C\ {0}, codominio A,, y regla
de correspondencia

logz =log|z| +iargz, arg z € [yo, yo + 2m)

se llama Rama de logaritmo. Esta funcidn se denota usualmente por log(z),
obsérvese, sin embargo, que hay una infinidad de estas funciones.

Reemplazando el dominio por una superficie en forma de espiral infinita
se puede determinar en forma univoca la funcién logaritmo (ver Marsden [2],
cap’itulo 6). Sin embargo en este curso sélo discutiremos estas funciones con
dominios que son subconjuntos de C\ {0}.

Obsérvese que para que el logaritmo sea funcion es necesario restringir el
codominio. Por el momento tomaremos el codominio de la forma

{r+iy € Clyo <y <yo+ 27},
0 {z+iyeCly <y<yo+2r}, y R
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Yo Yo

Figura 1.16: Algunos de los posibles codominios para el logaritmo.

Ejemplo. Si yo =0, entonces el intervalo es (0,27], ¢ [0,27), y
log(1 +1i) = log |1 + | +iarg(1 +1i) = log V2 + i%.
Si yo=m, elintervaloes (w,3n], 6 [m37), y
. 9
log(1 +i) =log V2 + i

Teorema 1.10. El logaritmo es la inversa de la exponencial en el siguiente
sentido: Si logz representa una rama del logaritmo, entonces e'°8% = z,
Vz € C\ {0}. También, si se elige la rama yo < y < y + 2w, entonces
log(e®) =z, VzeAy,.

DEMOSTRACION. Como logz = log|z| + i argz,
elogz — elog|z|eiargz — |Z|eiargz = 2.
Reciprocamente, si z =z + 11y, con yo <y < yo + 2w, tendremos que
log(e*) = logle?| + iarg(e®) = log(e®) + iy = z. Esto se sigue ya que

arg(e®) = arg(e”) = y, por la forma en la que se eligié la rama del loga-
ritmo. |

Posteriormente, se restringira el dominio del logaritmo a C\ B, donde B
es una semirecta que se inicia en 0, i. e.,

B={tw|teRt, weC\{0}}.

El objeto de esta restriccion seréd lograr que el logaritmo sea una funci’on con-
tinua.

Teorema 1.11. Si z,z2 € C\ {0}, entonces

log z120 =logz1 +1ogzy (mod 27i).
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DEMOSTRACION. logz12e = log|z122| + iarg(z122), en donde tenemos que
arg(z122) € [yo,Yo + 2m). Como log|z122| = log|z1| + log|zz| y también
arg(z122) = arg(z1) + arg(z2) (mod 27i), se sigue el resultado. [ ]

Para ejemplificar este teorema, calculamos log(—1 —i)(1 — i), donde el
argumento toma valores en (0, 27].

(~1-D(1-i)=—(1+)1-i) =-(1-P*) =2,
log(—2) = log2 + im.

Por otro lado
. 5 . e
log(—1—1i) =log V2 + i ¥ log(1 — i) =log V2 + i
obteniéndose

log(—1 — i) 4+ log(1 — i) = log 2 + 3.

Geometria de la Funcién Logaritmo
El logaritmo produce el efecto contrario a la exponencial, circulos se transforman
en segmentos verticales y semirectas que parten del origen en rectas horizontales.

Esto se sigue ya que los circulos estan dados por r = cte. y las semirectas por
6 = cte. en la siguiente ecuacion:

logre? =logr + if.

Yo + 2m

A
- log z
/ Yo - Yo

Figura 1.17: Geometria de la funcién logaritmo.
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v

Figura 1.18: Efecto de log.

1.4.3 Las Funciones Trigonométricas

Como e =cosy +iseny, se tiene que

e 4 e~

cosy = >

y seny =

2i
Esto sugiere la siguiente definicion:

Definicién 1.8. Vz € C,

senz =
Teorema 1.12.
i) sen’z + cos® z = 1.
ii) sen(z +w) = sen z - cos w + senw - CoS z.
#44) cos(z + w) = cosz - cosw — sen z - sen w.
DEMOSTRACION.

i) sen?z + cos®w

el — e~
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ii) senz-cosw + senw - cos z

B eiz _ efiz eiw + efiw N eiw _ efiw eiz + efiz
- 2 2 2 2

_ei(z+w) + ei(sz) _ ei(wfz) _ efi(erw)

4i
ei(erw) + ei(wfz) _ ei(sz) _ efi(z+w)

+ -
4

ei(z+w) _ efi(z+w) o ( N )

= = 11 .

2i e
iii) Se demuestra en forma similar a ii). ]

Las otras funciones trigonométricas se definen de la manera usual, por ejem-
plo, para {z € C|cosz # 0} se define

1.4.4 Potencias Complejas

Se quiere definir @, donde a,b€ C, a#0. Sedemostré que a = %8,
ysi beN, setiene que

ab — (eloga)b _ (eloga) (eloga) . (eloga) ,

v

~~
b veces

por lo que a’ = e?1°8¢,  Esto sugiere la siguiente definicién:

Definicion 1.9. Asumiendo que se ha elegido una rama del logaritmo, se define
a® como eb'°8%  donde a,beC, y a#0.

Es natural que la funcién z ~ 2° sea “multivaluada” como el logaritmo, es
decir, estara bien definida siempre que se especifique el codominio, por ejemplo,
si b=1/,, laformula de De Moivre nos dice que a'/t toma exactamente q
valores distintos.

Teorema 1.13. Sean a,b € C, a#0, entonces

i) a® esta univocamente determinada (no depende de la rama del logaritmo
que se escoja) si y solo si b € Z.

i) Si beQ, b= B, (p,q) = 1, entonces a® toma evactamente q
q
valores distintos, que son las q raices de aP.

iti) Si beER\Q, osi b¢ R, entonces a® toma un nimero infinito de
valores.



1.4. ALGUNAS FUNCIONES ELEMENTALES 29

b

En los casos en que a° toma valores distintos, estos difieren por factores

de la forma e>™™, n €.

DEMOSTRACION. Si se elige la rama del logaritmo donde el argumento toma
valores en (0,27] cualquier otra rama se puede expresar como

zv+—logz+2mni, n € Z.

En particular, af = eb(logat+2mni) — gblogag2mnbi |5 cyal demuestra la dltima
parte del teorema.
También
ebloga . 627rnbi — ebloga Vn €7
= ™ =1 VneZ
< nbeZ VnezZ
<~ b€EZ,

de lo cual se concluye la primera parte.
Para demostrar ii), obsérvese que

P/ 1)1 — 2 (p/0)i sy B(n —-m)€Z<=>n=m (modq),
q

puesto que (p,q) =1, porlo que a?/¢ toma exactamente ¢ valores.

Para demostrar iii), sea b€ R\ Q. Si e?™ = ¢2™mbi entonces se tiene
que e2m(n—mbi — 1 v b(n —m) € Z vy, por tanto, n =m.

Finalmente, si b =z +iy, y #0, 2™l = =27y . ¢2mniz  de don-
de |e27rnbi| — e—27rny_ Si e27rnbi — eQﬂmbi entonces e—Qﬂny — e—Qﬁmy y
concluimos que n = m. |

Por ejemplo, si a=14+i y b€ R\Q, entonces el nimero infinito de
posibles valores de a® esta dado por

eb(log(i+i)+27rni) — eb(log V24 Ty +-27ni) — (eblog \/§+i“b/4) 627rbni, nez.

1.4.5 La Funcion Raiz n-ésima

Se demostré que si z # 0 entonces z tiene exactamente n raices n-ésimas.

Definiremos ahora la raiz n-’esima en t’erminos del logaritmo.
Definicién 1.10. La funcién raiz n-ésima, denotada por Yz o 2/
define como e(°82)/"  donde logz es una rama del logaritmo.

se

Obsérvese que esta definicién coincide con la mencionada anteriormente.
Por el teorema 1.13, sabemos que hay n posibles raices n-ésimas. Eligiendo
la rama del logaritmo cuya parte imaginaria toma valores en (0,27], la raiz
n-ésima esta dada por

logr  if .
e(logz)/n:e n Tt = %.619/n’



30 CAPITULO 1. FUNCIONES ANALITICAS

donde z=re? 6¢ (0,2n].
Como en la demostracion del teorema 1.4, las otras n — 1 soluciones se
obtienen multiplicando esta soluciéon por e?™9/n k=12 ... n—1.

1.4.6 Ejemplos Desarrollados

1. Desarrolle la geometria de la funcién z — 22y la funci’on ra’iz cuadrada.
Solucion.

(a) z+— 22

22 tiene norma |z|* y argumento 2argz, por lo que esta transforma-
ciéon lo que hace es elevar al cuadrado la norma y doblar el argumento, en
particular, transforma el primer cuadrante en el semiplano superior y este
en todo el plano.

Figura 1.19: 2z — 22
(b) La Funcién Raiz Cuadrada.
Eligiendo la rama del logaritmo con argumento en [0,27), la funcion esta
, . 0

dada por z+— \/z = /r-€?/?, donde z=re?/?. Como 3 € [0,7),
\/z siempre estara en el semiplano superior: El efecto es dividir el "angulo
en dos.

Por otra parte, si se elige la rama —7 <60 <m, +/z toma valores en el
semiplano derecho.

. . . z
2. Encuentre la parte real e imaginaria de €€ .

Solucion. Si z = x + iy,

eZ

o€ — o€ (cosy +iseny)

¢ O8Y (cos (e” seny) + i sen (” seny)).

3. Encuentre todos los valores de ‘.
Solucion. Tomando la rama [0, 27),
§ = gilogi _ ,ilim)/2 _ ,—7/2

Los demas valores se obtienen multiplicando e ™2 por 2™l = ¢—27n
nez.

)
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v

Figura 1.20: Efectos de ‘Elevar al cuadrado’ y ‘Raiz cuadrada’.

A

Figura 1.21: Raiz cuadrada con argumento en (—m,7].

4. Demuestre que sen(iy) = isenhy, donde senhy = #
Solucion.
] i) _o=i(ly) o=V _ oV eV _ eV .
sen(iy) = 57 = = < 5 ) = isenhy.

5. Resuelva cosz =

eiz + efiz

Solucion. —————— = = < 2% —¢i* 4 1 = (.

N | =

tiene soluciones

L 1+y1-4 1, /3
e = — =
2 2

AL
'

v

Esta ecuacién cuadréatica
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Por lo que tomando las distintas ramas de logaritmo se obtienen las siguientes

soluciones.

_ (1 + Z\/§>

iz=log | ——— |,

2
es decir,
, <1 + 1\/§>
z=—ilog| —— | .
2

Como

1+iV3 (T
log (T) = 43 (§+2ﬂ'n), n € 7%,

todas las soluciones son de la forma

z:ﬁ:(g+27m),n€Z.

6. Considérese la transformaciéon z — sen z. Demuestre que las lineas hori-
zontales son transformadas en elipses y las l'ineas verticales en ramas de hipér-
bolas.

Solucion.

senz = sen(z + iy) = senx - cosiy + seniy - cosxr =

senz - coshy +isenhy - cosz,

eV +e Y . . .
donde coshy = — Esto es consecuencia de la identidad
iit) 4 g—ilit) —t 4 ot
cos(it) = ¢ ¢ = ° — cosht.

2

En consecuencia, si y =y # 0, escribiendo senz =u + iv se tiene que

u? v?

5 5 =sen’z +cos’z = 1,
cosh®yy  senh” yg

por lo que larecta {z =z +iyy | € R}, se transforma en una elipse. Obsér-
vese que la imagen da un nimero infinito de vueltas a dicha elipse.

También la imagen de larecta {z =z + iy |y € R}, con zy # £F,

k € Z, satisface

para

u? v?

5 — 5 = cosh?y —senh®y = 1,
Sen< xrop COS” Xo
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I I A 7
I I //
I I 7
I I 7/
| \ sen z //
: : A N //
: :
I | \ /
| | > ) H >

T i . |l
I I ; \
I I 7/ \
I I 7/ \
I I \\
I I \
I I \
I I \\
I I \
I I N
| 1 N

A
sen z
7 A
5 3 -1 1

Figura 1.22: La geometria de senz.

y por lo tanto, es la rama de una hipérbola. (Por conexidad es s6lo una rama y
no toda la hipérbola).

Si y=0, senz=senz, y elejeX setransforma en el intervalo [—1,1],
que consideramos como una elipse degenerada. Si x = 0, senz = isenhy,
por lo que el eje Y se transforma en si mismo, caso que también se conside-
ra degenerado. Otros casos degenerados suceden con las rectas = = 7/ y
x = —7/, que se transforman en los segmentos reales [1,00) y (—o0,—1],
respectivamente.

1.5 Funciones Analiticas

1.5.1 Topologia y Continuidad en C

Definicién 1.11. Sea A C C, se dice que A es abierto en C si Vz € C,
existe € >0 tal que D(z,e)={weC||w—-z| <e} CA.
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Recuérdese de los cursos de calculo que los D(z,e) son abiertos.

Estudiaremos las funciones con dominio en un subconjunto A C C y con
codominio C, llamadas funciones complejas de una variable compleja. Obsér-
vese que tambi’en se pueden pensar como funciones de R?> en R? . Usual-
mente denotaremos a estas funciones como

flx +iy) = u(z + iy) +iv(z +dy),
donde u y v son funciones reales.

Definicién 1.12. Sea f:ACC - C y a € C punto de acumulacion de
A.  Se dice que li_r)n f(z)=L si
z a

Ve > 030 > 0 tal que, si 0 < |z —a| <0, se tiene que |f(z) — L| < e.

Siendo esta definicién idéntica a la equivalente para funciones de R2? en
R?, todas las propiedades demostradas para dichas funciones siguen siendo
validas en nuestro caso, como por ejemplo la unicidad y el hecho de que el
limite de la suma es la suma de los limites.

Las demostraciones hechas en célculo real de una variable también sirven
para demostrar lo siguiente:

1. Si lim f(2) =Ly, y Zhg}lg(z) = Ly, entonces

zZ—a

lim f(2)g(z) = L L.

z—a

2. Si lim f(z) = Ly, y li_r)n g(z) = Ly, Lo #0, y g(z) #0, Vz,

zZ—a
entonces

f(z) Ly

m = .
2—a g(z) Lo
La continuidad también se define como en céalculo.

Definicién 1.13. Sean A CC y f:A — C, se dice que f es continua
en 2z, St

Ve > 035 > 0 tal que, si |z — 20| < 6, se tiene que |f(z) — f(20)] <e.

De nuevo como en el célculo, la suma, producto, cociente y composicién de
funciones continuas producen funciones continuas.
Las sucesiones de niumeros complejos también son anilogas a las reales.

Definicién 1.14. Se dice que la sucesion de nimeros complejos {z,} conver-
gea zop si Ye>03IN €N tal que si n> N se tiene que |zp, — 2| < €.

Por supuesto, el limite es tnico y

1. Si {wp}—=w y {z,} > 2z entonces {wp+ 2z} — 2+ w.
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2. {wpzn} = wz
3.8 w#0, {Z—”}—>i.
n w

Obsérvese que {zp} — 2z <= {Rez,} - Rez, e {Imz,} - Imz. Esto
se sigue de que

|z — zp| = \/(Re(z - zn))2 + (Im(z — zn))2

Esta observacién muestra que una sucesi’on en C es convergente si y sélo si
es de Cauchy (esta ultima propiedad se define como en el caso real).

Finalmente, como en el caso real, f:A CC — C es continuaen zg € A
si y s6lo si

V{zn} tal que {z,} = 20, {f(zn)} = f(20).

1.5.2 Diferenciabilidad

Definicién 1.15. Sea f:ACC — C, A abierto en C. Se dice que f
es analitica en a € A, u holomorfa en a si

o 1) = (@)

z—a z—a
existe. Este limite se denota por f'(a).

Se dird que f es analiticaen A, si f es anal’iticaen z, Vz € A.
Esta diferenciabilidad en el sentido complejo es méas estricta que la real, por
ejemplo, se probara posteriormente que si f es analitica, entonces [ tiene
derivadas de todos los érdenes.

Como en el caso real, se tienen las siguientes propiedades.

1. Si f'(a) existe, entonces f es continuaen a.

2. Si A esabiertoen C y f y ¢ son analiticasen A, entonces

(a) af +bg es analiticaen A y
(af +bg)'(z) =af'(z) +bg'(2), Vz € Ay Va,beC.

(b) fg es analiticaen A y

(f9)'(2) = f'(2)g9(2) + f(2)d'(2), Vz € A.

(c) Si g(z) #0, Vz € A, entonces es analiticaen A y

1Y (- 029 = £ ()
(g) (2) 5 Vze A
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3. Cualquier polinomio ag + a1z + -+ a,2™ es una funcion analitica en
C con derivada a; + 2asz + - -- + na,z™ L.

ag+a1z+ - -+ a,z"

bo +biz+ -+ bpa
el plano complejo, excepto en los ceros de by + b1z + - -+ + bp2".

es analitica en todo

4. Cualquier funcién racional

La demostracion de estos hechos es idéntica al caso real, por lo cual se omite.
También vale la regla de la cadena para funciones analiticas. Incluimos la
prueba de este hecho para mostrar la cabal analogia con el caso real.

Teorema 1.14. Sean A y B abiertosen C, f:A—>C y ¢g:B—C
analiticas, f(A) C B; entonces go f:A — C es analitica y

(go f)(2) =g (f(2))f'(2), Vz € A.

DEMOSTRACION. Sean zg € A, wp = f(z0) € B. Se define para w € B

h(w) = g(wu)} :i(ow_O) —g'(wo) si w # wo,
0 si w = wy.

Obsérvese que como ¢'(wg) existe, h es continuaen B, y por lo tanto

lim (ko f)(z) = h(wo) = 0.

Z—rZ0

Ahora, Vz € A, reemplazando w por f(z) se tiene
(90 f)(2) = g(wo) = [A(f(2)) + g'(wo)] [f(2) —wo], ysi 2z # 2,
(gOf)(z)—g(wo) — h(f(Z))-i—g'(wo)} |:f(2)_w0:| -

zZ— 20 zZ— 20

Finalmente. tomando el limite en esta expresién cuando z — zg, se obtiene
el resultado. u

1.5.3 Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Si f:AcC — C, también f:ACR?> — R2. Recordamos que f es
diferenciable en el sentido real en (xg,y0) € A si existe una transformacion
lineal Df(gyy,) de R? en R? que satisface

f(wo + hyyo + k) — f(x0,v0) + Df(aco,yo)(h) k)

lim =0.
(h,k)—(0,0) |(h, k)]

Resulta que ser analitica es una propiedad més restrictiva que la de ser
diferenciable en el sentido real, como lo muestra el siguiente teorema.
Usaremos el siguiente hecho facil de probar. Si ¢ es una funcién compleja
tal que lim g(z) existe, entonces existen lim Reg(z) y lim Img(z), y
z—20 z—2zp z—2zp

lim g(z) = lim Re(g(z)) +4 lim Im(g(2)),

z—20 z—20 Z—2o0
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Teorema 1.15. Sean A abiertoen C y f: A — C wuna funcion holomorfa
en zp = (xo,yo0) € A, entonces

ou v
%(xoayo) = a—y(iﬂo,yo),
S P (Ecuaciones de Cauchy-Riemann.)

6_y(330;y0) = _%(l‘o;yo)-

Donde f(z,y) = (u(m,y),v(m,y)).

DEMOSTRACION. Por hipétesis

en particular, aproximandose a zp por larecta y =y, se tiene que

f(@,y0) = f(20,90) _ u(z,y0) — u(zo,y0) +i(v(z,y0) — v(xo,%0))

(x —20) +i(yo — yo) T — g

y tomando el limite cuando x — x, se obtiene

ou Ov
fl(z) = %(l’o,yo) + Z%(ﬂfo,yo)-

Esta ultima afirmacion se sigue de la observaci’on anterior al teorema.
Analogamente, aproxim’andose por la recta z = x,

f(2) = f(z0)

zZ — 20
se escribe como

u(zo,y) — u(wo, yo) +i(v(wo,y) — v(To, Yo))
(o — z0) +i(y — Yo)
_ u(zo,y) — u(To, Yo) + v(wo,y) — v(To, Yo)

Z'(Z/—yo) Y —Yo

Nuevamente, tomando el limite cuando z — zp, se obtiene

10u ov ov Ou
f'(z0) = ;a—y(woayo) + a—y(l’oayo) = a—y(fﬂoayo) - Za—y(l’oayo)-

Igualando estas dos expresiones para f'(zp), se obtienen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann. [ |

Observacion. La demostracion del teorema 1.15 proporciona férmulas explicitas
para la derivada.

F1) = 5o +iga) = 5 —ig ()
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El resultado del teorema 1.15 es atin mas general.

Teorema 1.16. Sea f:ACC—C, A abierto, z9 € A, entonces [ es
holomorfa en zy siy solo si [ es diferenciable en el sentido real en zy y
satisface las condiciones de Cauchy-Riemann en dicho punto.

Una consecuencia importante de este teorema es el hecho de que cualquier
funcion f:ACC — C, ( A abiertoen C) con derivadas parciales conti-
nuas en zg € A y que ademés satisface las condiciones de Cauchy-Riemann
en dicho punto, es necesariamente analitica.

Para demostrar el teorema se necesita primero un lema.

Lema 1.1. Una matriz (‘; g) con entradas reales, representa bajo multipli-
cacion matricial, la multiplicacion por un nimero complejo si y s’olo si a =d
y b= —c. Elndmero en cuestion es a+ic o d—ib.

DEMOSTRACION. Como la multiplicacién por un complejo fijo es una operaci’on
conmutativa, se puede escribir el complejo en cuestién como a+ic, y la matriz
(27¢) produce como transformacion lineal de R? en R? la multiplicaci’on

c a
a —c\ (z\ _ B
(c a) <y> = (am cy, cr +ay).

deseada:
En notacién compleja esto es
(az — cy) +i(cx + ay) = (a + ic)(z + iy).

Viceversa, si (%) representa la multiplicacién por «a + if3,

<(cl fl) (;) = (az — By, Bz + ay), Vo +iy € C, es decir

ar + by = ax — Py,
cx +dy = fr+ ay

En particular, tomando (x,y) como (1,0) o (0,1) se obtiene
a=a, b=-0, ¢c=8, y d=a 1
Ahora se puede demostrar el teorema 1.16.

DEMOSTRACION (TEOREMA 1.16). Si f esholomorfaen 2z, entonces existe

i FG) = 10).
zZ—Zzo zZ — 20

que denotamos por f'(zp). Este limite es equivalente a

oy £) = f(z0) = f'(20) (2 = 20)

z—20 (z — 20)

=0,
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que a su vez equivale a

|f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)|

lim =0,
z—r20 |Z — Zo|

o0, usando coordenadas reales,
lim |f(z)_f(zo)_DfZO(z_Z0)| :0,

z—r20 |Z — ,2’0|

donde Df., esla matriz generada por el ntimero complejo f'(z9) como en
la demostracion del lema.

Este ultimo limite muestra que f es diferenciable en el sentido real en zg
y que satisface las condiciones de Cauchy-Riemann en dicho punto. El lema
muestra que todos los pasos son reversibles. |

1.5.4 Conformalidad

La regla de la cadena junto con las condiciones de Cauchy-Riemann proporcio-
nan una interesante interpretacién geomeétrica de la derivada.

Proposicion 1.17. Si v:[a,b] = C es diferenciable, A es un abierto en C
que contiene ¢ y([a,b]) y f:A — C es holomorfa entonces fo~y es una
curva diferenciable y

(fon)'®) =Ff ()Y (1), Vtelab].

DEMOSTRACION. La regla de la cadena real implica que

(f o)) = Df(v(H)Y' (1)

A su vez la demostracion del teorema 1.16 dice que esto ultimo se puede
escribir como

(fon)®) =f (@)Y (). =

Figura 1.23: Interpretacién geometrica de la regla de la cadena.

Esta proposicion conlleva la geometria local de las funciones analiticas. Para
entender esto considérese una curva diferenciable -~ en unaregion A en C,
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es decir, un abierto y conexo en C, ~:[a,b] = C, y una funcién analitica
f:A— C. Denotando la curva fo~y por ¢, setiene que

Supongase también que Vit € [a,b] ~'(¢) #0 y f'(v(t)) # 0. Bajo estas
hipotesis se concluye que ¢'(t) #0 y que la direcci’on de la tangente a ¢ en
c(t) esta determinada por

arg ¢/ (t) = arg f'(7(t)) + argy'(t) (mod 2m).

Esto dice que el dngulo que forman las tangentes a ¢ en c¢(t) ya v en
~v(t) es argf'(y(t)), es decir, no depende de la curva -+, sélo depende del
punto z =~(t) y dela funcion f.

Estas hipdtesis también implican que curvas que tienen la misma tangente en
z = 7(t) se transforman bajo f en curvas que tienen la misma tangente en
f(2), y que curvas cuyas tangentes forman un éngulo 6 en z se transforman
en curvas cuyas tangentes forman un dngulo 6 en f(z).

e fle2)
0 f
o S 7t fler)
! 8y f(20)

Figura 1.24: Una funcién conforme preserva el dngulo entre dos curvas.

A esta propiedad de preservar dngulos se le llama conformalidad. En nuestro
contexto una definiciéon precisa es la siguiente.

Definicion 1.16. Sea A abiertoen C y f:A— C analitica. Se dice que
f es conforme en a€ A si f'(a) #0.

L.
0 ~ A

Z

f(20)

Figura 1.25: El efecto local de una funcién conforme.
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Otra propiedad que se relaciona con el término conforme es el cambio lineal
de escala. Bajo las hipotesis anteriores se tiene

f2) = £(z0)

zZ— 20

lim
zZ—rZo

= [f'(20)]-

Este limite significa que la razén de contracci’on o dilataci’on lineal de cualquier
segmento (que comience en 2z9) bajo f es, en el limite, constante, y no
depende de la direccién. Por supuesto este cambio en general varia de punto a
punto.

En particular, si ¢, v y f son como antes, se sigue de la proposi-
ciéon 1.17 que

O] = [ (v ()]

esto es, los vectores tangentes a curvas por 2z se dilatan o contraen por el
factor |f'(z0)].

Resumiendo, una transformacion conforme, infinitesimalmente cerca de z,
es aproximadamente una rotacion por un angulo argf'(z) seguida de una
homotecia por un factor |f(z)|.

1.5.5 Ecuaciones de Cauchy-Riemann en Coordenadas
Polares

Procedemos a expresar las condiciones de Cauchy-Riemann en coordenadas po-
lares. Se define

T:(0,27) x R" — R?, como
T(,r) = (rcos@,rsend), donde Rt ={ze€R|z>0} .

Serestringe el &nguloa (0,27) ya que de otra manera T~ ! no es continua
en el eje real positivo: Por ejemplo, si se toma como dominio (0,27] x R*, la

sucesion {e%i/"} — 1, pero {T‘l(e%i/n)} A T71(1) = (27, 1).

Teorema 1.18. Sea A una region en C\R" y f:A — C wuna funci’on
analitica, f(z) = u(z) +iv(z). Entonces V(0,r) € T"(A

ou ov
%(9,7‘) - _TE(G)T)y )
Ju ov

TE(&T) - %(O,T),

donde w=uoT y "=voT. A estas ecuaciones se les llama ecuaciones
de Cauchy-Riemann en forma polar.
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X

Figura 1.26: T~}

v

e — — — — — —

2w

no es continua en 1 si el dominio de 7' es (0,27] x R.

DEMOSTRACION. Tomando (8,7) =T '(z), =z € A, se tiene
ou ou
>-(2) -(2)
_ | 0z Oy —rsenf cosf
D(foT)(#;r) = v v ( rcosf sent‘))
5E) 7
0 ou ou
~ %(z)( rsen0)+6—(z)rcose %(2)0050+a—y(z)sen6
| Ov 0 Ov Ov
5(2)(—1“ senf) + a—(z)r cosf a(z) cosf + (9_y(z) senf
Por otro lado
ou ou
% (9) T) a_ (9) T)
D(foT)#,r)= | %Y "
Do Do
26" ar'\""
Obteniéndose de estas dos ecuaciones
ou ou Ou
50 —(0,r) = o —(2)(—rsenf) + 8_ z)rcosf
Ov Ov
_8_y( —rsenf) + ( _a: >rcos9
= —ra(ﬁ,r)

Analogamente se obtiene la otra ecuacion.

Existe un teorema analogo al teorema 1.16 para coordenadas polares: Si A

es una region en C\R*T

y f:A — C es diferenciable en el sentido real y se

satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann en forma polar se concluye que
f es analitica en A. La demostracion se deja como ejercicio al estudiante.
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1.5.6 Teorema de la Funcion Inversa

Teorema 1.19. Sea A abierto en C, f:A — C analitica en A, f'
continua en A, supdngase también que existe z9 € A tal que f'(z0) # 0.
Entonces existen abiertos U y V en C, tales que zo € U, fly:U -V
es una biyeccion y f1:V — U es analitica. Ademds

(f Y (w) = L, donde w = f(z).

f'(2)
DEMOSTRACION. Se tiene que
ou ov
--(20) —5=(20)
_ | o=z ox
Ox “0 Ox “0

ou

det Df (z0) = (%m))z N (%(z[})f — 1 ()| £ 0.

Usando el teorema de la funcion inversa para variable real, se deduce que
existen abiertos U y V en C, 2z €U talesque f|p:U — V esuna
biyeccion; f~! es diferenciable en el sentido realen V 'y, Vz € A,

ou ov
_ 1 a(z) a(z)
det Df(z) Ov ou
—a(z) a(z)

Df~(f(2))

Porlo que f~! satisface las condiciones de Cauchy-Riemannen V 'y por
lo tanto es analitica. Ademés

iy _ 1 ou .Ov =) 1
U= o (52 )~ 5 ) = i = 7

Obsérvese que el teorema 1.19 establece una biyeccion la cual es local y no

global como puede observarse en el ejemplo  f(z) = 2.

1.5.7 Conjuntos Conexos

No es dificil probar que si A es una regién en R? y z;,2» € A entonces
existe una linea poligonal totalmente contenida en A que une z; con zo.

Teorema 1.20. Sea A una regionen C y f:A— C wuna funci’on ana-
litica . Si f'(2) =0 en A, entonces f es constante en A.

DEMOSTRACION. Sean zi,z0 € A y «:[a,b] = A una poligonal que une z;
con z». Existe una particibon a=zy <21 <---<z, =b talque 7
es diferenciable, i€ {1,2,...,n}. En dichos subintervalos se tiene

(feon)'(®) = F(x(1)Y'(t) =0,

[wi1,2i]
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escribiendo f =wu +iv resulta

d(uoy) \__dwvey)
uoy(w;)) =uoy(zi—), vory(w)=voy(wi-1), i€{l,2,...,n}.
Por lo cual f(z1) = f(x2). [ ]
1.5.8 Ejemplos Desarrollados
342 1
1. ;Donde es analitica f(z) = %? Calcule su derivada.

Solucion. f es analitica en C)\ { raices ciubicas de — 1 }, su derivada es

f(z) = (322 +2)(2% +1) — (23 + 22 + 1)(32?) . —423 + 2
o G+ 1) = E

2. Considere f(z) = 2%+ 1. Describa el comportamiento infinitesimal de f
cerca de .

Solucion. f'(z) = 322, f'(i) = 3i®> = =3, por lo que f cercade i es

aproximadamente una dilatacién por un factor de 3 seguido de una rotaciéon

de 180°. Mas precisamente, dada una curva diferenciable ~ por i con

vector tangente v en dicho punto la curva fo+ tiene como vector tangente

en f(i) el vector —3v.

3. Demuestre que f(z) =Z no es analitica.

Solucion. Escribiendo f =u+iv, con u(z+iy) =z y v(z+iy) = —v,
u ) v . . -

como a—(m +iy) =1 y —(x+iy) = —1, no se satisfacen las condiciones
x x

de Cauchy-Riemann y por tanto, f(z) =Z no es analitica.

4. Sabemos que la funcién f(z) = 22 +1 es analitica, verificar las condiciones

de Cauchy-Riemann para esta funcion.

Solucion. Si f =u + iv,
flz+iy) = (@ +iy)® + 1 =2 = 3’z + 1 +i(32%y — y°),
por lo que,

% T _ o @—63: ——@
Oz Oy oy Y= "o

5. Si f es analitica, f = u+iv, y u, v son de clase C? (después se
probara que esta segunda hipotesis es consecuencia de la primera), demuestre
que uw y v son armonicas, i. e.,

8%u  O%u 8%v  O%v

2t 7 Tt 0
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Solucion. Se tiene u _ v or lo que O v También se tiene que
olucion. iene — = — r ue —— = . mbién se tiene qu
or Oy P d 0x2  Oxdy d
0 0 0? 0? .
8_u = _8_U’ asi que 8—7; = —ﬁ, por lo que sumando ambas ecuaciones
Y € ) yor
se obtiene

ou Pu_ o o
0x2  Oy?  Oxdy Oydr

9%u

ozt

Analogamente se demuestra la ecuacion para v. A la expresi’on

2
% se le llama el Laplaciano de u.

Oy?
1.6 Diferenciacién de las Funciones Elementales.

1.6.1 La Exponencial y el Logaritmo

Definicion 1.17. A las funciones que son analiticas en C se les [lama enteras.

Teorema 1.21. La exponencial es entera, y su derivada es ella misma.

DEMOSTRACION. e* = e®cosy + ie*seny, por lo que e* es de clase C*;
ademas

L ov ou - ov
— =ecosy = — y =—e’seny = ——

Oz Oy Ay Ox’
Se sigue pues del teorema 1.16 que e® es analitica Vz € C, y que

d .
d—(ez) =e"cosy +ie“seny =¢c*. N
z

Por ejemplo, la derivada de  e** +1 es (2z)e* .

df

Algunas veces se denota f'(z) por &(Z)

Para poder hablar de la derivada del logaritmo se necesita restringir el do-
minio para que esta funcién sea continua, por ejemplo, si se toma la rama con
valores del argumento en (yo,yo + 27| la sucesion {ei(yﬂﬂ/”)} — e pero
log (€/vo+1/M) no converge a log (e™°) = (yo + 27)i.

Por consiguiente consideraremos dominios de la forma

{r+iye Clyo <y <yo+2m}.
Posteriormente consideraremos otro tipo de dominios.

Definicion 1.18. A la rama de la funcion logaritmo cuyos argumentos toman
valores en (—m,m) se le llama la rama principal.
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Ayo Lo

Figura 1.27: logz no es continuaen {z+iy € C|yo <y <yo+ 27}

Teorema 1.22. Sean B ={z+iyeC|y=0,2<0} y A=C\B, en-
tonces la rama principal del logaritmo es analitica en A y

d 1
—(1 =—.
dz(ng) z

DEMOSTRACION (1). Por el teorema de la funcién inversa se sigue que logz
es analitica, ya que Vz € C,

diz(ez) =e* #0.

Escribiendo w =e¢e*, con —7m <Imz <7, se tiene

1
dw de®) ez w’
dz

i(logw): L =— =

DEMOSTRACION (2). En coordenadas polares
log z = logr + i6.

Como logr y 6 son funciones de clase C>* de r y 6 también lo son
de z y y en A. Bastademostrar las ecuaciones de Cauchy-Riemann en su
forma polar. Usando la notacién del teorema 1.18, esto se obtiene directamente:

gu _1_10v ou_,_0ov
B R

ar r
El Jacobiano de la transformacion polar T'(8,7) = (rcosf,rsenf) es

DT, 7) = (—r sen 6 cosB)

rcosf senf

y su determinante es —r, por lo que

cos 6 sen 6

DT (T (0,r) = <sena/ —y cosﬁ/r)



1.6. DIFERENCIACION DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES. 47

de donde
%_sen&_rsenﬁ_—_y
dr  —r  —=rz = p2’ Y
0
a—;:cos9:§

Finalmente, mediante la composicion (z,y) — r — logr,

dlogr or Or\ _ (Ologr Ologr
dr ox’oy) \ oz ' oy )’

y
d 0 00 1or 00 1 z —y
&(Ing)_8x(10gr)+28w_r835+2835—r 7“+Zr2 -
1 z 1
-y =—-=-. ®
Bl = 5=

Observacion. Teoremas similares se pueden enunciar para otras ramas del loga-
ritmo.

Como ejemplo del teorema considérese la funcion z — log(z?), que es
analitica en

A:(C\{ZE(C|,2:00 argz:ﬁ:g}.

Esto es consecuencia de observar que

z€A = 22#0y argz’ # +7.

1.6.2 Las Funciones Trigonométricas

Teorema 1.23. Las funciones seno y coseno son enteras y

d

a(sen z) =cosz y &(COS z) = —senz.

eiz _ e—iz
DEMOSTRACION. senz = — por lo que
i

< senz) = (%) i- <62l> (~i) = cosz.

El caso del coseno es analogo. |
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1.6.3 La Funcion Potencia

Teorema 1.24.

i) Para cualquier rama del logaritmo, la funcion z — a® es entera y

d

e (a®) = (loga)a®.

i) Si se fija una rama del logaritmo, la funcion z v+ 2 es analitica en el
dominio de la rama del logaritmo especificada y

d

by _ 7,61
P (z ) =bz""".

Se sobreentiende que 2° y 2*7' wusan la misma rama del logaritmo.
DEMOSTRACION.
i) a* =el°89%  porlo que a® es enteray

d z (loga)z z

e (a®) = (loga)e''*®?* = (loga)a®.

z

ii) zb = e’!°6* es holomorfa en el dominio de la rama del logaritmo elegida

debido a la regla de la cadena. Ahora

d b b _
el (eblogz) — _eblogz — —Zb — be 1.
dz z z
Esta ultima igualdad se sigue de
—Zb — z_lzb — e—logzeblogz — e(b—l)logz — Zb_l,
z
donde 2’ y 27! usan la misma rama del logaritmo. |

Obsérvese que 2” esenterasi b€ NU{0}, 2% esholomorfaen C)\{0}
si beZ, ysi b¢ Z, z" esholomorfa en el dominio de alguna rama de
logaritmo donde esta funciéon sea holomorfa.

1.6.4 La Funcion Raiz n-ésima

Un caso de particular importancia en el teorema 1.24 es b = % Se tiene que

2z — z'/™ es analitica en cualquier dominio de analiticidad de alguna rama de
logaritmo. Y para dicha rama

diz (21/") = %zifl.
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1.6.5 Ejemplos Desarrollados

1. Derive las siguientes funciones, dando la region apropiada donde estas son
analiticas.

eZ

(a) 213
(b) ve* +1,
(c) cosz,

1

e —1
?qquad y

(e) log(e* +1).

Solucion.

(a) 2243 =0 en z= +iy/3, porloque es analiticaen C\{+iv/3},
y en dicha regiéon

d [ e _e*(22+3) —2ze*  e*(2? — 22+ 3)

dz \22+3)

e
22+3

(22 +3)2 (22 +3)?

b) Elegimos el dominio de la rama principal del logaritmo como dominio de
g g
z — /2. Ahora se necesita caracterizar

{zeCl|ef+1€R, e +1<0}.

e*e€R siysolosi y=km, k€Z. Si k espar e* =¢€* >0. Si

k esimpar e*=—e® y —e"4+1<0 siysolosi 1<e”, siys’olosi

x > 0. Por consiguiente
A=C\{z+iyeClz>0,y=(2n+ 1), n € Z}

es la regiéon buscada, y
d p 1/2\ _ e* p -1/2
E((e +1) )—E(e +1)72, Vae A
(c) Se tiene

cosz = cos(x — iy) = cosx - cos(—iy) — sen x - sen(—iy)
= cosxcoshy + isenzx - senhy,

por lo que u(xz,y) =cosxz-coshy y wv(x,y) =senz-senhy. Derivando
se tiene

Ju
or

v
= —senz -coshy y — =senz - coshy.

Jy
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yvd /

I

AN

G il Al

v

— i 7_ o _/__ _____
Figura 1.28: El dominio de analiticidad de +/e* + 1.

Para que cosz sea holomorfa en z se necesita
—senzx - coshy =senzx - coshy
lo cual implica
—senzx = sen x.

Esto se cumple solamente para = = 7n, n € Z, es decir, no existe
ningin conjunto abierto en C donde cosZz sea analitica.

(d) e*=1 esceroen A={z¢e C|z=2mni,n€Z}, porloque es

er —1
analiticaen C\ A, y en dicha region

d 1 =€
dz \e—1) (e7 — 1)’

(e) Es claro a partir del inciso (b) que la region de analiticidad de la funci’on
log(e* +1) es también

A=C\{z+iy|z>0,y=(2n+1)m,n € Z}.
Ademas, Vz € A,

eZ

e* +1°

diz (log(e* +1)) =

2. Verifique directamente que la funciéon e® preserva los dngulos rectos for-
mados por lineas paralelas a los ejes coordenados.

Solucion. La recta y =y se transforma en la semirecta infinita
{z+iy € C| (a,y) = (&, ztanyo),z > 0},
y larecta x =2xp en el circulo

{z€C||z| =e"}.
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3. Mostrar que se puede tomar una rama de w — /w tal que la funci6n
z+— V22 —1 esanaliticaen C\{z+iyeC|y=0,|z|>1}, vy

Vz2—-1= Me’(91+92)/2,

donde r;, 8;, i=1,2, sedeterminan de acuerdo a la figura 1.29, asegurando
que 0<b; <2 vy —7m<by< .

Figura 1.29: Los valores de r;,6; para el ejemplo 3.

Solucion. Si /z+1 es una raiz cuadrada de z+4+1 y +/z—1 es ra’iz
cuadradade z—1, +z+1:-y/z—1 esraiz cuadrada de

(z4+1)(z—1)=2% - 1.

Para +/z —1 elegimos como la rama de la raiz la funcién anal’itica defi-
nidaen C\{z+iyeC|y=0,z>0} dada por la regla de correspondencia
2z elo82)/2 " logz = log|z| +iargz, 0 < argz < 2. Por lo tanto, la
funciébn z — /z — 1 es analitica en

C\{z+iyeCly=0,2>1}.

También +z—1= \/ﬁeiolﬂ, como en la figura 1.29.

Para +/z+1 se toma como rama de la raiz la funcion anal’itica definida
en C\{z+iyeC|y=0,2<0} por z+r—el82)/2 1 <argz <.

Asi, /z+1 esanalliticaen C\{z+iyeCly=0,2<1} y
VT = el
Por consiguiente z — vz + 1-1/z — 1 es analitica en
C\{z+iyeCly=0,|z| >1}.
Ahora ze€ C\{z+iyeC|y=0,|z| >1} siy solosi

2?-1eC\{z+iyeC|y=0,2 >0},
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por lo que nuestro dominio de analiticidad para la funcion

z—Vz+1-Vz—1=+22-1

bajo z?—1 se transformaen C\{z+iy€ C|y =0,z >0}, el cual es un
dominio de analiticidad para una rama de la raiz. La rama que coincide con
nuestra definicion es 2 —s e 8 2,0 < argz < 2m; esto es consecuencia
de que ambas definiciones de z — /22 —1 son continuas, y coinciden, por
ejemplo, en el origen.

V2i

—\/iz'

Figura 1.30: Si dos ramas de z — /22 —1 coinciden en i, coinciden en
puntos cercanos a ¢.

Como se ilustra en la figura 1.30, las dos ramas de la funcién coinciden en
un subconjunto abierto de sus dominios. Como dicho subconjunto también es
cerrado (por continuidad), y la interseccion de los dominios es conexa, las dos
ramas deben coincidir en todos los puntos donde ambas estén definidas.



Capitulo 2

Integracion

2.1 Integrales Sobre Curvas

2.1.1 Propiedades Basicas

Definicién 2.1. Sean h:la,b] = C, h(t) = u(t) +iv(t), donde u y v
son funciones continuas. Se define

/ab h(t) dt como /abu(t) dt +1i /ab v(t) dt.

Definicién 2.2. Sea v:[a,b] = C wuna curva continua. Se dice que 7 es
C! por tramos si existe una particion de [a,b], a=xzo <1 < -+ <xHp =D,
tal que Vi € {1,2,...,n},  Y|(o;_1,2;) €8 diferenciable y '|(z,_, ;) tiene
una extension continua a [T;_1,x;].

Integraremos solamente a lo largo de curvas que sean C! por tramos.

Definicién 2.3. Sea A un conjunto abierto en C, f:A — C continua, y
v:la,b] = A de clase C'. Se define

b
[1@a wmo [ amn @

Se extiende esta definicion en forma natural a curvas C' por tramos.

Recordamos del calculo que si v:[a,b] — R? es de clase C!, A es una
region en R? tal que 7([a,b]) C A y g:A — R es continua, entonces se
definen las siguientes integrales de linea:

b
/ g(e,y) dz = / g((t), y(1) ' () dt

93
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b
/g(w,y) dy:/ g(z(t),y(t))y' (t) dt,

donde ~(t) = (z(t),y(t)).

Proposicién 2.1. Sean f, A y 7 como arriba, y escribamos [ = u+iv
y y(t) = (z(t),y(t)). Entonces

/f@Mmz/wmwMM—Mawdu+i/@uwﬁw+medd.

v

DEMOSTRACION.

Fa®)y' (@) = [u(z(t),y(®) +iv(z@),y®)] [='(®) + iy (1)

Una forma de recordar la férmula anterior es escribir
f(z)dz = (u+iv)(dz + idy) = udr —vdy +i(udy + vdx).

Escribiremos algunas veces fv f por fv f(z)dz
Obsérvese que si v1:[a,b] > C y ~2:[b,c] = C son curvas tales que
71(b) = 12(b), lacurva 4 +2:[a,c] - C esta definida por

m(t) s telab],
(m +72)@#) = {72(,5) si telbd .

Si esta nueva curva estd en el dominio de continuidad de una funcién compleja
f, se sigue directamente de la definicion y de la misma propiedad para integrales

reales que
[ i=[i+]1
Y1+72 71 Y2

Teorema 2.2. Sea A wuna region en C, f,g: A — C funciones continuas y
~v una curva en A de clase C' por tramos, entonces:

i) /(le+029)201/f+02/9 Vei,eo € C
¥ ¥ ¥

i) [ 1=- /f

donde —v:[a,b] = C estd dada por —vy(t) = y(a+b—1t), es decir —v
recorre la misma curva que vy, pero en sentido contrario.
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DEMOSTRACION. La segunda propiedad es una consecuencia directa del teorema
de cambio de variable real. Para la primera propiedad basta demostrar que

/cf:c/f, Ve e C,
v v

puesto que se sigue directamente de la definicién que la integral es aditiva.
Esta ultima propiedad se sigue de la siguiente afirmacion: dada h:[a,b] - C
continuay c=a+if € C se tiene

b ch(t)dt = ¢ b h(t) dt,
[, coae=e |

A of = / e F W) (@) dt = ¢ / " F) (@ de = c / I3

ya que entonces

Finalmente, probamos la afirmacion. Si ¢ =a+if y h(t) = hi(t)+iha(t),
b
/ (a+iB)(hi(t) +iha(t)) dt =

b b
/ [y (t) — Bho(t)] dt + i / [ () + Bhy (£)] dt =

(@ +iB) (/bhl(t)dt+i/bh2(t)dt>. m

Usaremos el siguiente resultado de calculo para probar que la integral com-
pleja no depende de la parametrizacién. Recordamos del calculo que una para-
metrizaci’on unitaria es aquella con vectores tangentes unitarios.

Teorema 2.3 (Parametrizacién unitaria). Sea C la curva descrita por la
funcion g:[a,b] = R* de clase C', y con derivada no nula en todo [a,b].
Si L:[a,b] — [0,£(C)] es la funcion longitud, i. e. £(t) = fat lg'(s)|ds, vy
@ =171, entonces la parametrizacion de C dada por go ¢:[0,((C)] - R®
es unitaria. Obsérvese que Vit € [0,0(C)] gow(t) es el punto que se encuentra
a una distancia t de g(a) alo largo de C.

Corolario 2.1. Sean g:[a,b] > R* y f:[c,d] = R* 2 parametrizaciones
de una curva C, de clase C', tales que g¢'(t) #0, Vte€|a,b], f'(t)#0,
Vi € [e,d], ¢gla) = f(c) y g(b) = f(d). Entonces existe un difeomorfismo
h:la,b] = [¢,d] tal que foh=g

DEMOSTRACION DEL COROLARIO. Por el teorema de parametrizaciéon unitaria
existen difeomorfismos 1 :[0,4(C)] = [a,b] vy ¢2:]0,£(C)] — [c,d] tales que
gop1 y fows son parametrizaciones unitarias. Debido a la descripcion de una
parametrizaci’on unitaria gow; = fops, porlotanto, gopjop,t=f. N
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Figura 2.1: z € [a,b] corresponde al punto ¢, que es la distancia de g(a) a
9().

Ahora sean A unaregionen C, f:A — C continuay g¢i:[a1,b] = A,
g2:[az,b3] = A dos parametrizaciones que recorren una curva 7y es A enel
mismo sentido, y que tienen derivada no nula. Se sigue entonces del corolario 2.1
que existe un difeomorfismo ¢ talque giop =g y

[ Honaioa = [ 1(on(06) k(o6 5) s

al a2

[
- / £ (02(9)) gb(s) s,

az

como consecuencia del teorema de cambio de variable.

Se concluye que fv f no depende de la parametrizacion si ~'

solo se

anula en un namero finito de puntos (se sobreentiende que las parametrizaciones
recorren la curva en el mismo sentido).

Como ejemplo evaluamos fva:dz, donde v es el segmento que une 0
con 1+41.

144

Figura 2.2: El segmento +.

v se puede parametrizar como y(t) =t+1it, t€][0,1].

1 1 1
1
/mdz:/ t(1+z’)dt:/ tdt+i/ tdt = =(1+1).
¥ 0 0 0 2
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Recordemos que la longitud de una curva +:[a,b] - C esta dada por
b
()= [ ol
a

Teorema 2.4. Sean A abierto en C, v:[a,b] = A de clase C' por tramos
y f:A—C continua:

i) Si |f(7(t))| <M, Vte]a,b], entonces

Af‘ < Me(y).

i)

b
/f‘ < / |f('y(t))| |fy'(t)| dt. FEsta ultima integral se denota/ |f] |dz|.
v a v

DEMOSTRACION. i) es consecuencia de ii), por lo que solo demostraremos ii).
Ahora afirmamos que si ¢:[a,b] = C es continua entonces

/a o) di

Lo cual prueba ii), al tomar g(t) = f(v(2))7'(t).
Para demostrar la afirmacion escribimos

b
/ g(t) dt = re'?,
a

b
< / lg(t)] dt.

lo cual implica, usando la afirmacién de la prueba del teorema 2.2,

b b
r:e*w/ g(t) dt:/ e~ Wq(t) dt.

También

b b
r = Rer = Re/ e~ Wg(t)dt = / Re (e""g(t)) dt,

como consecuencia de la definicion de integral. Finalmente

/ab g(t) dt

(La desigualdad es una aplicaciéon del mismo teorema para variable real). W

b b b
v [Re(egwyars [ o] a= [ lowa

Exhibimos ahora un importante método para evaluar integrales, analogo al
teorema fundamental del calculo.
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Teorema 2.5. Sea A C C wuna region y f: A — C continua, sup’ongase
también que f =g¢', donde g:A — C es holomorfa, y que 7:[a,b] > A
es una curva C' por tramos en A. Entonces

/fzghwn—ghw»
v(a

),
/ f=o.
-
DEMOSTRACION.

b b b
/ f= / F(v(®)7 (8) dt = / ¢ (+(0)'(t) dt = / (907 (t) dt

=g(y() —g(7(a)). ™

Como ejemplo evaluamos fv 23dz, donde ~ es el segmento de la elipse

En particular, si v(b) =

dada por #2+4y> =1 queune z=1 y z=1/2. Gracias al teorema 2.5
no es necesario parametrizar la elipse, y como

d (/24
3—_ R
Z_dz<4>’

.\ 4
1 1 1 1 1 1 —15
/z3dz:— e —-1)= ]
) 4\2) 426 22 2 \2 64
Convendremos al integrar elipses o circulos que estos son recorridos posi-
tivamente, i. e., en el sentido contrario a las manecillas del reloj. Obsérvese
tambi’en que se pudo haber usado cualquier otra curva que uniera 1 con /2
y se hubiera obtenido el mismo resultado.
2.1.2 Ejemplos Desarrollados
1. Evaluar las siguientes integrales.
(a) fw xdz, donde v es el perimetro del cuadrado formado por los puntos
0, 1, 1+4i e i

(b) fv e*dz, donde 7 eselarcoqueune 1 con ¢ en el circulo unitario.
Solucion.

(a) Se parametriza v como
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Obteniéndose

[ymdz:ij/jjﬂ Re('y(t))'y'(t) di =
/Oltdt+i/12 dt+/23(3—t)(—1)dt+0/34(—1)dt
:%+i+ <§_3t> 5

=1.
(b) [,e*dz=¢"—e'. Esta integral también se puede evaluar directamente:

2

Se parametriza vy como ~(t) =cost+isent, t € [0,27].

T/ '
/ez dz :/ ecostrisent(_gent 4 jcost)dt
o% 0

R

= / e“** ! [cos(sent)(—sent) — sen(sent)(cost)] dt
0

T
+i / e ! [cos(sen t)(cost) — sen(sent)(sen t)] dt
0

7I'/2
+1i [e°%" sen(sent)]

T/ Ty
— eC0s t+isent

0 0

= €% cos(sen t)

0
=el —el.

2. Sea -~ el semicirculo superior unitario recorrido en el sentido positivo,
mostrar que

Solucion. Si z = cost + isent

eCos t

puesto que
Y (1) = |ie"| = 1,
por lo que el teorema 2.4 implica la desigualdad.

3. Sea -~ el circulo de radio r alrededor de a € C, demuestre que la
siguiente igualdad se cumple:

/(z—a)"dz: 0 si n#—l,
, 2ri si m=—1.



60 CAPITULO 2. INTEGRACION

Solucion. Se consideran dos casos:

i)Si n>0 6 n<-2

(z—a)" = d% ( L (z—a)n“)

n+1

en C\ {a}, y por el teorema 2.5

/{(z—a)”dz:o.

ii) Si n=—1, parametrizando vy como () =re? +a, 6 €[0,27], se
tiene que 7/(t) = ire’ y

1 2 ire'? [ )
/Z_adZ:/ mdﬁ:z/ df = 2mi.
o% 0 0

4. Demuestre que no existe ninguna funcion holomorfa en C\ {0} cuya deri-

1
vada sea —.
z

Solucion. Usando el teorema 2.5, si dicha funcion existiera se tendria

1
/—dzzO,
47

donde v es el circulo unitario, sin embargo, esto contradice el célculo hecho
en el ejemplo anterior.

Obsérvese que la identidad

d 1
—( ——
4, logz) =~

es valida solamente en el dominio de analiticidad de alguna rama de logaritmo.
Como ya se discutio, el logaritmo no es una funci’on continua en C\ {0}, ¥y
por lo tanto tampoco en analitica en dicho dominio.

2.2 Teorema de Cauchy. Versiéon Intuitiva

2.2.1 Demostracion Usando el Teorema de Green

Consideraremos solamente curvas C! por tramos a menos que se especifique
lo contrario.

Una curva simple cerrada es una curva continua que solo se autointersecta
en sus puntos finales, es decir, si 7:[a,b] = C es una parametrizacion de dicha
curva, la Gnica autointerseccion es y(a) = y(b).

En esta seccién hablaremos del ‘interior’ de una curva simple cerrada ~ de
una manera intuitiva. Se demuestra en topologia (Teorema de Jordan) que una
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Figura 2.3: El interior de una curva .

curva simple cerrada divide a C en dos componentes, a la componente acotada
se le llama el interior de 7 y ala no acotada se le llama el exterior. Se denotan
inty y extvy, respectivamente.

La forma mas sencilla de demostrar el teorema de Cauchy es por medio del
teorema de Green. Este teorema establece que si A es un abierto en C que
contiene a una curva C! por tramos < y a su interior, y se tienen definidas
dos funciones reales P y @ declase C' en A, resulta que

[repaseuna= [ (52 -5Fen)
K int yU~y

Teorema 2.6 (Teorema de Cauchy). Sean v wuna curva simple cerrada
C' por tramos, A wuna region en C que contiene a ~y y a su interior,
f:A— C analitica con f' continua; entonces

Af:o.

Se vera después que la condicion f’ continua es consecuencia de que f
sea analitica.

DEMOSTRACION. Escribiendo f = u + iv,

/f(z)dz:/(u+iv)(da:+idy):/udm—vdy-i—i {/udy—l—vdw]
v v v v
v Ou , Ou Ov
int yUy int yUy

La penultima igualdad es consecuencia del teorema de Green, la 'ultima de las
ecuaciones de Cauchy-Riemann. |

Obsérvese que si f no es analitica en int -y, fv f no es necesariamente

cero, por ejemplo, como se vio antes, | Ldz = 2mi, donde v es el circulo
o vz
unitario.
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Como ejemplo de la utilidad del teorema de Cauchy, consideremos la funcion
flz) = sen(ez ), y 7 el cuadrado unitario, entonces como f es entera
tenemos, sin necesidad de calcular,

/sen(ezz) dz = 0.
-

Teorema 2.7 (Teorema de la Deformacién). Sea f analitica en una re-
gion A que contiene una curva simple cerrada -y (C1 por tramos), y su-
pongase también que vy puede ser deformada continuamente en A a otra
curva simple cerrada ~' ( C* por tramos). Entonces

[=]

Esta deformacion se expresa mateméticamente diciendo que 7 es homoto-
pica a ~'. Después daremos una definicién precisa.

DEMOSTRACION. Se traza una curva auxiliar 7 como en la figura 2.4.

v
—

Figura 2.4: Demostracion del teorema de la deformaci’on

Alacurva v+ —7"—70 sele puede aplicar el teorema de Cauchy (aunque
esta curva no es simple cerrada, se pueden tomar copias paralelas a vy como
en la figura y después tomar el limite), obteni’endose

[ =0

Y+v0—7 =70

oL
oo s

lo cual implica
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2.2.2 Regiones Simplemente Conexas

Definicién 2.4. Una region A en C es simplemente conexa si toda curva
cerrada v en A se puede deformar (en A) a una curva constante (es
decir, un punto). En este caso se dice que v es homotdpica a un punto.

Figura 2.5: La regiéon de la izquierda es simplemente conexa y la de la derecha
no.

Intuitivamente A es simplemente conexa si no tiene ‘hoyos’.
Con esta definicion, el teorema de Cauchy se puede reescribir como sigue: Sea
f analitica en una region simplemente conexa A y 7 una curva cerrada en
A ( C' por tramos), entonces
[1=0
-

2.2.3 Independencia de Trayectorias y Antiderivadas

Teorema 2.8. Sea A wuna region simplemente conexa en C y f: A — C
analitica, entonces si y1 y 72 son dos curvas C' por tramos que unen 2z

con zy en A, se tiene
/‘;1 /‘;2

DEMOSTRACION. Si 71 y <2 no se intersectan, sea 7y =y, — 72, entonces

[s=] e

Si estas curvas se intersectan en un ntmero finito de puntos, claramente se
puede generalizar este argumento. El caso general se probara en el teorema 2.17.
|
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21
it

%)

V2

Figura 2.6: Dos curvas que unen z; con 2z, en A.

Para algunos dominios las funciones analiticas son derivadas de otras fun-
ciones.

Teorema 2.9. Sea A wuna region simplemente conexa y f:A — C analiti-
ca, entonces existe g: A — C analitica tal que ¢' = f, ademds, g esinica
salvo una constante.

DEMOSTRACION. La unicidad es inmediata: Si ¢;,¢2: A — C satisfacen que
g7 = g5 = f, se sigue del teorema 1.20 que h(z) = g1(2) — g2(2) es una

constante, pues h'(z) =0.
o= [ 1.

Ahora se define
donde wu es un punto fijo en A vy dicha integral significa integrar f a lo
largo de cualquier curvaen A queune u con z. Elteorema 2.8 nos asegura
que la funcién g esta bien definida.

Se tiene entonces, para z,z9 € A,

9(2) —g(z0) _ 1 (/:f—/:of>—f(20)
2) [° 1

f(20) =
20

zZ— 2 z

:_;/f_@/lz_—/ (f(w) = f(z0)) duo.

Finalmente, por continuidad, Ve > 0 existe una & > 0 tal que, si
|lw— 20| < 8, |f(w)— f(20)] < e. Porlo que tomando ¢ suficientemen-
te pequenia, el segmento de linea que une z con zy estden A vy, aplicando
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el teorema 2.4, se tiene

/ T (Fw) - F(z0)) duw

z— 2o Clz =20l |/,

g(Z)_g(Zo) _f(ZO)‘ 1

< ez — 20| =€,
|z — z0]

de donde ¢ es analiticay ¢'(z0) = f(20). [ ]

Obsérvese que si A no es simplemente conexo el teorema 2.9 no es cierto:

1
Como ya se dijo antes f(z) = — no es la derivada de ninguna funcién en
z
C\ {0}.
Obsérvese tambi’en que la prueba es formal, y sélo depende de la validez del
teorema de la deformacion.

2.2.4 El Logaritmo

Teorema 2.10. Sea A wuna region simplemente conexa que no contiene al
0, entonces existe F:A — C analitica tal que eF' = 2. F  es iunica
salvo constantes de la forma 2mni, n € Z.

Se escribe F(z) = logz vy se llama a F una rama de logaritmo. Este
proceso es mas general que el descrito antes, por ejemplo, C\ R' es simple-
mente conexo, pero este proceso vale también para regiones mas complicadas
como la descrita en la figura 2.7.

Figura 2.7: Un dominio para la definici6n ampliada de log.

DEMOSTRACION. Por el teorema 2.9 existe una funcion analitica F definida
en A talque F'(z) =—-, Vze A. Ahora, fijando 29 € A, 2z estaen
z

el dominio de una rama de logaritmo (segtn la definicion de la secci’on 1.4) y se
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puede redefinir F' sumandole una constante, de tal modo que F'(zp) = log 2o,
por lo que ef'(#0) = z.

Afirmamos que ef(¥) =z, Vz e A. Para demostrar esto tomese
F(z)
e
z) =
9(2) = —

1
Como 0¢ A, ¢ esholomorfaen A ycomo F'(z)=— se tiene
z
1 1 1
! = — F(Z) _ F(z) _ —
g'(2) Z(e )Z-i—e ( z2> 0,

por lo que g esconstanteen A. Puesto que ¢(z9) =1, dicha constante es
1, porloque ef®) =2 Vze A
Unicidad. Si eF*) =2 y €% =2 Vze A, entonces ef(*)=G(2) =1.
Tomando zp € A fijo,

F(z0) — G(z0) = 2mni, n €7z,

y como F'(z) —G'(z) = 1 —1:0,
z oz

F(z) =G(z) + 2mni, Vz € A.
1
( F'(z) =G'(z) = = puesto que ef(?) =G =z ) [ |
z
Obsérvese que el logaritmo como se definié antes es un caso particular de la
definicién en el teorema 2.10, puesto que se tenia que €!°6* =z en el dominio
de alguna rama de logaritmo. La definicion actual simplemente extiende los
posibles dominios para el logaritmo.

Al igual que en el teorema anterior, esta demostracion es totalmente formal,
y s’olo depende de la validez del teorema de la deformacion.

2.2.5 Ejemplos Desarrollados

1. Evaluar las siguientes integrales.

(a) / e*dz, donde 7 es el perimetro del cuadrado unitario.
v
1 ) N
(b) / — dz, donde v es el circulo unitario.
z
-
1 : i
(¢) [ —dz, donde v eselcirculo 3+e", 0<6<27.
z
-

(d) /zzdz, donde +y es el segmento que une 1+i¢ con 2.
v



2.2. TEOREMA DE CAUCHY. VERSION INTUITIVA 67

Solucion.

(a) Como + essimple cerraday e* es entera, por el teorema de Cauchy,

/edeZO.
-

Alternativamente, e® es la derivada de e®, por lo que
/ e*dz = 0.
-

1
(b) 5 =— (—), — es analiticaen C\ {0} y 0¢~, porlo cual
z

1
’YZ

es analiticaen C\{0} y (yUint~y) C C\{0}, por lo que el teorema

1
/—dz:O.
v Z

Alternativamente A = {z +iy € C|z > 0} es simplemente conexo, por

(© 1

de Cauchy implica que

1
lo que existe f:A — C holomorfa, que satisface f' = — y entonces
z

1
/—dz:O.
y 2

3
z
<§> en C, por lo que usando el teorema 2.5 se tiene

3
/z2dzzz—
~ 3

2. Usando el teorema de la deformacion, demuestre de manera intuitiva que si
v es una curva simple cerrada que no contiene al cero pero lo contiene en su

interior, se tiene que
1 .
/ —dz = 2mi.
N ?

> 20 (144)® 10— 2

3 3 3

1414
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Solucion. Sea 7={z€C||z| =r}, con r losuficientemente pequefia para
que el interior de este circulo contenga al interior de <. Se intuye que 7 se
puede deformar continuamente a 7, (esto probar usando los fundamentos de
la topologia algebraica), por lo que usando el teorema de la deformacion se tiene

1
/—dzz?m'.
y 2

3. Haga un esbozo del teorema de la deformacién generalizado como se indica
aqui: Supéngase que 7y1,72,...,7Yn son curvas simples cerradas en el interior
de otra curva simple cerrada <y (como en la figura 2.8) y que f es analitica
en una regiéon que contiene a

n

intyU~y\ U (int ).

k=1
Entonces

n

/ = / f
Y k=1" "k
Y
V3
O : : '
Figura 2.8: El teorema de la deformacién generalizado

Solucion. Primero se dibujan curvas auxiliares #%;,%,,...,7%,, que unan v
con  7yi,ve,...,Yn respectivamente, como se describe en la figura 2.9. Usando
las curvas  v,¥i,...,Vns V1, -+, Vn S€ construye una curva simple cerrada p.

(Véase la figura.)

Como el interior de p esta contenido en el dominio de analiticidad de f

se tiene
/ f=o.
P

Ademés, salvo infinitesimales, p consiste de recorrer v en la direccién
original, v1,72,...,7Y» en direccién opuestay 7%;,%a,...,7, en ambas di-
recciones. Estas dltimas contribuciones se cancelan obteniéndose

[rf:kz:l ka-
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- (o o O

Figura 2.9: Curvas auxiliares para el teorema de la deformacién generalizado

4. Sea A unaregion simplemente conexa, zg € A, f analiticaen A\{z},
supongase también que |f(z)| < M, Vz € D(zp,r) ={2€C||z—20| <r}.
Demuestre que si v es una curva simple cerrada en A que contiene en su

interior a 2o,
/f:&
-

Solucion. Por el teorema de la deformaciéon, dada ¢ > 0 suficientemente pe-
quenay s.={z€C||z— 2] =¢} se tiene, por el teorema 2.4,

[7-

Como esto es cierto para toda ¢, se tiene

Af:&

2.3 Teorema de Cauchy. Versién Rigurosa

/ f‘ < 2mMe.
Se

En esta seccion discutiremos los teoremas de Cauchy de manera rigurosa. Se
desarrollara la teoria para curvas cerradas sean simples 0 no, y no se usara el
teorema de Green.

2.3.1 Versiones Locales
En esta seccion ‘curva’ significara curva de clase C! por tramos.

Teorema 2.11 (Lema de Goursat). Sean A wun abierto en C, f: A — C
analitica y R = [a,b] x [¢,d] C A, entonces

f=0,

OR
donde OR denota la frontera de R.
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DEMOSTRACION. Para cada rectangulo P en A, abreviaremos f co-
op
mo I(P). Sibisecamos R dividiendo la base y la altura en 2 se obtienen 4

subrectangulos que denotamos por R;, R:, Rs y Rjs.

R3 y A

Figura 2.10: Proceso de biseccion.

Como las fronteras comunes de los R;, para i=1,2, 3,4, secancelan

por lo que alguno de los R; satisface
1
1R > 1R

Denotamos a dicho subrectangulo R!'. Tterando este proceso se obtiene
una sucesién de rect’angulos R, R', ..., R®, ... tales que:

a) RODR'DR%---.

1

b) [1(RY)| > - 11(R).

D
¢) RF tiene didmetro o donde D es el di’ametro de R.

k=1
no contiene mas de un punto, puesto que diam(R*) — 0. Ahora, para cada
entero positivo k, se puede elegir z, € R¥. Lasucesion {z;} esde Cauchy

o0 o0
Se afirma que (] R* consiste exactamente de un punto: Primero [] R*
k=1

D
yaque |z —z| < o si | > k. Porlotanto, dz9 € C talque z; — 29, ¥y

o0
como cada RF escerrado, zy € R* paracada k€ Z, asique 2z € () RF,
k=1
es decir

ﬂ Rk = {2’0} -
k=1
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Ahora,

/ zdz=0= / dz,
ORFK ORFK

por lo que

18 = [ (56) = fao) = e = ) o)
y como f es analiticaen zp, dado £>0 existe § >0 tal que
|f(2) = f(20) — (z — 20) f'(20)| < €]z — 0],
si |z — 20| < 0.
. . . D
Finalmente si k satisface ok <0

eD [((OR)
ok 2k

[I(R*)| <

por el teorema 2.4, de donde

< 4k eDI(OR)

I(R)| < 4* |1(RY)| i ==DUOR),

lo cual implica I(R) = 0. [ |

Obsérvese que no se necesita suponer que f’ es continua para demostrar
el teorema 2.11.
Ahora establecemos una generalizacion de este teorema.

Teorema 2.12. Sean A wun abierto en C, R wun rectingulo contenido en A,
z1 €int R y f holomorfa en A\ {z1}. Supdngase también que lim (z —

zZ—rz1
z21)f(z) =0, entonces

f=o.

OR

La ultima hipotesis se satisface si  lim f(z) existe,0si f es acotada en
zZ—z1

una vecindad de z;.

DEMOSTRACION. Dada & >0, sea R. un cuadrado de lado § con centro
en z;, donde J setoma de tal maneraquesi z € R., |z—z1]|f(2)|<e.
Ahora,

f(z)dz = f(z)dz,

OR OR.
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R, —» 21

Figura 2.11: El rectangulo R-..

puesto que f(z)dz es la suma de las integrales sobre las fronteras de los
8R

subrectangulos, y todas estas son cero, excepto quiz’a f(z)dz, por el
AR
teorema 2.11.
Finalmente, si z € OR., se tiene que
€ € 2e
<7< —==—
O <55 3
y
2 8ed
/ f‘ <% gor) =50 _ g,
OR. 0 )
por lo tanto f=0. |

AR
Obsérvese que el teorema 2.12 tambi’en es cierto si se reemplaza 2; por
un numero finito de puntos en R.

Teorema 2.13 (Antiderivadas). Sean A C C abierto, f:A — C anali-
tica y R = [a,b] X [c,d] C A, entonces existe g:R — C analitica tal que
g =f en R.

DEMOSTRACION. Sea zp € R un punto fijo y para cada z € R sean +, y
7, las poligonales que unen z; con z en R descritas en la figura 2.12.

g z

A\

20 'yz

Figura 2.12: Las poligonales ~, y 7%.

Explicitamente, si z=z+1iy y zo = xo + iyo,

_Jxo+ilyo+tly—y)) st tel0,1],
7Z(t)_{x0+(t—1)(x—mg)+iy si tell,2].
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Ahora se define

m&zﬁﬁ

z

Afzéf

Por el teorema 2.11,

Demostraremos que ¢ es analitica y que

9'(z) = f(2).

Para hacer esto primero obsérvese que si h € R es suficientemente pequena
9@+ h,y) — g(z,y) = / flz,y)dz,
oh

donde o}, es el segmento horizontal que une (z,y) con (x+h,y), y como
la variacion vertical de o5 es nula, se obtiene

z+h

mm+mw—g@wr=/ F(t,y) dt,

T

al tomar z como pardmetro para op.
Por consiguiente

. - z+h
9( +h,y})l g@,y) _ %/ f(t,y) dt. (2.1)

Se afirma que

z+h
g%<%é ﬂtwﬁ>=f@w)

Esto se demuestra en forma similar al teorema fundamental del calculo: Por
continuidad, dada ¢ > 0 existe ¢ > 0 tal que |f(t,y) — f(z,y)| < e si
[t —z| < 0.

Por lo cual,si 0 < h <4,

1

z+h
[ e )| = |

z+h
L[ Gt - s a

z+h h
<q [ - ST =

(la primera desigualdad es cierta ya que f;Jrh flz,y)dt = hf(z,y), vy la pe-
niltima desigualdad se sigue de la prueba del teorema 2.4.)
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El caso h <0 se demuestra en forma similar y queda como ejercicio. Por

consiguiente
1 z+h

y se sigue de (2.1) que si

g(x,y) =U(z,y) +iV(z,y),
se tendra

(@) i (5,y) = f(&)

Usando %, enlugar de <. se obtiene de manera similar

ou ov "
dy dy
donde u=Ref y wv=Imf. (Ejercicio)

Finalmente, como u y wv son continuas y las parciales de ¢ existen y
estan relacionadas por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, ¢ es analitica y

g=f en R. N

Corolario 2.2. Suponiendo las hipdtesis del teorema 2.18, si v es una curva

cerrada en R,
/ f=o.
-

DEMOSTRACION. Consecuencia inmediata del teorema 2.5 [ |

Teorema 2.14. Se puede generalizar el teorema 2.13, debilitando las hipdtesis,
suponiendo solamente que [ es continua en A y analitica en A\ {z1},
donde 2z, es un punto fijo arbitrario en R.

DEMOSTRACION. Como A es abierto se puede suponer que z; € int R (to-
mando R un poco mas grande si es necesario) y entonces usar el teorema 2.12
en lugar del 2.11. Obsérvese que es necesario que [ sea continua para asegurar
que las parciales de ¢ lo son. |

2.3.2 Homotopia y Regiones Simplemente Conexas

Definicién 2.5. Sea A una region en C. Se dice que las curvas ~yo:[a,b] = A
¥y 7:[a,b] > A son homotdpicas (como curvas cerradas) en A si existe una
funcion continua H:[a,b] X [0,1] > A tal que Vt€[0,1], s+— H(s,t) es
una curva cerrada, H(s,0) =70(s) y H(s,1) =y (s).
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Figura 2.13: 9 es homotdpica a 7.

Esta definicién exhibe la forma rigurosa de decir que ~y es deformable a
1. Obsérvese que las curvas s — H(s,t) se pueden autointersectar, de
hecho, la curva constante 7(s) =z es una curva cerrada.

Definicion 2.6. Sea A wuna region. Se dice que A es convexa, si, dados
dos puntos cualesquiera en A, el segmento que los une también esta en A.
Esto es,

Vz1,29 € A,Vt S [0,1], 21 +t(2’2 — 2’1) € A.

Teorema 2.15. Sea A wuna region convezxa en C. Sean ~1,72:[a,b] — A
dos curvas cerradas, entonces -1 es homotdpica a 2 en A.

DEMOSTRACION. Se define una homotopia H:[a,b] x [0,1] = C como
H(s,t) = tya(s) + (1 = t)n(s),

para 0<t<1. Como <3 y 7 son continuastambién loes H, ademaés,
para t fija,

H(a,t) = ty2(a) + (L = )1 (a) = ty2(b) + (1 = )71 (b) = H(b, 1),

por lo que H|([a,b] x {t}) es una curva cerrada.
Finalmente

H(S)l) :72(5)7 H(S>0) :’)/1(8),
y como A esconvexa, Y(s,t) € [a,b] x [0,1], H(s,t) € A. [ |

Como consecuencia inmediata de este teorema se deduce el siguiente resul-
tado.

Corolario 2.3. Una region conveza es simplemente coneza.
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2.3.3 Teorema de Cauchy

Demostraremos primero un caso particular del teorema de la deformacion.
Necesitamos para eso una definicion.

Definicién 2.7. Sea H:[a,b] x [0,1] - A C C wuna homotopia de curvas ce-
rradas. Se dice que la homotopia es de clase C' por tramos si las restricciones
de H a segmentos horizontales o verticales son de clase C' por tramos.

Teorema 2.16 (De la deformacién para homotopias C! por tramos).
Sean A C C wuna region, f:A — C wuna funci’on analitica, ~p:[a,b] = A
y y1:[a,b] = A curvas cerradas y H:[a,b] x [0,1] = A wuna homotopia C!
por tramos entre ellas. Entonces

[o=]r

Necesitamos un lema del anélisis real, que se puede consultar, por ejemplo
en Bartle [1].

Lema 2.1. Sea M un subconjunto compacto de R™, y sea {Uj}?:1 una
cubierta abierta de M. Entonces existe un nimero 6 >0, llamado n'umero
de Lebesgue de la cubierta, tal que, si W es un subconjunto abierto de M
de didmetro menor a 0, entonces W CUj;, para algin j.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA. El conjunto compacto H([a,b] x [0,1]) se
puede cubrir por medio de un conjunto finito de rectangulos abiertos R;, con
la propiedad de que, para cualquier j, f|g, = F', donde F es una funcion
analitica en E Esto se sigue del teorema de antiderivadas locales.

Ahora, la coleccion {H !(R;)} es una cubierta abierta de [a,b] x [0, 1].
Sea U; un abierto en R?> tal que U;NJa,b] x [0,1] = H™'(R;), ysea &
el nimero de Lebesgue de la coleccion {U,}.

Sea {W;} wuna coleccion de subrectangulos de [a,b] % [0,1] definida por
una reticula de didmetro menor a 4.

o
v
3

Figura 2.14: La colecciéon {W;}.
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Obsérvese que como, para cada i, W; C H '(R;) para alguna j, se
tiene que H(W;) C Rj, y dado que H(OW;) esunacurva C! por tramos,

/H(awi)fzo'
" zi:/H(f)Wi)f: /%f_/m I

Observacion. Las curvas H(OW;) pueden intersectarse unas con otras, pero
esto no afecta el argumento. ]

Por consiguiente

Para probar el teorema de la deformacion en su forma general probaremos
primero que toda curva continua v:[a,b] = C se puede aproximar por otra
curva A:[a,b] - C, C' por tramos. Mas precisamente,

Lema 2.2. Para cualquier ~y:[a,b] - C continua, dada € > 0, eziste una
curva A:la,b] — C, C' por tramos, tal que |\(t) —~(t)| < € para toda
t € [a,b].

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0. Por continuidad uniforme existe una particiéon
a=ty<tp <---<t,=0b tal que,para ¢ =1,2,...,n, setiene

Y(t) € D(y(ti),e), VtE€ [tio1,tipa]
Se define una curva A de clase C! por tramos de la siguiente manera: Para
toda k=1,2,...,n, definimos
Al(tk—1,tk) =tk © dx,
donde ¢ :[tg—1,tx] = [0,1] esta dada por
t—1p—1
or(t) = P

¥y 0, C por

Yr(s) = sy(te) + (1 = s)y(te—1).

De esta manera, M|[tp—1,tr] describe el segmento que une ~(tx—1) con
~v(tx)- Ademas, es una composiciéon de funciones afines, y es, por lo tanto, de
clase C!', esdecir, A esdeclase C! por tramos.

Ahora, para cualquier ¢ € (tx_1,%r), considérese el tridngulo formado por
¥(t), A(tg—1) vy ~(tx). Como los tres lados del tridngulo son, por cons-
truccién, menores que &, y A(f) estd en el segmento que une ~y(tx—1) con
~(tr) se tiene

y(#) = A <e

Esto concluye la prueba |
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v(t)

Y(tk-1) Alt) (k)
Figura 2.15: Aproximacién con una curva C! por tramos.

Si v:[a,b] > A es una curva continua, donde A es una region en C,
entonces existe e > 0 tal que, si |z —v(t)] < € para alguna t € [a,b],
entonces z € A. Esta afirmacion se sigue del siguiente lema.

Lema 2.3. Sean ACC y B CC subconjuntos de C, A compacto y B
cerrado, tales que ANB =0. Entonces existen w€ A y v € B, tales que
|lu—v| < |z —wl|, para cualesquiera z € A, w € B.

DEMOSTRACION. Se puede suponer que B también es compacto, puesto que,
si zp € B, vy M = diam(A U {z}), se tiene que D(z,2M)N B, que es
compacto, contiene a todos los puntos de B que estén més cerca de A que
zo. Para demostrar esta afirmacion t’omese z; € B, tal que

d(Zl, A) < d(Zo, A)

Como la funcion distancia es continua, y A es compacto, existe w; € A tal
que

d(z1, 4) = d(z1,w1),
por lo tanto,
d(Zl,Zo) < d(2’1,’w1) + d(wl,Zo) < 2M.

Finalmente, si B es compacto, A X B es un subconjunto compacto de
R*, yaque,si ACD(0,r) y BCD(,rs), AxBCD(QO,\r?+r3), y
si {(zn,wn)} = (2,w), con z, €A y w, € B, entonces (z,w)€ A x B,
por lo que el lema es consecuencia de que la funcion (z,w) — |z —w| es
continua. |

Ahora consideremos A unaregiéonenC, f: A — C una funci’on analitica,
v:]la,b] = A una curva continua, ¢ = d(y([a,b]),A) y A1, A2 dos curvas
de clase C! por tramos e- cercanas a v, i. e. |\(s) —~(s)] < e, para
cualquier s, i=1,2. Se sigue del lema que ambas curvas estén en A.

Definimos una homotopia entre A; y Az como sigue:

H(s,t) = tAi(s) + (1 — ) Aa(s).
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D(Z072M)

Figura 2.16: Se puede suponer que B es compacto.

Es claro que esta homotopia es de clase C! por tramos cuando se restringe a
segmentos verticales y horizontales, ademas H toma valores en A, puesto
que

|H(s,t) —v(s)| = [tA1(s) + (1 = t)Aa(s) —v(s)| =
[t(AL(s) = 7(5)) + (L= t)(Aa(s) = ¥(5))| < te + (1 —t)e =&,

de donde se sigue que
[i=] ¢
A1 Az

Definicién 2.8. Sean A, f, v y & como arriba, y A, una curve de
clase C* por tramos, c- cercana a v, se define

[l

Las observaciones anteriores muestran que esta integral estd bien definida.
Finalmente, probaremos el teorema de la deformacion.

Teorema 2.17 (Teorema de la Deformacioén). Sean A wuna region,
Yy Yo dos curvas cerradas de clase C' por tramos homotdpicas como curvas
cerradas en A y f:A— C wuna funci’on analitica, entonces

/vlf: ’vzf'

DEMOSTRACION. Sea H:[a,b] x [0,1] = A una homotopia de curvas cerradas
entre 71 y 2. Sea

e =d(H([a,b] x [0,1]), A°).
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Como H es uniformemente continua, existe ¢ > 0 tal que si
|(51,81) = (s2,t2)] <0
entonces
|H(s1,t1) — H(s2,t2)| < €.
Sean 0=ty <t; <---<t,=1 tales que
|tj —tjpa] <6

para cualquier j € {0,1,...,n —1}, y denotemos por <, a H|([a,b] x t;).
Obsérvese que

|7tj (S) ~ Vit (5)| < 6/2 )

para cualquier j.
Ahora, la curva 7, es C! por tramos, mientras que -, puede ser solo
continua, pero puesto que, por construcciéon son ¢/»-cercanas, se sigue de la

definicién que
[=] =
71 Yty
ya que d(’)/tl ([a’a b])aAC) Z €.

Finalmente, si )1, una curva de clase C! por tramos, es ¢/>-cercana a 7y,
entonces es &- cercana a y,, ya que

762 (8) = A (8)] < 125 (5) = ¥ ()] + [76 (5) = M (8)] < o2 + 52 = ¢,

por lo que
[=f=L=1

ty 2

Repitiendo este proceso se obtiene el resultado deseado.
Obsérvese que como Vi, d(y;([a,b]), A°) > d(H([a,b] x [0,1]),A°) = ¢
se sigue que si A; es C! por tramos, e- cercana a Ve;, entonces

[r=frm

Ahora que tenemos una prueba rigurosa del teorema de la deformacion,
podemos usarlo para demostrar el teorema de Cauchy.

Teorema 2.18 (Cauchy). Sean A wuna region, f:A — C analitica y
una curva en A que es homot’opica a un punto en A, entonces

Af:o.
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En particular, si A es simplemente conexo y v es cualquier curva cerrada

en A entonces
/f:o
.

DEMOSTRACION. Si v:[a,b] = A eshomotopicaa 7:[a,b] = A, 7(t) = zo,
para algin zg € A, se tiene directamente

Afz&

y por el teorema de la deformacién

[i=0 =

Teorema 2.19 (Antiderivadas). Sea A una region simplemente conezxa y
sea f:A — C holomorfa, entonces existe g: A — C holomorfa tal que,
Vz € A,

DEMOSTRACION. La demostracion del teorema 2.9 fue rigurosa salvo que de-
pendia de la independencia de trayectorias, que a su vez depende del teorema
de Cauchy. Habiendo establecido formalmente el teorema de Cauchy en su
generalidad se sigue pues el resultado. |

Una vez establecida la validez del teorema 2.9 (o 2.19) se sigue también la
validez del teorema 2.10.

Es importante mencionar el teorema de Schonflies, que complementa el teo-
rema de Jordan de la siguiente manera: Dada + una curva simple cerrada en
C, el interior de +y es simplemente conexo. Esto por supuesto nos permite
integrar en dichos dominios de forma inmediata.

2.3.4 Ejemplos Desarrollados
1. Sea A la region acotada por el eje X y la curva

o(0) = Re?, 0<6<m,

eZ

donde R > 0; ysea f(z)= m Entonces, para toda curva cerrada

Af:&

v en A,



]2 CAPITULO 2. INTEGRACION

(T

Figura 2.17: v es homotopica a 0.

Solucion. Como f es analiticaen C\{2R}, y 2R ¢ A, f es analitica
en A, ycomo A essimplemente conexo por el teorema de Schonflies, dicha
integral es cero.

Otra manera de mostrar que A es simplemente conexo consiste en probar
la convexidad: Si z1, 29 € A,

|t21 + (]. —t)22| S t|21| + (]. —t) |22| S tR + (]. —t)R: R,

para cualquier ¢ € [0,1]. (Ciertamente tz; + (1 —1)z2 estd en el semiplano
superior).

2. Sea A ={z€C|1<]|z|<4}. Demuestre que A no es simplemente
conexo, y que los circulos |z| =2 y |z| =3 son homotopicos en A.

. 1 . . . .
Solucion. — es analiticaen A. Si A fuera simplemente conexo, se tendr’ia
z

que
1
/ —dz =0,
|z]=2 #

lo cual ya se probo es falso. Por otra parte,
H(t,s) = 2" + se't,

con t€[0,2r), y s€][0,1] esunahomotopiaentre |z|=2 y |z|=3 en
A.

3. Sean v el circulo unitario |z| =1, 71, 72 los dos c’irculos de radio
1/4 con centros en —1/2 y 1/2 respectivamente y A una region que
contenga estas curvas y la region comprendida entre ellas. Sup’ongase también
que f:A — C es analitica, entonces

/sz/%er/wf-

Haga un esbozo de la demostracion de este hecho.
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|z|=2 |z|=3

Figura 2.18: Homotopia entre [z] =2 y [z|=3.

Solucion. Es geométricamente claro que la curva 7% descrita en la figura 2.20
es homotopica a . No es muy dificil formalizar esta afirmaci’on. Una manera
de obtener una homotopia expl’icita es la siguiente.

(a) Parametrizando + procediendo como en la figura 2.20, a partir de una
parametrizaciéon natural para 7.

(b) Definiendo
H(t,s) = s7(t) + (1 — 5)y(t).
(¢) Verificando que el segmento de recta que une ~(t) y 7(t) estaen A.

Ahora, por el teorema de la deformacion,

[1=]s

y, ademas,
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V2 7

Figura 2.19: La region A.
7
O—~Of

Figura 2.20: La curva 7 es homotopica a .

puesto que ¥ = y1+Y+72—"7, donde -y eselsegmento queune —1/4 con
1/4. Obsérvese que ¥ no es simple, y sin embargo se aplica el teorema 2.17
(de la deformacion).

En muchos casos es importante apelar a la intuicién para encontrar ho-
motopias, muchas de estas son facilmente comprobadas mediante la topologia
algebraica.
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2.4 Foérmula Integral de Cauchy

En esta seccion se establece el hecho de que las funciones analiticas son de clase
C*, y se da una demostracion del teorema fundamental del algebra.

2.4.1 Indice de una Curva Cerrada

Se definira el indice de una curva cerrada - con respecto a un punto zg
fuera de ~. De manera intuitiva esto serd el ‘nimero de vueltas’ que la curva
efectiia alrededor del punto.

Para definir esta idea rigurosamente, recuérdese (de la seccion 2.1) que

-1
[ Gmara={0 T
|z—zo|=r 2w n=—1.

Esto se generaliza a curvas que consisten en recorrer n veces dicho circulo, por
ejemplo, (t) = e, t € [0,27n], es una curva que rodea al cero n veces,

y se tiene que
1 1
/z71 = (27wi)n ) — / —dz =n.
~ 2mi )., 2

También, si 7' es una curva cerrada que rodea n vecesal 0, 0 ¢ '

y v es homotopicaa ' en C\ {0}, resulta que entonces
1 1
T — dZ =N
e z' z
por el teorema de la deformacion. Es intuitivamente claro que, como v y 7+
son homotépicas, rodean al cero el mismo niimero de veces.

Mas generalmente se puede demostrar, por ejemplo con topologia algebraica
elemental, que si 7y es una curva cerrada que rodea zy N veces, entonces
v es homotépica a ¢(0) =20 + e, 6 €[0,2mn] y

1 1

- dz=n
2w J, 2z — 20

En particular, si < es una curva simple cerrada que contiene a 27 en su

interior,
1 1
L / dz=1.
211 52— 20

Por otra parte, si zy € exty los teoremas de Cauchy, Jordan y Schonflies

implican que
1 1
L / dz = 0.
211 52— 20

Estas ideas desembocan en la siguiente:
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Definicién 2.9. Sea 7y wuna curva cerrada en C, y sea zp € C\y. El indice
o numero de vueltas de ~ con respecto a zy se define como

1 dz
I(,20) = —— /
:

omi J, 2z — 2o

Figura 2.21: I(v,20) =2. v ‘da dos vueltas’ a z.

Las observaciones anteriores muestran que el circulo
Y(t) = 2o +ret, 0<t<2mn, n>0,
tiene indice n con respecto a zp, y el c¢’irculo
—y(t) = 20 +re”

tiene indice —n.
Ademassi v y «' son dos curvas que no pasan por 2o y < es homo-
topicaa v en C\ {2} entonces

I(’Y: ZO) = I(’Yla ZO):
por el teorema de la deformacién.

Teorema 2.20. Sea ~v:[a,b] = C\ {20} wuna curva cerrada, entonces

I(v,20) € Z.

DEMOSTRACION. Sea

t !

g(t) :/ &ds.
a ’Y(S) — 20
. _ 9 - )
(1. e. I(y,20) = Pyt ) Aplicando el teorema fundamental del calculo a las
Ly

partes real e imaginaria del integrando, se tiene

- 2

Y(t) — 20

)
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si t€la,b] y v esdeclaseC! en una vecindad de ¢, por lo cual en dichos
puntos

d /¢ e —'(t
E(e ()(V(t)—zo))—e ()m

~—

(Y(t) = z0) + e 9D~'(t) = 0.

y e 9 (y(t) — z) es constante por tramos, sin embargo dicha funcién es
continua, puesto que g(t) es continua, (esto se sigue de la definicién de curva C*
por tramos y de la continuidad de integrales con discontinuidades simples).

Se concluye que e~9) (y(t) — z5) es constante, en particular

e " (y(a) = z0) = e P (y(b) - 20),

y como ~(a) = v(b), e 9®) = e79(® = 0 = 1 de donde se tiene que
g(b) =2mni, con n€Z, i e.

I(v,z0) =n. N
Obsérvese que si «y es una curva simple cerrada entonces

inty={z € C|I(v,2) # 0},

es decir, se puede definir el interior de una curva en forma analitica y no topo-
logica, usando la integral que define el indice.

2.4.2 Foérmula Integral de Cauchy

Teorema 2.21 (Férmula de Cauchy para la integral). Sea A wuna re-
gion, 7 una curva cerrada homot’opica a un punto en A, f:A — C
analitica y zo € A\ vy, entonces

f(z0)I(7,20) = 1 / (f& dz.

2mi z— 20)

Esta formula se aplica especialmente cuando ~ es una curva simple y 2o
es un punto del interior de -y, obteniéndose

f(z0) = iGN dz.

,YZ—ZO

Esta iltima formula es realmente espectacular, dice que los valores que toma f
en 7y, determinan los valores de f en el interior de .

DEMOSTRACION. El teorema de Cauchy se generaliza para regiones donde f
es analitica excepto posiblemente en un punto, la razén es que la herramienta que
se usa para demostrarlo es el teorema de antiderivadas locales (teorema 2.13),
el cual puede ser substituido por el teorema 2.14 (este permite que la funcién
sea s’olo continua en un punto aislado).
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Se define
f(z) = f(20) .
o(2) = 7z—20 si z # 2o,
f'(20) si z=zp.

g esanaliticaen A\{zo} ycontinuaen A. La observacion anterior implica

que
/g =0.
-

Por lo cual

0:/ f(Z) dz — &dz: ﬁdz—f(ZO)I(’Y,Zo) u

zZ— 20 A{Z—ZO A{Z—ZO

Es importante observar que esta férmula es 1til para calcular integrales, por
ejemplo,

/ & 4z = 2mie® = 2rmi.
|

zl=1 #

2.4.3 Las Funciones Analiticas son C*®

Para poder establecer el hecho de que las funciones analiticas tienen derivadas
de todos los 6rdenes se necesita un importante lema. Al lector no familiari-
zado con convergencia de funciones, se le sugiere leer la demostracion una vez
comprendida la primera parte del capitulo 3.

Lema 2.4 (Integrales de tipo Cauchy). Sea ~v:[a,b] = C una curva, ¢
una funcion continua definida en ~([a,b]) y

entonces g es analitica y C*®en el sentido complejo en C\ 7([a,b]).
Ademds, si n=—1, para cualquier k € N,

g®)(z) = k!L # dw.

(Se puede recordar esta formula derivando respecto a z dentro del signo de
integral.)

DEMOSTRACION. Usaremos el siguiente resultado, que serd demostrado en el
capitulo 3:
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Sea ~:[a,b] = A una curva C! por tramos en la region A, y sea {f.}
una sucesion de funciones continuas que convergen uniformemente a una funciéon
f en 7([a, b]), entonces

lim fn:/f.

Para demostrar el lema basta probar que, para cualquier zyp € C\ vy y
cualquier {hi} sucesién que converja a cero, se tiene

9(20 + hi) — g(20)
hy

— —n/ (w — 20)" L p(w) dw,
Y
ya que esto implica que g es derivable en zy y que
(o) = = [ (w=z0)"p(w) o,
¥

e iterando este proceso inductivamente se demuestra el lema.
Ahora,

g(z0 + h;;Z —9(20) _ / (w — 20 — hk})l: —(w = ZO)n(p(w) dw,

asi que es suficiente demostrar que

((w — 20 — hg)" — (w — 20)"
hi

)www+—Mw—mw*¢w>

uniformemente en 7, lo cual equivale a demostrar que

(w—2z0 — hg)" — (w — 20)"
hi

— —n(w — z0)"!

uniformemente en 7.
Escribimos, para abreviar, a = w — zp.
Si n>0,

(a — hg)™ —a™
hy

n—1| __

+ na

—na™ '+ <Z> a™ hy, — <g> a" PRy 4+ na" | <

c(lhe] + [hel* + - + [a]™ ),

para alguna constante c¢. Esta tultima desigualdad se justifica por la compa-
cidad de v, que implica que |a| = |w — 2| esta acotado. Como el dltimo
término no depende de w, esto demuestra la convergencia uniforme.

Si n <0, escribiendo m = —n,
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y + P

Figura 2.22: zg + hy queda fuera de ~.

(@ — hg)™ —a™
hi,

NN S U
o hy, (a — hk)m a™

1 ((am —(a— hk)m)> + a1

hi (a — hg)™a™

mhkam* _ (g)hiam*2 4+ -

hy (a — hk)mam

n—1

+ na

mhra™ ! . , 9 m
<|l— " hy hp hy
_‘hk(a_hk)maerna + ¢ (|he] + [he|” + -+ [he]™)

Cm ]
= |(a— hg)™a 2’

para alguna € >0, si k es suficientemente grande. La primera desigualdad
se sigue de que |a| y |a— hg| estan acotadas inferiormente, debido a la
compacidad de .

Finalmente

m m
(a — hg)™a  amt!

_ ‘mam —m(a — hy)™

ul m m
(a—hk)mam"‘l ‘SC |(l _(a_hk) |)

donde ¢ es una constante. Esta ultima expresion converge uniformemente a
0, lo cual termina la demostracién del lema. |

Teorema 2.22 (Existencia de derivadas k-ésimas). Si f esuna funcion
holomorfa en una regi’on A, entonces:

i) f tiene derivadas de todos los drdenes.

ii) Yzo € Ay para toda curva cerrada ~y homotdpica a un punto en A,
si zop ¢y se tiene que, para cualquier k€ {0,1,2,...},

79 20) (7, 20) = o / ()

2w ), (w— zo)ktt
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DEMOSTRACION. Dada 2o € A, existe r >0 tal que D(zp,7) C A. De-
notando por ¥ a 0D(zo,r), yyaque I(¥,2z9) =1, por la férmula integral
de Cauchy, Vz € int7,

flz)= QLM /——zﬁ(f})z dw.

Esta expresion nos permite usar el lema 2.4 y concluir que f esC®en D(zo,T),
el lema también nos dice que

I(v,z) L/ L dw
g

211 w—z

es analitica y C*°en  C\ v, de hecho es localmente constante por tomar valores
enteros.
Ahora, por la formula integral de Cauchy, si z € A\ v,

1 f(w)
I =— [ —=d
$E10,2) = 5 [
aplicando el lema a G(z) = f(2)I(v,z) se obtiene inductivamente que

G(k)(Z) = f(k)(Z)I(’Y,Z) = 2k_7r'z / %dw, para keéN. N

2.4.4 Desigualdades de Cauchy y el Teorema de Liouville

Teorema 2.23 (Desigualdades de Cauchy). Sea A wuna region en C, sean
zo €A y R>0 tales que D(zo,R) C A ysea f:A— C analitica, tal
que |f(2)| <M, Vze0D(z,r), entonces

) k!
|£99(o) | <z

DEMOSTRACION. Denotamos por 7 a la frontera de D(zp, R). Utilizando
la formula para la derivada k- ésima se obtiene

f(k)(ZO) = k_'/ (w f(:;;kﬂ dw,

27
y
k fw) K M M
(k) — _ < < =kl'—. N
‘f (ZO)‘ 2 /v (w — 2zp)k+1 dw‘ = 21 Rk+1 L) =k Rk

Teorema 2.24 (Teorema de Liouville). Sea f:C — C entera y acotada,
entonces f es constante.

Obsérvese que en el calculo real esto no es cierto, por ejemplo, f(z) = senz.
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DEMOSTRACION. Utilizando el teorema 2.23 se tiene que, si |f(z)] < M,
Vz € C,

M
R )

If'(z)] < VzeC y VRER,

porlocual f'(2)=0 y f es constante. |

2.4.5 Teorema Fundamental del Algebra
Teorema 2.25 (Teorema fundamental del Algebra). Sea

P(2) = an2™ + Gn_12" L+ -+ g

un polinomio con coeficientes complejos, n > 1, entonces p tiene una raiz,
i. e., eriste z € C tal que p(z) =0.

. . 1
DEMOSTRACION. Si p(z) #0, Vze C entonces —— es entera.

p(z)
Ahora, si 2z #0,
1
I 1 _ o
p(z)  apz®+ap—12"" 1+ +ag an+ 271 44 ao
Z’n,
por lo que
1
lim — = — =0,
. . 1 .
de donde existe M tal que, si |z| > M, |—| <e¢, asique — es
p(2) p(2)
acotada fuera de D(0,M), y esacotadaen D(0,M) pues éste es compacto,
es decir —— es acotada.
p(z) .
Entonces, por el teorema 2.24, ﬁ es constante, y por lo tanto p tam-
p(z
bién, pero esto es una contradiccion. ]

Existe un reciproco parcial al teorema de Cauchy llamado Teorema de Mo-
rera.

Teorema 2.26 (Teorema de Morera). Sea f continua en una region A,
sup’ongase también que fv f =0 para toda curva cerrada v en A, enton-

ces [ esanalitica en A y f=g¢g', para alguna g analitica en A.

DEMOSTRACION. La condicién fvf = 0 equivale la posibilidad de definir,
fijando 29 € A, ¢:A — C analitica tal que

o= [ " @) de.
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Se demostré que bajo tales condiciones g es analiticay ¢'(z) = f(z) (por el
teorema 2.9). Ahora, por el teorema 2.22, ¢’ también es analitica, por lo que
f=4g loes. [ |

Corolario 2.4. Sea f continua en una region A y analitica en A\ {20},
entonces f es analitica en A.

DEMOSTRACION. Se demostro en el teorema 2.14 y en el corolario 2.2 que para
toda curva cerrada vy contenida en el interior de cualquier rectangulo en A,

/Wf:0.

Dado cualquier z € A, existe un rectingulo R, en A que contiene a z
en su interior, por lo que aplicando el teorema de Morera se obtiene que f es
analitica en R, y por consiguiente en A. |

2.4.6 Ejemplos Desarrollados

1. Sea ~y(t) = (cost,3sent), ¢ € [0,4n]. Demuestre de manera rigurosa que
I(v,0) = 2.

Solucion. Restringiendo el dominio a [0,27], la funcién
H(t,s) =cost+i(3 —2s)sent

es una homotopia entre v y 7(t) =cost+ isent. Denotando por 7, ala
curva < restringida a [0,27] se tiene

1 1
—./—dz:—l,/ldzzl,
2mi Jo, 2 27 J5 2

por lo que I(v,0) =2.

cosz sen z
dz y 5 dz.
lzl=1 * lzl=1

Solucion. cosz es una funcién entera, asi que, por la formula integral de
Cauchy,

2. Evaluar

1
cos(0) = —/ %% 4 = 1,
21 |z]=1 z

es decir,

cos z .
/ dz = 27i.
lz]=1 #
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Figura 2.23: Homotopia entre v y 7.

También, |z| =1 es homotépica a un punto en el dominio de analiticidad
de sen z, por lo que, usando la férmula integral de Cauchy para la primera
derivada se tiene

de donde

3. Evaluar

cuando < es el circulo unitario y cuando + es el c’irculo de radio 3 con
centro en cero.

Solucion. Si y={z]||z| =1}, como f es analiticaen ~yUint~,
[ =0,
-

Si y={z]||z2|=3}, <~ eshomotépicaa ¥=2+e, tec[0,2n], en
C\ {2}. No es dificil encontrar una homotopia, por ejemplo procediendo como
en la figura 2.24.

por el teorema de Cauchy.

Por lo tanto, I(v,2) = 1, y como < es contraible a un punto en el
dominio de analiticidad de de e* + z, podemos aplicar la férmula integral de
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Figura 2.24: Homotopia entre |2| =3 y 7 =2 +e'.

Cauchy, de donde

es decir

z —

/e +Zdz:27ri(62+2).
L 22

2.5 Teorema del Maximo Modulo. Funciones Ar-
monicas
Teorema 2.27 (Propiedad del valor intermedio). Sea f analitica en una
region A y D(zo,7) C A, entonces
L[ :
f(zo) = oy ; f(zo + re'?) db.

Esta formula dice que el valor de f en el centro del disco es el promedio
de sus valores en el circulo.

DEMOSTRACION. Usando la férmula integral de Cauchy, si v(0) = z + re?’,
se tiene

floo) = = [ LB 4

2 Jo 2 — 20
es decir,

1 2 f(zg+7“ei9), i
f(Zo):Q—m. . - ire’df. N
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Teorema 2.28. Sea A wuna region y f analitica en A. Sup’ongase que
|f(2)| <|f(20)|, Vz€ D(z0,r0), entonces f es constante en D(zp,T¢).

DEMOSTRACION. Se puede suponer que f(z9) € RT, ya que, de otra manera,
si f(zo) =w, wT'f satisface las condiciones del teorema, es constante si y
solosi f loes,yademéas w 'f(z)=1.

Sea g(z) = f(z0) —Re f(z), y r <rg. Obsérvese que g¢(z) esrealy no
negativo. Ahora

[ oo ey ap = 2mp(eo) — [ Re(s(a0 4 ) d =
0 0
2 f (z0) — 27 Re £(z0) = 0,

por la propiedad del valor intermedio aplicada a f.
Como la funcién

6 — g(zo + re'?)
es real no negativa, y su integral es cero, se tiene que
g(z0 +1e??) =0, Ve € [0, 2],
es decir
f(z0) = Re f(2), Vz tal que |z —zo| =7.
Aplicando este argumento para cada r < rg, se tiene que
Re f(z) = f(z0) Vz € D(zo,70).

Finalmente, las ecuaciones de Cauchy-Riemann implican que una funcién
holomorfa cuya parte real es constante, debe ser constante. ]

Teorema 2.29 (Del maximo médulo). Sea A wuna region acotada en C,
y f:A — C continua y tal que fla es analitica. Sea M = sup |f(z)],
z€E0A

entonces:
i) 1f(z) <M, VzeA.

i) Si existe a € A tal que |f(a)] =M, entonces f es constante.

DEMOSTRACION. Sea M' = sup |f(z)]-
z€EA

Caso 1. Si, Vz € A, [f(2)] < M', entonces existe 2o € JA tal que
|[f(z0)]=M', v M=M' yaque A, y OA son compactos.
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Caso 2. Siexiste a€ A tal que |f(a)]=M', sea
B={ze Al f(z) = fla)}.

Por el teorema 2.28 B es abierto, ya que, si w € B, cualquier disco
alrededor de w estd en B. Por otro lado, B = |f|_1 (M"), por
lo que es cerrado, y como es no vacio, y A es conexo, B = A. Por
consiguiente, f esconstanteen A, y por continuidad,loesen A. W

Mencionaremos ahora una importante aplicacién.
Teorema 2.30 (Lema de Schwarz). Sea f analitica en A ={z||z| <1}.
Supongase que |f(z)| <1, Vze A, yque f(0)=0, entonces |f(2)| < |z,
Vze A y |f'(0)] 1. Ademds, si existe zop € A tal que |f(z0)| = |20],

entonces f(z) =€z,

DEMOSTRACION. Sea

g(z) = @ si z#0,
f1(0) si z=0.

g es analiticaen A\ {0} y continuaen A, por lo que es analitica en A.
(Véase el corolario al teorema de Morera.)

1
En el circulo |z| =7, |g(2)| = ) = F)l < =, por lo que, usando
z r r
el teorema del méximo modulo, se tiene
1 -
|g(z)|§;7 VZED(O,T’),
es decir,
|2 -
@< B Ve Do,

Fijando 2z, y haciendo que r converja a 1, se tiene el primar resultado.
Esto dice también que |g(z)] <1, Vz € A, en particular, |f'(0)] < 1.
Finalmente, si |f(z0)| = |20], con zp # 0, entonces, para cualquier r

entre |zo] y 1, |g(z)| alcanza su maximo en D(0,r), por lo que, por

el teorema del maximo moédulo, ¢ es constante en D(0,r), y como esto es

f(2)

valido Vr tal que |z0] <7 <1, ¢ esconstanteen A, i e. ——= =k,
z
o f(z) =kz. Ademias, |k|=1, yaque |f(z0)|= |20l |

2.5.1 Funciones Armodnicas

Definicién 2.10. Sea A una region en Cy u:A — R de clase C%, se dice
que u es armonica si su laplaciano es 0, es decir, si

8’u  O%u

20 = Z—— _— =
vu_8w2+8y2

0.
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Se demostrd que las partes real e imaginaria de una funci’on analitica son
arm’onicas de clase C*°. El reciproco también es cierto.

Teorema 2.31. Sea A wuna region y u:A — R arm’onica, entonces wu
es de clase C*°, y para cualquier zg € A, u es la parte real de una funcion
analitica en una vecindad de zo. Siademds A es simplemente conexo, existe
f:A— C analitica tal que Re f = u.

DEMOSTRACION. Basta demostrar la segunda parte, pues localmente siempre
existe una vecindad simplemente conexa, por ejemplo D(zp,T).

Sea ¢(z) = %(z) - zg—Z(z), z € A. Se afirma que ¢ es analitica en
A.
Denotando a g =U +:V, se tiene
U _ou oV _ o
or  0x2’ Oy Oy’
por lo cual
ou oV d*u  O%u
— =7+ =0.
or Oy 0x2 0Oy?
También
o _ w0V _ o
dy  Oydx’ Oxr  Ozdy’
de donde
8_U + 8_V =0
oy  dxr

yaque u es C2. Esto demuestra que g es analitica.
Usando ahora el teorema de antiderivadas, existe f:A — C analitica tal
que f'=g. Si f=u+1iv,

por lo que @ =wu+k para alguna constante k, y u = Re(f —k). [ ]

Obsérvese que el resultado tambi’en es valido si se sustituye Ref por
Im f, yaque Im(—if)=Ref.

Definicién 2.11. Se dice que v y v son armdnicas conjugadas si existe f
analitica tal que [ = u +iv.

Corolario 2.5. Sea A wuna region simplemente conexa en C y u:A — R
arm’onica, entonces u tiene una conjugada en A.
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Obsérvese que las ecuaciones de Cauchy-Riemann implican que la conjugada
es Unica salvo una constante aditiva.

Teorema 2.32. Sean u y v armdnicas conjugadas en una regi’on A. Sea
c1 € u(A) tal que V(z,y) € u(c1), Vu(z,y) #0, y c2 € v(A) tal que
V(z,y) € v i(c2), Vu(z,y)#0. Entonces u'(c1) y v t(c2) son curvas

que, de intersectarse, lo hacen ortogonalmente.

DEMOSTRACION. Se sigue del teorema de la funcién implicita que u='(c;) y
v~ !(ca) son curvas diferenciables. Como el vector gradiente es perpendicular a

™ (a) Vu(z,y)

(z,y)

Figura 2.25: Vu es perpendicular a u~'(c).

las curvas de nivel, basta demostrar que, para cualquier punto en la interseccion,
Vu - Vv =0,

que es lo mismo que

Ou oY (0 v\ _dudv  dudo
0x’ Oy oz’ dy) 0Oxdx Oyody
que se sigue de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. ]

Como ejemplo del teorema 2.32 tenemos f(z) = 22, que tiene como partes

real e imaginaria a

2

u(z,y) =2> —y*, v(z,y) =2y,

respectivamente.

2.5.2 Propiedad del Valor Intermedio y Principio del Méa-
ximo para Funciones Armoénicas

Teorema 2.33 (del valor intermedio). Sea u armdnica en una regi’on A
que contiene a D(zo,r), entonces

1 2w )
u(zo) = %/0 u(zo + re'?) db.
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Figura 2.26: Las curvas de nivel de u =22 —y2 y v = 2zy.

DEMOSTRACION. A° es cerrado, y z9 € A, por lo que existe w € A° tal
que |zo—w|<|zo—z|, Vze A°. Como D(z,r) C A, se tiene que

|20 — w| > r.

Tomando 7 tal que |zp —w|>ry >r tenemos que D(zp,r;) C A, por lo
que, por el teorema 2.31, existe f analiticaen D(zp,r1) tal que Re f = w.
Por el teorema del valor intermedio para funciones analiticas

27

f(z0) = f(zo +re') do,

2r J
y tomando parte real a ambos lados se obtiene el resultado. |

Teorema 2.34. Sea u armdnica en una regi’on A, sup’ongase que u al-
canza un mdzimo local en zo € A, . e., existe >0 tal que u(zo) > u(z),
Vz € D(zo,r), entonces u es localmente constante.

DEMOSTRACION. Existe f analitica en D(z9,7) tal que Ref = u. ef
también es anal’itica, y

|ef| = e =™
Como e® es creciente, los maximos de u losonde e*, aplicando el teorema

del maximo médulo para funciones analiticas ef es constante en D(zg,7),
por lo que también e y wu lo son. |
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Obsérvese que se puede obtener el mismo resultado reemplazando maximo
por minimo, tomando —u en lugar de wu.

Teorema 2.35 (Maximo moédulo para funciones arm’onicas).
Sea A wuna region acotada, u:A — R continua y arm’onica en A. Si
M = sup u(z), entonces:

z€0A

i) u(z) <M, VzeA.
ii) Si u(z) =M, para alguna z € A, u es constante.

DEMOSTRACION. Se aplica el mismo argumento de conexidad que se utilizd para
las funciones analiticas. n

Observacion. Existe también el principio del minimo, i. e., si m = i%fAu(z),
zE

u(z) >m, Vze A, ysi u(z)=m paraalguna z € A, wu es constante.
Esto se demuestra aplicando el teorema anterior a —u.

2.5.3 Ejemplos Desarrollados
1. Sea f analitica y distinta de cero en una regiéon A. Muestre que |f]
no tiene minimos locales si f no es constante.

1
Solucion. ? es analitica, y tiene méaximos locales solo si |f| tiene

1
minimos. Notese que todas las hip’otesis son necesarias, pues para f(z) = z,
|f| tiene un minimo local en 0.

2. Encuentre el maximo de |[senz| en A =[0,27] x [0,27].
Solucion. Por el teorema del maximo modulo, el m’aximo de |senz| se toma

en la frontera. Ahora

sen z|* = |senz - cosiy + seniy - cosz|® = |senz - cosh y + isenhy - cos z|*

= sen” z(1 + senh® y) 4+ (1 — sen® z) senh® y = senh® y + sen” z,

asi que,
si x=0,2m, |senz|2 = senh? y,
si y=0, |sen,z|2 =sen’z < 1,
si y=2m, |sen z|* = senh?(27) + sen® ,

P . ™ . .
y por consiguiente el maximo es tomado en zy = i§ + 2mi, y tiene el valor
|sen zg| = |sen xq - cosh yg + i senh yg - cos zg| = cosh 2.

3. Encuentre las conjugadas arménicas de las siguientes funciones en C.
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(a) u(z,y) =2 —y*.

(b) u(z,y) =senx - coshy.

Solucion. Sabemos que estas funciones corresponden a 22 y senz, respec-

tivamente, sin embargo, es didactico exhibir un método.

(a) Si v eslaconjugada armonica de wu, que existe ya que w es armoénica
en C, que es simplemente conexo,

ov ov
% = 2y) a. 21’,
integrando con respecto a = se obtiene v(x,y) = 2xy + cte, es decir,

v(z,y) = 2zy + 91 (y),
analogamente
v(z,y) = 2ry + g2(),
porloque gi(y) = g2(x), V(z,y) € A, ynecesariamente son constantes,

por lo que wv(z,y) =2zy + k.

(b) En este caso

v
or

ov
— = cosx - coshy,
dy

= —senz - senhy,

porlo que v(z,y) = cosz-senhy+g;(y), y v(z,y) = cosz-senh y+go(z).
De nuevo g; y g¢» son constantesy v(z,y)=cosz-senhy + k.
4. Encuentre el maximo de wu(z,y) =senz -coshy en [0,1] x [0, 1].

Solucion. Por el principio del maximo moédulo para funciones arm’onicas el
m’aximo se alcanza en la frontera,

si z=0, U
si y=0, U =senc,
si x=1, U =coshy -senl,

si y=1, U =cosh1 - senz,

por lo que el maximo se obtiene en (1,1).



Capitulo 3

Series

3.1 Convergencia de Series

3.1.1 Definiciones Basicas

En este capitulo veremos que la analiticidad de una funcién se puede definir en
funci’on de la existencia de una serie convergente. Se desarrollaran los impor-
tantes teoremas de Weierstrass, Taylor y Laurent.

Definicién 3.1. Una sucesion compleja {z,} converge a z si Ye > 0
AN  tal que si n > N, entonces |zp,—z|<e.

o0
Definicién 3.2. Se dice que la serie infinita Zak (de nimeros complejos)
k=1

converge a s si la sucesion de sumas parciales (es decir la sucesi’on con tér-
n

minos S, = E ay ) converge a S.
k=1

oo
Se escribe E ar = s o simplemente E ag = s.
k=1
Se mencioné en el capitulo 1 que el 'imite de una sucesi’on es Gnico y que

una sucesiéon es convergente si y s’olo si es de Cauchy. En el caso de las series
esto se traduce en el siguiente criterio importante de convergencia.

o0

Proposicion 3.1 (Criterio de Cauchy). La serie Z ar converge si y solo
k=1

si Ye>0 AN tal que si n > N se tiene

n+p

S w

k=n+1

<e, Vp=1,2,3,....

En particular para p =1, se obtiene un criterio util de divergencia.

103
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(oo}
Corolario 3.1. Si E ar converge, entonces ayp — 0.
k=1

oo

El reciproco del corolario no es cierto: la serie armoénica E — diverge
n

n=1

1
(ver proposicion 3.3), sin embargo, — — 0.
n

oo

Definicién 3.3. Se dice que la serie Z ar converge absolutamente si la serie
k=1

oo

Z lak| converge.

k=1
oo

Proposicién 3.2. Si la serie Zak converge absolutamente, entonces con-
k=1

verge.

DEMOSTRACION. Usando el criterio de Cauchy, dada ¢ >0 3JN tal que, si
n>N,

n+p n+p
Z ar| < Z lax| < e, Vp €N,
k=n+1 k=n+1
oo
usando de nuevo el criterio de Cauchy, esto implica que Z ay converge. W
k=1
oo
Obsérvese la utilidad de esta proposicion, ya que la serie Z |ar| esrealy
k=1

se pueden aplicar criterios de convergencia para series reales.

Proposicion 3.3 (Pruebas de convergencia para series reales).

00
oo . . . 1
i) Si |r| <1, entonces la serie geométrica E r*  converge a 1 , oy
—-Tr
k=0

diverge si |r| > 1.
ii) Prueba de la comparacion.
o0
Si Zbk converge, by >0, y 0<ar <bg, VEkE€EN, entonces
k=1

oo oo oo
Zak converge. Si ch diverge, y 0 < cp <di, entonces de
kz.l k=1 k=1
diverge.
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iii) Prueba de las series p.

oo

E n~P converge si p>1, ydivergea oo (i. e., las sumas parciales
n=1

son crecientes y no acotadas) si p < 1.

iv) Prueba de la Razon.
o0
existe y es menor que 1, entonces Zak
k=1
converge absolutamente; si el limite es mayor que 1 la serie diverge, y si
el l'imite es 1 puede ocurrir cualquiera de las dos cosas.

Ap41
Qn

Supdngase que lim
n—oo

v) Prueba de la Raiz.

Si lim 3/|a,| existe y es igual a L, entonces si L < 1 la serie
n— 00
o0

E ar converge absolutamente, si L > 1 la serie diverge y si el limite
k=1
es 1 ambas cosas pueden suceder.

DEMOSTRACION.

i) Escribiendo s, =1+r+---+7r" rs,=r+r2+---+r"" porlo cual

— n+1
TSy — S, =1—r"tl vy

1—pntl
1—r

Sp =

1
Si|r| <1, sp—>—;
1—r

si |r]>1, r""! > 0o, y la serie diverge;

n
si r=1, Zrk =n+1— oo, porlo que diverge; y
k=1
si r=-1, s,=0 si n espar,y s, =1 si n esimpar, por lo que la
serie diverge.

o0
ii) Aplicando el criterio de Cauchy, ap+---+agtp <bg+---+bptp ¥ Z ar,
k=1

J J
converge. También, dada M > 0, existe 7 € N tal que de > ch > M
k=1 k=1
(ya que una sucesion creciente de ntimeros positivos diverge si y s’olo si no es

[ee]
acotada), por lo que Z dj diverge.
k=1
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1

iii) Si p <1, entonces n P >n~ (puesto que n® es creciente), por lo

-1

que E n~ P diverge si la serie armonica E n diverge. Esta ultima es

bien sabldo que diverge. Una forma de demostrar este hecho es la siguiente: Se
tiene que

1>1
1 1
> =
272
L1111
3 474 4 2
1,11, 1.1 1 1,1 1
5 6 7 8~8 8 8 8 2

Loy b s )2l
20 +1  2n 42 2ntl = 2ntl ) g7

Usando estas desigualdades es facil deducir que Z diverge a ©o0.

nfl

Ahora, si p > 1,

1 1 1 1 1 1 1
SQk—l—ﬁ+ 2—p+§ + 4—p+5—p+@+% +---+

1 1 1 12 2k-1
= R A
11 1 1 1
o P T R < 1

por lo cual sy+_; estd acotado y, por consiguiente, las sumas parciales de
oo

E n? lo estan (ya que estas son una sucesion creciente de nimeros positivos).

n=1

o0
Consecuentemente Z n? converge.
n=1
o0
Obsérvese que esta demostracion muestra tambi’en que si Z ar €s una
k=1

serie de nameros positivos decreciente (i. e., apt1 < @, )y si E 27 a9;

o0
converge entonces E ar converge también. A este criterio se le llama prueba
k=1
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de la condensacion de Cauchy.

ay S a1,
as + a3z < 2as,

aqg +as +ag + a7 < 22a4, etc.

an+1

iv) Sea r = lim

n—oo an
Si r <1, tomando 7' tal que r < 7’ < 1, existe N para el cual si
an+1

oo
< r', loqueimplica que |antp| < |an]| ()P vy que ZGN+p
p=1

n>N,

n
oo

converge, es decir, E ar, converge absolutamente.

k=1

Si r>1 sea r' talque r>r'>1, denuevoexiste N para el cual si
an+1

n> N, >r' y |ansp| > |an| (7')P, esto implica que |an4+p| DO

n

o0
converge a 0 cuando p — oo y, por consiguiente, Z ar diverge.
k=1

o0 (oo}

. 1 .

Ahora, las series Z ap, ar=1 VkeEN vy Z P > 1, diver-
k=1 n=1

gen y convergen respectivamente, sin embargo

. (n41
lim 2L —1

n—oo  Ap

y
1
p 1\?
lim @: lim <”+ ) ~ 1
n— 00 n— 00 n
np

1
v) Sea r = lim |ay] /M Si r<1, tomando r<r' <1, existe N tal
n—o0

o0
1
que, si n > N, |ay] < r', es decir |a,| < ()™, por lo cual Zak

k=1
converge absolutamente.

Si r>1, tomando r>r' > 1, existe N tal que,si n > N, entonces

1
lan| ™ > ',y lan| > ()", asi que lim |an| # 0 y por consiguiente
n—o0

(oo}
g ap diverge.
k=1
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o0

Finalmente, la serie armoénica diverge, y la serie E —5 converge, pero
n

n=1

ol . 1 . 1
lim — = lim —— = lim —4———=1
n—00 n n—00 g */n n—o o(*/n)logn
por la regla de L'Hopital, y

1
lim {/— = lim — = 1. |
n—oo \ n n—00 o(“/n)logn

3.1.2 Convergencia Uniforme

Definicién 3.4. Sea A C C y f,: A — C una sucesion de funciones.
Se dice que f, — f wuniformemente en A si Ve >0 IN tal que, si
n>N,

|fn(2) = f(2)] <&, Vz € A.

Definicién 3.5. Sea ACC y gp:A — C una sucesion de funciones. Se

oo
dice que ng(z) converge uniformemente a g si Ye >0 AN tal que,
k=1

St n>N,_

<eg, Vz € A.

> gi(z) — 9(2)
k=1

Estas definiciones se traducen en términos de sucesiones de Cauchy como
sigue.

Proposicién 3.4. Sea A C C.

i) Una sucesion {f,} converge uniformemente en A siys’olosi Ve >0
eviste N tal que, si n > N, |fo(2) — fasp(2)] <&, Vze A y
Vp € N.

o0
ii) La serie ng(z) converge uniformemente en A siy sélo si Ve >0

k=1
n+p
eriste N tal que, si n > N, Z gr(z)| <e, Vz€eA y VpeN.
k=n-+1

DEMOSTRACION.

i) Siel criterio de Cauchy es cierto, paracada z € A sea f(z) = lim f,(2).
n—o0

Este limite existe siempre ya que C es completo, es decir, cualquier sucesiéon de
Cauchy converge.
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Ahora, dada € >0, existe N tal quesi n> N,
|fn(2) = fasp(2)| < /2, VzeA y VpeN

También, Vz € A, existe p, € N tal que
1£(2) = fNap. (2)] < 2,
vaque f(z) = lim fa(z).
Por consiguiente,si n >N y z€ A
£ (2) = fn(2)] S 1f(2) = INtp. (D) + [N 4. (2) — ful2)] <6,

y fn — f uniformemente en A.

Ahora, si f, — f uniformemente en A, Ve > 0 3IN tal que si
n>N,

|fu(2) = f(R) < ch,  2€A

Por lo cual

[fn(2) = frtp(2)] < |fn(2) = F() +1f(2) = farp(2)| <&, Vze A

oo
ii) La demostracion hecha en i), aplicada a las sumas parciales de Z gx(2)

k=1
demuestra este caso. [ |

La convergencia uniforme es 1til en muchos aspectos, uno de los cuales es el
siguiente.

Teorema 3.5. Sea ACC y f,:A— C una sucesion de funciones conti-
nuas que convergen uniformemente en A a una funcion f:A — C, entonces

f es continua.
oo

Analogamente, si gr: A — C son funciones continuas y la serie E gx(2)
k=1
converge unformemente en A a una funcion g, entonces g es continua.

DEMOSTRACION. Como la suma finita de funciones continuas es continua, basta
demostrar el teorema para sucesiones. Para esto, sea N € N tal que

|fn(2) = f(2)] < <5, Vz € A.

También, para 29 € A, fy es continua en zg, por lo que existe ¢ > 0
tal que

|fn(2) = In(20)] </, st |z — 20| <.
Por cosiguiente, si |z — zg| < 6,

£ (2) = f(20)| < |f(2) = fn(2)| + |fn(2) = Fn(20)| + |fn(20) — flz0)| <e. W
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Probablemente el criterio més 1til para detectar convergencia uniforme es el
dado por el siguiente teorema.

Teorema 3.6 (Prueba M de Weierstrass). Sea A C C y g0 A - C
una sucesion de funciones. Supongase también que existe una sucesion de reales
no negativos {M,} que satisfacen:

i) lgn(2)| < M,, VzeA,

o0
i) g M, converge.
n=1

(oo}
Entonces ng (z) converge uniforme y absolutamente en A.

k=1
(oo}
DEMOSTRACION. Como ZM" converge, dada € > 0 existe N € N tal
n=1
n+p
que Z Mp<e, ¥Yn>N y VpeN, porlocual
k=n-+1
n+p n+p n+p
Yooak)| < D g < D Mp<e,  VzeA,
k=n+1 k=n+1 k=n+1

es decir, las hipotesis del criterio de Cauchy se aplican (Proposicion 3.4) y las

o0 o0
series Z lge(2)| ¥ Z gr(z) convergen uniformemente en A. [ ]
k=1 k=1

Como un ejemplo de como aplicar el teorema 3.6, considerese la serie
X _n
z
g(Z) = Z )
n
n=1
se afirma que g¢(z) converge uniforme y absolutamente en

A, ={ze€C|z| <}, r <1

n

s 2" . [z r™ T
Escribiendo g,(z) = —, se tiene que |gn(z)|=— < —. Sea M, =—,
n n n n
r? =
como — < r™, se tiene que E Mj, converge, y por lo tanto se sigue la
. k=1
afirmacion.

o0 n

. z .
Es interesante observar que, en contraste, E — no converge uniforme-
n

k=1
mente en D(0,1) = {z € C||z] <1}. Si esto fuera cierto, se tendria que
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x . .n
x

E — converger’ia uniformemente en [0,1). En tal caso, Ve > 0, existe
n

k=1

N eN talquesi n> N,

" mn—i—l mn—i—p

n n+1 n+p

<e, Ve e[0,1) y VYpeN

Ahora, como la serie armoénica diverge, existe p € N tal que

1 1
— 4t > 2,
p

N N +

y también existe z € [0,1) tal que z™*t? > 1/. (Ya que esta condicion se
1
satisface si © > (1) NFF = ellog1/2) wip ) Se obtiene que

=N N+P

1 1
T 4. Ntp( = 4 ... =
N+ +N+p>m <N+ +N+p>>8’

( ™ decrece cuando n — o) , lo cual es una contradiccion a la primera
afirmacion.
o0 Zn
Sin embargo, obsérvese que ¢(z) = E — escontinuaen D(0,1), puesto
n
k=1

que Vz € D(0,1) existe r >0 tal que z € D(0,r) vy en dicho disco hay
convergencia uniforme, por lo que el teorema 3.5 nos muestra la continuidad de

g.

Teorema 3.7 (Weierstrass).

i) Sea A wuna region en C y {f,} una sucesi’on de funciones analiti-
cas definidas en A. Supdngase también que f, — f uniformemente
en cualquier disco cerrado contenido en A, entonces [ es analitica.
Ademds, f], — f' puntualmente en A y uniformemente en cualquier
disco cerrado de A.

[ee]

i) Si {gr} es una sucesion de funciones analiticas tales que ng(z)
k=1

converge a una funcion g uniformemente en discos cerrados de A,

oo

entonces g es analitica en A. Ademas, ¢'(z) = Zg;c(z) puntual-
k=1

mente en Ay uniformemente en discos cerrados de A.

Este tipo de convergencia, si ademds es absoluta, se llama normal, y se dice que
las funciones convergen normalmente.

Esta propiedad no es cierta en el caso real, pues convergencia uniforme no
implica que se pueda diferenciar término a t’ermino, por ejemplo, si

fal®) = =0 (@) = lim fu() =0,
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y es facil ver que la convergencia es uniforme en R. Sin embargo
() —
fl(z) = /ncosnz,

y f1(0)=+/n no convergea f'(0)=0.
Se necesita un resultado adicional para demostrar el teorema 3.7.

Teorema 3.8. Sea v:[a,b] = A de clase C* por tramos y {fn} wuna suce-
sion de funciones continuas definidas en v y que ademds convergen unifor-
memente a una funcion f en -y, entonces

/fn—>/f cuando n — 0.
¥ ¥

o0
También, si E gr(z) converge uniformemente en +y, entonces
k=1

oo

/3

(2) = (2)-
19k ;Agk

Lo que dice este teorema es que, bajo la hipotesis de convergencia uniforme,
se pueden intercambiar los signos de limite e integral.

DEMOSTRACION. Dada ¢ >0 existe N tal que,si n> N,

[fu(2) = f(2)| <&, Vzen,

[#=[1-

por lo cual se sigue la primera parte del teorema. La segunda consiste en aplicar
la primera parte a la sucesiéon de sumas parciales. ]

asi que

/V(fn—f)‘ﬁ/wlfn—f|<6-f(v),

DEMOSTRACION. (TEOREMA 3.7). Solo es necesario demostrar i), ya que ii)
se sigue de aplicar i) a la sucesion de sumas parciales, ya que la derivada es
disitributiva con respecto a la suma.

Primero demostraremos que f esanaliticaen A. Sea zp€ A y r € RT
tal que D(zp,7) C A. Como D(zp,r) es simplemente conexo, se sigue del

teorema de Cauchy que fn=0, Vv curva cerrada en D(zp,r) y por
¥
consiguiente, como f, — f uniformemente en -y, se sigue del teorema 3.8

que f =0. Como esto es cierto para toda curva cerrada v, por el teorema

de Morera f es analitica en D(zg,r). (La convergencia uniforme implica
que f es continua.)
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Falta demostrar que f), — f' uniformemente en discos cerrados. Hay que
demostrar que dados € >0 y D(zp,7) C A existe N talquesi n> N,

I} (2) = f'(z)| <e, Vz € D(zo,r).

Sea p > r tal que D(z9,p) C A, la existencia de dicho disco ya se
demostroé, (en la demostracion del teorema 2.33). Sise denotapor ~ la frontera
del disco D(zo, p), usando la férmula integral de Cauchy se tiene

e -1 =5 [ Inlw) =1 W) 4y e Blagrm.

- 2mi (w— z)2

Obsérvese que si w € v y z € D(z0,7), |w—2|>p—r yqueexiste N
tal quesi n> N

[fn(2) = f(2)| <&, Vz € D(20,p),

por lo cual
EEEEE——— Vz € D 20,7 |
( )27 ( 05 )

Obsérvese que aplicando el teorema de Weierstrass repetidas veces se ob-

[fn(2) = f1(2)] <

1 € 9
1e o
2 (p—r)2 "

. k A . . 2
tiene que fr(L) — f*)  uniformemente en discos cerrados. Notese que el
teorema de Weierstrass no supone convergencia uniforme en A, por ejem-

X _n
plo la serie Z z converge en A = {z € C||z] <1}, pero no uniforme-
z
n=1

mente como ya se demostrd, sin embargo como converge uniformemente en

A, ={z€C||z|<r}, V¥r € (0,1), converge uniformemente en cualquier

X _n
disco cerrado en A, por lo cual se aplica el teorema de Weierstrass y E —
n

n=1
[e'S)

es analiticaen A, y suderivada es E 2", la cual converge uniformemente

n=1
en discos cerrados de A.

Es facil demostrar que una sucesion de funciones converge uniformemente en

discos cerrados si y s6lo si converge uniformemente en compactos, por lo cual se
)

puede sustituir ‘discos cerrados’ por ‘compactos’ en el teorema de Weierstrass.

3.1.3 Ejemplos Desarrollados

1. Se prueba que la funcion ( (zeta) de Riemann definida por

es analiticaen A ={z¢€ C|Rez > 1}, ysecalcula ('(z) en dicho conjunto.
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Solucion. Sea B un disco cerradoen A y 4§ ladistanciade B alarecta
r =1, se tiene

n"% = eleogn y |n7z| — ef:tlogn —n T,

z

(se define n~* eligiendo la rama principal del logaritmo).

4 A
-
-—>

v

Figura 3.1: La distancia del disco B a x =1.
Ahorasi z€ B, z=xz4+iy, >14+6 y |n % =n7%<n 0+
)
puesto que ¢ —» e!1°8" eg creciente. Escribiendo M, = n~(119), Z M,
es una serieoop convergente, por lo cual usando la prueba M de Weierst?;sls, se

tiene que E n~* converge en forma absoluta y uniforme en B. Consecuen-
n:1 . .
temente usando el teorema de Weierstrass, ( es analiticaen A y

oo

/ _
('(z) == (logn)n "7,
n=1
ademas esta serie es convergente en discos cerrados de A.

X _n
) = Zz—z es analiticaen A ={zeC||z| <1}, ¥y
n
n=1
escriba la serie para f'(z).
1 oo
= ZM” converge y
n
n=1

2. Demuestre que f(z

n

Solucion. Sea M, = < Vz € A, por

- _7
n? n?

o0
2" .
lo que E — converge en forma absoluta y uniforme en A.
n
n=1

Por consiguiente, el teorema de Weierstrass implica que f es analitica, y
que

oo
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3. Calcular / (Z z”> dz.
lz|="1/ 1

Solucion. Sea B undisco cerradoen A ={z€C||z| <1}, ¢ ladistancia
de B alcirculo |z|=1, y M,=(1-0)"

Figura 3.2: La distancia del disco B a |z| =1.

o0 oo
Como E M, converge, E 2™ converge en forma absoluta y uniforme

n=0 n=0
o0
en B, y de nuevo por el teorema de Weierstrass, Z 2™ es analitica en A,
n=0
por tanto
o0 1 o0
/ (Z z")dz:/ —dz+/ (Zz")dz:%ri.
lzl=Y2 \,,=_1 l2l=1 # lz1=Y2 \ ;=0

3.2 Teorema de Taylor

3.2.1 Series de Potencias

En esta seccion demostraremos que f es analiticasiy s’olosi f se puede ex-
presar localmente como una serie de potencias, llamada serie de Taylor. Dichas
series son de la forma

2 £ (5,
=3 Ty
n=0

Esta propiedad es otra instancia donde el calculo real es distinto del complejo,

por ejemplo,
—2
e" x #£0,
) =
(@) {0 e

esdeclase C*y f*)(0)=0, VEkeN, sinembargo f no esidénticamente
0 cerca de 0, por lo que f no tiene una expansion en serie de Taylor
alrededor del 0.
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Definicién 3.6. Una serie de potencias es una serie de la forma

o0
Z an(z — zo0)".
n=0

Lema 3.1 (Abel). Sea {an,} wuna sucesion de nimeros complejos y ro, M
reales positivos tales que |ap|ry < M, VYn € N, entonces si r < 7o,

(oo}
Z an(z — 20)" converge en forma absoluta y uniforme en
n=0

A, ={z€C||z—2| <r}.

n (oo}
_ T r
DEMOSTRACION. Sea Mn:M<—> . Como — <1, E M, converge.
To To
n=0

rry r\"
Ademas |an(z — 20)"| < |an|r™ = |an| =2 < M (—) = M,, por lo que
To To
la prueba M de Weierstrass demuestra el resultado. ]
o0
Obsérvese que si existe w € C tal que |w—zp| =19 ¥y Z an(w — 29)"
n=0

converge, entonces se satisfacen las hipotesis del lema ya que

lan| |w — 20" = |an|7d = 0 cuando n — oco.

oo
Teorema 3.9. Sea E an(z—20)" wuna serie de potencias, entonces existe un

n=0
numero R € [0,00], llamado radio de convergencia, tal que si |z — 2] < R
la serie converge, y si |z —z9| > R la serie diverge. La convergencia es
uniforme y absoluta en discos cerrados de A ={z € C| |z — z| < R}.

Al circulo |z — 29| = R se le llama c’irculo de convergencia.

00
DEMOSTRACION. Sea R = sup{r >0] Z lan|r" converge}. Se afirma que
R es el radio de convergencia. " .

Dada rg < R, existe r; tal que rop < r; < R, y tal que Z |an|r}
converge por lo que {|a,|7T} es acotada ya que converge a 0. Cnozrfsecuen—

oo
temente, por el lema de Abel, Z an(z — 29)™ converge en forma absoluta y
uniformeen A,, ={z€C||z fz}(}ﬂ < 7o}
0

Ahora, si |z1 —20| >R y Z an(z1 — z0)" converge, se tendria que el

n=0
conjunto {|a,r}| | n € N} es acotado, con 1 = |z1 — 2o
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o0
En este caso, tomando R < r < rq, E an(z — zp)" seria absoluta
. n:() . .
y uniformemente convergente en A, por el lema de Abel, en particular, si
(oo}
z=1z+r, E |an|r™ seria convergente, lo cual contradice la definicion de
n=0

R.
Finalmente como la convergencia es absoluta y uniforme en A,., Vr <R
también lo es en cualquier disco cerrado de A. |

Como consecuencia de este teorema y del teorema de Weierstrass se tiene el
siguiente resultado.

(o)

Teorema 3.10. La serie de potencias g an(z — 20)" es analitica en el in-
n=0
terior del circulo de convergencia.

DEMOSTRACION. El resultado es consecuencia de que las funciones a,(z—z0)"
son enteras. u

El teorema de Weierstrass también permite derivar t’ermino por t’ermino.

o0
Teorema 3.11. Sea f(z) = Zan(z—z())", z € D(z9,R), R elradio de
n=0

1

oo
convergencia, entonces f'(z) = E na,(z —20)"" "y el radio de convergencia
n=1

(n)
de esta nueva serie es R. Ademds, a, = fi('zo)_
n!

DEMOSTRACION. Por el teorema de Weierstrass,

f'(z) = f: nay,(z — )", Vz € D(z0, R).
n=1

o0
- N\ C
Si la serie Znan(zl — 20)""! converge para z € (D(Zo,R)) , se ten-
n=1
dria que {nanrf)’*l |n € N} es un conjunto acotado, donde ry = |21 — 20|,

por lo que {anr{f |n € N} también es un conjunto acotado, y, aplicando el
oo
lema, de Abel, Z an(z—20)" convergeen D(zp,R;), con R; > R, locual

n=0
contradice la definicién de R. Por consiguiente, el radio de convergencia de

oo
Z nan,(z — 29)"
n=1

es de nuevo R.
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Para demostrar la ultima parte, se evalua la serie y sus derivadas en zg:
f(z0) =ao, f'(20) = a1, iterando el proceso de derivar la serie de potencias,
inductivamente se obtiene

fB) = nn-1n-2)...(n - k+ ag(z — )",
n=~k
y evaluando en zy se obtiene f(¥) (20) = klag. [ ]

Ahora establecemos dos criterios para encontrar R.

oo

Teorema 3.12. Sea R el radio de convergencia de Zan(z — 2p)".
n=0
a
i) Si lim 2] eziste 0 es 00, dicho limite es R.

n—o0o |an+1|
Y, si p#0,00
i) Si lim {/|ay| =p, existeoes oo, entonces R=<90 s p=o0
n—o0
oo s p=0

DEMOSTRACION. Como se vio en la demostracion del teorema 3.9, el radio de
convergencia esta dado por

R= sup{r >0 | i|an|r" < oo}.

n=0

a
i) Sea L = lim || . Consideramos primero el caso 0 < L < co. Apli-
n—00 |41
oo

camos el criterio de la razon real a la serie E lap|r™. Si 0 < r < L

n=0
+1 oo
e " r o
lim an | =—-<1y E |a,|r™ converge. En cambio, si L < r
n— 00 |an|7“n L
n=0
o0
dicho limite es mayor a 1 y la serie E |an| 7™ diverge.
n=0
+1
. . . .
Finalmente, si L = oo lim [n 1] =0 vy la serie converge en todo
n—oo  |ay,|r®

el plano, perosi L =0 ellimitees oo y el radio de convergenciaes 0. Por
lo tanto, L es el radio de convergencia en todos los casos.
o0
ii) Consideramos primero el caso p € (0, 00). Z |an|r™ converge o diverge,
n=0
de acuerdo a que nh_}nolo Y/|an|r sea menor o mayor que 1, respectivamente.

Como lim 3/|a,| = p, esto equivale a decir que pr sea menor o mayor a
n—oo
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2

1 1 1
1, estoes r<— 6 r>—, porloque - eselradiode convergencia. Si
P P

p=0 lim 3/|a,|r=0 paratoda r y R =00, etc. [ |
n— 00
Ejemplos

[ee]
1. La serie E 2" tiene radio de convergencia 1, puesto que a, = 1,
n=0

VneN, y

R 7]
n— o0 |an+1|

X _n
2. La serie E — ftiene radio de convergencia R = oo, es decir, es una
n!
n=0

. 1
funcién entera, ya que a, = — Y
n!
. a .
lim M: lim n+1=o00.
n—oo |ap41| n—oo

[ee]
3. La serie E nlz™ tiene radio de convergencia 0, puesto que
n=0

a
lim 2] = lim =0.
n— 00 |an+1| n—oon + 1
o0
No es dificil demostrar que, para toda serie de potencias Z an(z — z0)",
n=0

1
== lim sup ¥/|an|, donde lim sup es el supremo de los puntos de acumu-

lacién de { Y/ |an|}. (Una demostracion de este hecho aparece en el libro de
Ahlfors).

3.2.2 Teorema de Taylor

La discusion sobre series de potencias mostr’o que estas son funciones analiticas.
El reciproco es cierto, cualquier funcién analitica es representable localmente por
una serie de potencias.

Teorema 3.13 (Taylor). Sea f analitica en una region A, z9 € A, y
D,={z2€C||z—2]| <r} CA, entonces, Yz € D,,

o £(n)(,
=3 Ly

A esta serie se le llama serie de Taylor.
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¥

Como ejemplo, si f(z) =e*, f esenteray f("(z)=¢e* VneN, asi
que fM(0)=1, VneEN, y

ezzzz— VZE(C

A la serie de Taylor alrededor del 0 se le llama serie de MacLaurin.
Para demostrar el teorema de Taylor se necesita un lema.

o0

Lema 3.2. La serie de potencias E 2" converge en forma absoluta y uni-
n=0

forme en los circulos de radio p <1 vy en los interiores de dichos c’irculos a

1-2

DEMOSTRACION. Usando el teorema 3.12 podemos ver que el radio de con-
vergencia de la serie es 1, de donde se deduce la primera parte del lema.
Para calcular el limite observemos que, como en el caso de la serie geométrica,

1— n+1
Sn:1+2+2’2+"'+2’n:#: y
1—2
1— gt 1
lim S, = lim —2 = .
n—00 n—oo 1 —2 11—z

Otro resultado necesario para demostrar el teorema de Taylor es el siguiente:

oo
Si Zgn(z) converge uniformemente en B CC y h(z) esacotadaen B,
n=0

o0 o0
entonces Z h(z)gn(z) converge uniformemente en B a h(z) - Z gn(2).
n=0 0

Esto es cierto ya que, si |h(z)| < M, Vze B, dada ¢>0 3N tal que
lgn(2)h(2) + - + gnip(2)1(2)] = |gn(2) + - -+ + gnap(2)] [1(2)]
gM%:s V2eB y VpeN.

DEMOSTRACION (TEOREMA DE TAYLOR). Sea r' >r tal que D, C A, y
sea y(0) = zo+7r?, 0 <6 < 2r. Porla formula integral de Cauchy, si

z €inty =int D
1 f(w)
= — dw.
1(z) 27Ti/yw—z v

Ahora se aplica el truco de Taylor, esto es

1 1 1 i": z—z0\"
(w—zo)<1_z—20>_w—z0 w — 2o

n=0
w — Z2p
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Usando el lema 3.2 se observa que para 2z fijo esta serie converge uniforme-

mente en 7y, ya que al variar w , los valores estdn todos en un
w— 2y

circulo de radio menor a 1.

Figura 3.3: |z — zo| < |w — 2o].

w . .
Ahora, f(w) ,  w €7, esacotada, ya que es una funcién continua en el
w — 2o
compacto <y, asi que, por la observaci’on hecha despues del lema 3.2,

oo
Z oy
_ZOn+1

converge uniformemente en -y a

f(w) 1 _ fw)

w=z (,_ (2=2 Tw-—2z
w — 2o
Finalmente, usando el teorema 3.8, se tiene
f(w) / f Z—ZO /f Z—ZO
——dw = d

por lo cual, usando la férmula integral de Cauchy para la n-ésima derivada se
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tiene
1 — (Z—Zo)”/ f(w)
= — dw = - dw
2mi /v w — nz_;) 2mi y (W —29)"
e )
Z z—20)" ('ZO), Vz €int D

En particular, la férmula de Taylor se cumple en el disco cerrado deradio r. H

Obsérvese que se sigue del teorema de Taylor y del teorema 3.10 que si A
es una region en Cy f: A — C es una funci’on, entonces f es analitica en
A siysolosi Vzo€e A y VD(zo,7) C A, f|D(20,r) es representable como
una serie de potencias. Esta representacion es ademés tnica.

3.2.3 Ejemplos Desarrollados
o0
1. ; Es posible que una serie de potencias de la forma Z an(z—2)" converja

n=0
en z=0 perodiverjaen z =37

Solucion. Por el lema de Abel, el radio de convergencia es cuando menos 2, por
lo que la serie debe ser convergente para z = 3.

[ee]
2. Sean f y g analiticasen D(0,r) Zanz g(z):anz”,

o0 n
entonces f(z)g(z) = Z ¢n, Yz € D(0,r), donde ¢, = Zakbn_k, es
n=0 k=0
decir, las series se pueden multiplicar como polinomios infinitos.

Solucion. Se afirma que

(F0"E =3 (1) 0.

k=0

Esto se demuestra inductivamente, es claro para n =1, y suponiendo que

(f 'g)(”*l)(z) — z_: (n_ 1>f(k (2)g (n— 17k)(2,)_
k=0
se tiene
(n) (4 = (n-1 (+1) () g(n=1=F) = (n—k)(,
som@=3 (", )@ e S (7, ) e e

=3 (LT e ( AR TEICTE®

-y (Z)ﬂ’“)(z)g("—’“(z) + f M (2)g(2) + f(2)9™(2),
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lo cual demuestra la afirmacion.
Ahora,

)™ (0
e = (ng an() 0)g"="(0)
> k!() (n—k)! :kzzoa”b"*’“

k=0

ny _ n!
puesto que k = m

Obsérvese que este resultado es tambi’en cierto para series de Taylor que no
tienen el centro en el 0 sino en cualquier otro punto.

3. Calcule la serie de log(l + z) alrededor de 0, y encuentre el radio de
convergencia.

Solucion. Si se elige la rama principal del logaritmo, log(1l + z) es analitica
en C\{z€C|Rez< —1e Imz=0}, porloque el radio de convergencia es
mayor o igual a 1.

1

Ahora, f(0) = log(l) = 0; f'(2) = 1 de donde f'(0) = 1,
f'(z) = e 4__11)2 f""(0) = —1. Inductivamente se tiene
(n) (n—D(=D)""!
fie) =
ya que
ety .y _ (n=2)(=1)"?
fr0(e) = B,

por lo tanto  f(™(0) = (n — D)!I(=1)*" L, ¥y

n=0 ’ n=0
o0
. . 1 .
Si z= -1, laseriees — Z —, que diverge, por lo cual R =1.
n=0 "

4. Encontrar la serie de Taylor de Ll alrededor de 0 y su radio de conver-
2 —

gencia.

1
Solucidn. Se demostro que si |z| < 1, 1= Z z", y por la unicidad de
-z

la serie de Taylor, ésta es precisamente su serie.
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Si z=1 esta serie diverge, por lo que R = 1.

alrededor del 0.

5. Calcule los primeros términos de la serie de

Solucion. De nuevo por el ejemplo 2, como

z OoZn 1 — n

n=0
e ) 5 2 2,3
1_Z=(1+z+z +2z +---)(1+z+§+§+---)
22 23 28
:1+(z+z)+(3+z2+z2)+(3+3+z3+z3)+---.

3.3 Series de Laurent. Clasificacién de Singula-
ridades

3.3.1 Series de Laurent

Si f esanaliticaen D(z,r)\ {20}, f tiene una expansion en series lla-
madas de Laurent. Primero se establece un lema anélogo al de Abel.

Lema 3.3. Sean {b,} wuna sucesion de nimeros complejos y 9 € RY, y

l junt b N td acotad t tod
supongamos que el conjunto ey |n e esta acotado, entonces para todo

0
%]

b ,

ry > ro, E ﬁ converge en forma absoluta y uniforme en
— <0

n=0

{z€eC|r <|z—2]}.

|bn|

DEMOSTRACION. Sea M una cota superior de {—}, si |z —zo| >y,

ro
bin < M — Mﬁ <M To n’
(z—z)™| — rp rgort r1
y por la prueba M de Weierstrass se sigue el resultado. ]

Otro ingrediente necesario para el teorema de Laurent es el siguiente.
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Lema 3.4 (Férmula de Cauchy para el anillo). Sea f holomorfa en el
anillo A ={2€C|r <|z—20| <ma}, y 7;(0) = 20 + 55", 6 € [0,2n],
j=1,2, donde r4 <81 < Sy <rs, entonces, Vz€ C si s1 <|z— 20| < 82
se tiene

1 1
f(z)=— (w) dw — — Sw) dw,
21 by W—2Z 211 W=z
o2
Y2
71
A
20 1 T2

v

Figura 3.4: Formula de Cauchy para el anillo.

DEMOSTRACION. Dada 2z en el anillo determinado por v, y 7o fijas, sea

flw) = 1(z)
gw) =2 w—z si w# z,
f'(z) siow=z.

Como ¢ es analiticaen A\ {z} y continuaen A, ¢ esholomorfaen A.
(Corolario 2.4). Ahora, 7, es homotopicaa <2 en A, por lo que

[ stwydw - [ gtw)aw=o,
Y2 Y1
esto es

f(w) w16 [ au- | %dwﬂc(z)/ L gw=o.

w—2z w—z %w—z

Y2

Como el segundo sumando es —f(z)2wi y el cuarto es 0, por el teorema de
Cauchy, esta igualdad establece el lema. |
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Teorema 3.14 (Laurent). Sea f holomorfa en un anillo
A={z€C|r <|z -2 <r},

entonces Vz € A,

oo

£6) = L anle =0+ Y

la convergencia es absoluta en A y uniforme en subanillos de A de la forma
Apl,p2:{Z€(C|p1§|z—z0|§p2}, ry < p1 < p2<ra.
Esta es la denominada serie de Laurent.

DEMOSTRACION. Sean 711 < 81 < p1, p2<s82<T9 y 71 Y 72 COmMO en
el lema 3.4. Tomemos =z € inty, fija,y w € 7. Como en el teorema de
Taylor,

. = (z — 2z0)"
Z (w — zp)"tL’

n=0

uniformemente en 7,5, por lo cual

1 w) 1 ¢ f(w) n
omi ), w2 omi ;::0/% (w— zg)mii (&~ %0)" dw

“am 2 ([ @)

escribiendo

1
PR S B {C) N
2mi J.,, (w— z0)"+!

se obtiene
1 f(w) =
- 2w = RPURY
27 /m w—z ¥ nz::()an(z 20)",

como la serie converge Vz € int~ys, converge en forma absoluta y uniforme en
Ay, ps, por el lema de Abel. (Puesto que A,, ,, C D(z0,52). )
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Por otra parte, si z € exty; fijay w € 7y,

-1 +1 1 1
w—z:z—zo—(w—z'g):(z—zo) <l_w—z0>
zZ— 20
I S fw—2)\"w= (w—2z)"
:z—z'g;(z—zo) ;::OW’

donde la convergencia es uniforme en +;, por lo tanto

-1 [ fw)
Q—M-/%w_zd“’

1
donde b, = 3 [h fw)(w — 20)"* dw.

Esta ultima serie converge Vz € exty;, por lo que usando el lema 3.3 se
tiene que la convergencia es uniforme y absoluta en conjuntos de la forma

{zeC|l|z—2| >}, > S,

y en particular en A, ,,. Consecuentemente, usando el lema 3.4, se tiene que

f(z) = Zan(z—zo)”+z(z_b7"zo)n,

uniformemente en A,, ,, y absolutamente en A. |

Corolario 3.2. Sea f holomorfa en A={z€C|ri<|z—2z|<r2}, su
pongase también que

o0 oo
b
— _ n _n
@)= anz—z)"+ Y G € A,
n=0 n=1
donde ambas series convergen independientemente, entonces

_ 1 f(w) 1 -
an_Q_ﬂ/dew y b”_2m'/wf(“’)(“’ 20)" duw,
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donde () =z +re?, 0<0<2r y r <r<ry, esdecir, la expansion
de Laurent es unica. A los n'umeros a, vy b, se lesllama coeficientes de
Cauchy.

DEMOSTRACION. Por el lema de Abel y su analogo, las series convergen unifor-
memente en <. Asi mismo las series determinadas por

b
—(k+1) 2 : n
an < ZO 2 )
(Z—Z()kl nl(Z—Zg)nkl

convergen uniformemente en y. Si k >0 integrando término a t’ermino se
tiene

z — zp)kt!

/(Ldz:%riak, si k>0.
-

También, si k < 0, se tiene

[y (& dz = 2mib_y,

z — zp)kt!
tomando n = —k, se sigue el resultado. |

Algunas veces se escribe la expansion de Laurent como

o0
= ch(z —20)",
—0o0

1 f(w)

— | ————F—dw.
2mi J., (w — z)" ! v

donde ¢, =

3.3.2 Clasificaciéon de Singularidades

Se estudiara el comportamiento de las funciones que son analiticas en

D(z0,7) \ {20} -

Definicién 3.7. Si f es analitica en D(z9,7) \ {20}, @ 2o se le llama
singularidad aislada de f.

En este caso se el teorema de Laurent es aplicable y

—_— ... ... —_ n ..
(z—z0)" pr— +ap+ -+ an(z —20)" +
Vz € D(zp,T).

Existen exactamente tres posibilidades excluyentes:

i) by #0 y b, =0, VI>k.
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ii) by #0 para un namero infinito de &’ s.

iii) by =0, Vk.

En el primer caso se dice que f tiene un polo de orden k£ en zp, en el
segundo que f tiene una singularidad esencial en zy y en el tercero que zg
es una singularidad removible de f. Si el orden de un polo es 1, se dice que
es un polo simple.

Definicion 3.8. Al nimero complejo by en la expresion de Laurent se le lla-
ma residuo de [ en zp.

Definicién 3.9. Una funcion analitica en una regi’on A excepto por polos en
dicha regi’on se llama meromorfica en A. A una funci’on merom’orfica en C
se le llama merom’orfica.
Definicién 3.10. Si f tiene un polo de orden k en zy, a la expresion
bi by
7]{: P _+_
(z — 20) z— 2o

en la serie de Laurent, se le llama la parte principal de f en zp.

Obsérvese que si f tiene una singularidad removible en 2y entonces f
es analitica en una vecindad de z.

Los residuos son muy tutiles para calcular integrales, por ejemplo se tiene el
siguiente resultado.

Corolario 3.3. Sea f analitica en una region A\{zo}, donde 2z, esuna
singularidad con residuo by. Si v es cualquier circulo alrededor de 2z
contenido en A, entonces

/ f(2)dz = 2mib;.
.

DEMOSTRACION. Los coeficientes de Cauchy estan dados por

1
b, = — / f(w)(w — z0)* ! dw,
2mi J,
en particular, para k =1, tenemos el resultado. |
2 3
Como ejemplo, Yw € C, e¥ =1+ w+ o7 + En + .-+, en particular, si
1/ = . . .
z#0 y w=1L, el* = Z —,> V sesigue de la unicidad de las series de
nizm
n=0

. . . 1 .
Laurent que 0 es una singularidad esencial de 2z~ e /2. Ademas, como el
residuo es 1, se tiene que, Vr >0,

/ 61/2 dz = 27i.
|z|=r

Ahora se establece un criterio para distinguir los diversos tipos de singulari-
dades. Este resultado se debe principalmente a Riemann.
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Teorema 3.15. Sea A wuna region, zo € A y f:A\{z0} = C analitica,
entonces

i) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) zo es una singularidad removible de f.
(1) 1/ < M, ¥z € (D(zo,r)\ {20}) € A.
(¢) im f(z) -eziste.

Z—Z0

(d) lim f(z)(z —2z0) =0.

Z—Z0

ii) Las siguientes condiciones son equivalentes:

1) zp es un polo de orden menor o igual a k, o una singularidad
remouvible.

2) Eziste M tal que |f(z) (z — zo)k| < M en una vecindad agujerada
de zp.

3) lim (z — 20)¥ f(2) eaiste.

Z—Z0

D) Jim e~ ) ) =0

iii) zo es un polo simple si y solo si lim f(2)(z—z20) existey no es 0. Este
Z—Z0

limite es el residuo de f en zg.

iv) zo es un polo de orden k> 1 siy solo si existe @:U — C analitica,
donde U es una vecindad de zo en A, con ¢(z0) #0 y tal que

F@)(z = 20)* = ¢(2).

DEMOSTRACION.

i) Evidentemente a) = b), ¢) y d). También b) o ¢c) = d), por lo
que basta probar que d) implica que 2o es una singularidad removible de f.
Para esto se prueba que los coeficientes b en la expansion de Laurent son 0.

1 3
b, = — f(w)(w — 20)** dw, {zeC|O0<|w—2| <r}CA
2mi |lw—zo|=r
Dada € > 0, existe r >0 tal que |f(w)||lw—20| <e si |w—z| <,
por lo que si |w— zp| =7 se tiene |f(w)| < —. Por consiguiente, ya que se
T
puede tomar r <1,

1 _ 1e
bk < %/ |F(w)| |w = 20| " dw < %;rk—IQﬂ.r:‘grk—1 <e,
|lw—zo|=r
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y por lo tanto

b =0, Vk € N

ii) Aplicando i) a la funcién (z — 20)* f(2) se obtiene el resultado. Si 2o es
una singularidad removible o un polo de orden menor o igual a k, se sigue de
la expansion de Laurent que (z — z)*f(2) es analitica y se siguen 2), 3) y
4). Como 2) = 4)y 3) = 4), basta probar que 4) implica que zp es
removible o polo de orden < k.

Usando i), 4) implica que (2 — 29)*f(2) tiene una singularidad removible
en zp, y como la serie de Laurent para (z — 29)¥f(2) se obtiene de la de
f(z) multiplicandola término a t’ermino por (z — z9)*, (ya que estas series
son tnicas) se sigue el resultado. f(z) no puede tener un polo de orden mayor

a k si (z—2)"f(z) esholomorfa en una vecindad de z.

iii) Se sigue de ii) que si lim f(2)(z —29) existe, entonces zp es una singu-
n—oo

laridad removible o un polo simple. El limite es 0 si y s6losi f es anal’itica

en zp (pori)), como el limite noes 0, zp esun polo simple. El reciproco y

la segunda parte son consecuencia de la expansién de Laurent.

iv) Si f tiene un polo de orden k en 2y, entonces se sigue de la expansion
de Laurent que ¢(2) = f(2)(z — 20)* es analitica en una vecindad U de z
y ¢(20) #0, yaque ¢(z0) = bg-

Viceversa, si ¢(2) = f(2)(z — 20)¥ es analitica y ¢(20) # 0, se sigue
de ii) que f tiene una singularidad removible o un polo de orden < k en
Zp. Se trata de un polo de orden exactamente £k, pues de otra manera, al
expander f en series de Laurent se tendria que ¢(z9) = 0. [ ]

Ceros de Orden £k

Definicién 3.11. Sea [ analitica en una region A, se dice que [ tiene
un cero de orden k en zo € A si f(z) =0, f(z)=0, Vr<k y
& £ 0.

Observacion. f tiene un cero de orden k en zy siy sélo sise cumple que
f(z) = (z — 20)*g(2), donde g¢g(z) es analitica en una vecindad de zy y
9(z0) # 0.

Esto es consecuencia de la unicidad de la expansién de f en series de
Taylor. En efecto, f tiene un cero de orden k en zp siy solo si

F@) =S ane—20)" = (- = )t 3 (e — )" = (2 — ) g(2),
n=k n=~k

donde ¢ es analiticay g¢(z0) # 0, ya que Vz # zp se puede factorizar
(z — 20)%, puesto que ambas series divergen o convergen simultaneamente, y si
z = zg, las dos series son 0.
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Teorema 3.16. Sea f analitica en una vecindad de zy, entonces [ tiene

1
un cero de orden k en zo siy solo si ? tiene un polo de orden k en

zo. Ademds, si h es analitica y h(zp) # 0, tiene un polo de orden k

h
f
en 2.

DEMOSTRACION. Si f tiene un cero de orden k, f(z) = (z—20)*g(z) con
g analiticay g¢g(z0) #0. Como

1 . 1
(Gae—r) e = Ve
(2 — 20)"
f(z)
embargo zp es una singularidad removible (
1
9(=0)

que zp esun polode orden k para -.

f

1
Inversamente, si 7 tiene un polo de orden k en zp, g¢(z) =

es una funcién analitica en una vecindad agujerada de zp, sin

1 "
—— es analitica en zp) yel
9(2)

valor de la funcién ahi es # 0, se sigue entonces del teorema 3.15-iv)

(z — z)*
f(z)

es analitica y g¢(z9) # 0, por el teorema 3.15-iv), y por lo tanto tenemos que

1 1
= 1) - es analitica en una vecindad de 20 y ——— #0, por lo
9(z) (2= 20) 9(20)

que f tiene un cero de orden k en 2y ( f(2) = (z — 20)*—— en una

9(2)
vecindad de zp) .
Finalmente, si h es analitica en una vecindad de zo, h(z0) #0 y f

tiene un cero de orden k, entonces por la primera parte — tiene un polo

f
% es analitica con g¢(z9) # 0,

es analitica con g¢(zo)h(20) # 0, y por lo tanto

de orden k, por lo que g(z) =

zZ— Z k z
e

tiene un polo de orden k en zg.

B «

Singularidades Esenciales

Observacion. Si f tiene un polo de orden k en zp, entonces

Jim [(2)] = oo.
Esto es cierto ya que f(z) = ﬁ, con h analiticay h(zo) # 0, asi
zZ— 20
M
que |f(z) - si z estdcercade zp, ycomo lim ——— = o0,

| > -
|z — 20| =20 |z — zp|
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se obtiene

lim |f(2)| = c0.

Z—rZ0
Sin embargo en el caso de singularidades esenciales no sucede nada parecido.

Teorema 3.17 (Picard). Sea 2o una singularidad esencial de f, y U
cualquier vecindad agujerada de zy, entonces existe un nimero complejo 1wy
que depende de zo tal que, si w € C\ {wo} la ecuacion f(z) =w tiene
un numero infinito de soluciones en U.

La demostracion de este teorema corresponde a un curso mas avanzado, sin
embargo se puede demostrar una versiéon mas debil.

Teorema 3.18 (Casorati-Weierstrass). Sea 2o wuna singularidad esencial
de f y w € C, entonces existe una sucesion {zp,} tal que z, — zo Yy
f(zn) = w.

DEMOSTRACION. Si el teorema no es cierto, entoces existe w € C, >0 y
una vecindad U de 2z tal que

|f(z) —w| > e, VzeU\{z}.

Ahora sea

1
como ¢ es analiticaen U\ {20}, ycomo |g(z)]< =, VzeU\{z}, g
€

tiene una singularidad removible en z9. Ahora, zo es un cero de orden k
de g, k finito, ya que de otra manera se tendria g¢g(z) =0 en U, vy esto

1
no es cierto. Por lo tanto — tiene un polo de orden k& en 2y 0 es analitica

en 2y, ademas

1 , _1

lo que implicaria que f tiene un polo de orden k£ en zy 0 es anal’itica en
Zo, lo cual contradice las hipdtesis. |

3.3.3 Ejemplos Desarrollados

1. Encuentre expansiones de Laurent, y los residuos en los puntos especificados
para:

(a) ) 20 = 0; rL = 0, ro = 00.
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(b) —= ; 0 p
zZ0 = = = 4.
22 + 17 0 2, 1 ) T2
Solucion.
z+1 1 .. ) . .
a) = — + 1. Por unicidad, ésta es la serie de Laurent. El residuo es 1.
z z
(b) Podemos descomponer la funcién como sigue:

2+1 (z+i)(z i)

L1
2z —1i)  2(z+i)

1 . .
Ahora, P es analitica cerca de zg =i.
z+1

T 1 1
z4+i  z—(—1) 2i<1— z.—z->
—7—1
1 1 & o z=i\"
- z—i :27'2(_1) < 2 > ’
2i (1-2" n=0
(=)

lo cual es valido si |z —i| < |2i]| =2. (El truco es el de Taylor.)

1 1 B 1
z—w zo—w—+2z—20 (20_“’)(1_5;2200)
Por consiguiente
z 1 1 & (z —i)"
= — —1)n
211 2z—0) @ n;( N CHT

y el residuo es /.
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2. Determine el orden del polo de las siguientes funciones, y encuentre los resi-
duos.

cos z
( ) 22 ) 20 = 0
e’ —1
(b) 22 5 Z0 = 0
z+1
(C) :, zZo = 0
Solucion.

(a) z? tiene un cero de orden 2 y cos0 = 1, por lo que S2Z tiene un
z
polo de orden 2 en 2z = 0. Alternativamente
cosz 1 ) 22 2t 11 22
2 =\ wtn )Tttt
que ademas nos da el valor del residuo: 1.
(b) Como el numerador en 0 es 0, el teorema 3.16 no se aplica.
ee—1 1 1+ +z2+ ) 1+1+z+
[ J— z _ e — —_ — J— J— e
22 22 2! z 20 3 ’

y por tanto 0 es un polo simple con residuo 1.
(¢c) f es analitica en zg.

3. Determine cuales de las siguientes funciones tienen singularidades removibles
en 29 =0.

senz

(a) :

z

v <.

(e =17
22

(c)

@) ——.

Solucion.

sen z

(a) lim z = limsenz =0, y 0 es una singularidad removible. Alternati-
z—0 z z—0

vamente
senz 1 23 2P 22 2t
= — z — — —_— . :1__+__
z !

z 3!+5!
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(b) lim AP y 0 es un polo simple.

z—0 2
e —1 er —1 e? —1)2
(c) lim z =0 y por lo tanto es entera y % también.
z—0 z z
e —1 z 22 ) oef—1 .
(d) . —1+§+§+---, asi que llg(l) . =11y llg(l)ez_l_l,

por lo que pr—] tiene una singularidad removible en 0.
e

3.4 Teorema del Residuo. Integrales Definidas

3.4.1 Teorema del Residuo

Establecemos ahora un resultado muy importante, especialmente por su uso en
el célculo de integrales indefinidas.

Teorema 3.19 (Teorema del Residuo). Sea A wuna region en C, z1, 22,
., zn puntosen A, f:A\{z1,22,...,2n} = C analiticay v wuna curva
cerrada en A\{z1,22,...,2n} que es homotdpica a un punto en A, entonces

[ 1= Resr2)10,2))
Y j=0

donde Res(f,z;) es el residuo de f en z;.

Antes de demostrar el teorema, es facil mostrar de manera intuitiva porque
éste es cierto para curvas simples. Se tiene por la formula para los coeficientes
de Cauchy que

QWibl(Zk):/ ‘_ f(z)dz,

por lo cual el teorema es resultado del teorema generalizado de la deformacion.

DEMOSTRACION. Como z; essingularidad aisladade f, Vje {1,2,...,n},
existe r; >0 tal que f se puede expander en series de Laurent en

{zeC|0< |z —2z]| <1},

de modo que

oo bm

Recuerdese que la parte singular Z ( convergeen C\ {z;} ylo

z — zj)
m=
hace uniformementeen {z € C| |z —z;| > ¢}, Ve >0, porlo cual, usando el
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o0
b
teorema de Weierstrass, E ﬁ es analiticaen C\{z;}. Denotamos
z—zj
m=1 J

esta parte singular de f alrededor de z; como S;(z). Ahora, la funcién

es analiticaen A\ {z1,22,...,2n}. Seafirmaque zi,22,...,2, son singula-
ridades removibles de ¢g. Para demostrar esto, observese que en una vecindad
{z€ C|0<|z—2j] <rj} tal que no contenga a otras singularidades, se tiene

(o)

1) = Y amlz — )™ + 55(2),

m=0
por lo cual
) j—1 n
9(2) = am(z—2)" = Sk(z) = > Sk(2),
m=0 k=1 k=j+1
asi que li%ml g(z) existe, ya que S es anal’iticaen z;, Vk # j. Con-
secuentenzlerfée, g es analitica en A, y el teorema de Cauchy implica que

/gzO, por lo que
.

n

-5

j=1
00
P lcul S;, ob S de la f b
ara calcular : j, observese que j es de la lorma Z m, que
m=1

converge uniformemente en los exteriores de circulos alrededor de z;, en
particular, la convergencia es uniforme en -~ y se puede integrar término a

t’ermino, i. e.,
/5. — i/bimdz
v ! v (Z - Zj)m .

m=1

Estas integrales son todas cero, si m # 1, ya que < es una curva cerrada y
los integrandos son derivadas de otras funciones, obteniendose

/Sj = 271"”)1 'I(’)/,Zj). ]
P

3.4.2 Integrales Definidas

El teorema del residuo es muy ttil para reducir integrales definidas que no es
facil calcular mediante metodos reales.
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Teorema 3.20. Sea f analitica en C, excepto por un nimero finito de polos,
los cuales no son reales; supongase también que

M
|f(Z)|SW> V|Z|>R) RaMERJr)

y que [ toma valores reales en R, entonces
(oo}
/ f(z)de = 2mi Z {Residuos de f en el semiplano superior}
— 00

= —2mi Z {Residuos de f en el semiplano inferior} .

DEMOSTRACION. Sea <, como en la figura 3.6, donde r > R se toma sufi-
cientemente grande para que todos los polos de f en el semiplano superior esten
en el interior de -y, entonces, por el teorema del residuo

f=2mi Z {Residuos de f en el semiplano superior}. (3.1)
Tr

Ademés

/f: :f(a:)da:+/mf(z)dz, (3.2)

(g

donde o, es el semicirculo superior de radio r.

Oy Vr

Figura 3.6: La curva ;.

o0 Ty
Por otra parte, / f(z)dz es por definicion  lim f(z)dz. Este
1
— 00

r2——o0 Y T2
&1 0

limite existe si existen los 'imites  lim fx)de y lim f(z)dz,
1= Jq T2—00 J,.
M
) S

T

y la existencia de estos dos queda asegurada por la condicion |f(z)| < i

|z| > R:

o "M M M M
/R |f(m)|de/R m_zdm:E_E%E cuando Tr1 — 00,

o] 0
por lo que / f(z)dz existe, analogamente se demuestra que / f(z)dz
0 —00
o0
existe. En este argumento se estd usando el hecho de que si / |f(x)|dz
0

o0
existe entonces también existe / f(z) dx.
0
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(Brevemente, 0 < f(z) + |f(z)] <2|f(2), v f=(f+I[f])=I|fl, porlo

que es integrable; el criterio de comparaciéon vale para funciones no negativas,
(oo}

o0
si 0<h(z)<g(x) y / g(x)dz existe, entonces / h(z)dz también
0 0
t
ya que la funcion H(t) = / h(z)dz es creciente y acotada.)

r

o0
Consecuentemente / f(z)dr existe y esigual a lim f(z)dz.
—00 r—00 —r

Ahora, lim/ f(z)dz =0, puesto que
r—00 or

/a, f(z)dz

Juntando esta informacion, el teorema es consecuencia inmediata de (3.1) y
(3.2). La segunda igualdad para el semiplano inferior se obtiene de forma ana-
loga. |

M M
<mr=—m—0 cuando 7 — 00.
r r

, donde

P y @ son ploinomios reales, grado@ >2+gradoP y @ no tiene ceros
en el eje real.

Corolario 3.4. Las hipdtesis del teorema 3.20 se cumplen si f =

QI

DEMOSTRACION. Sean n y m, m > n+ 2, los gradosde P y @
respectivamente. Se afirma que existe R € RY, R > 1 tal que |P(z)| <
Mi|z]" si |z| > 1 y |Q()] > My|2|™ si |z2]| > R, con My y M,
constantes positivas. Esta afirmacion implica el corolario, puesto que si |z| >
R7

M, 1 M, 1
S T S e
M || M: |2|

‘P(z)
Q(z)

Si P(2) =apz"+-+ag y |2z >1,

[P(2)] < lan] [2"] + -+ + lao| < lan|]2]" + -+ + |ao| |2|"
= 2" (lan| + -+~ + |aol).

Escribiendo Q(z) = ap2™ + --- 4+ ap, tenemos que

m 1

amz™ =Q(2) —ap — a1z —++ — Q12"
lamz™] <1Q(2)| + lao| + larz| + -~ + |am—12™ 71|,
por lo tanto

|Q(Z)| Z |a/mzm| — |U/m_12’m_1| e — |a0| i
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St a=lao| +|ar| +---+lam| vy [z >1,

-1 |G0| -1
1Q(=)| > |2[™ (IamIIZI—Iam—ll—---—|Z|m1>ZIZI’” (lam| |2 — a).

Finalmente, si k < |am|, [2[™ " (Jam|[2] — a) = |2|™ |am| — a]z™7| > k2™

= |z| > asf que tomando R = se obtiene la desigualdad

|am| — &’ lam| — k
que se deseaba. ]
< 1

Como ejemplo se evalua / dz. El integrando claramente satisfa-

4
., . . . . 7 1 1
ce las hipotesis del corolario 3.4, y las singularidades son e™ 74, e37"/4 b7/
™, d d i 1
y e , denotando estas por «j1, a2, @3, y a4, Sse tlene que son polos

simples, ya que

z— 0y

z2—ay 24 —1

existe y es distinto de 0.

1

Figura 3.7: Puntos singulares de .

Estos limites son precisamente los residuos, en el semiplano superior estos
son

lim =~ — lim 1
z=oon 24 =1 z2oan (2 —a)(z —a3)(z — ay)
_ 1
B (1 — az)(a1 — az)(a1 — aa)
1 1

Lo (Z)i
V2T V2
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y
lim =~ — lim L
zoar 248 — 1 zoan (2 —an)(z —as3)(z — au)
_ 1
(a2 — 1) (a2 — az)(az — a4)
1 -1

B
V2 \vz)
Por lo tanto

/"";daj:m I 1 \N_rmfoas—u\_7 2z _ 7T
o Tt 41 dicy 4dicy 2 e D) 2 -1 V2

Integrales Trigonométricas

Teorema 3.21. Sea R(x,y) wuna funcion racional de © e y, y

) = RG(“%),%(Z_%))

. )

1z

supongase también que f no tiene polos en el circulo unitario, entonces
2T
R(cosf,senf)df = 27riZ{Residuos de f en |z|<1 }.
0

DEMOSTRACION. Si 7(f) = cos@ +isenf, 6 € [0,27), por el teorema del
residuo

/f:27rz' Z Res(f, z).
v z€int v

El ntmero de singularidades de f es finito ya que al evaluar R en

1 1, 1 1
“(z+ ), =(z—2) ),
(36+D56-D)
si z # 0 se puede multiplicar numerador y denominador por una potencia
adecuada de 2z y obtener una funcién racional en z. Ahora

2m

2m
/f = f(e”yie™ do = R(cosf,sen®)dh. M
Y 0 0

Como ejemplo evaluamos

2w
do
—_— 0 1.
/0 1+ a? —2acosf’ a@>0,a#
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Si v(0) =cosf+isenf y f escomo en el teorema

1 1

f(Z):iz (1+a2—2—2a(2’+%)> it a7 -0 —a)

i i

a(22 = (a+ Ya)z+1)  alz—a)(z =)’

y los polos no estédn en .

Sia<l, Res(f,a):a(a_l/):CLZ_l'

Si a>1, Res(f,l/a):a(l/al_a) :l—laQ’ y por lo tanto,
27 .
/27r do B - si a<l,
2 _ o 2
o 1+4+a?—2acosh ™ sia>1.

a?—-1
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