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INTRODUCCION

Como es sabido, la teoria de los espacios producto constituye una parte
muy interesante y compleja dentro de la Topologia de Conjuntos.

Si recordamos, en nuestro primer curso de Topologia, se nos muestra,
que los primeros axiomas de separacion se preservan en el producto de es-
pacios topoldgicos, pero desafortunadamente, esto no sucede con el axioma
de normalidad.

El propdsito de este tabajo tiene la finalidad de mostrar bajo qué condi-
ciones (necesarias y suficientes) se preserva la normalidad en el producto
de dos espacios topolégicos en el caso particular cuando uno de los factores
es compacto. Para lo cual tomamos como base principal las dos primeras
secciones del articulo de Teodor C. Przymusinski [14].

El trabajo aqui presentado, estd distribuido basicamente en tres capi-
tulos. En el primero, se exponen algunos conceptos y resultados que a
nuestro juicio son necesarios para poder abordar nuestro problema princi-
pal. Ademds aparece el resultado (Teorema 1.7.3) que motiva la realizacién
de este trabajo. El material presentado en este capitulo es basico y gran
parte se encuentra en los textos fundamentales de Topologia.

En el segundo capitulo mostramos algunos ejemplos, algunos ya clasicos
y otros recientes del porqué el estudio de esta propiedad. Fundamental-
mente este capitulo estd dedicado a probar que el axioma de normalidad
no se preserva en el producto de espacios topolégicos con propiedades adi-
cionales.

En el tercer capitulo se caracteriza por completo el producto de dos espa-
cios normales cuando alguno de los factores es compacto (véase la seccién
3.1). Como consecuencia de esta caracterizacién, muchos resultados (al-
gunos conocidos en la literatura) que involucran el producto de un factor
compacto pueden ser deducidos facilmente. En la pequena seccién 3.3 se
obtienen consecuencias interesantes utilizando espacios concretos y familia-
res.

Este trabajo también cuenta con un apéndice, en el que se dan las
demostraciones de cuatro resultados, los cuales no sélo son importantes en
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la teoria de producto de espacios normales sino que constituyen parte de
los pilares basicos de la Topologia General.

Hemos incluido algunos nombres y fechas, para dar crédito a los au-
tores de los resultados més importantes. Finalmente quiero decir, que la
aportacién de este trabajo es dar, una respuesta alternativa (mucho mas
sencilla) a la dada por Vaughan al ejemplo 6 y una demostracién correcta
del corolario 3.7 del articulo de T. C. Przymusinski, que en este trabajo es
el corolario 3.2.5.

Enrique Castafieda Alvarado
Cd. Universitaria México D.F. 1996.



CAPITULO 1

DEFINICIONES Y
PRELIMINARES

1.1 INTRODUCCION

En este capitulo expondremos ”la estructura”, los conceptos y resultados,
para el desarrollo de este trabajo. Remitimos al lector a los libros [7] y [23]
para las demostraciones que aqui sean omitidas.

Durante el desarrollo de este trabajo X denotard un espacio topolégico
X con una topologia 7. Recordemos que un espacio topolégico X es un
espacio T o de Hausdorff, si para cualesquiera dos puntos z,y € X existen
vecindades ajenas U y V de x y y respectivamente. Asi también decimos
que un espacio X es T3 o regular si dados un subconjunto cerrado F' de X
y un punto x que no esté en F', existen abiertos ajenos U y V' conteniendo
a r y a F respectivamente. También recordemos que una propiedad P de
un espacio X es hereditaria si cualquier subespacio de X tiene la propiedad
P. Si X es un espacio topoldgico y A C X, denotaremos por A y A° a la
cerradura y al interior de A en X, respectivamente.

1.2 ESPACIOS NORMALES

Definicién 1.2.1
Un espacio X es normal si dados dos subconjuntos cerrados y ajenos A y
B en X ezisten conjuntos abiertos ajenos U yV con ACU yBCV.

Parailustrar esta definicién mostraremos un espacio normal el cual juega
un papel muy importante en este trabajo.

3
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Ejemplo 1.2.1
La recta de Sorgenfrey.

Consideremos a la linea real IR con la topologia generada por los inter-
valos semi-abiertos [a,b) con a < by a,b € IR. A IR con esta topologia la
denotaremos por L.

Ahora mostraremos que L es normal. Sean A, B subconjuntos cerrados
de L tales que AN B = (. Para cada a € A consideramos un intervalo
[a,z(a)) tal que [a,z(a)) N B = § y para cada b € B consideramos un
intervalo [b, z(b)) tal que [b,z(b)) N A = (). Definamos U = |J,¢ 4[a, z(a))
y V = Upeplb; z(b)); claramente se tiene que A C U y B C V. Obsérvese
que para cada a € A y b € B tenemos que [a,z(a)) N [b,2(b)) = 0§ pues de
lo contrario tendriamos que b € [a,z(a)) o a € [b,z(b)) sia <boa >b
respectivamente,lo cual no es posible asi obtenemos que U NV = (), por lo
tanto se tiene que I es normal. [ |

Al espacio L. del ejemplo anterior se le conoce en la literatura como
la RECTA DE SORGENFREY maés adelante daremos otra prueba de que
la recta de Sorgenfrey es normal (véase la seccién 1.3). Otros ejemplos
de espacios normales son: cualquier espacio discreto y los IR™ para todo
n € IN con la topologia inducida por la métrica Euclidiana, en general todo
espacio métrico es normal.

Como es usual en la literatura convendremos en que cualquier ordinal
A es el conjunto de ordinales menores que A. Sea (X. <) un conjunto
lianealmente ordenado fijo, un conjunto A se dice cofinal en X, si A C X
y para todo z € X existe a € A tal que z < a. La cofinalidad de X se
define como cf(X) =min{| A|: AC X es cofinal en X}.

Obsévese que por un proceso similar al del ejemplo anterior se puede
probar que w; (el primer ordinal no numerable) con la topologia del orden
(es decir, los abiertos bdsicos son de la forma (a,8) = {y € w1 : a <
v < B}) es normal. En general se puede probar que cualquier espacio
linealmente ordenado es normal (de hecho hereditariamente colectivamente
normal, véase [20]).

Ahora mostraremos un espacio que no es normal, pero antes daremos
un lema que nos serd de gran ayuda en la construccién de tal espacio y en
resultados posteriores.

Lema 1.2.1 ( LEMA DE JONES [1935])
Si X contiene un conjunto denso D y un subespacio S cerrado, discreto con
|S|>2IPl entonces el espacio X no es normal.

DEMOSTRACION:
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Supongamos que X es normal. Afirmamos que para cada T C S, los
subconjuntos T'y S\ T son cerrados y disjuntos en X.

Afirmacion: X \ T es abierto en X.

Queremos probar que Vz € X \ T 3V, abierto conteniendo a x tal que
x €V, C X \T, para esto consideramos los siguientes dos casos:

a)Siz e X\ SCX\T, entonces como S es cerrado se tiene que 3 V,
tal que z € V, C X\ SC X \T.Y por lo tanto concluimos este caso.

b) Si x € S entonces como S es discretoy T' C S, 3V, tal que V, NS =
{z} y entonces V, NT = §), es decir V,, € X \ T con lo cual concluimos que
T es cerrado en X.

Andlogamente se prueba que S \ T es cerrado. Por la normalidad existen
abiertos ajenos U(T) y V(T) tales que T CU(T) y S\ T C V(T).

Observacién: Si T1,To C Sy Ty \ T # 0, entonces U(Ty) NV (T3) es
un abierto no vacio en X. Para probar esto, notemos que Ty C U(Ty) y
S\ Ty C V(T3), asi que

@#Tl\Tz:TlﬂS\TQCU(Tl)ﬁV(TQ).

Por lo tanto U(T1) NV (Ty) # 0 y es claramente, abierto en X, por lo tanto
obtenemos que

0 # (U(T)NV(Tx)nD) CUT)ND

(UM)NV(T,)NnD)NU(T>) N D = .
De aqui concluimos que si 7} y 7> son subconjuntos distintos de .S entonces
U(Ty)nD Yy U(T>)ND
son subconjuntos no vacios distintos en D. Por tanto se tiene que
| P(S) <] P(D) |,
lo cual es una contradiccién pues | S |> 27!, ]

Como una aplicacién del resultado anterior veamos los siguientes ejem-
plos.

Ejemplo 1.2.2
Plano Radial.

Sea X = IR%. Un subconjunto A de X lo llamaremos radialmente abierto
si contiene un segmento de linea abierto en cada direccién alrededor de cada
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Figura 1.1: Plano radial

punto a € A (véase la figura 1.1). La coleccién de subconjuntos radial-
mente abiertos constituye una topologia 7, para X, a la cual llamaremos
topologia radial. A (X, 7,) se le suele llamar el plano radial. Obsérvese
que la topologia usual de IR? estd contenida en la topologia radial (esto
es, cualquier abierto usual de IR? es un abierto radial), y también que la
topologia radial y la topologia usual de IR? no coinciden. Por ejemplo en la
figura 1.1 se muestran abiertos radiales que no son abiertos usuales de IR>.
Note ademads que cualquier circunferencia en X es un subespacio cerrado
y discreto (esto es, cualquier punto en la circunferencia tiene una vecindad
abierta que no contiene ningin otro punto de la circunferencia; ver la figura
1.2). Sea C una circunferencia, entonces | C |> 2%°. Ahora, como §? es un
subconjunto denso de X cuya cardinalidad es Ny, obtenemos, aplicando el
lema de Jones, que el plano radial no es normal. Sin embargo obsérvese que
si es Ty, T3 y de hecho completamente regular (véase la Definicién 1.2.2).1

Ejemplo 1.2.3
Plano de Moore.

Consideremos ahora el semi-plano superior cerrado
[ = {(z,y) € R?:y > 0}.

Definamos las vecindades bésicas para cada punto en el semi-plano superior
abierto, como los discos abiertos usuales de IR?; y para los puntos z sobre el
eje X las vecindades bésicas serdn {z} U A, donde A es un disco abierto en
el semi-plano superior, tangente al eje X en el punto z, (ver la figura 1.3).
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Figura 1.2: Un subespacio discreto del plano radial
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Estas vecindades en el semi-plano superior cerrado generan una topologia.
Al espacio T' junto con esta topologia se le denomina el plano de Moore.
Obsérvese que en el plano de Moore, el eje X es un subespacio cerrado
discreto y | X |=2%. Y como @ x @7 es un subconjunto denso en I' cuya
cardinalidad es N, obtenemos nuevamente, aplicando el lema de Jones, que
el plano de Moore no es normal. Y al igual que el plano radial, se tiene que
el plano de Moore es T», T3 y completamente regular. [ |

Algunos resultados interesantes y que nos seran de utilidad son los si-
guientes:

Teorema 1.2.1
a) Subespacios cerrados de espacios normales son normales.
b) La imagen continua y cerrada de un espacio normal es normal.

DEMOSTRACION:

a) Si'Y es cerrado en X y A, B son subconjuntos cerrados ajenos en
Y, entonces A y B son subconjuntos cerrados ajenos en X. Por lo tanto
existen conjuntos abiertos ajenos U y V talesque A C U y B C V. Resulta
ahora que UNY y VNY son abiertos ajenos en Y que contienen a A y B
respectivamente. Por lo tanto, Y es un espacio normal.

b) Supdéngase que X es normal y f : X — Y continua, sobre y cerrada.
Sean A y B conjuntos cerrados ajenos en Y entonces la imagen inversa de
A y la imagen inversa de B son conjuntos cerrados ajenos en X para los
cuales existen conjuntos abiertos y ajenos U y V en X que los contienen,
respectivamente. Dado que f es cerrada obtenemos que

Vi=Y\f(X\U) y V2 =Y\f(X\V)

son abiertos en Y, y claramente Vi y V5 son ajenos y contienen a A y B
respectivamente. Por lo tanto Y es normal. [ |

Los siguientes dos teoremas son muy importantes, no sélo en la teoria
de espacios normales sino que también en la Topologia General. Las de-
mostraciones de estos hechos pueden verse en el Apéndice.

Teorema 1.2.2 ( LEMA DE URYSOHN )
Un espacio X es normal si y sélo si dados dos conjuntos A y B cerrados,
ajenos y mo vacios en X, existe una funcion continua f : X — I con

f(A)={0} y f(B) = {1}. m

Definicién 1.2.2
Un espacio X es completamente reqular si dados un subconjunto cerrado y

no vacio A y un punto x que no esté en A, existe una funcidn continua
f:X — I tal que f(z) =0y f(A) = {1}.
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Obsérvese que como consecuencia del lema de Urysohn se obtiene el
siguiente

Corolario 1.2.1
Cualquier espacio normal y Ty es completamente reqular. [ |

Teorema 1.2.3 ( TEOREMA DE EXTENSION DE TIETZE )

Un espacio X es normal si y sélo si dados un subcojunto cerrado A de X
y una funcion continua f: A — IR, existe una extension continua de f a
todo X. ]

Definicién 1.2.3
Una cubierta de un espacio X es una coleccion U de subconjuntos de X
cuya union es todo X.

Una subcubierta de una cubierta U es una subcoleccién V de U la cual
es cubierta. Una cubierta abierta es una cubierta cuyos elementos son
conjuntos abiertos. En general cualquier adjetivo aplicado a una cubierta,
significara que los elementos de la cubierta cumplen con ese adjetivo.

Una cubierta abierta U = {U, : « € A} de X es reducible si existe una
cubierta abierta V = {V,, : a € A} tal que V,, C U, para cada a € A.
Diremos ademas que V es una reduccion de U.

Una cubierta U es punto finita si para cada z € X, = estd en sélo una
cantidad finita de elementos de /.

Damos ahora una caracterizacion de los espacios normales en términos
de cubiertas reducibles.

Teorema 1.2.4
X es normal si y sdlo si toda cubierta abierta punto finita es reducible.

DEMOSTRACION:

=) Sea X un espacio normal y sea U = {U, : a € A} una cubierta
abierta punto finita de X, donde A es un ordinal. Ahora construiremos
{Va : @ € A} por induccién transfinita como sigue: sea

F=x\[J _ (U

a>1

Claramente F; C U;. Ahora por la normalidad de X, existe un conjunto
abierto V7 en X tal que F; C Vi y Vi C Uy. Supdngase ahora que V3 estd
bien definido para cada 3 < a y que se cumple que

{Va:8<atu{Us: 82> a}
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es una cubierta abierta de X. Sea
Fo =X\ [(U

Claramente F, es cerrado y F, C U,. Por la noinalidad de X existe
un subconjunto abierto V,, de X, tal que F,, C V, y V, C U,. Sea

V={Vy:a €A}

Vs) U (U Uy)]-

B<a y>a

Veamos ahora que V es una reduccién de /. Por la construcciéon de V), lo
tnico que hace falta probar es que V cubre a X. Con este fin, sea z € X,
como U es punto finita se tiene que = estd en sélo una cantidad finita de
elementos de U, digamos {Ua,,Usy; -, Ua, }. Sea a = maz{ai,...,an}.
Ahora z ¢ U, para toda v > a, entonces si x ¢ V3 para toda 8 < «
tenemos que x € F, C V,. Por lo que, en cualquier caso, x € Vg para
alguna 8 < a. Por lo tanto V es una reduccién de U.
<) Sean A y B subconjuntos cerrados y ajenos en X, entonces

{X\4,X\ B}

es una cubierta abierta punto finita de X. Obsérvese que cualquier re-
duccién {U,V} de {X \ 4, X \ B} induce una separacién para Ay B. ®

1.3 ALGO DE NUMERABILIDAD

En este apartado trataremos tres propiedades topolégicas definidas en tér-
minos de Vg, y algunas relaciones entre ellas.

Definicién 1.3.1
Diremos que X es sequndo numerable (o que satisface el sequndo azioma
de numerabilidad) si su topologia tiene una base numerable.

Algunos ejemplos conocidos de espacios segundo numerables son los es-
pacios Euclidianos IR™ o el espacio discreto numerable. Obsérvese también
que cualquier espacio discreto de cardinalidad mayor que 8, no es segundo
numerable.

Definicién 1.3.2
Un espacio topoldgico X es separable si X tiene un subconjunto denso nu-
merable (un conjunto D es denso en X si D = X ).

Como Q™ es denso en R™ y | @™ |= Ry se tiene que IR™ es separable.
El espacio discreto de cardinalidad mayor que Ny, no es separable. M4és
adelante veremos que en general, cualquier espacio segundo numerable es
separable.
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Definicién 1.3.3
X es de Lindeldf si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta nu-
merable.

Obviamente los espacios discretos numerables tienen la propiedad de
Lindeldf. Y cualquier subespacio de un segundo numerable es de Lindeldf.

Algunos resultados interesantes con respecto a estas propiedades son los
siguientes.

Teorema 1.3.1

a) La imagen continua abierta de un espacio sequndo numerable es sequndo
numerable

b) Un subespacio de un espacio sequndo numerable es sequndo numerable.

DEMOSTRACION:

a) Sea f : X — Y una funcién continua abierta y sobre. Basta con
mostrar que si B es una base para X entonces f(B) = {f(B) : B €8} es
una base para Y.

Con este fin tomamos un conjunto abierto V enY y sea p € V. Sabemos
que f~1(V) es un abierto de X. Si ¢ € f~(p) C f~1(V), entonces para
algtin elemento bésico B €98 tenemos que ¢ € B C f~(V). Por lo cual
p € f(B) C V. Es decir, f(®8) forma una base para Y.

b) Basta observar que si 8 es una base para X y S C X entonces
{VNS:V &B} es una base para S. |

Teorema 1.3.2

a) La imagen continua de un espacio separable es separable.

b) Subespacios de espacios separables no son necesariamente separables. Sin
embargo un subespacio abierto de un espacio separable es separable.

DEMOSTRACION:

a) Basta con observar que una funcién continua y sobre manda subcon-
juntos densos de X en subconjuntos densos de Y.

b) El plano de Moore I' (véase el ejemplo 1.2.4) es separable pues §) x §)
es denso en él, mientras que el eje X en I" no lo es. [ |

Teorema 1.3.3

a) La imagen continua de un espacio de Lindeldf es de Lindeldf.

b) Subespacios cerrados de un espacio de Lindelof son de Lindelof, y subes-
pacios arbitrarios de espacios Lindelof no son necesariamente Lindeldf.

DEMOSTRACION:
a) Supéngase que f : X — Y es continua y sobre. Supéngase ademds
que X es de Lindel6f. Sea {U, : @ € A} una cubierta de Y entonces
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{fY(U,) : @ € A} es una cubierta abierta de X de la cual podemos
extraer una subcubierta numerable {f~1(U,,) : i € IN}. La coleccién
{Uq; : 1 € IN} es una subcubierta numerable de {U, : a € A} para Y.

b) Supdngase que F es cerrado en X y que X es de Lindel6f. Sea
{Uq : @ € A} una cubierta abierta de F. Consideremos para cada a un
subconjunto abierto V, en X para el cual V, N F = U,. Entonces {X \ F'}
y los conjuntos V, forman una cubierta abierta de X de la cual podemos
extraer una subcubierta numerable {V,, : i € IN} U{X \ F}. Asi los
correspondientes {U,, : i € IN} cubren a F y forman una subcubierta
numerable de {U, : @ € A} para F. [ |

Teorema 1.3.4

Si X es sequndo numerable,entonces X es
a) Lindeldf y

b) separable.

DEMOSTRACION:

a) Sea B una base numerable para X. Supdngase que I es una cubierta
abierta de X. Paracada U € U y cada z € U existe algin B, y €8 tal que
x € By,y CU. Ahora consideremos B’ = { B,y : © € U, U € U }. Dado
que B’ CB se tiene que B’ es numerable digamos B’ = {B; : i € IN}. Para
cadan € IN existe z,, € X , U, € U tal que B, = Bx, v,. Afirmamos que
V = {U; : i € IN} es una subcubierta numerable de I{. Es claro que V es
una subfamilia de U, por lo que sélo falta probar que es cubierta. Para tal
efecto sea © € X, como U es cubierta existe U € U tal que z € U entonces
x € B,y € B' asi que By, = B, = By, v, esto para alguna n € IV, dado
que z, € B, C U, se concluye que x € U,. Por lo tanto V es cubierta.

b) Sea B = {B;}iciv una base numerable y elijamos un punto x; € B;
para cada i € IN. Es claro que {z; : i € IN} es denso. [ |

Considero importante que nos detengamos en este momento a analizar
un poco mis las propiedades de la recta de Sorgenfrey (véase el ejemplo
1.2.1). Demostraremos primero que tiene la propiedad de Lindelof. Para
probar esto mostraremos un resultado atin mas general.

Teorema 1.3.5
Sea A una familia arbitraria de intervalos de IR, entonces existe una sub-
familia numerable B de A tal que | JA = B.

DEMOSTRACION:
Sea A una familia arbitraria de intervalos en IR. Consideremos

A= {42 Ae A
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Sea C'=(JA)\ 4
Afirmacién: C es numerable .

Sea x € C entonces existe A, € A tal que x € A,. Consideremos ahora
H, la componente de A’ que contiene a AS. Entonces x es punto frontera
de H, pues © € H, \ H,. Asi C est4 contenido en el conjunto de puntos
frontera de A’. Como las componentes de A’ son abiertas, mutuamente
ajenas y cada componente tiene por lo menos un racional entonces A’ no
tiene mas componentes que racionales, por lo que C es numerable.

Como IR es segundo numerable, A’ se puede poner como una unién
numerable de intervalos abiertos donde cada uno de estos intervalos esta
contenido en algin elemento de A entonces existe B; C A tal que By es
numerable y

A= J{4°: A€ By},

Ahora sea B, una subfamilia numerable de A tal que C' C |J B> por
tanto considerando B = B; U B> concluimos el teorema. [ |

Otra propiedad importante que tiene la recta de Sorgenfrey, es que es
separable, de hecho

Proposicién 1.3.1
La recta real y la recta de Sorgenfrey tienen los mismos subconjuntos densos.

DEMOSTRACION:

Si A es un subconjunto de I que no es denso en L, existen a,b € IR con
a < b tal que ANJa,b) =0 por tanto AN (a,b) =0 y asi A no serfa denso
en IR.

Ahora si A no es denso en IR existen a,b € IR con a < b tales que
An(a,b) = 0, por lo tanto AN [(a + b)/2,b) = 0 y entonces A no seria
denso en L [ |

Parece ser que la recta de Sorgenfrey y la recta real, tienen las mismas
propiedades, pero en realidad esto no sucede pues la recta de Sorgenfrey no
es segundo numerable mientras que la recta real si.

Para ver la afirmacién anterior, probaremos el siguiente resultado .

Proposicién 1.3.2
Cada base de la recta de Sorgenfrey tiene por lo menos tantos elementos
como numeros reales.

DEMOSTRACION:
Sea B una base de L. Para cada a € IR, podemos escoger B, €98 tal
que a € B, C [a,a + 1), asi podemos considerar una funcién f : R — B
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tal que a cada a € IR le asigna B,. Claramente esta funcion es inyectiva
pues, para cada a € IR, a es el primer elemento de B, y un subconjunto de
IR no puede tener mas de un primer elemento. [ |

Con los resultados anteriores concluimos que la recta de Sorgenfrey, es
de Lindel6f, separable pero no segundo numerable.

En la seccién (1.6) se demostrard que todo espacio Lindel6f y regular
es normal. Y asi obtenemos otra prueba de que la recta de Sorgenfrey es
normal.

1.4 ESPACIOS COMPACTOS

Definicién 1.4.1
Un espacio X es compacto si cada cubierta abierta tiene una subcubierta
finita.

El ejemplo mas comiin de espacio compacto que nos podemos encontrar
en la literatura es el intervalo I=[0,1] con la topologia inducida por la recta
real. Asi también el ejemplo mds comin de un espacio que no es compacto
es la recta real con su topologia usual.

Teorema 1.4.1
a) Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.
b) Todo subconjunto compacto de un espacio de Hausdorff es cerrado.

DEMOSTRACION:

a) Si A es un cerrado en un conjunto compacto X y U es una cubierta
abierta de A entonces para cada U € U podemos encontrar un conjunto
abierto Vg en X tal que VyNA =U. Ahora {X\ AYU{Vy : U € U} es una
cubierta abierta de X y como éste es compacto, entonces podemos encontrar
una subcubierta finita. De la interseccién con A de esta subcubierta finita
se obtiene una subcubierta finita de U/ para A.

b) Supdngase que A es un subcojunto compacto de un espacio Hausdorff
X. Para demostrar que A es cerrado probaremos que el complemento es
abierto. Sea y € X \ A. Entonces para cada z € A, existen vecindades
abiertas U, y V, de z y y respectivamente tales que U, NV, = (. Asi
U = {U, : x € A} forma una cubierta abierta de A y como éste es compacto,
existe una subcubierta finita de U, digamos {U,,,Us,,...,Us, }. Sea U =
U Uz vy V =2, Va;, por lo tanto A C U y y € V y evidentemente
VNA=0. Como V es un abierto tal que y € V C X \ A, concluimos que
A es cerrado. ]
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Obsérvese que la prueba anterior nos dice atin mas; nos esta diciendo que
en un espacio de Hausdorff un subconjunto compacto, puede ser separado
de un punto en el complemento, esto es, (dado un compacto A en un espacio
de Hausdorff X y un punto y ¢ A existen vecindades abiertas ajenas U y
V de Ay y respectivamente).

Algunos hechos importantes sobre subconjuntos compactos son los si-
guientes.

Teorema 1.4.2
Subconjuntos compactos y ajenos en un espacio de Hausdorff pueden ser
separados por conjuntos abiertos ajenos.

DEMOSTRACION:
La prueba es similar a la hecha en la parte (b) del teorema anterior. B

Obsérvese que desde el punto de vista de la separacién, los conjuntos
compactos se comportan como puntos. Por lo tanto también podemos con-
cluir que

todo espacio compacto y Hausdorff es normal.

Teorema 1.4.3
La imagen continua de un espacio compacto es compacto

DEMOSTRACION:

Supdéngase que X es un compacto y que f : X — Y es continua y
sobre. Si U es una cubierta abierta de Y entonces {f~1(U) : U € U} es
una cubierta abierta de X, y como X es compacto existe una subcubierta
finita, digamos {f 1(U}),..., f *(U,)}. Dado que f es sobre, la familia
{U1,...,U,} cubre a Y. Concluimos que Y es compacto. [ ]

Uno de los teoremas més importantes sobre compacidad es el siguiente
resultado de Tychonoff; la demostracién se anexa en el Apéndice.

Teorema 1.4.4 ( TYCHONOFF' )
Un producto de espacios topoldgicos no vacio es compacto si y solo si cada
factor es compacto. |

1.5 ESPACIOS PARACOMPACTOS

Los espacios paracompactos fueron introducidos por primera vez en 1944
por Diudonné como una generalizacién natural de los espacios compactos.
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Definicién 1.5.1
SiU yV son cubiertas de X, decimos que U refina a V (U < V) si cada
U € U estd contenido en algin V€ V (asi decimos que U es un refinamiento

de V).

Definicién 1.5.2

Una coleccion U de subconjuntos de X es localmente finita si cada x €
X tiene una vecindad abierta que sdlo intersecta una cantidad finita de
elementos de U.

Definicién 1.5.3
Una coleccion V de subconjuntos de X es o-localmente finita si V se puede
expresar en la forma V = Uieﬂvvi en donde cada V; es una coleccion local-
mente finita en X.

Lema 1.5.1
Si {Ax}ren es una coleccion localmente finita de conjuntos en X entonces
también lo es {Ax}ren-

DEMOSTRACION:
Fijemos p € X. Podemos encontrar una vecindad abierta U de p tal que

UnN Ay =0 excepto para una cantidad finita de \'s. Entonces U N Ay =0
excepto para esos mismos \’'s, con lo que se establece el lema. [ |

Lema 1.5.2
Si {Ax}ren es una coleccidn localmente finita de conjuntos, entonces

US=UAn

En particular la union de una coleccion localmente finita de conjuntos ce-
rrados es un conjunto cerrado.

DEMOSTRACION:

Claramente |J Ay C [JA). Para probar la otra contencién sea p €
J Ay, entonces alguna vecindad de p intersecta sélo una cantidad finita
de los conjuntos Ay, digamos {A,,,..., Ay, }. Dado que toda vecindad de
p intersecta a |J A, entonces toda vecindad de p debe de intersectar a
Ay, U...UA,  entonces

peEANU..UA, =A\ U...UA,, .

Por lo que, para alguna k, p € A, . Asi se establece la otra contencién
y por tanto el lema. [ |
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Definicién 1.5.4
Un espacio Hausdorff X es paracompacto si cada cubierta abierta de X
tiene un refinamiento abierto localmente finito.

De manera més general, sea k un cardinal. Decimos que un espacio
Hausdorff X es k — paracompacto si cualquier cubierta abierta de cardinal-
idad k tiene un refinamiento abierto localmente finito.

Evidentemente los espacios discretos son paracompactos. Durante el
desarrollo de este trabajo se mostraran mas ejemplos de espacios paracom-
pactos y de espacios que no lo son.

Teorema 1.5.1

Para un espacio T3 X los siguientes enunciados son equivalentes:

a) X es paracompacto.

b) Cada cubierta abierta de X tiene un refinamiento abierto o-localmente
finito.

¢) Cada cubierta abierta tiene un refinamiento localmente finito (no nece-
sariamente abierto).

d) Cada cubierta abierta tiene un refinamiento cerrado localmente finito.

DEMOSTRACION:

(a) = (b) Es claro puesto que una cubierta localmente finita es o-local-
mente finita.

(b) = (c¢) Sea U una cubierta abierta. Por hipétesis existe un refi-
namiento abierto V de U tal que V = UnE nVn donde cada V, es una
coleccién localmente finita de conjuntos abiertos, digamos V,, = {V{* :
b € B,} para cada n. Sea W, = (J,V;". Entonces {W;,W>,...} cubre
a X. Definamos A, = W, — (U;.,Wi), entonces {4, : n € IN} es un
refinamiento localmente finito de {W,, : n € IN}, ahora consideremos {4, N
VJ* :n € IN,b € By}, esta familia es un refinamiento localmente finito de
V y entonces de U.

(¢) = (d) Sea U una cubierta abierta de X, para cada x € X fijamos
una U, en U tal que = € U, y por la regularidad podemos encontrar una
vecindad abierta V,, tal que # € V, C V, C U,. Ahora {V, : z € X} es
una cubierta de X y por hipétesis tiene un refinamiento localmente finito
{A, : v € T}, entonces {A, : v € T} es todavia localmente finita, esto
por el lema 1.5.1. Como para cada v, si A, C V, entonces A_W cV,cu
para alguna U € U se sigue que {ZW : v € T'} es un refinamiento cerrado
localmente finito de U.

(d) = (a) Sean U una cubierta abierta de X y V un refinamiento cerrado
localmente finito. Para cada z € X sea W, una vecindad de = que sdlo
intersecta una cantidad finita de V' € V. Ahora sea 4 un refinamiento
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cerrado localmente finito de {WW, : x € X}. Paracada V €V, sea
V'=X\(J{AdeAd:AnV =0}

entonces V. .C V* y {V* : V € V} es una cubierta abierta (los conjun-
tos V* son abiertos por el lema 1.5.2) y es ademds localmente finita, pues
consideremos = € X, existe entonces una vecindad U de x que sélo inter-
secta {A1, As, ..., Ap} de A, pero siempre que U N V* # () tenemos que
ApNV* £ ) para alguna k = 1.2, ...,n lo cual implica que ANV # B, dado
que ay intersecta sélo una cantidad finita de V' debemos entonces tener
que U NV* = () para todos excepto una cantidad finita. Ahora para cada
V €V fijamos Uy € U tal que V C Uy y formamos el conjunto Uy NV*.
La coleccién de conjuntos

{UyNV*:V eV}
sirven como un refinamiento abierto localmente finito de U. [ |

Un resultado de gran importancia debido a A.H. STONE, que subraya
la importancia de la clase de espacios paracompactos y cuya demostracion
desarollamos en el Apéndice es el siguiente.

Teorema 1.5.2 (A.H. STONE)
Todo espacio métrico es paracompacto. [ |

1.6 MAS DE ESPACIOS NORMALES.

En este apartado, daremos algunas relaciones que consideramos impor-
tantes para nuestros fines, entre espacios de Lindel6f, paracompactos y
normales.

Comenzaremos diciendo que:

Teorema 1.6.1
Todo espacio T3 y de Lindeldf es paracompacto.

DEMOSTRACION:
Esto es claro puesto que una subcubierta numerable es un refinamiento
o-localmente finito y aplicando el teorema 1.5.1 concluimos el resultado.

Otro hecho importante es el siguiente:

Teorema 1.6.2
Todo espacio paracompacto es normal.
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DEMOSTRACION:

Sea X un espacio paracompacto. Primero estableceremos la regularidad
del espacio X. Supéngase que A es un conjunto cerrado en X, y sea x ¢ A.
Para cada y € A consideremos un abierto V}, que contiene a y y tal que
z ¢ V,. Entonces, la coleccién {V}, : y € A} junto con el conjunto X \ 4,
forman una cubierta abierta I/ de X.

Sea W un refinamiento abierto localmente finito de I/ y sea

V= J{(Wew:wnA#p}.
Entonces V' es un abierto que contiene a A y
V= JWew:WnAa0}

Pero cada conjunto W que intersecta a A esta contenido en alguna V,
por lo cual cada W estd contenido en algiin Vy, asi que V no contiene a
z. Entonces z ¢ V, con lo cual concluimos que z y A estdn separados por
conjuntos abiertos en X.

Ahora supdngase que A y B son subconjuntos cerrados disjuntos en
X. Por la regularidad, para cada y € A podemos encontrar un abierto V,
tal que y € V, v Vy N B = 0. Y por un proceso anilogo al que se uso
para demostrar la regularidad del espacio, podemos encontrar un conjunto
abierto V tal que A CV y VN B = . Por lo tanto X es normal. [ ]

Como consecuencia de los dos teoremas anteriores obtenemos el siguien-
te

Corolario 1.6.1
Todo espacio T3 y de Lindelof es normal. En particular, cualquier espacio
compacto y T> es normal. [ ]

Un conjunto de cardinalidad mayor que Y, con la topologia discreta es
un ejemplo de un espacio paracompacto que no es de Lindelof. Mas adelante
en el capitulo tres veremos un ejemplo de un espacio normal que no es
paracompacto. En el diagrama de la figura 1.4 se muestran en la clase de los
espacios T3, las relaciones entre espacios Lindelof, paracompactos, normales
y otras clases de espacios que tambien son tratados en este trabajo.

1.7 TOPOLOGIA PRODUCTO

En esta seccién estudiaremos algunos aspectos de la topologia producto y
aparecera la motivacion para el desarrollo de este trabajo.
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Figura 1.4: Relaciones en espacios T3
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En lo sucesivo [] acy Xa denotard el producto cartesiano de los espacios
topolégicos no vacios X, con a € J

[l Xe={f:7— |J Xo: f(e) € Xa}.

acJ acd

También denotaremos por

w5 [ Xa — X5
acJ

a la proyeccién en el 8-ésimo factor,es decir m3(f) = f(5).
Comenzamos con la definicién de topologia producto.

Definicién 1.7.1

Sea {Xo : a € J} una familia de espacios topoldgicos. La topologia de
Tychonoff o topologia Producto sobre [[,c; Xo es obtenida tomando como
base de los conjuntos abiertos a los conjuntos de la forma [],c; Uas donde
a) U, es abierto en X, para cada a € J, y

b) para todo o € J excepto una cantidad finita de indices, Uy, = X, .

Obsérvese que el conjunto [],c;Ua, donde U, = X, excepto para
a = ai,qs, ..., ay, puede ser escrito como

Walfl(Ual) N...N Wanfl(Uan).

Cuando se toma como base de los conjuntos abiertos a los conjuntos de
la forma HaEJ U, donde U, es abierto de X, para cada « € J, se obtiene
la llamada topologia de la caja, a [] X, junto con esta topologia es
usual llamarle producto caja.

Unos teoremas importantes para nuestros fines son los siguientes.

aed

Teorema 1.7.1

La 3-ésima proyeccion g : [],c; Xa — X es continua y abierta.

DEMOSTRACION:

Sea 75 : [[hes Xa — X y sea U un abierto de X entonces por
definicién WEI(UQ) es un abierto subdsico de []
cluye que 73 es continua.

Para probar que w3 es abierta basta con probar que la imagen de un
abierto bésico es un abierto. Sea U = Haej U, donde U, = X, excepto
para a = aq, 2, ...,an. Entonces m3(U) = Ug que claramente es abierto
con lo que concluimos la prueba del teorema. [ |

acy Xa por lo que se con-
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Teorema 1.7.2
[ X — [l,es Xa es continua si y solo si Ty o f es continua para cada
a.

DEMOSTRACION:

=) Esta implicacién es clara, pues la composicién de funciones continuas
es continua.

<) Supongamos que 7, o f es continua para cada « € J. Como los
conjuntos de la forma 7,~'(U,) con a € J y donde U, es un subcon-
junto abierto de X,, forman una subase para la topologia producto, y
Y7ot (Us)) = (ma 0o f)"1(Uy,) concluimos que f es continua. [ ]

El siguiente teorema es el resultado que dio la motivacién a esta tesis.

Teorema 1.7.3

a) Un producto de espacios Ty (o de Hausdorff) es To si y sdlo si cada
factor lo es.

b) Un producto de espacios requlares (T3) es reqular (Ts) si y sdlo si cada
factor lo es.

¢) Un producto de espacios completamente requlares (o de Tychonoff) es
completamente regular si y sdlo si cada factor lo es.

d) Un producto de espacios normales no es necesariamente un espacio nor-
mal.

DEMOSTRACION:

Sélo se hard la demostracién de (c¢). El siguiente capitulo estard dedi-
cado a probar (d).

demostracidn de (c). =) Como cada factor de un subespacio del pro-
ducto es homeomorfo a un subespacio de éste, entonces evidentemente cada
factor es completamente regular.

<) Es suficiente mostrar que para todo punto = = (z5) € [[,cg Xs ¥
toda vecindad V de z de la forma W;)1 (Ws,) donde Wy, es un abierto de
X, existe una funcién continua

fo][X.—1

seS

tal que f(z) = 0y f(y) = 1 para todo y € [[,cgXs \ V. Con este fin
consideremos f = fy o m, donde fy : X, — I satisface fo(zs,) =0y
fO(XSO \Wso) - {1} u

Quizé usted amable lector se pregunte, porqué este teorema es la moti-
vacion para la realizacion de este trabajo. La respuesta es muy sencilla, ya
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que este resultado nos esta diciendo que el producto topoldgico se comporta
-BIEN- con los primeros axiomas de separacién més no asi con el axioma
de normalidad como se verd en el siguiente capitulo.

1.8 LEMA DE ALEXANDROFF-URYSOHN

Esta seccién se enuncia el LEMA DE ALEXANDROFF - URYSOHN el
cual nos serd de gran utilidad en resultados posteriores, concretamente en
el capitulo dos, ejemplos 3 y 5. La demostracién de este lema serd omitida
por ser un resultado propio de la teoria de conjuntos, este resultado puede
verse mas ampliamente en [9] (pag, 79).

Definicién 1.8.1

Sea M un conjunto de ordinales.

Una funcion f : M — OR se dice regresiva si para todo € € M \ {0}
fley<ey f(0)=0si0€ M.

Donde OR es la clase de ordinales.

Lema 1.8.1 (ALEXANDROFF - URYSOHN)
Si f:wy — wy es regresiva, entonces existe g < wy tal que

| £~ (o) |= wi.
n

Decimos que un ordinal « es regular si @ = cf(a) y diremos que es
singular si @ > c¢f(a). El lema de ALEXANDROFF - URYSOHN puede
ser generalizado como sigue

Lema 1.8.2

Sea f : a — a una funcion regresiva.

a) Si a es regular entonces existe € < a tal que | f~1(e) |= a.

b) Si « es singular entonces para todo 3 < « existee < a tal que | f~1(g) |>

B. ]
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CAPITULO 2

EJEMPLOS

En el capitulo anterior vimos que el producto de espacios regulares, comple-
tamente regulares y de Hausdorff son nuevamente regulares, completamente
regulares y de Hausdorff, respectivamente. Sin embargo el producto de es-
pacios normales, paracompactos o de Lindeldf no necesariamente conservan
la propiedad corespondiente.

En el siguiente ejemplo mostraremos que el cuadrado de un espacio de
Lindel6f no tiene por que ser de Lindelof.

Ejemplo 1 (SORGENFREY [19/8])
El cuadrado de la recta de SORGENFREY no es normal

DEMOSTRACION:

Consideremos la recta de Sorgenfrey L y consideremos D = {(z, —x) :
x € IR}. Obsérvese que D es un subconjunto cerrado y discreto de . x L
(véase la figura 2.1) y ademds | D |=| IR |. Como @ es denso en L, entonces
) x @ es denso en L x L y ademas | @ x @ |= Ry. Por lo tanto, como
| D |> 2%, aplicando el lema de Jones concluimos que . x L no es normal.

Como L es hereditariamente de Lindeldf (teorema 1.3.5) se sigue que el
cuadrado de un espacio hereditariamente de Lindel6f no necesariamente es
de Lindelof. [ ]

Ahora probaremos que el producto no numerable de espacios métricos
no es necesariamente normal.

Ejemplo 2 (STONE [1948])
El producto cartesiano INX* no es normal.

DEMOSTRACION:

25



26 CAPITULO 2. EJEMPLOS
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Figura 2.1: Plano de Sorgenfrey

Sea IN™ = [ ,.gIN, , donde | S |= Ry y IN es el conjunto de los
naturales con la topologia discreta. Para cada Sy C S denotemos por Pg,
la proyeccién de [[ . gIVs sobre [[, g INs, es decir

Psy : HseS]Ns — HseSOINS

Psy(f) = (£(s))seso = f lso -

Ahora consideremos los conjuntos

A = {(Jy)ses € Hsesﬂvs Vn#1,|{seS:J,=n}|<1}

Ay = {(Js)ses EHSGSWS Vn#2,[{s€S:Js=n}|<1}

Afirmacion 2.2.1: A; N Ay = 0.

En efecto, ya que suponer que existe (Js)ses € A1 N Ay implica que
cualquier ndmero natural aparece a lo més una vez. Como | S |= Ry, esto
no puede suceder; por lo tanto se tiene que 4; N Ay = (.

Afirmacion 2.2.2: A; es cerrado para i = 1, 2.

Basta probarlo para A; (la prueba para A, es andloga). Con este fin,
probaremos que [[, gV \ A; es abierto.

Seap € [[,ceNs\ A1, p = (Js)ses- Comop & Ay, existen € N n # 1
y s1,82 € S tal que s1 # s2 y Js;, = Js, = n. Ahora consideremos el abierto
basico V' = [[,cgWs donde Wy = IN Vs € S\ {s1,s52} y W, = Wy, = {n}.

Asi claramente p € V C Hses]Ns \ A;. Por lo tanto A; es cerrado.
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Ahora vamos a demostrar que para cualquier abierto U que contiene a
A, se tiene que U N Ay # (). Sea U un conjunto abierto que contiene a
Ay, y consideremos el punto z; € A; tal que todas sus coordenadas son
iguales a 1. Entonces z; € A; C U, por lo que existe un elemento bésico
Vi tal que z; € V; C U, donde V; = Ps, *(Wy), Si C S finito y W) es un

subconjunto abierto de H365'1 INs. Supongamos que

stll(PSl (561)) C Pgll(Wl) =VicU

y que S; = {s1, 82, ..., Sn, }. Ahora definamos z, € A; como sigue: zo =
(Js)ses donde P; (z3) =nparan =1,2,..,n1y Ps(z3) = 1sis &€ S;. Esto
implica que 22 € A; C U; por lo cual existe un elemento bésico V5 tal que
zo € Vo C U donde V5 = PS2_1(W2), Sy C S finito, S1 C S> y W5 es un

subconjunto abierto de H3652 INs. Supongamos que

Py (Ps,(x2)) C P! (W) =Va C U

y que Sz = {si,52,...,8n,}. Asi por induccién podemos obtener puntos
T1,%2,3,... y subconjuntos finitos S; C Ss C S3 C .... Ahora considere-
mos el conjunto {y1, y2, ys, ...} donde Ps(y;) = Ps(z;),sis € S;y Ps(y;) =2
para s € S;.
Afirmacion 2.2.3: {y1,y2,...} CU.

Sea y; € {y1,y2,..}. Como Ps(y;) = Ps(x;) para s € S; v Ps(y;) = 2
para s € S;, entonces

P5'(Ps,(y:)) = Pg;' (Ps,(z:)) C P, (Wi) = Vi C U.

Por lo tanto y; € U. Ahora sea S" = |J;c v Si definamos y € [[, g IV, de
tal manera que Ps, (y) =nsis, € S'y Ps(y) = 2si s € S'. claramente
Yy € A2 .
Afirmacion 2.2.4: y € U.
En efecto, sea V' un abierto bdsico que contiene a y entonces V' = [[,.¢ W
donde Wy = IN para todo s € S\ S* donde S* C S es finito y Wy es un
abierto de IN que contiene a Ps(y) si s € S*. Obsérvese que existe k € IV
tal que S* C {s1, $2,..., St }, por lo que {yYg+1,Yk+2,...} C V. Por lo tanto
y € U. AsiU N Ay # 0, con lo que se concluye que IN™ no es normal. B

Ejemplo 3 (DIEUDONNE [1939])
El producto de un espacio normal y un espacio compacto no necesariamente
es normal: el producto [0,w1) % [0,w1] no es normal.

DEMOSTRACION:
Recordemos que w; es el primer ordinal no numerable y que todo espacio
linealmente ordenado, con la topologia del orden, es normal; por lo tanto
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[O:m] 1

0. o)

Figura 2.2: El plano [0,w) x [0,w1]

[0,w;) es normal.
Afirmacién 2.3.1: [0,w;] es compacto

Sea U una cubierta abierta de [0, w;]; sea a; el elemento més pequeiio de
[0,w:] tal que (ay,w;] estad contenido en algin elemento Uy € U. Si a; # 0;
sea as el elemento mas pequeno de [0, w;] tal que (e, 1] estd contenido en
algun elemento Us € U. Continuando con este proceso obtenemos que para
alguna n, a, = 0, pues en otro caso, podriamos tener una sucesién a; >
ap > -+ lo cual contradice el buen orden de [0,w;]. Entonces {Uy, U, ..., Uy}
es una subcoleccién de U que cubre a [0, w; ]| excepto posiblemente, al 0. Por
lo que una subcoleccién de (n + 1)-elementos de U cubren a [0,w;] y por lo
tanto [0,w;] es compacto.
Afirmacion 2.3.2: [0,w;) X [0,w;] no es normal.
Consideremos

Ko={(a,a):a<w} vy K ={(aw):a<w}.

Claramente los conjuntos Ky y K son ajenos (véase la figura 2.2).
Afirmacion 2.3.2.1: Ko y K; son cerrados.
Probaremos que K es cerrado; para esto consideremos p ¢ K; entonces
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p = (o, 3) donde «, 8 < w; entonces existen aj,as,by,by < w; tales que
a € (a1,a2) C [0,w1) y B € (b1,b2) C [0,wq) tal que (a1,a2) X (by,bs) es
un abierto de [0,w;) X [0,w;] que contiene a p y no intersecta a Ky, por lo
tanto se concluye que K3 es cerrado. Dado que Kj es una diagonal y los
espacios son Hausdorff se tiene Ky cerrado.

Ahora supéngase que Uy y U; son subconjuntos abiertos de [0,w;) X
[0,w:] tales que Koy C Uy y K1 C U;.
Para cada a < wi, (a,a) € Ky C Up. Como U, es abierto existe un
elemento f(a) € a tal que (f(a),a] x (f(a),a] C Uy entonces por el lema
de ALEXANDROFF - URYSOHN (vedse la seccién 1.8) existe un ap < wy
tal que f(a) = a9 para una cantidad no numerable de @ en w;. Entonces
el punto (ap + 1,w;) estd en la cerradura de Uy, y dado que estd en K
obtenemos que Uy y U; no son ajenos. Con lo que concluimos que [0, w;) x
[0,w1] no es normal. [

Lema 2.0.3
Sea X wun espacio topoldgico y sea B C X tal que X \ B es numerable,
sin € IN entonces X" \ B™ es la unidn de una cantidad numerable de

subconjuntos, cada uno de los cuales es un retracto de X™ y es homeomorfo
-1
a X",

DEMOSTRACION:
Para cadai <ny cadaa € X\ B sea

Zi,a:{xeX":xi:a}.

Entonces claramente tenemos que hay una cantidad numerable de tales
Z;.a, asf como también es claro que cada Z; , es homeomorfo a X"~! y que
son retractos de X ™. Obsérvese que

X"\ B" = UZM
dondei=1,2,..n,ya € X \B. [ ]

Lema 2.0.4
Si f: X — Y es una funcidn continua y suprayectiva. Sea W = {Wj :

s € S} una coleccion localmente finita de subconjuntos en Y, entonces
{f7Y (W) : W € W} es localmente finita en X .

DEMOSTRACION:
Sea x € X™. Entonces existe un abierto A en Y tal que f(y) € Ay

[{s€S:ANW, # 0} |< No.
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Definimos C' = f~1(A) entonces C es un abierto que contiene a =, y si
C N f~Y (W) # 0 entonces f(C N f~1(W,)) # 0; por lo que

0 #FICNFHW,) CFF (W) N f(C) CW,NA.

Es decir
| {s€ S:f1W,)NC #£B}|< Ry.

Con lo que se concluye la afirmacion. [ ]

Teorema 2.0.1
Si X es un espacio Tz con a lo mds una cantidad numerable de puntos no
aislados, entonces X™ es paracompacto para todo n € IN.

DEMOSTRACION: (por induccion)

Denotemos al conjunto de puntos aislados de X por B.
Probaremos el resultado paran = 1.
Con este fin, sea U una cubierta abierta de X. Como X \ B es numerable
podemos suponer que X \ B = {z,, : n < w}, entonces sea U, € U tal que
x, € Uy esto para toda n € IN. Ahora sea U, = {U,} y sea

Up={{z}:x ¢ | Un}

neN

Entonces
oo
u=Ju
n=0

es un refinamiento abierto o - localmente finito de ¢/. Por el teorema 1.5.1,
X es paracompacto.

Ahora supongamos que X" ! es paracompacto y probaremos que X"
es paracompacto.

Sea U = {Uy : A € A} una cubierta abierta de X™.
Afirmacion: U tiene un refinamiento abierto o-localmente finito.

Por el lema 2.0.3 existen retractos Z; (con j € IN) de X" los cuales son
homeomorfos a X"~ ! satisfaciendo

x"\B"= ] 7
jeEIN

paracada j € IN. Sear; : X™ — Z; una retraccién (esto es, r; es continua
y deja fijos a los elementos de Z;).

Por nuestra hipétesis inductiva cada Z; es paracompacto, y para cada j €
IN,U; ={UxNZ; : X € A} es una cubierta abierta de Z;.
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Para j € IN, sea V; = {V; : s € S;} un refinamiento abierto localmente
finito de ;. Ahora para cada s € S existe A(s) € A tal que Vi C Uys)-

Tomemos Wy = rj_l(Vs) N Ujx(s)- Por el lema anterior tenemos que

{r'(Ve) : Ve €V}
es una coleccién localmente finita en X ™.

Ast que W; = {W, : s € S} es una coleccién localmente finita de
subconjuntos abiertos en X".

Ahora sean

W' = U;.;1Wj’ Y

Wo = {{z}:z ¢ (W'}

Entonces

w=J" w
7=0

es una cubierta abierta de X™ o - localmente finita que refina a /.
Dado que X es T3, X™ es paracompacto, con lo que completamos la
demostracién. [ |

Ejemplo 4 (MICHAEL [1963])

El producto de un espacio normal y un espacio métrico puede ser no normal.
Mds ain, existe un espacio paracompacto X tal que el producto X x IP, en
donde IP es el espacio de irracionales con la topologia Fuclidiana,no es
normal.

DEMOSTRACION:

Sea X la linea real IR con la siguiente topologia 7:
A€T<<= A=UUV donde U es un abierto usual y V' es una coleccién
(posiblemente vacia) de irracionales.
Al espacio (X, ) se le conoce como la linea de Michael. Por el teorema
2.0.1 se tiene que (X, 7) es paracompacto.
Afirmacion 2.4.1: X x IP no es paracompacto, donde [P tiene la topologia
usual.
Como un espacio paracompacto es normal basta con demostrar:
Afirmacion 2.4.2: X x IP no es normal.

Consideremos los conjuntos cerrados y ajenos dados como sigue.

A={(z,z) e X xIP:z € P}

B={(z,y) e XxP:z e}
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en otras palabras B = ) x IP.
Afirmacion 2.4.2.1: Para todo abierto U C X X IP que contiene a A se tiene
que BNU # 0.

Como IR es segundo numerable tenemos que IP es separable; entonces
podemos encontrar un conjunto denso numerable en IP, digamos

{pn:n<w}CP.

Como A C U, para todo y € IP existe una vecindad Euclidiana U, C IP
del punto y tal que {y} x U, C U, y existe un nimero natural i(y) el cual
satisface que p;y) € Uy. Ahorasea P; = {y € IP :i(y) =i} parai=1,2, ...
Obsérvese que IP = (J;c v Pi. Por el teorema de la categoria de Baire,
tenemos que IP no es un F, en IR, esto es, no es una unién numerable
de cerrados, por lo cual podemos concluir que existe un nimero natural i
y un go € @ tal que go € P, donde la barra denota la cerradura en IR.
Claramente (qo, pi,) € B. Sea V x W una vecindad de (qo, p;,) en X x IP.
Dado que qo € P;, tenemos entonces que V N P;, # ), es decir, existe un
y € VNP, Como i(y) = io, pi, € Uy lo cual implica que (y,p;,) € U.
Ademids obviamente (y,p;,) € V x W; por tanto, toda vecindad del punto
(q0,pi,) € B intersecta a U. Esto quiere decir que BN U # (). [ ]

Consideremos ahora el siguiente problema.

1) ;Existe un espacio Y tal que Y™ es paracompacto Yn € IN pero Y¥
no es normal?

Para contestar esta pregunta nos ayudaremos del teorema 2.0.1 y de la
siguiente proposicidn.

Proposicion 2.0.1
Si X es un espacio para el cual X“ es normal, entonces X X IP es normal.

DEMOSTRACION:

Si X es numerablemente compacto, entonces X X IP es normal por un
resultado probado en [4] por J. Diudonne el cual asegura que el producto
de un espacio numerablemente compacto y normal y un espacio métrico
siempre es normal.

Si X no es numerablemente compacto, entonces X tiene un subconjunto
cerrado homeomorfo a IV lo cual implica que X* tiene un subconjunto
homeomorfo a IN¥ que es homeomorfo a IP. Pero X es a su vez homeo-
morfo a X x X“ por lo que X“ tiene un subconjunto cerrado homeomorfo
a X x IP, lo cual implica que X x IP es normal. Con lo que completamos
la demostracion. [ |
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Ahora consideremos Y = IR* donde IR* denota la linea de Michael. En
el ejemplo 4 probamos que Y x IP no es normal. Y dado que el conjunto
de puntos aislados en Y es numerable, ya que coincide con @. Aplicando
tanto la proposiciéon anterior como el teorema 2.0.1 a Y = IR* obtenemos
una respuesta afirmativa a la pregunta 1. Es decir,

(IR*)™ es paracompacto para toda n € IN y (IR*)* no es normal

Unas preguntas aun méas fuertes que la anterior son las siguientes.

2) ;Existe un espacio regular Y tal que para toda n € IN Y" es de
Lindeldf pero Y no es normal?.

3) ;Para toda n € IN existe un espacio regular Y tal que Y™ es de
Lindelsf y Y t! es paracompacto pero Yt no es de Lindelsf?.

La respuesta a estas preguntas es afirmativa. Su solucién puede verse en
los articulos [12] o [14]. Cabe hacer mencién que ambas soluciones dependen
directamente de la hipétesis del continuo.

Ejemplo 5

El producto de dos espacios compactos y hereditariamente normales (ain
mds, compactos y hereditariamente de Lindelof, véase (b) de este ejemplo)
no tiene por que ser hereditariamente normal

a) El espacio producto I x [0,w1] no es hereditariamente normal

b) El cuadrado de la doble flecha no es hereditariamente normal

DEMOSTRACION:

a)(TYCHONOFF [1930])

Consideremos en el espacio producto I x [0,w;] el subespacio X = (I x
0, 1)) \ {(0, 1)}

Afirmacion: X no es normal.

Consideremos los subconjuntos K = (0,1] x {wi1} y L={0} xwy. Ky
L son claramente ajenos y cerrados en X (véase la figura 2.3).

Ahora bien sea U un abierto en X que contiene a L. Como U es abierto,
entonces para toda @ < wy existe un n(a) < w tal que [0,1/n(a))x{a} CU
entonces por el lema de ALEXANDROFF - URYSOHN existe un subcon-
junto cofinal T' C w; y una n < w con n(a) = n para toda o € T, entonces
(1/2n,w1) € UN K por lo que X no es normal.

b)(ALEXANDROFF y URYSOHN [1929])

Sea X = I x {0,1} con la siguiente topologia:

Todo punto del tipo (t,0) tiene una base de vecindades de la forma

{[t,t+1/n) x {0} U (t,t +1/n) x {1} :n € IN},
y todo punto del tipo (¢,1) tiene una base de vecindades de la forma

{(t=1/n,t) x {0} U (t — 1/n, ] x {1} :n € IV}.
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K= (011X {o}

L = {0} X [0,09)

Figura 2.3: El plano I x [0, w;]

(véase la figura 2.4).

Es posible demostrar que X es compacto (véase [2] pags. 129-130, 173)
y dado que los subespacios (0,1) x {0} y (0,1) x {1} son homeomorfos
a la recta de Sorgenfrey (véase [2] pags. 129-130, 173), tenemos que X
es hereditariamente de Lindelof (véase el Teorema 1.3.5) y X X X no es
hereditariamente normal (véase el Ejemplo 1). [ |

Ejemplo 6 (VAUGHAN [1975])
Eziste un espacio X tal que X™ es hereditariamente paracompacto ¥n € IN
pero X“ no es normal.

DEMOSTRACION:

Sea D*(wy) el conjunto Wy en el cual todos los puntos a w; son aislados
y las vecindades basicas del punto w; tienen la forma (a,w;] donde a < wy.

Sea X = O(D*(wq))¥ el producto caja de una cantidad numerable de
copias de D*(wy).

Obsérvese que X es homeomorfo con cualquier potencia finita de si
mismo, esto es

X =0(D"(w1))” = (O(D" (w1))*)" = X"

Antes de pasar a la prueba estableceremos una notacién que nos facili-
tard la escritura de la demostracion.

Denotemos por (D(w1))* al producto numerable de copias de D(w;) =
[0,w1) con la topologia producto, donde D(w;) se considera con la topologia
discreta.
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{1} { )
O ) |
P P
{1} ( ]
{0} ( )

Figura 2.4: béasicos de la doble flecha

Para cada z = (x;) € (D(w1))* y para cada n € IN sea
n(z) = () (),

asi {n(z) : n € IN} es un sistema de vecindades para = € (D(wy))*.
Para cada ¢ = (¢;) € X \ (D(w1))¥ y cada a < wy sea

a(g) = [[{m a) : a <IN [ ((@,01))  gi = wi )]

Dado que g tiene sélo una cantidad numerable de coordenadas, {a(q) : a <
w1} es un sistema de vecindades de ¢ tal que @ < 8 < w; implica que
Blq) C afq).

Se tiene que X es hereditariamente paracompacto (véase [22]) y como
consecuencia X" es hereditariamente paracompacto para todo n € IV.

Ahora mostraremos que X“ no es normal.

Obsérvese que esto se sigue directamente de mostrar que X x (D(wq))*
no es normal. Ya que X contiene un subespacio cerrado homeomorfo
a D(wp) y entonces X*“ contiene un subespacio cerrado homeomorfo a
(D(w1))¥. Dado que X*“ es homeomorfo a X“ x X, tenemos que X x
(D(w1))¥ tiene una copia cerrada en X“. Como este subespacio no es nor-
mal concluimos que X“ no es normal.

Afirmacién 2.6.1: X x (D(w1))“ no es normal.
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Para ver esto mostraremos que existen dos subconjuntos cerrados ajenos
en este espacio los cuales no pueden ser separados por conjuntos abiertos.
Sea
H={(z,z2) € X x (D(w))* :z € (D(w1))"}

K = (X \ (D(@1)) x (D(w))*

Claramente se tiene que H N K = ().

Como D(w1) es abierto en D*(w;) se tiene que (D(w1))¥ es abierto en
X entonces X \ (D(w1))¥ es cerrado en X. Por lo tanto K es cerrado en
X % (D(w1))¥.

Obsérveseque también H es cerrado ya que es la diagonal de dos espacios
Hausdorff.

Ahora sea V cualquier conjunto abierto que contiene a K. Para poder
completar la prueba mostraremos que V N H # (§, por lo que necesitamos
exhibir un punto = = (zg, x1, ..., Tn,...) € (D(w1))* tal que (z,z) € VN H.

Sea pg = (0,0, ...) y o = (w1,w1,...), dado que (go,po) € K C V, existe
un entero positivo mg y un ordinal oy < w; tal que el conjunto abierto
ao(qo) X mo(po) C V.

Sea xo un ordinal tal que ap < xg < wi definamos p; = (xo,0,...)
y @1 = (zo,wr,wr1,...) dado que (¢1,p1) € K existe (a1,m1) € w1 X w
tal que ay(g1) x mi(p1) C V, escojamos z; un ordinal numerable tal que
x1 > maz{ay,zo}, siguiendo con este proceso en el paso k - ésimo tendria-
mos construidos {zp, z1,...,zx_1 }. Ahora sea p = (2o, 21, ..., Tr—1,0,0, ...)
y g = (xo,%1,.., Tp—1,w1,wr,...) dado que (qr,pr) € K C V existe
(ag, my) € w1 x w tal que ag(qr) X mi(pr) C V, tomamos un ordinal xy
numerable tal que x; > maz{ay,z,—1} ahora por induccién matemdtica
podemos construir un punto z = (zo, 1, ...), nétese que (z,z) € H.
Afirmacion 2.6.2: (z,z) € V.

Sea k < w entonces {z} x k(x) es una vecindad bésica arbitraria de
(z,x).

Mostraremos que

{z} x k(@)] N [ahg1(qrs1) X npg1 (Prg1)] # 0.

Claramente pg11 € k(z) dado que para toda 0 < n < k la n-ésima
coordenada de  y pg+1 es la misma. Ahora notemos que x € agr1(qrr1)
para toda 0 < n < k la n-ésima coordenada de x y gr+1 es la misma y para
las otras coordenadas tenemos que ok < Tt < Tgy2 < ... esto muestra
que el punto

(7, prev1) € {z} X k(2)] N [@gr1 (@ra1) X ngpr (Pry1)]
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entonces toda vecindad de (z,z) intersecta a V', asi (z,2) € VN H con lo
que completamos la demostracién. [ |

Una respuesta alternativa al ejemplo 6 (la cual es una aportacién de
este trabajo) es la siguiente. Queremos encontrar un espacio Y tal que Y
es hereditariamente paracompacto para toda n € IN pero que Y“ no es
normal.

Consideremos un espacio regular hereditariamente paracompacto X con
topologia 7. Sea M C X un subconjunto numerable, definamos Xy = X
con la siguiente topologia

m={AUB:Aer, BCX\M}

Teorema 2.0.2
X es paracompacto. Mds aiun es hereditariamente paracompacto.

DEMOSTRACION:
Primero demostraremos la paracompacidad de Xy,.

Para tal fin consideremos U/ una cubierta abierta de Xjp;. Sea x € M
entonces existe U, € U tal que x € U,, por tanto U, = A, U B, donde
Ay €Ty By C X\ M. SeaY = |J, ) Az; entonces Y es un subespacio
de X y {Az}zem es una cubierta de Y. Como X es hereditariamente
paracompacto, obtenemos que Y es paracompacto. Por tanto existe un
refinamiento abierto localmente finito digamos V. Ahora si consideramos

W= {{z}:z ¢ JV}

obtenemos que V U W es un refinamiento abierto localmente finito de U, y
por lo tanto X s es paracompacto.

Para probar que Xj; es hereditariamente paracompacto, analizaremos
como son los elementos de la topologia de cualquier subespacio Y de Xjy.

vy ={YN(AUB): At BCX\M}
={(YNA)U(¥YNB):Aer BCX\M}
={CUD:Cery DCX\M'}=r1y,,.

donde M’ =Y N M. Por lo tanto haciendo una prueba andloga a la que se
hizo en la primera parte, se muestra que Y es paracompacto. Con lo cual
X es hereditariamente paracompacto. [ |

Por el teorema 2.0.1 X7}, es paracompacto. También imitando la de-
mostracién del mismo teorema, se prueba que X7}, es hereditariamente
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paracompacto para toda n € IN. Obsérvese que la linea de Michael es
un espacio de la forma X3 donde X = Ry M = Q. Por lo tanto apli-
cando la proposicién 2.0.1 a Xs como la recta de Michael concluimos que
X5 no es normal. Y asi terminamos la respuesta alternativa al ejemplo 6.

Teorema 1 (POSPISIL [1937])
El producto de una cantidad no numerable de espacios que contienen al-
menos dos elementos nunca es hereditarianente normal

DEMOSTRACION:

Sea Z = [[,c4Xs donde | S |>w; y | X [> 1 para todo s € S,
sea Y, un subespacio de dos puntos de X, y sea {S; : t € S} una des-
composicién de S en | S | conjuntos ajenos de tal manera que | Sy |= w.
Ahora para todo ¢ € S consideremos el espacio C; = [[ g, Ys. Entonces
C} es homeomorfo al conjunto de Cantor y C; contiene un subespacio IV
homeomorfo a IN. Aplicando lo visto en el ejemplo 2 de Stone obtenemos

que [[,.gIV: no es normal, y como tenemos que

HtESth < HteSCt - HseSYé < I_IseSXs

se concluye el teorema. [ |

En el ejemplo 3 dado por Diudonne vimos que el producto de un espa-
cio normal y un espacio compacto no necesariamente resulta ser normal.
Es aqui donde uno se pregunta qué sucede si el factor compacto fuese el
intervalo I = [0, 1]. Por tanto la pregunta natural seria.

4) ; Existe un espacio normal X cuyo producto con el intervalo I no sea
normal.?

Larespuesta a esta pregunta es afirmativa y fue dada por Mary E. Rudin
[1971] en [15]. Los espacios con esta propiedad son conocidos como espacios
de DOWKER. En esta tesis s6lo se dara un bosquejo de la prueba para dar
despues paso a nuestro siguiente capitulo donde se estudia el producto de
espacios normales con un factor compacto y en particular con el intervalo
I=1[0,1]

Procedamos a definir X .

Sea
F={f:IN—>w,:f(n)<w, YneN}.

Sea
X={feF:3 ielN tal que wy <cf(f(n)) <w; ¥Yne IN}.

Supéngase que f,g € F.
Si f(n) < g(n) para todo n € IN diremos que f < g;
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si f(n) < g(n) para todo n € IN diremos que f < g;
sii € INy f(n) < g(n) para todo n > i diremos que f <; g.
Definamos

Urg={heX:f<h<g}

los conjuntos Uy,4 con f,g € F son una base para una topologia para X.
Este espacio asi definido es de Hausdorff.

Para probar que X x I no es normal se prueba que existe una sucesién
Dy D Dy D ... de conjuntos cerrados en X tales que (e Dn = (0 pero que
Nyewv Un # 0 siempre que se tome una coleccién de abiertos {U, : n € IN}
tal que D,, C U, para toda n. Asi como se puede ver en [5] o en [7] (pags.
316-319) X x {0} no puede ser separado de |J,,cpy(Dn x {1/n}) en X x I,
por lo que se concluye que X X I no es normal.

Los conjuntos D,, son dados como sigue:

D,={feX:3 i>n tal que f(i)=w;}

para todo n € IN.

Obsérvese que (), cpy Dn = () y que D, es cerrado, pues supdngase que
f € X\ D, entonces {g € X : g < f} es abierto y no intersecta a D,,. En
el articulo [15] de Rudin se afirma que (), Un # 0 donde cada U, es un
abierto en X que contiene a D,. En el mismo articulo se prueba que X es
normal. ]
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CAPITULO 3

PRODUCTOS CON UN
FACTOR COMPACTO

En este capitulo estudiaremos productos de la forma X x C' donde C es un
espacio compacto.
En 1973, M. E. Rudin (véase [16], [17]) da una caracterizacién en terminos
de X-sepacion, de cuando un producto de espacios normales con un factor
compacto es normal. Desgraciadamente la prueba es muy larga y compli-
cada, incitando a Przymusinski, a preguntar por una prueba mas simple del
teorema de Rudin (Problema 10, [14]). En 1993, Amer Beslagié¢ (véase [3])
da una ligera modificacién del teorema de Rudin, Mostrando también como
se usa la tecnica para demostrar otros resultados que involucran produc-
tos con un factor compacto, y que también son demostrados en esta tesis.
Es importante sefialar que Przymusinski en [14] da otra caracterizacién en
terminos de B-cubiertas, de cuando un producto de espacios normales con
un factor compacto es normal , donde 9B es una base del compacto. Cabe
hacer menciéon que esta caracterizacion es la presentada en este trabajo,
asi como también la tecnica usada por Przymusinski para demostrar otros
resultados que involucran productos con un factor compacto.

Mientras no se diga lo contrario en lo sucesivo C' denotard un espacio
compacto y B una base de C cerrada con respecto a uniones finitas e
intersecciones finitas.

3.1 TEOREMA DE CARACTERIZACION

Definicién 3.1.1
Sean B una base de un espacio compacto C' y T la topologia de un espacio
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X. Sea H C BXB el conjunto
H={(B,D):B,De®B y BND=0}
y consideremos G : H — 7 una funcion. Diremos que
& ={G(B,D): (B,D)e H}
es una B-cubierta de X si & es cubierta y
G(B,D)NnG(B',D"Y=G(BnB,DND') ¥ (B,D),(B',D')e H

Obsérvese que si B' C By D' C D entonces G(B',D') C G(B, D).
En el siguiente teorema se da una caracterizaciéon completa de la nor-
malidad de productos con un factor compacto.

Teorema 3.1.1 (TEOREMA DE CARACTERIZACION)

sea B una base de un espacio compacto C, el espacio producto X x C' es
normal st y soélo si X es normal y cualquier B-cubierta de X tiene un
refinamiento abierto localmente finito.

DEMOSTRACION:

<) Sean K y L subconjuntos cerrados de X x C' tales que KNL =10
sean B,D € B con BN D = 0.

Definamos

GB,D)={reX:K,CB y L,CD}

donde
Ky ={yeC:(zy) € K}

Ly ={yeC:(z,y) €L}

Afirmacién : 8={G(B,D) : B,D € B8y BN D = (} es una B-cubierta
de X .

Para esto obsérvese que dados B,B',D,D' € B8 tales que BND =0y
B'N D’ = se tiene

G(BNB,DND)={xeX:K,CBNB y L,cDND'}

<

G(B,D)NG(B',D') =
{reX:K,CcBy L,cD}n{reX:K,CB y L,CD'}
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Ahora probaremos que & cubre a X, sea z € X, consideremos
Ky ={yeC:(z,y) € K}

y
L,={yeC:(z,y) € L}

dado que K y L son cerrados ajenos entonces K, y L, son cerrados ajenos
en C'y como este es compacto se tiene que K, y L, también son compactos.
Para cada y € K, consideremos B, un abierto basico que contenga a y tal
que B_y N L, =0, entonces {By : y € K,} es una cubierta abierta de K,
por tanto existen {yi,ys2,...,yn} C K, tal que {B,,,B,,,..., By, } cubre a
K., y como B es cerrada bajo uniones finitas entonces

B=B, UB,,U..UB,,

es un abierto bdsico que contiene a K,. Ahora para cada y € L, conside-
remos un abierto bésico que contenga a y tal que D, N B = §) como L, es
compacto existen {y1,y2,...,yr} C L, tal que {D,,,D,,,...,D,, } cubre a
L., haciendo

D=D,, UD,U..UD,,

obtenemos un bésico que contiene a L, y es tal que DNB = (), por lo tanto
x € G(B, D) como se queria probar. por lo tanto se tiene que & es una
$B-cubierta.

Ahora sea Y={V(B,D) : B,D € By BND =} una cubierta abierta
localmente finita de X tal que V (B, D) C G(B, D). Por la normalidad de
X existe una cubierta cerrada {F(B,D) : B,D € 8y BND = 0} de
X tal que F(B,D) C V(B, D) por la misma normalidad existen funciones
continuas fp p : X — I tales que

f8,0(F(B,D)) C {1}

y
fB.0(X\ (V(B,D))) C {0}.

Ahora por la normalidad de C' tenemos que existen funciones continuas
gp.p : C — I tales que gp.p(B) C {0} y gg,p(D) C {1}. Definamos
h: X x C — IR como sigue:

ha,y) = >{fp,n(z) x gB,n(y) : B,D € By BND =0}

Dado que la familia U es localmente finita, se tiene que h es continua.
Ahora sea (z,y) € X x C, como U es localmente finita tenemos que = esta
en a lo mds una cantidad finita de elementos de U, supongamos que tales

elementos son V(By,D1),V (B2, D2), ...,V (By, Dy,), entonces

i=1
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por lo tanto

n
i=1

Dado que K, C B; y L, C D; para toda i = 1,2, ...,n obtenemos que
-Si (z,y) € K entonces y € B; por lo tanto gg;,p;(y) = 0.
-Si (z,y) € L entonces y € D; por lo tanto ¢p, p, (y) = 1.
Y puesto que fp; p,(z) # 0 parai = 1,2,...,n obtenemos que h(K) C {0}
y h(L) C [1,00) con lo cual se prueba la normalidad de X x C.

= Supéngase que ={G(B,D) : B,D € By BN D = } es una B-
cubierta de X .
Definamos
K=XxC\U{GB,D)x (C\B):B,DeBy BNnD =0}
L=XxC\U{G(B,D)x (C\D):B,DeBy BnD =0}
Es claro que K y L son cerrados en X x C, ahora probaremos que son
ajenos.
Afirmacion: KNL = .

Sea (z,y) € X x C entonces existe B,D € B con BN D = ) tal que
r €G(B,D) yademis y € Boy ¢ D entonces (z,y) € K o (z,y) € L.
Como X x C es normal existe una funcién continua f : X x C — [ tal
que f(K) C {0} y £(L) C {1}.

Definamos una pseudométrica p en X como sigue.

p(x,z") = supyec | f(z,y) — f(z',y) |-

Obsérvese que p es continua, ya que es composiciéon de funciones continuas
y C' es compacto.
Afirmacion: & tiene un refinamiento localmente finito.

Obsérvese que si para cada zg € X y cada € > 0 consideramos

B(ao,e) = {z € X : p(Xo, X) < £} = ma(p '[(—2,)] N ({ao} x X))

donde 7 : X x X — X es la segunda proyeccién, puesto que p es con-
tinua tenemos que p~![(—¢,¢)] es abierto en X x X, por tanto se tiene que
p (—¢,e)]N({zo} x X) es abierto en {zo} x X, es decir B(zg,¢) es abierto
en {zo} x X y dado que m : {zp} x X — X es un homeomorfismo obte-
nemos que la topologia inducida por p en X esta contenida en la topologia
de X. Por lo tanto para probar la afirmacién es suficiente mostrar que la
familia {B(z,1/3) : x € X} de bolas abiertas en p de radio 1/3 refina a &.

Fijemos zo € X dado que la base 9B es cerrada bajo uniones finitas,
podemos encontrar B, D € ‘B tales que

{fyeC: f(xo,y) <1/3} C B,
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{yeC: f(xo,y) >2/3y C D

BND=0.

Afirmacion: B(zo,1/3) C G(B, D).

Obsérvese que si ¢ € B(xg,1/3) entonces K, C By L, C D pues de
lo contrario podria existir por ejemplo un punto y € K, \ B y entonces
fz,y) =0 f(zo,y) > 1/3 y p(xo,z) < 1/3 lo cual es imposible.
Afirmacion: x € G(B, D).

Por la definicion de K y L tenemos que
{z} x (C\B) c J{G(B',D")x (C\B'): B',D' €¢B3y B'NnD =},

{z} x (C\ D) c U{G(B",D") x (C\D"): B",D" €8 B"ND" = (}.
Entonces existen familias finitas

{(By, DY), ..., (B, D)}y {(BY, DY), ..., (By,, D) }

tales que
c\Bc |Jc\B), c\pc |JE\D),
i=1 j=1
ze()G(B;, D), =€ ()G(B] D)
i=1 j=1
entonces
(\BicB, (\Di/cD
i=1 j=1
y
z e GU(BYN (B, (@) N (D)) c G(B, D).
i=1 j=1 i=1 j=1

3.2 CONSECUENCIAS DEL TEOREMA

Como veremos a continuacién muchos teoremas que involucran el producto
por un factor compacto pueden ser deducidos a partir del teorema anterior.
Dado que todo conjunto de nimeros cardinales es bien ordenado. Se define
el peso de un espacio X como el cardinal mas pequeno de la forma | B |
donde B es una base para la topologia de X, denotaremos como es usual
por w(X) al peso de un espacio topolégico X.
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Corolario 3.2.1 (MORITA [1961])
Si X es normal y w(C)-paracompacto entonces X x C es normal.

DEMOSTRACION:

Dado que X es normal, para poder aplicar el teorema de caracteri-
zacién tenemos que probar que cualquier B - cubierta de X tiene un refi-
namiento abierto localmente finito. Para tal fin consideremos una bése B
de C de cardinalidad w(C') y como por hipétesis tenemos que X es w(C)-
paracompacto entonces cualquier B-cubierta de X tiene un refinamiento
abierto localmente finito. Asi concluimos la demostracion del corolario. W

Una compactacién de un espacio X es una pareja (K, h), donde K es un
espacio Hausdorff compacto y h es un encaje de X como un subconjunto
denso de K. No entraremos en detalles acerca de las compactaciones, sélo
recordaremos que es usual denotar la compactacién de Stone - Cech de un
espacio completamente regular como SX.

Corolario 3.2.2 (MORITA [1961],TAMANO [1962])

Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio X
a) X es paracompacto.

b) X x BX es normal.

¢) X x aX es normal para toda compactacion aX de X .

d) X x aX es normal para alguna compactacién aX de X.

DEMOSTRACION:

Por el corolario anterior (a) implica tanto a (b) (¢) y (d) y ademds
evidentemente (c) implica a (b) y (d).
Supdngase ahora que aX es una compactacién de X, y X x aX es normal.
Sea U una cubierta abierta de X por conjuntos abiertos en a X, y sea B la
familia de todos los conjuntos abiertos en aX. Definamos

[ BNnX siaX\DcCUU
G(B,D) = { 0 en otro caso

para cada B,D € 8. o
Afirmacidn: & ={G(B,D): BN D = (}} es una B-cubierta de X.
En efecto pues

BnB' siaX\DND' cJU

i n
G(BHB’DHD)_{Q) en otro caso

por lo tanto G(BN B, DN D'y = G(B,D)NG(B',D'), y lo tnico que nos
hace falta ver es que cubre a X. Para esto, sea z € X. Dado que U es una
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cubierta abierta de X existe U € U tal que z € U, por lo tanto basta con
tomar B abierto de aX de tal manera que € B C B C U y D un abierto
de aX tal que aX \U C Dy DN B = {), asf claramente = € G(B, D) con
lo cual concluimos la afirmacién.

Entonces & tiene un refinamiento abierto localmente finito por el teo-
rema 3.1.1.
Obsérvese sin embargo que la cerradura en aX de cada elemento de tal re-
finamiento estd contenida en | JU y entonces es cubierto por una cantidad
finita de elementos de . Sea V la coleccién de todos estas cantidades fini-
tas de elementos de U, Entonces con una ligera modificacién del (Teorema
7.45 de [8]) V es un refinamiento abierto de U, ademds obsérvese que tal
refinamiento es localmente finito, lo cual prueba la paracompacidad de X.
|

Corolario 3.2.3 (DIEUDONNE [1944])
El producto X x C de un espacio paracompacto X y un espacio compacto
C es paracompacto.

DEMOSTRACION:

Dado que (X x C) es compacto, aplicando el teorema de Tychonoff
obtenemos que C' x 3(X x C) es compacto. Como X es paracompacto, el
corolario 3.2.1 implica que X x C x 3(X x C) es normal. Por lo tanto,
aplicando el corolario 3.2.2 obtenemos que X x C' es paracompacto. ]

Corolario 3.2.4 (TAMANO [1962])
Si X XY es normal para todo espacio paracompacto Y, entonces X XY es
paracompacto para todo espacio paracompacto Y .

DEMOSTRACION:

Sea Y un espacio paracompacto. Consideremos el espacio compacto
B(X xY). Por el corolario 3.2.3, Y x 3(X x Y) es paracompacto. Por lo
tanto, X X Y x (X x Y') es normal. Aplicando el corolario 3.2.2 tenemos
que X x Y es paracompacto. [ |

Corolario 3.2.5 (KUNEN)
Sea « un ordinal, el producto X x [0, a] es normal si y sdlo si X es normal
y | a| - paracompacto.

DEMOSTRACION:

<) Esta implicacién se sigue inmediatamente del corolario 3.2.1.

=) (Por induccién).

Supongamos que el teorema se cumple para todo a < A. Vamos a
demostrar el teorema para el ordinal A\. Seald = {U, : @ < A} una cubierta
abierta de X.
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Por hipétesis de induccion es suficiente mostrar que la cubierta abierta
V = {V, : @ < A} tiene un refinamiento abierto localmente finito, donde
Va=U{Us:8 < a}.
En efecto esto es suficiente pues, supongamos que C es un refinamiento
abierto localmente finito de V, y consideremos la funcién f : C — OR tal
que si ¢ € C entonces f(c) es el minimo ordinal tal que ¢ C V() (OR denota
la clase de todos los ordinales). Ahora sea Cp = [J{c € C: f(c) = a}. Asi
claramente Cy, C V,, y la familia C' = {C,, : @ < A} es una cubierta abierta
de X localmente finita. Como X es normal, existe una cubierta localmente
finita W = {W,, : @ < A} con la propiedad de que para cada a < A

Wy C W, C Cp C V.

Como W, x [0,a] C X x [0, ], se tiene que W, x [0, @] es normal, y como
a < A, por hipétesis de induccién, W, es normal y | a |-paracompacto.
Esto quiere decir que existe un refinamiento abierto localmente finito de V,
que cubre a W,. Sea D,, tal refinamiento. Consideremos D = Uacr Da-
Afirmacion: D es un refinamiento abierto localmente finito de U.

En efecto, es claro que D es un refinamiento abierto de U/; ademds es
también claro que cubre a X. Lo tunico que hace falta, es constatar que
D es localmente finita. Para tal efecto, sea z € X; como {W, : a < A}
es localmente finita se tiene que x pertenece a una coleccién finita de los
W, sean estos We, , Wa,, ..., Wa,,, como {W, : a < A} es localmente finita
(véase lema 1.5.1), aplicando el lema 1.5.2 obtenemos que

F = U wa
ag{ai,....,an}

es cerrado. Como x ¢ F, existe una vecindad By de z tal que By N F = ().
Ahora sea B; una vecindad de x tal que B; intersecta sdlo una cantidad
finita de elementos de D, y tomemos B = BoNB1N...NB,. Entonces B asi
construida es una vecindad que intersecta una coleccién finita de elementos
de D. Por lo tanto D es localmente finita.

Ahora probemos que V tiene un refinamiento abierto localmente finito.
Sea B la coleccién de todos los subconjuntos abiertos en A y para cada
B,D € B definamos G(B,D) = V,, si « es el supremo de los ordinales &
tales que [0,€) C B, si tal ordinal existe, y G(B, D) = §) en cualquier otro
Ccaso.

Afirmacion: B8={G(B,D) : B,D € By BN D =} es una B-cubierta
que refina a V.

En efecto, es claro que cada elemento de & es abierto y también es claro
que refina a V. Ahora probaremos que para todo B, B, D, D’ € B se tiene
que

G(B,D)NnG(B',D'")=GBnNB,DND"). ()
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Para tal efecto tenemos los siguientes casos:

a) G(B,D) =V, y G(B',D'") = V3, esto significa que « es el supremo
de los ordinales ¢ tal que [0,£) C By S es el supremo de los ordinales n
tal que [0,n7) C B’. Sin perdida de generalidad supongamos que a < f3.
Esto implica que V, N Vg =V, y [0,a) C [0,7). Por lo tanto, si £ < a,
[0,£) C BNB’'; y ademas « es el supremo de los ordinales que cumplen esta
inclusiéon, pues de no ser asi contradeciriamos las propiedades que definen
a a. Por lo tanto G(BN B', DN D') =V, asi concluimos en este caso.

b) G(B,D) =V, y G(B',D’) = B, esto quiere decir que no existe 3
[0,8) C B’ y por tanto no existe v tal que [0,7) C BN B’ y asi G(B N
B',DND') =0y por lo tanto se tiene la igualdad en (*).

Anélogamente se tiene la igualdad si G(B,D) =0y G(B',D') =V, y
también es claro si G(B,D) = ) = G(B’,D’). Asi concluimos que & es una
B-cubierta de X que refina a V. [ |

Corolario 3.2.6 (MORITA [1961])

Sea k un cardinal. Las siguientes condiciones son equivalentes para un es-
pacio X :

a) X es normal y k-paracompacto.

b) X x I* es normal.

¢) X x D* es normal.

Donde I y D denotan el intervalo [0,1] y el espacio discreto de dos elemen-
tos respectivamente.

DEMOSTRACION:

Obsérvese que por el Corolario 3.2.1, (a) implica (b), y obviamente (b)
implica (c¢). Como el espacio D* contiene una copia cerrada de k, digamos
A,y ademds X x A C X x D*, entonces X x A es normal pues X x D* es
normal. Asf por el corolario 3.2.5 obtenemos que (c¢) implica (a). |

Corolario 3.2.7 (DOWKER [1951])

Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio X

a) X es normal y numerablemente paracompacto.

b) X x I es normal.

¢) X x C es normal para todo espacio C métrico compacto infinito.
d) X x C es normal para algin espacio C métrico compacto infinito.

DEMOSTRACION:

Por el corolario 3.2.1 (a) implica tanto (b) ,(c) y (d).
Por otro lado, dado que todo espacio métrico compacto infinito contiene
un subespacio cerrado homeomorfo a [0,w], el corolario 3.2.5 muestra que
tanto (b) como (c¢) o (d) implican a (a). [ |
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Sea k un cardinal decimos que un espacio X es k-colectivamente normal
si X es un espacio T; y para toda familia discreta {F;}scs de subcon-
juntos cerrados de X con | S |= k existe una familia discreta {V;}scs de
subconjuntos abiertos de X tal que Fs C V; para toda s € S.

Teorema 3.2.1
Sea V un espacio vectorial topoldgico normado de peso . Sea r € IR con
r > 0. Entonces ezxiste una familia {fo : @ < A} CV tal que || fa—fsl|> 7
para toda o # .

DEMOSTRACION:

Sea {r,} C R* tal que 1 = r y r, — 0. Obsérvese que para cada
n siempre existe un conjunto A, con la siguiente propiedad, 4, C V' y
| f—gl|>rnsif,g€ A,y f#g. Obsérvese ademds que esta propiedad
es de caracter finito (véase definicién A.0.1), por tanto aplicando el lema
de Teichmuller-Tukey (véase lema A.0.3) existe un conjunto maximal B,
con tal propiedad y que contiene a A,.

Ahora para cada n sea

an=sup{| B: BCV tal que || f—gl>ra si f,g€B yf #g}.

Obsérvese que si Bes tal que || f—g||>t>0paratodo f,ge By f#g
y s > t entonces B; = {s/tf : f € B} satisface que

I s/tf —s/tgll=s/t]| f—gll=s

donde f,g € B, f # g. Por lo tanto ag > a1 > .... Supongamos que cada
ay, < A. Como | B, |< a, obtenemos que

| U Bal< A

n<w

Sea D = |J,,c,, Bn, afirmamos que D es denso en V. En efecto, sea A un
abiertoen V y sea a € A, si a € D ya no hay nada que hacer . Supongamos
que a € D y seat > 0 tal que B(a,t) C A, donde B(a,t) es la bola de
radio ¢t y centro en a. Sea n € IN tal que r,, < t/2. Como B,, es maximal,
entonces {B(b,ry) : b € By} cubre a V. Por lo tanto existe b € B,, tal que
a € B(b,ry) pero r, < t/2 entonces

a € B(b,r,) C Bla,t) C A.

Por tanto b € A y asi D es denso en V. Pero V' es metrico y tenemos que
A>| D |>d(V) =w(V) donde d(V) denota la densidad de V lo cual es
una contradiccién. ]
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Teorema 3.2.2 (RUDIN [1975], DOWKER [1951])
Si C' es un espacio compacto infinito y X x C es normal, entonces X es
numerablemente paracompacto y w(C) - colectivamente normal.

DEMOSTRACION:

Dado que todo espacio compacto infinito C' contiene un subespacio ce-
rrado A que puede ser mapeado sobre [0, w] (por ejemplo la cerradura de
un subespacio infinito y discreto en C). Sea f : A — [0,w] continua y
sobre. X x A es normal ya que es un subespacio cerrado del espacio normal
XxC,yidx f: X xA— X x[0,w] es una funcién continua cerrada y
suprayectiva, por lo tanto X X [0,w] es normal. Como [0,w] es compacto
métrico infinito obtenemos que la paracompacidad numerable de X se des-
prende directamente del corolario 3.2.7.

Ahora sea A = w(C).
Afirmacion: X es A colectivamente normal.

Sea {F, : a < A} una coleccién discreta de subconjuntos cerrados de X
ysea F = {F,:a<A\}

Como el espacio C(C) de funciones continuas reales en C' con la norma del
supremo tiene peso A, y dado que C(C) es un espacio vectorial normado,
por el teorema anterior contiene una familia {f, : @ < A} de funciones tal
que || fo — f3 ||> 1 para toda o # .

Ahora definamos g : F x C' — IR como sigue g(z,y) = f,(y) para xz € F,
y a < A, como X x C es normal podemos considerar una extension continua
G de g sobre X x C Ahora sea p una pseudométrica en X definida como.

p(z,x') = sup{| G(z,y) — G(z',y) |-y € C}

de aqui se sigue inmediatamente que los conjuntos
Vo ={z € X : p(z,F,) < 1/2} son abiertos, ajenos y obviamente F, C V,
con lo que se concluye la demostracién. ]

Obsérvese que numerablemente paracompacto y w(C) - colectivamente
normal de X no implican en general la normalidad de X x C por ejemplo
el espacio [0,w;) X [0,w1] no es normal.

Sea k un nimero cardinal denotemos por A(k) la compactacién unipun-
tual del espacio discreto de cardinalidad k, identificaremos A(k) con los
ordinales a < k con k como el tinico punto no aislado.

Teorema 3.2.3 (ALAS [1971])
El espacio X x A(k) es normal si y solo si X es numerablemente paracom-
pacto y k - colectivamente normal.

DEMOSTRACION:
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=) Esta implicacién es inmediata del teorema 3.2.2.
<) Afirmacién: Para todo subconjunto cerrado L de X x A(k) tal que
LNX x{k} = 0 existe una vecindad abierta W de L tal que WN(X x{k}) =

En efecto, supongamos que L es cerradoen X x A(k) y LNX x{k} = 0.
Consideremos la familia {F, : « < k}, donde F, = {z € X : (z,a) € L} es
una familia que consiste de conjuntos cerrados y es localmente finita. Como
X es k - colectivamente normal y numerablemente paracompacto, existe una
familia localmente finita {U, : @ < k} de conjuntos abiertos en X tal que
F, C U,. Por lo tanto considerando el conjunto W = (J{U, x {a} : a < k}
el cual es abierto, contiene a L y WN (X x {k}) = 0, con lo que completamos
la prueba de la afirmacién.

Ahora consideremos K y K7 subconjuntos cerrados ajenos en X x A(k)

y sea
K} = Kon (X x {k})

K| = KN (X x {k}).

Por la normalidad de X existen conjuntos abiertos ajenos Uy y Uy en X X
A(k) tal que K C Up y K{ C U; y también conjuntos abiertos ajenos Vp y
Vi en X x A(k) tales que (Ko \ Kj)) C Vo y (K1 \ K7) C V1.

Dado que los subconjuntos cerrados Ly = Ko \ Uy y L1 = Ky \ Uy, no
intersectan a X x {k} existen conjuntos abiertos Wy y Wy en X x A(k) tal
que L; C W; y W; N (X x {k}) = 0 para i = 0,1. Podemos suponer que
W; C V;, por lo tanto si consideramos los conjuntos

Go = Uy \ (W; U W) Gy =Up \ (Wo UT).

Los cuales son abiertos ajenos, Ko C Go y K1 C GG1. Con lo que concluimos
que X x A(k) es normal. [

3.3 OBSERVACIONES FINALES

Para finalizar este capitulo obtendremos a partir de los corolarios de la
seccién 3.2 y del teorema de caracterizaciéon algunas consecuencias muy
interesantes utilizando espacios concretos y familiares.

Dado que todo espacio métrico M es paracompacto (véase el teorema
de Stone en el Apéndice) aplicando el corolario 3.2.3 obtenemos que M x C
es paracompacto para cualquier espacio compacto C. En particular si M
es un espacio discreto o M es IR™ para toda n € IN.

Ahora consideremos el espacio X s como en el teorema 2.0.5. Dado que
X es paracompacto (de hecho es hereditariamente paracompacto) se tiene
que Xy x C es paracompacto y por tanto normal, donde C' es cualquier
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espacio compacto. En particular si tomamos X, = IR* la linea de Michael
y C =1 el intervalo [0,1] tenemos que IR* x I es paracompacto.

En el ejemplo 3 probamos que [0,w;) X [0,w:] no es normal por lo tanto
el teorema 1.6.2 nos dice que no es paracompacto. Dado que [0,w;] es
compacto (véase afirmacién 2.3.1 del ejemplo 3), aplicando el corolario 3.2.3
obtenemos que [0, w; ) no es paracompacto y asi [0,w;) es un espacio normal
que no es paracompacto.

De la misma manera como X X I no es normal donde X es el espacio
dado por Rudin en la pregunta 4 capitulo dos obtenemos, aplicando el
corolario 3.2.3, que X no es paracompacto. M4s ain por el corolario 3.2.7
se tiene que X ni siquiera es numerablemente paracompacto.

Obsérvese ademas que del corolario 3.2.7 se deduce la siguiente carac-
terizacién

Teorema 3.3.1

Sea X un espacio normal entonces

X es un espacio de Dowker si y solo si X no es numerablemente paracom-
pacto. [ |
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En este apartado, damos las demostraciones de cuatro resultados, los cuales
no sélo son importantes en la teoria de productos de espacios normales sino
que constituyen parte de los pilares basicos de la Topologia General.

Uno de los resultados cruciales acerca de espacios normales es el Lema
de Urysohn, el cual establece que conjuntos cerrados ajenos en un espa-
cio normal son completamente separados. Comenzamos con un resultado
preliminar.

Lema A.0.1

Sea X un espacio arbitrario, sea D cualquier subconjunto denso de la linea
real R y sea Y = {U, : v € D} una familia de subconjuntos abiertos en X
indicada por D. Supdngase que U satisface

@ U =x, B (U-=0
reD reD

(¢) U, CU; cuando r < s.
Entonces la formula
flx)=inf{reD:zeU} zeX
define una funcion continua sobre X.

DEMOSTRACION:
Lo primero que tenemos que ver, es que domf = X y que f(z) estd bien
definido como un nimero real, pero esto es claro ya que

U Ur = X; Yy ﬂ Ur = @
reD reD

Ahora obsérvemos que, x € U, implica que f(z) < ry f(z) <r implica
que z € U,. También x € U, implica que x € Ug para todo s > r, por lo
que f(z) <r.

35
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Ahora mostraremos que la funcién es continua. Fijemos a € X, dado que
D es denso en IR los intervalos [r, s] donde r,s € Dy r < f(a) < s, forman
una base de vecindades de f(a), y las observaciones anteriores muestran
que para cualesquiera r y s, Us \ U, es una vecindad de a y es tal que
f(z) € [r,s] para todo = € U, \ U,, por lo que f es continua. [ ]

Lema A.0.2 (LEMA DE URYSOHN [1925])

Un espacio X es normal si y solo si dados conjuntos cerrados ajenos A y
B en X, existe una funcidn continua f : X — [0,1] con f(A) C {0} y
f(B) c {1}.

DEMOSTRACION:
=) Sean A y B conjuntos cerrados ajenos en un espacio normal X.
Definamos conjuntos abiertos U, para todo r € @ de la siguiente mane-
ra:
primero tomamos

U. =0 Vr <0

U.=X Vr > 1.

Ahora hacemos U; = X \ B, entonces U; es una vecindad de A, dado
que X es normal, U; contiene una vecindad cerrada de A;
consideremos Uy abierto tal que

ACU()CFOCUla

ahora enumeramos los racionales en [0, 1] en una sucesién (ry)pemn. 1 =1
y r2 = 0, inductivamente para cada n > 2 consideremos U, abierto tal que

U, cU, cU, CU,

cuando 1 < 1, <711y k,I <mn. Observemos que los conjuntos U, (r € 0)),
por la manera en que se tomaron, satisfacen las hipétesis del lema anterior.
Y evidentemente la funcién f del lema es tal que f(A) C {0}y f(B) C {1},
con lo que concluimos esta implicacién.

<) Supdngase que A y B son conjuntos cerrados ajenos en X y

f: X —10,1]

es una funcién continua tal que f(A) = 0y f(B) = 1, entonces f~1([0,1/2))
y f71((1/2,1]) son conjuntos abiertos y ajenos en X que contienen a A y
B respectivamente. u

Otro resultado crucial en la teoria de espacios normales es el siguiente:
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Teorema A.0.2 (TEOREMA DE EXTENSION DE TIETZE)
Un espacio X es normal si y solo si dado un subconjunto cerrado M de X
y una funcion continua f : M — IR, existe una extension de [ a todo X.

DEMOSTRACION:

Supongamos primero que f: M — J donde J = [—1, 1], comenzamos
con una observacion.

Observacion: para cualquier fo : M — IR que satisface | fo(z) |< ¢
para todo x € M, existe g : X — IR tal que

| g(2) |<

| fo(z) —g(x) |<

c Ve e X (A.1)

N o] =

En efecto, consideremos los conjuntos

A= fi'([=e,~1/3¢])

B = f3'([1/3¢,q])

evidentemente A y B son cerrados ajenos en X, aplicando el lema de
Urysohn existe una funcién K : X — I tal que K(A) C {0} y K(B) C {1}.
Consideremos g : X — IR dada por

la cual es claro que satisface (A.1) y (4.2).
Ahora definamos por induccién una sucesién g1, g2, g3, ... de funciones
continuas de X en IR tal que

)it Vre X (A.3)

[SUN )

(

Wl =

| gi(z) [<

7@ =3 g5(@) 1S G) VoeM (A1)

Para obtener g; basta con aplicar la observacién a fo = i;0 fyc =1,
donde i; es el encaje de [—1,1] en IR. Supongamos que gi, g2, -.., g €stin
definidas, aplicando la misma observacién a

fo=ijof— (Zgj”M
j=1
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2.
c= (3)
obtenemos una funcién g;y; que satisface (A4.3) y (A.4) remplazando i por
i+ 1.
Consideremos ahora F(z) =Y .2 ¢ ; F: X — J.
Afirmacion: F es continua.
Sean z € X y e > 0, fijemos N > 0 tal que

dado que cada g; es continua para i = 1,2,..., N elegimos un abierto U;
que contiene a x tal que si y € U; entonces | g;(z) — g:(y) |< 5% dado que
U=U;[)---NUn es abierto en X y si y € U obtenemos que

N oo
| F(z) = F(y) <Y | gi@) —gily) |+ Y (;)i<N(%)+% —c
i=1 i=N+1

por lo que F' es continua.

Por (A.4) tenemos que F(z) = f(z) para z € M. Por lo tanto F' es una
extension de f sobre X.

Ahora consideremos una funcién f: M — IR
Afirmacion: f se extiende sobre todo X consideremos io f : M — J donde
i: IR — J dada como

LT

i(z) = 1+ |z |

Por la parte anterior de la prueba tenemos que existe una funcién
Fy : X — J que extiende aio f a todo X

Obsévese que | i(x) |< 1 para toda = € IR y que i tiene inversa continua
it :J\{-1,1} — RR. Por lo tanto haciendo F : X — IR definida como
F(x) =i™! o Fy(x) obtenemos la extensién de f sobre X. [ |

Cabe hacer mencién que la prueba del teorema anterior fue dada por
Urysohn en [1925], pero antes, en [1915] Tietze la desarrollo para espacios
métricos.

Damos paso ahora a la prueba del teorema de Tychonoff, el cual es uno
de los teoremas més importantes en topologia general. Recordemos que
todos nuestros espacios son de Hausdorff.

Definicién A.0.1
Decimos que una propiedad P es de caracter finito si el conjunto vacio la
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tiene y un conjunto A C X tiene la propiedad siempre que todo subconjunto
finito de A tiene esta propiedad .

A continuacién enunciamos un lema propio de la teorfa de conjuntos
por lo cual se omitird la demostracién.

Lema A.0.3 (TEICHMULLER - TUKEY)

Si P es una propiedad de caracter finito perteneciente a subconjuntos de un
conjunto X, entonces todo conjunto A C X con la propiedad P estd con-
tenido en un conjunto B C X con la propiedad P y es mazimal en la familia
de todos los subconjuntos de X que tienen la propiedad P. Ordenados con
la relacion C.

Definicién A.0.2
Decimos que una familia §={Fs}scs de subconjuntos de un conjunto X
tiene la propiedad de la interseccidn finita si §# 0 y

F,NF,N.NF, #0
para todo subconjunto finito {s1,s2,...,5p} C S.

Antes de pasar concretamente a la demostracion del teorema damos una
caracterizacién de los espacios compactos en términos de la propiedad de
la interseccion finita.

Teorema A.0.3
Un espacio X es compacto si y solo si toda familia de subconjuntos cerrados
de X con la propiedad de la interseccion finita tiene interseccion no vacia.

DEMOSTRACION:
=) Sea X un espacio compacto y {Fs}scs una familia de subconjuntos
cerrados de X, tal que (),cg Fy = () consideremos entonces los conjuntos

abiertos Us = X \ Fs como

Ju.=UXx\F=x\[F=X

seSs sES SES

Deducimos que la familia {Us}ses es una cubierta abierta de X dado que
X es compacto, la cubierta {Us}ses tiene una subcubierta finita digamos
{Us,,Uss, ..., Us, }. Entonces

k

k k

i=1
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lo cual implica que ﬂle F;, = (; esto es una contradiccién, por lo tanto si
una familia {Fs}scs de subconjuntos cerrados de X tiene la propiedad de

la interseccién finita, entonces tiene intersecciéon no vacia.
<) Supdngase que existe una cubierta abierta U tal que ninguna sub-
familia finita cubre a X. Sea Uy, Us,...,U, cualquier subfamilia finita de
U entonces |J;_, U; # X, por lo tanto § # (i, X \ U; como cada U; es
abierto, obtenemos que F={X \ U; : U; € U} es una familia de cerrados
con la propiedad de la interseccién finita, por hipdtesis esta familia no tiene
interseccion vacia por lo tanto | JU # X esto quiere decir que I no es una
cubierta de X, pero esto es una contradiccién. Por lo tanto X es compacto.
|

Teorema A.0.4 (TYCHONOFF [1935])
El producto cartesiano [],.q X5 donde X, # 0 para s € S es compacto si y
solo si cada espacio Xs es compacto.

DEMOSTRACION:

=) Como el producto cartesiano es de Hausdorff si y sélo si cada factor
es de Hausdorff, y cada X, es homeomorfo a un subespacio cerrado en el
producto obtenemos que cada X es compacto.

<) Sea {X;}ses una familia de espacios compactos, sea X el producto
cartesiano de tal familia entonces X es un espacio de Hausdorff. Conside-
remos una familia Fy de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de
la interseccion finita. Dado que la propiedad de la interseccién finita es de
caracter finito se sigue del lema de Teichmiiler - Tukey que la familia Fg
estd contenida en una familia maximal F de subconjuntos de X, la cual
tiene la propiedad de la interseccion finita.
Afirmacion: (| Fo # 0.

Es suficente mostrar que existe un punto z € X tal que
r€A VA e F. (A.5)

De la maximalidad de F tenemos que si

A, As, ..., A € F entonces AiNAsN..NA, e F (A.6)
si Ag es cerrado en X y
AoNA#D para todo A€ F entonces Ay € F. (A.7)

Como F tiene la propiedad de la interseccién finita, la familia

Fs=A{ms (A)}Ae}‘
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de subconjuntos cerrados de X también tiene esta propiedad para toda
s € S. Entonces para toda s € S existe un punto

Ts € ﬂ 7s(A) C X;.
AEF

Sea W, una vecindad cerrada de x5 en X, por la expresion anterior
WsNws(A) £ 0

para toda A € F y por (A.7) obtenemos que 7; ' (W;) € F y por (A.6) se
sigue que todos los miembros de la base candnica con cerraduras para X
que contienen el punto x = {z,} estdn en la familia F, como F tiene la
propiedad de la interseccion finita, cada A € F los intersecta a todos ellos.
De aquf se sigue (A.5). [ |

Concluimos este apartado con la demostraciéon de uno de los pilares en
la Topologia General el teorema de Stone.

Definicién A.0.3
Si todo punto de x € X tiene una vecindad que intersecta a lo mds un
conjunto de una familia dada, decimos entonces que la familia es discreta.

Teorema A.0.5 (A.H. STONE [1948])
Todo espacio métrico es paracompacto

DEMOSTRACION:
Sea X un espacio métrico con métrica d. Sea {Us}scs una cubierta
abierta de X donde S es un conjunto bien ordenado con la relacién de <.
Definamos inductivamente las familias

Vi = {VSJ}SES

de subconjuntos de X, haciendo

Vs,i = U B(Ca 1/22)

donde la unién se toma sobre todos los puntos ¢ € X, que satisfacen las
siguientes condiciones;

s es el menor elemento de S tal que c € Us (A.8)
cg Vi para j<i y t<s (A.9)
B(c,3/2%) C U, (A.10)

De la manera en que se definié a los conjuntos V;; se sigue que son
abiertos, de (A.10) se sigue que V;; C Us.
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Ahora sea x € X, tomemos s € S el elemento mas pequefio tal que
x € Us y un nimero natural ¢ tal que B(z,3/2) C Us.
Claramente tenemos que = € V; ; para alguna j <iyt <sox € Vs;.
Por lo tanto, la unién
o0
v=w
i=1

es un refinamiento de la cubierta {Us}ses.
Ahora probaremos que para todo

si w1 € Vi i, T2 € Vi y 81 # 82 entonces d(wy,r2) > 1/2° (A.11)

Y asf mostramos que toda bola de radio 1/2*+! intersecta a lo més a un
miembro de V;.

Supongamos que s; < sa, por definicién de Vj, ; ¥ Vs, ; existen puntos
¢1 y ¢ que satisfacen (A.8) - (A.10) tales que

z € B(cey, 1/2) C Vi para k=1,2.

De (A.10) se sigue que }
B(c1,3/2Y) C Us,

y de (A.8) tenemos que ¢z ¢ Us,, por lo que d(c1,c2) > 3/2¢. Entonces
d(l‘l,l'g) 2 d(Cl,Cg) — d(Cl,.fL'l) — d(CQ,.TQ) > ]./Ql

con lo que probamos (A.11).

De (A.11)tenemos que, para toda = € X, B(z,1/2'!) intersecta a lo
mds a un conjunto de la forma Vj ;. esto muestra que {V;; : s € S} es
localmente finita. De manera que V es o-localmente finita. Por lo tanto X
es paracompacto. |
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