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INTRODUCCION

Como es sabido, la teor��a de los espacios producto constituye una parte
muy interesante y compleja dentro de la Topolog��a de Conjuntos.

Si recordamos, en nuestro primer curso de Topolog��a, se nos muestra,
que los primeros axiomas de separaci�on se preservan en el producto de es-
pacios topol�ogicos, pero desafortunadamente, esto no sucede con el axioma
de normalidad.

El prop�osito de este tabajo tiene la �nalidad de mostrar bajo qu�e condi-
ciones (necesarias y su�cientes) se preserva la normalidad en el producto
de dos espacios topol�ogicos en el caso particular cuando uno de los factores
es compacto. Para lo cual tomamos como base principal las dos primeras
secciones del art��culo de Teodor C. Przymusi�nski [14].

El trabajo aqu�� presentado, est�a distribuido b�asicamente en tres cap��-
tulos. En el primero, se exponen algunos conceptos y resultados que a
nuestro juicio son necesarios para poder abordar nuestro problema princi-
pal. Adem�as aparece el resultado (Teorema 1.7.3) que motiva la realizaci�on
de este trabajo. El material presentado en este cap��tulo es b�asico y gran
parte se encuentra en los textos fundamentales de Topolog��a.

En el segundo cap��tulo mostramos algunos ejemplos, algunos ya cl�asicos
y otros recientes del porqu�e el estudio de esta propiedad. Fundamental-
mente este cap��tulo est�a dedicado a probar que el axioma de normalidad
no se preserva en el producto de espacios topol�ogicos con propiedades adi-
cionales.

En el tercer cap��tulo se caracteriza por completo el producto de dos espa-
cios normales cuando alguno de los factores es compacto (v�ease la secci�on
3.1). Como consecuencia de esta caracterizaci�on, muchos resultados (al-
gunos conocidos en la literatura) que involucran el producto de un factor
compacto pueden ser deducidos f�acilmente. En la peque~na secci�on 3.3 se
obtienen consecuencias interesantes utilizando espacios concretos y familia-
res.

Este trabajo tambi�en cuenta con un ap�endice, en el que se dan las
demostraciones de cuatro resultados, los cuales no s�olo son importantes en
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2 INTRODUCCION

la teor��a de producto de espacios normales sino que constituyen parte de
los pilares b�asicos de la Topolog��a General.

Hemos incluido algunos nombres y fechas, para dar cr�edito a los au-
tores de los resultados m�as importantes. Finalmente quiero decir, que la
aportaci�on de este trabajo es dar, una respuesta alternativa (mucho m�as
sencilla) a la dada por Vaughan al ejemplo 6 y una demostraci�on correcta
del corolario 3.7 del art��culo de T. C. Przymusi�nski, que en este trabajo es
el corolario 3.2.5.

Enrique Casta~neda Alvarado
Cd. Universitaria M�exico D.F. 1996.



CAPITULO 1

DEFINICIONES Y

PRELIMINARES

1.1 INTRODUCCION

En este cap��tulo expondremos "la estructura", los conceptos y resultados,
para el desarrollo de este trabajo. Remitimos al lector a los libros [7] y [23]
para las demostraciones que aqu�� sean omitidas.

Durante el desarrollo de este trabajo X denotar�a un espacio topol�ogico
X con una topolog��a � . Recordemos que un espacio topol�ogico X es un
espacio T2 o de Hausdor�, si para cualesquiera dos puntos x; y 2 X existen
vecindades ajenas U y V de x y y respectivamente. As�� tambi�en decimos
que un espacio X es T3 o regular si dados un subconjunto cerrado F de X
y un punto x que no est�e en F , existen abiertos ajenos U y V conteniendo
a x y a F respectivamente. Tambi�en recordemos que una propiedad P de
un espacio X es hereditaria si cualquier subespacio de X tiene la propiedad
P . Si X es un espacio topol�ogico y A � X , denotaremos por A y A� a la
cerradura y al interior de A en X , respectivamente.

1.2 ESPACIOS NORMALES

De�nici�on 1.2.1
Un espacio X es normal si dados dos subconjuntos cerrados y ajenos A y
B en X existen conjuntos abiertos ajenos U y V con A � U y B � V:

Para ilustrar esta de�nici�on mostraremos un espacio normal el cual juega
un papel muy importante en este trabajo.
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4 CAPITULO 1. DEFINICIONES Y PRELIMINARES

Ejemplo 1.2.1
La recta de Sorgenfrey.

Consideremos a la l��nea real IR con la topolog��a generada por los inter-
valos semi-abiertos [a; b) con a � b y a; b 2 IR. A IR con esta topolog��a la
denotaremos por L.

Ahora mostraremos que L es normal. Sean A;B subconjuntos cerrados
de L tales que A \ B = ;. Para cada a 2 A consideramos un intervalo
[a; x(a)) tal que [a; x(a)) \ B = ; y para cada b 2 B consideramos un
intervalo [b; x(b)) tal que [b; x(b)) \ A = ;. De�namos U =

S
a2A[a; x(a))

y V =
S
b2B [b; x(b)); claramente se tiene que A � U y B � V . Obs�ervese

que para cada a 2 A y b 2 B tenemos que [a; x(a)) \ [b; x(b)) = ; pues de
lo contrario tendr��amos que b 2 [a; x(a)) o a 2 [b; x(b)) si a < b o a > b
respectivamente,lo cual no es posible as�� obtenemos que U \ V = ;, por lo
tanto se tiene que L es normal.

Al espacio L del ejemplo anterior se le conoce en la literatura como
la RECTA DE SORGENFREY m�as adelante daremos otra prueba de que
la recta de Sorgenfrey es normal (v�ease la secci�on 1.3). Otros ejemplos
de espacios normales son: cualquier espacio discreto y los IRn para todo
n 2 IN con la topolog��a inducida por la m�etrica Euclidiana, en general todo
espacio m�etrico es normal.

Como es usual en la literatura convendremos en que cualquier ordinal
� es el conjunto de ordinales menores que �. Sea (X: <) un conjunto
lianealmente ordenado �jo, un conjunto A se dice cofinal en X , si A � X
y para todo x 2 X existe a 2 A tal que x � a. La cofinalidad de X se
de�ne como cf(X) = minfj A j: A � X es cofinal en Xg:

Obs�evese que por un proceso similar al del ejemplo anterior se puede
probar que !1 (el primer ordinal no numerable) con la topolog��a del orden
(es decir, los abiertos b�asicos son de la forma (�; �) = f
 2 !1 : � <

 < �g) es normal. En general se puede probar que cualquier espacio
linealmente ordenado es normal (de hecho hereditariamente colectivamente
normal, v�ease [20]).

Ahora mostraremos un espacio que no es normal, pero antes daremos
un lema que nos ser�a de gran ayuda en la construcci�on de tal espacio y en
resultados posteriores.

Lema 1.2.1 ( LEMA DE JONES [1935])
Si X contiene un conjunto denso D y un subespacio S cerrado, discreto con
jSj�2jDj entonces el espacio X no es normal.

DEMOSTRACION:
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Supongamos que X es normal. A�rmamos que para cada T � S, los
subconjuntos T y S n T son cerrados y disjuntos en X .
A�rmaci�on: X n T es abierto en X .

Queremos probar que 8x 2 X n T 9 Vx abierto conteniendo a x tal que
x 2 Vx � X n T , para esto consideramos los siguientes dos casos:

a) Si x 2 X n S � X n T , entonces como S es cerrado se tiene que 9 Vx
tal que x 2 Vx � X n S � X n T . Y por lo tanto concluimos este caso.

b) Si x 2 S entonces como S es discreto y T � S, 9 Vx tal que Vx \S =
fxg y entonces Vx \ T = ;, es decir Vx � X n T con lo cual concluimos que
T es cerrado en X .
An�alogamente se prueba que S n T es cerrado. Por la normalidad existen
abiertos ajenos U(T ) y V (T ) tales que T � U(T ) y S n T � V (T ).

Observaci�on: Si T1; T2 � S y T1 n T2 6= ;, entonces U(T1) \ V (T2) es
un abierto no vac��o en X . Para probar esto, notemos que T1 � U(T1) y
S n T2 � V (T2), as�� que

; 6= T1 n T2 = T1 \ S n T2 � U(T1) \ V (T2):

Por lo tanto U(T1)\V (T2) 6= ; y es claramente, abierto en X , por lo tanto
obtenemos que

; 6= (U(T1) \ V (T2) \D) � U(T1) \D

y

(U(T1) \ V (T2) \D) \ U(T2) \D = ;:

De aqu�� concluimos que si T1 y T2 son subconjuntos distintos de S entonces

U(T1) \D y U(T2) \D

son subconjuntos no vacios distintos en D. Por tanto se tiene que

j P (S) j�j P (D) j;

lo cual es una contradicci�on pues j S j� 2jDj.

Como una aplicaci�on del resultado anterior veamos los siguientes ejem-
plos.

Ejemplo 1.2.2
Plano Radial.

SeaX = IR2. Un subconjunto A deX lo llamaremos radialmente abierto
si contiene un segmento de l��nea abierto en cada direcci�on alrededor de cada
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Figura 1.1: Plano radial

punto a 2 A (v�ease la �gura 1.1). La colecci�on de subconjuntos radial-
mente abiertos constituye una topolog��a �r para X , a la cual llamaremos
topolog��a radial. A (X; �r) se le suele llamar el plano radial. Obs�ervese
que la topolog��a usual de IR2 est�a contenida en la topolog��a radial (esto
es, cualquier abierto usual de IR2 es un abierto radial), y tambi�en que la
topolog��a radial y la topolog��a usual de IR2 no coinciden. Por ejemplo en la
�gura 1.1 se muestran abiertos radiales que no son abiertos usuales de IR2.
Note adem�as que cualquier circunferencia en X es un subespacio cerrado
y discreto (esto es, cualquier punto en la circunferencia tiene una vecindad
abierta que no contiene ning�un otro punto de la circunferencia; ver la �gura
1.2). Sea C una circunferencia, entonces j C j� 2@0 . Ahora, como IQ2 es un
subconjunto denso de X cuya cardinalidad es @0, obtenemos, aplicando el
lema de Jones, que el plano radial no es normal. Sin embargo obs�ervese que
si es T2, T3 y de hecho completamente regular (v�ease la De�nici�on 1.2.2).

Ejemplo 1.2.3
Plano de Moore.

Consideremos ahora el semi-plano superior cerrado

� = f(x; y) 2 IR2 : y � 0g:

De�namos las vecindades b�asicas para cada punto en el semi-plano superior
abierto, como los discos abiertos usuales de IR2; y para los puntos z sobre el
eje X las vecindades b�asicas ser�an fzg[A, donde A es un disco abierto en
el semi-plano superior, tangente al eje X en el punto z, (ver la �gura 1.3).
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Figura 1.2: Un subespacio discreto del plano radial

Figura 1.3: Plano de Moore
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Estas vecindades en el semi-plano superior cerrado generan una topolog��a.
Al espacio � junto con esta topolog��a se le denomina el plano de Moore.
Obs�ervese que en el plano de Moore, el eje X es un subespacio cerrado
discreto y j X j= 2@0 . Y como IQ� IQ+ es un subconjunto denso en � cuya
cardinalidad es @0, obtenemos nuevamente, aplicando el lema de Jones, que
el plano de Moore no es normal. Y al igual que el plano radial, se tiene que
el plano de Moore es T2, T3 y completamente regular.

Algunos resultados interesantes y que nos ser�an de utilidad son los si-
guientes:

Teorema 1.2.1
a) Subespacios cerrados de espacios normales son normales.
b) La imagen continua y cerrada de un espacio normal es normal.

DEMOSTRACION:
a) Si Y es cerrado en X y A;B son subconjuntos cerrados ajenos en

Y , entonces A y B son subconjuntos cerrados ajenos en X . Por lo tanto
existen conjuntos abiertos ajenos U y V tales que A � U y B � V . Resulta
ahora que U \ Y y V \ Y son abiertos ajenos en Y que contienen a A y B
respectivamente. Por lo tanto, Y es un espacio normal.

b) Sup�ongase que X es normal y f : X �! Y continua, sobre y cerrada.
Sean A y B conjuntos cerrados ajenos en Y entonces la imagen inversa de
A y la imagen inversa de B son conjuntos cerrados ajenos en X para los
cuales existen conjuntos abiertos y ajenos U y V en X que los contienen,
respectivamente. Dado que f es cerrada obtenemos que

V1 = Y n f(X n U) y V2 = Y n f(X n V )

son abiertos en Y , y claramente V1 y V2 son ajenos y contienen a A y B
respectivamente. Por lo tanto Y es normal.

Los siguientes dos teoremas son muy importantes, no s�olo en la teor��a
de espacios normales sino que tambi�en en la Topolog��a General. Las de-
mostraciones de estos hechos pueden verse en el Ap�endice.

Teorema 1.2.2 ( LEMA DE URYSOHN )
Un espacio Xes normal si y s�olo si dados dos conjuntos A y B cerrados,
ajenos y no vac��os en X, existe una funci�on continua f : X �! I con
f(A) = f0g y f(B) = f1g.

De�nici�on 1.2.2
Un espacio X es completamente regular si dados un subconjunto cerrado y
no vac��o A y un punto x que no est�e en A, existe una funci�on continua
f : X �! I tal que f(x) = 0 y f(A) = f1g.
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Obs�ervese que como consecuencia del lema de Urysohn se obtiene el
siguiente

Corolario 1.2.1
Cualquier espacio normal y T1 es completamente regular.

Teorema 1.2.3 ( TEOREMA DE EXTENSION DE TIETZE )
Un espacio X es normal si y s�olo si dados un subcojunto cerrado A de X
y una funci�on continua f : A �! IR, existe una extensi�on continua de f a
todo X.

De�nici�on 1.2.3
Una cubierta de un espacio X es una colecci�on U de subconjuntos de X
cuya uni�on es todo X.

Una subcubierta de una cubierta U es una subcolecci�on V de U la cual
es cubierta. Una cubierta abierta es una cubierta cuyos elementos son
conjuntos abiertos. En general cualquier adjetivo aplicado a una cubierta,
signi�car�a que los elementos de la cubierta cumplen con ese adjetivo.

Una cubierta abierta U = fU� : � 2 Ag de X es reducible si existe una
cubierta abierta V = fV� : � 2 Ag tal que V � � U� para cada � 2 A.
Diremos adem�as que V es una reducci�on de U .

Una cubierta U es punto �nita si para cada x 2 X , x est�a en s�olo una
cantidad �nita de elementos de U .

Damos ahora una caracterizaci�on de los espacios normales en t�erminos
de cubiertas reducibles.

Teorema 1.2.4
X es normal si y s�olo si toda cubierta abierta punto �nita es reducible.

DEMOSTRACION:
)) Sea X un espacio normal y sea U = fU� : � 2 �g una cubierta

abierta punto �nita de X , donde � es un ordinal. Ahora construiremos
fV� : � 2 �g por inducci�on trans�nita como sigue: sea

F1 = X n [
[

�>1
(U�)]

Claramente F1 � U1. Ahora por la normalidad de X , existe un conjunto
abierto V1 en X tal que F1 � V1 y V1 � U1. Sup�ongase ahora que V� est�a
bien de�nido para cada � < � y que se cumple que

fV� : � < �g [ fU� : � � �g
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es una cubierta abierta de X . Sea

F� = X n [(
[

�<�
V�) [ (

[

>�

U
)]:

Claramente F� es cerrado y F� � U�. Por la normalidad de X existe
un subconjunto abierto V� de X , tal que F� � V� y V� � U�. Sea

V = fV� : � 2 �g:

Veamos ahora que V es una reducci�on de U . Por la construcci�on de V , lo
�unico que hace falta probar es que V cubre a X . Con este �n, sea x 2 X ,
como U es punto �nita se tiene que x est�a en s�olo una cantidad �nita de
elementos de U , digamos fU�1 ; U�2 ; :::; U�ng. Sea � = maxf�1; :::; �ng.
Ahora x 62 U
 para toda 
 > �, entonces si x 62 V� para toda � < �
tenemos que x 2 F� � V�. Por lo que, en cualquier caso, x 2 V� para
alguna � � �. Por lo tanto V es una reducci�on de U .

() Sean A y B subconjuntos cerrados y ajenos en X , entonces

fX nA;X nBg

es una cubierta abierta punto �nita de X . Obs�ervese que cualquier re-
ducci�on fU; V g de fX nA;X nBg induce una separaci�on para A y B.

1.3 ALGO DE NUMERABILIDAD

En este apartado trataremos tres propiedades topol�ogicas de�nidas en t�er-
minos de @0, y algunas relaciones entre ellas.

De�nici�on 1.3.1
Diremos que X es segundo numerable (o que satisface el segundo axioma
de numerabilidad) si su topolog��a tiene una base numerable.

Algunos ejemplos conocidos de espacios segundo numerables son los es-
pacios Euclidianos IRn o el espacio discreto numerable. Obs�ervese tambi�en
que cualquier espacio discreto de cardinalidad mayor que @0 no es segundo
numerable.

De�nici�on 1.3.2
Un espacio topol�ogico X es separable si X tiene un subconjunto denso nu-
merable (un conjunto D es denso en X si D = X ).

Como IQn es denso en IRn y j IQn j= @0 se tiene que IRn es separable.
El espacio discreto de cardinalidad mayor que @0, no es separable. M�as
adelante veremos que en general, cualquier espacio segundo numerable es
separable.
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De�nici�on 1.3.3
X es de Lindel�of si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta nu-
merable.

Obviamente los espacios discretos numerables tienen la propiedad de
Lindel�of. Y cualquier subespacio de un segundo numerable es de Lindel�of.

Algunos resultados interesantes con respecto a estas propiedades son los
siguientes.

Teorema 1.3.1
a) La imagen continua abierta de un espacio segundo numerable es segundo
numerable
b) Un subespacio de un espacio segundo numerable es segundo numerable.

DEMOSTRACION:
a) Sea f : X �! Y una funci�on continua abierta y sobre. Basta con

mostrar que si B es una base para X entonces f(B) = ff(B) : B 2Bg es
una base para Y .

Con este �n tomamos un conjunto abierto V en Y y sea p 2 V . Sabemos
que f�1(V ) es un abierto de X . Si q 2 f�1(p) � f�1(V ), entonces para
alg�un elemento b�asico B 2B tenemos que q 2 B � f�1(V ). Por lo cual
p 2 f(B) � V . Es decir, f(B) forma una base para Y .

b) Basta observar que si B es una base para X y S � X entonces
fV \ S : V 2Bg es una base para S.

Teorema 1.3.2
a) La imagen continua de un espacio separable es separable.
b) Subespacios de espacios separables no son necesariamente separables. Sin
embargo un subespacio abierto de un espacio separable es separable.

DEMOSTRACION:
a) Basta con observar que una funci�on continua y sobre manda subcon-

juntos densos de X en subconjuntos densos de Y .
b) El plano de Moore � (v�ease el ejemplo 1.2.4) es separable pues IQ� IQ

es denso en �el, mientras que el eje X en � no lo es.

Teorema 1.3.3
a) La imagen continua de un espacio de Lindel�of es de Lindel�of.
b) Subespacios cerrados de un espacio de Lindel�of son de Lindel�of, y subes-
pacios arbitrarios de espacios Lindel�of no son necesariamente Lindel�of.

DEMOSTRACION:
a) Sup�ongase que f : X �! Y es continua y sobre. Sup�ongase adem�as

que X es de Lindel�of. Sea fU� : � 2 Ag una cubierta de Y entonces
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ff�1(U�) : � 2 Ag es una cubierta abierta de X de la cual podemos
extraer una subcubierta numerable ff�1(U�i) : i 2 INg. La colecci�on
fU�i : i 2 INg es una subcubierta numerable de fU� : � 2 Ag para Y .

b) Sup�ongase que F es cerrado en X y que X es de Lindel�of. Sea
fU� : � 2 Ag una cubierta abierta de F . Consideremos para cada � un
subconjunto abierto V� en X para el cual V� \ F = U�. Entonces fX n Fg
y los conjuntos V� forman una cubierta abierta de X de la cual podemos
extraer una subcubierta numerable fV�i : i 2 INg [ fX n Fg. As�� los
correspondientes fU�i : i 2 INg cubren a F y forman una subcubierta
numerable de fU� : � 2 Ag para F .

Teorema 1.3.4
Si X es segundo numerable,entonces X es
a) Lindel�of y
b) separable.

DEMOSTRACION:
a) Sea B una base numerable para X . Sup�ongase que U es una cubierta

abierta de X . Para cada U 2 U y cada x 2 U existe alg�un Bx;U 2B tal que
x 2 Bx;U � U . Ahora consideremos B0 = f Bx;U : x 2 U , U 2 U g. Dado
que B0 �B se tiene que B0 es numerable digamos B0 = fBi : i 2 INg. Para
cada n 2 IN existe xn 2 X , Un 2 U tal que Bn = BXn;Un . A�rmamos que
V = fUi : i 2 INg es una subcubierta numerable de U . Es claro que V es
una subfamilia de U , por lo que s�olo falta probar que es cubierta. Para tal
efecto sea x 2 X , como U es cubierta existe U 2 U tal que x 2 U entonces
x 2 Bx;U 2 B0 as�� que Bx;u = Bn = Bxn;Un esto para alguna n 2 IN , dado
que xn 2 Bn � Un se concluye que x 2 Un. Por lo tanto V es cubierta.

b) Sea B = fBigi2IN una base numerable y elijamos un punto xi 2 Bi

para cada i 2 IN . Es claro que fxi : i 2 INg es denso.

Considero importante que nos detengamos en este momento a analizar
un poco m�as las propiedades de la recta de Sorgenfrey (v�ease el ejemplo
1.2.1). Demostraremos primero que tiene la propiedad de Lindel�of. Para
probar esto mostraremos un resultado a�un m�as general.

Teorema 1.3.5
Sea A una familia arbitraria de intervalos de IR, entonces existe una sub-
familia numerable B de A tal que

S
A =

S
B.

DEMOSTRACION:
Sea A una familia arbitraria de intervalos en IR. Consideremos

A0 =
[
fA� : A 2 Ag:
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Sea C = (
S
A) nA0

A�rmaci�on: C es numerable .
Sea x 2 C entonces existe Ax 2 A tal que x 2 Ax. Consideremos ahora

Hx la componente de A0 que contiene a A�
x. Entonces x es punto frontera

de Hx pues x 2 Hx nHx. As�� C est�a contenido en el conjunto de puntos
frontera de A0. Como las componentes de A0 son abiertas, mutuamente
ajenas y cada componente tiene por lo menos un racional entonces A0 no
tiene m�as componentes que racionales, por lo que C es numerable.

Como IR es segundo numerable, A0 se puede poner como una uni�on
numerable de intervalos abiertos donde cada uno de estos intervalos est�a
contenido en alg�un elemento de A entonces existe B1 � A tal que B1 es
numerable y

A0 =
[
fA� : A 2 B1g:

Ahora sea B2 una subfamilia numerable de A tal que C �
S
B2 por

tanto considerando B = B1 [ B2 concluimos el teorema.

Otra propiedad importante que tiene la recta de Sorgenfrey, es que es
separable, de hecho

Proposici�on 1.3.1
La recta real y la recta de Sorgenfrey tienen los mismos subconjuntos densos.

DEMOSTRACION:
Si A es un subconjunto de L que no es denso en L, existen a; b 2 IR con

a < b tal que A \ [a; b) = ; por tanto A \ (a; b) = ; y as�� A no ser��a denso
en IR.

Ahora si A no es denso en IR existen a; b 2 IR con a < b tales que
A \ (a; b) = ;, por lo tanto A \ [(a + b)=2; b) = ; y entonces A no ser��a
denso en L

Parece ser que la recta de Sorgenfrey y la recta real, tienen las mismas
propiedades, pero en realidad esto no sucede pues la recta de Sorgenfrey no
es segundo numerable mientras que la recta real si.

Para ver la a�rmaci�on anterior, probaremos el siguiente resultado .

Proposici�on 1.3.2
Cada base de la recta de Sorgenfrey tiene por lo menos tantos elementos
como n�umeros reales.

DEMOSTRACION:
Sea B una base de L. Para cada a 2 IR, podemos escoger Ba 2B tal

que a 2 Ba � [a; a+ 1), as�� podemos considerar una funci�on f : IR �! B
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tal que a cada a 2 IR le asigna Ba. Claramente esta funcion es inyectiva
pues, para cada a 2 IR, a es el primer elemento de Ba y un subconjunto de
IR no puede tener mas de un primer elemento.

Con los resultados anteriores concluimos que la recta de Sorgenfrey, es
de Lindel�of, separable pero no segundo numerable.

En la secci�on (1.6) se demostrar�a que todo espacio Lindel�of y regular
es normal. Y as�� obtenemos otra prueba de que la recta de Sorgenfrey es
normal.

1.4 ESPACIOS COMPACTOS

De�nici�on 1.4.1
Un espacio X es compacto si cada cubierta abierta tiene una subcubierta
�nita.

El ejemplo m�as com�un de espacio compacto que nos podemos encontrar
en la literatura es el intervalo I=[0,1] con la topolog��a inducida por la recta
real. As�� tambi�en el ejemplo m�as com�un de un espacio que no es compacto
es la recta real con su topolog��a usual.

Teorema 1.4.1
a) Todo subconjunto cerrado de un espacio compacto es compacto.
b) Todo subconjunto compacto de un espacio de Hausdor� es cerrado.

DEMOSTRACION:
a) Si A es un cerrado en un conjunto compacto X y U es una cubierta

abierta de A entonces para cada U 2 U podemos encontrar un conjunto
abierto VU en X tal que VU \A = U . Ahora fX nAg[fVU : U 2 Ug es una
cubierta abierta deX y como �este es compacto, entonces podemos encontrar
una subcubierta �nita. De la intersecci�on con A de esta subcubierta �nita
se obtiene una subcubierta �nita de U para A.

b) Sup�ongase que A es un subcojunto compacto de un espacio Hausdor�
X . Para demostrar que A es cerrado probaremos que el complemento es
abierto. Sea y 2 X n A. Entonces para cada x 2 A, existen vecindades
abiertas Ux y Vx de x y y respectivamente tales que Ux \ Vx = ;. As��
U = fUx : x 2 Ag forma una cubierta abierta de A y como �este es compacto,
existe una subcubierta �nita de U , digamos fUx1 ; Ux2 ; :::; Uxng. Sea U =Sn
i=1 Uxi y V =

Tn
i=1 Vxi , por lo tanto A � U y y 2 V y evidentemente

V \ A = ;. Como V es un abierto tal que y 2 V � X nA, concluimos que
A es cerrado.
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Obs�ervese que la prueba anterior nos dice a�un m�as; nos est�a diciendo que
en un espacio de Hausdor� un subconjunto compacto, puede ser separado
de un punto en el complemento, esto es, (dado un compacto A en un espacio
de Hausdor� X y un punto y 62 A existen vecindades abiertas ajenas U y
V de A y y respectivamente).

Algunos hechos importantes sobre subconjuntos compactos son los si-
guientes.

Teorema 1.4.2
Subconjuntos compactos y ajenos en un espacio de Hausdor� pueden ser
separados por conjuntos abiertos ajenos.

DEMOSTRACION:
La prueba es similar a la hecha en la parte (b) del teorema anterior.

Obs�ervese que desde el punto de vista de la separaci�on, los conjuntos
compactos se comportan como puntos. Por lo tanto tambi�en podemos con-
cluir que

todo espacio compacto y Hausdorff es normal:

Teorema 1.4.3
La imagen continua de un espacio compacto es compacto

DEMOSTRACION:
Sup�ongase que X es un compacto y que f : X �! Y es continua y

sobre. Si U es una cubierta abierta de Y entonces ff�1(U) : U 2 Ug es
una cubierta abierta de X , y como X es compacto existe una subcubierta
�nita, digamos ff�1(U1); :::; f�1(Un)g. Dado que f es sobre, la familia
fU1; :::; Ung cubre a Y . Concluimos que Y es compacto.

Uno de los teoremas m�as importantes sobre compacidad es el siguiente
resultado de Tychono�; la demostraci�on se anexa en el Ap�endice.

Teorema 1.4.4 ( TYCHONOFF )
Un producto de espacios topol�ogicos no vac��o es compacto si y s�olo si cada
factor es compacto.

1.5 ESPACIOS PARACOMPACTOS

Los espacios paracompactos fueron introducidos por primera vez en 1944
por Diudonn�e como una generalizaci�on natural de los espacios compactos.
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De�nici�on 1.5.1
Si U y V son cubiertas de X, decimos que U re�na a V (U � V) si cada
U 2 U est�a contenido en alg�un V 2 V (as�� decimos que U es un re�namiento
de V).

De�nici�on 1.5.2
Una colecci�on U de subconjuntos de X es localmente �nita si cada x 2
X tiene una vecindad abierta que s�olo intersecta una cantidad �nita de
elementos de U .

De�nici�on 1.5.3
Una colecci�on V de subconjuntos de X es �-localmente �nita si V se puede
expresar en la forma V =

S
i2INVi en donde cada Vi es una colecci�on local-

mente �nita en X.

Lema 1.5.1
Si fA�g�2� es una colecci�on localmente �nita de conjuntos en X entonces
tambi�en lo es fA�g�2�.

DEMOSTRACION:
Fijemos p 2 X . Podemos encontrar una vecindad abierta U de p tal que

U \A� = ; excepto para una cantidad �nita de �0s. Entonces U \A� = ;
excepto para esos mismos �0s, con lo que se establece el lema.

Lema 1.5.2
Si fA�g�2� es una colecci�on localmente �nita de conjuntos, entonces

[
A� =

[
A�:

En particular la uni�on de una colecci�on localmente �nita de conjuntos ce-
rrados es un conjunto cerrado.

DEMOSTRACION:
Claramente

S
A� �

S
A�. Para probar la otra contenci�on sea p 2S

A�, entonces alguna vecindad de p intersecta s�olo una cantidad �nita
de los conjuntos A�, digamos fA�1 ; :::; A�ng. Dado que toda vecindad de
p intersecta a

S
A� entonces toda vecindad de p debe de intersectar a

A�1 [ ::: [ A�n entonces

p 2 A�1 [ ::: [ A�n = A�1 [ ::: [A�n :

Por lo que, para alguna k, p 2 A�k . As�� se establece la otra contenci�on
y por tanto el lema.
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De�nici�on 1.5.4
Un espacio Hausdor� X es paracompacto si cada cubierta abierta de X
tiene un re�namiento abierto localmente �nito.

De manera m�as general, sea k un cardinal. Decimos que un espacio
Hausdor� X es k�paracompacto si cualquier cubierta abierta de cardinal-
idad k tiene un re�namiento abierto localmente �nito.

Evidentemente los espacios discretos son paracompactos. Durante el
desarrollo de este trabajo se mostrar�an m�as ejemplos de espacios paracom-
pactos y de espacios que no lo son.

Teorema 1.5.1
Para un espacio T3 X los siguientes enunciados son equivalentes:
a) X es paracompacto.
b) Cada cubierta abierta de X tiene un re�namiento abierto �-localmente
�nito.
c) Cada cubierta abierta tiene un re�namiento localmente �nito (no nece-
sariamente abierto).
d) Cada cubierta abierta tiene un re�namiento cerrado localmente �nito.

DEMOSTRACION:
(a)) (b) Es claro puesto que una cubierta localmente �nita es �-local-

mente �nita.
(b) ) (c) Sea U una cubierta abierta. Por hip�otesis existe un re�-

namiento abierto V de U tal que V =
S
n2INVn donde cada Vn es una

colecci�on localmente �nita de conjuntos abiertos, digamos Vn = fV n
b :

b 2 Bng para cada n. Sea Wn =
S
bV

n
b . Entonces fW1;W2; :::g cubre

a X . De�namos An = Wn � (
S
i<nWi), entonces fAn : n 2 INg es un

re�namiento localmente �nito de fWn : n 2 INg, ahora consideremos fAn\
V n
b : n 2 IN; b 2 Bng, esta familia es un re�namiento localmente �nito de
V y entonces de U .

(c) ) (d) Sea U una cubierta abierta de X , para cada x 2 X �jamos
una Ux en U tal que x 2 Ux y por la regularidad podemos encontrar una
vecindad abierta Vx tal que x 2 Vx � Vx � Ux. Ahora fVx : x 2 Xg es
una cubierta de X y por hip�otesis tiene un re�namiento localmente �nito
fA
 : 
 2 �g, entonces fA
 : 
 2 �g es todav��a localmente �nita, esto
por el lema 1.5.1. Como para cada 
, si A
 � Vx entonces A
 � Vx � U
para alguna U 2 U se sigue que fA
 : 
 2 �g es un re�namiento cerrado
localmente �nito de U .

(d)) (a) Sean U una cubierta abierta deX y V un re�namiento cerrado
localmente �nito. Para cada x 2 X sea Wx una vecindad de x que s�olo
intersecta una cantidad �nita de V 2 V . Ahora sea A un re�namiento
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cerrado localmente �nito de fWx : x 2 Xg. Para cada V 2 V , sea

V � = X n
[
fA 2 A : A \ V = ;g

entonces V � V � y fV � : V 2 Vg es una cubierta abierta (los conjun-
tos V � son abiertos por el lema 1.5.2) y es adem�as localmente �nita, pues
consideremos x 2 X , existe entonces una vecindad U de x que s�olo inter-
secta fA1; A2; :::; Ang de A, pero siempre que U \ V � 6= ; tenemos que
Ak\V � 6= ; para alguna k = 1:2; :::; n lo cual implica que Ak\V 6= ;, dado
que ak intersecta s�olo una cantidad �nita de V debemos entonces tener
que U \ V � = ; para todos excepto una cantidad �nita. Ahora para cada
V 2 V �jamos UV 2 U tal que V � UV y formamos el conjunto UV \ V �.
La colecci�on de conjuntos

fUV \ V
� : V 2 Vg

sirven como un re�namiento abierto localmente �nito de U .

Un resultado de gran importancia debido a A.H. STONE, que subraya
la importancia de la clase de espacios paracompactos y cuya demostraci�on
desarollamos en el Ap�endice es el siguiente.

Teorema 1.5.2 (A.H. STONE)
Todo espacio m�etrico es paracompacto.

1.6 MAS DE ESPACIOS NORMALES.

En este apartado, daremos algunas relaciones que consideramos impor-
tantes para nuestros �nes, entre espacios de Lindel�of, paracompactos y
normales.
Comenzaremos diciendo que:

Teorema 1.6.1
Todo espacio T3 y de Lindel�of es paracompacto.

DEMOSTRACION:
Esto es claro puesto que una subcubierta numerable es un re�namiento

�-localmente �nito y aplicando el teorema 1.5.1 concluimos el resultado.

Otro hecho importante es el siguiente:

Teorema 1.6.2
Todo espacio paracompacto es normal.
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DEMOSTRACION:
Sea X un espacio paracompacto. Primero estableceremos la regularidad

del espacio X . Sup�ongase que A es un conjunto cerrado en X , y sea x 62 A.
Para cada y 2 A consideremos un abierto Vy que contiene a y y tal que
x 62 V y. Entonces, la colecci�on fVy : y 2 Ag junto con el conjunto X n A,
forman una cubierta abierta U de X .

Sea W un re�namiento abierto localmente �nito de U y sea

V =
[
fW 2 W :W \ A 6= ;g:

Entonces V es un abierto que contiene a A y

V =
[
fW 2 W :W \ A 6= ;g:

Pero cada conjunto W que intersecta a A est�a contenido en alguna Vy,
por lo cual cada W est�a contenido en alg�un V y, as�� que V no contiene a
x. Entonces x 62 V , con lo cual concluimos que x y A est�an separados por
conjuntos abiertos en X .

Ahora sup�ongase que A y B son subconjuntos cerrados disjuntos en
X . Por la regularidad, para cada y 2 A podemos encontrar un abierto Vy
tal que y 2 Vy y V y \ B = ;. Y por un proceso an�alogo al que se uso
para demostrar la regularidad del espacio, podemos encontrar un conjunto
abierto V tal que A � V y V \B = ;. Por lo tanto X es normal.

Como consecuencia de los dos teoremas anteriores obtenemos el siguien-
te

Corolario 1.6.1
Todo espacio T3 y de Lindel�of es normal. En particular, cualquier espacio
compacto y T2 es normal.

Un conjunto de cardinalidad mayor que @0 con la topolog��a discreta es
un ejemplo de un espacio paracompacto que no es de Lindel�of. M�as adelante
en el cap��tulo tres veremos un ejemplo de un espacio normal que no es
paracompacto. En el diagrama de la �gura 1.4 se muestran en la clase de los
espacios T3, las relaciones entre espacios Lindel�of, paracompactos, normales
y otras clases de espacios que tambien son tratados en este trabajo.

1.7 TOPOLOGIA PRODUCTO

En esta secci�on estudiaremos algunos aspectos de la topolog��a producto y
aparecer�a la motivaci�on para el desarrollo de este trabajo.
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Figura 1.4: Relaciones en espacios T3
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En lo sucesivo
Q

�2J X� denotar�a el producto cartesiano de los espacios
topol�ogicos no vacios X� con � 2 J

Y
�2J

X� = ff : J �!
[
�2J

X� : f(�) 2 X�g:

Tambi�en denotaremos por

�� :
Y
�2J

X� �! X�

a la proyecci�on en el �-�esimo factor,es decir ��(f) = f(�).
Comenzamos con la de�nici�on de topolog��a producto.

De�nici�on 1.7.1
Sea fX� : � 2 Jg una familia de espacios topol�ogicos. La topolog��a de
Tychono� o topolog��a Producto sobre

Q
�2J X� es obtenida tomando como

base de los conjuntos abiertos a los conjuntos de la forma
Q

�2J U� donde
a) U� es abierto en X� para cada � 2 J , y
b) para todo � 2 J excepto una cantidad �nita de ��ndices, U� = X�.

Obs�ervese que el conjunto
Q

�2J U�, donde U� = X� excepto para
� = �1; �2; :::; �n, puede ser escrito como

��1
�1(U�1) \ ::: \ ��n

�1(U�n):

Cuando se toma como base de los conjuntos abiertos a los conjuntos de
la forma

Q
�2J U� donde U� es abierto de X� para cada � 2 J , se obtiene

la llamada topolog��a de la caja, a
Q

�2J X� junto con esta topolog��a es
usual llamarle producto caja.

Unos teoremas importantes para nuestros �nes son los siguientes.

Teorema 1.7.1
La �-�esima proyecci�on �� :

Q
�2J X� �! X� es continua y abierta.

DEMOSTRACION:
Sea �� :

Q
�2J X� �! X� y sea U� un abierto de X� entonces por

de�nici�on ��1� (U�) es un abierto sub�asico de
Q

�2J X� por lo que se con-
cluye que �� es continua.

Para probar que �� es abierta basta con probar que la imagen de un
abierto b�asico es un abierto. Sea U =

Q
�2J U� donde U� = X� excepto

para � = �1; �2; :::; �n. Entonces ��(U) = U� que claramente es abierto
con lo que concluimos la prueba del teorema.
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Teorema 1.7.2
f : X �!

Q
�2J X� es continua si y solo si �� � f es continua para cada

�.

DEMOSTRACION:
)) Esta implicaci�on es clara, pues la composici�on de funciones continuas

es continua.
() Supongamos que �� � f es continua para cada � 2 J . Como los

conjuntos de la forma ��
�1(U�) con � 2 J y donde U� es un subcon-

junto abierto de X�, forman una subase para la topolog��a producto, y
f�1(��

�1(U�)) = (�� � f)�1(U�) concluimos que f es continua.

El siguiente teorema es el resultado que dio la motivaci�on a esta tesis.

Teorema 1.7.3
a) Un producto de espacios T2 (o de Hausdor�) es T2 si y s�olo si cada
factor lo es.
b) Un producto de espacios regulares (T3) es regular (T3) si y s�olo si cada
factor lo es.
c) Un producto de espacios completamente regulares (o de Tychono�) es
completamente regular si y s�olo si cada factor lo es.
d) Un producto de espacios normales no es necesariamente un espacio nor-
mal.

DEMOSTRACION:
S�olo se har�a la demostraci�on de (c). El siguiente cap��tulo estar�a dedi-

cado a probar (d).
demostraci�on de (c). )) Como cada factor de un subespacio del pro-

ducto es homeomorfo a un subespacio de �este, entonces evidentemente cada
factor es completamente regular.

() Es su�ciente mostrar que para todo punto x = (xs) 2
Q

s2S Xs y
toda vecindad V de x de la forma ��1s0 (Ws0 ) donde Ws0 es un abierto de
Xs0 existe una funci�on continua

f :
Y
s2S

Xs �! I

tal que f(x) = 0 y f(y) = 1 para todo y 2
Q

s2S Xs n V . Con este �n
consideremos f = f0 � �s0 donde f0 : Xs0 �! I satisface f0(xs0) = 0 y
f0(Xs0 nWs0 ) � f1g.

Quiz�a usted amable lector se pregunte, porqu�e este teorema es la moti-
vacion para la realizaci�on de este trabajo. La respuesta es muy sencilla, ya
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que este resultado nos est�a diciendo que el producto topol�ogico se comporta
-BIEN- con los primeros axiomas de separaci�on m�as no as�� con el axioma
de normalidad como se ver�a en el siguiente cap��tulo.

1.8 LEMADE ALEXANDROFF-URYSOHN

Esta secci�on se enuncia el LEMA DE ALEXANDROFF - URYSOHN el
cual nos ser�a de gran utilidad en resultados posteriores, concretamente en
el cap��tulo dos, ejemplos 3 y 5. La demostraci�on de este lema ser�a omitida
por ser un resultado propio de la teor��a de conjuntos, este resultado puede
verse m�as ampliamente en [9] (pag, 79).

De�nici�on 1.8.1
Sea M un conjunto de ordinales.
Una funci�on f : M �! OR se dice regresiva si para todo " 2 M n f0g
f(") < " y f(0) = 0 si 0 2M .

Donde OR es la clase de ordinales.

Lema 1.8.1 (ALEXANDROFF - URYSOHN)
Si f : !1 �! !1 es regresiva, entonces existe "0 < !1 tal que

j f�1("0) j= !1:

Decimos que un ordinal � es regular si � = cf(�) y diremos que es
singular si � > cf(�). El lema de ALEXANDROFF - URYSOHN puede
ser generalizado como sigue

Lema 1.8.2
Sea f : � �! � una funci�on regresiva.
a) Si � es regular entonces existe " < � tal que j f�1(") j= �.
b) Si � es singular entonces para todo � < � existe " < � tal que j f�1(") j>
�.
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CAPITULO 2

EJEMPLOS

En el cap��tulo anterior vimos que el producto de espacios regulares, comple-
tamente regulares y de Hausdor� son nuevamente regulares, completamente
regulares y de Hausdor�, respectivamente. Sin embargo el producto de es-
pacios normales, paracompactos o de Lindel�of no necesariamente conservan
la propiedad corespondiente.

En el siguiente ejemplo mostraremos que el cuadrado de un espacio de
Lindel�of no tiene por que ser de Lindel�of.

Ejemplo 1 (SORGENFREY [1948])
El cuadrado de la recta de SORGENFREY no es normal

DEMOSTRACION:
Consideremos la recta de Sorgenfrey L y consideremos D = f(x;�x) :

x 2 IRg. Obs�ervese que D es un subconjunto cerrado y discreto de L � L

(v�ease la �gura 2.1) y adem�as j D j=j IR j. Como IQ es denso en L, entonces
IQ � IQ es denso en L � L y adem�as j IQ � IQ j= @0. Por lo tanto, como
j D j� 2@0 , aplicando el lema de Jones concluimos que L � L no es normal.

Como L es hereditariamente de Lindel�of (teorema 1.3.5) se sigue que el
cuadrado de un espacio hereditariamente de Lindel�of no necesariamente es
de Lindel�of.

Ahora probaremos que el producto no numerable de espacios m�etricos
no es necesariamente normal.

Ejemplo 2 (STONE [1948])
El producto cartesiano IN@1 no es normal.

DEMOSTRACION:

25
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Figura 2.1: Plano de Sorgenfrey

Sea IN@1 =
Q

s2SINs , donde j S j= @1 y IN es el conjunto de los
naturales con la topolog��a discreta. Para cada S0 � S denotemos por PS0
la proyecci�on de

Q
s2SINs sobre

Q
s2S0

IN s, es decir

PS0 :
Y

s2S
INs �!

Y
s2S0

INs

y

PS0(f) = (f(s))s2S0 = f jS0 :

Ahora consideremos los conjuntos

A1 = f(Js)s2S 2
Y

s2S
INs : 8n 6= 1; j fs 2 S : Js = ng j� 1g

A2 = f(Js)s2S 2
Y

s2S
INS : 8n 6= 2; j fs 2 S : Js = ng j� 1g

A�rmaci�on 2.2.1 : A1 \ A2 = ;.
En efecto, ya que suponer que existe (Js)s2S 2 A1 \ A2 implica que

cualquier n�umero natural aparece a lo m�as una vez. Como j S j= @1, esto
no puede suceder; por lo tanto se tiene que A1 \ A2 = ;.
A�rmaci�on 2.2.2: Ai es cerrado para i = 1; 2.

Basta probarlo para A1 (la prueba para A2 es an�aloga). Con este �n,
probaremos que

Q
s2SIN s nA1 es abierto.

Sea p 2
Q

s2SINs nA1 , p = (Js)s2S . Como p 62 A1, existe n 2 IN n 6= 1
y s1; s2 2 S tal que s1 6= s2 y Js1 = Js2 = n. Ahora consideremos el abierto
b�asico V =

Q
s2SWs donde Ws = IN 8s 2 S n fs1; s2g y Ws1 =Ws2 = fng.

As�� claramente p 2 V �
Q

s2SINs nA1. Por lo tanto A1 es cerrado.
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Ahora vamos a demostrar que para cualquier abierto U que contiene a
A1 se tiene que U \ A2 6= ;. Sea U un conjunto abierto que contiene a
A1, y consideremos el punto x1 2 A1 tal que todas sus coordenadas son
iguales a 1. Entonces x1 2 A1 � U , por lo que existe un elemento b�asico
V1 tal que x1 2 V1 � U , donde V1 = PS1

�1(W1), S1 � S �nito y W1 es un
subconjunto abierto de

Q
s2S1

INs. Supongamos que

P�1
S1

(PS1(x1)) � P�1
S1

(W1) = V1 � U

y que S1 = fs1; s2; :::; sn1g. Ahora de�namos x2 2 A1 como sigue: x2 =
(Js)s2S donde Psn(x2) = n para n = 1; 2; ::; n1 y Ps(x2) = 1 si s 62 S1. Esto
implica que x2 2 A1 � U ; por lo cual existe un elemento b�asico V2 tal que
x2 2 V2 � U donde V2 = PS2

�1(W2), S2 � S �nito, S1 � S2 y W2 es un
subconjunto abierto de

Q
s2S2

INs. Supongamos que

P�1
S2

(PS2(x2)) � P�1
S2

(W2) = V2 � U

y que S2 = fs1; s2; :::; sn2g. As�� por inducci�on podemos obtener puntos
x1; x2; x3; ::: y subconjuntos �nitos S1 � S2 � S3 � :::. Ahora considere-
mos el conjunto fy1; y2; y3; :::g donde Ps(yi) = Ps(xi), si s 2 Si y Ps(yi) = 2
para s 62 Si.
A�rmaci�on 2.2.3: fy1; y2; :::g � U .

Sea yi 2 fy1; y2; ::g. Como Ps(yi) = Ps(xi) para s 2 Si y Ps(yi) = 2
para s 62 Si, entonces

P�1
Si

(PSi(yi)) = P�1
Si

(PSi(xi)) � P�1
Si

(Wi) = Vi � U:

Por lo tanto yi 2 U . Ahora sea S0 =
S
i2IN Si de�namos y 2

Q
s2S INs de

tal manera que Psn(y) = n si sn 2 S0 y Ps(y) = 2 si s 62 S0. claramente
y 2 A2 .
A�rmaci�on 2.2.4: y 2 U .
En efecto, sea V un abierto b�asico que contiene a y entonces V =

Q
s2SWs

donde Ws = IN para todo s 2 S n S� donde S� � S es �nito y Ws es un
abierto de IN que contiene a Ps(y) si s 2 S�. Obs�ervese que existe k 2 IN
tal que S� � fs1; s2; :::; skg, por lo que fyk+1; yk+2; :::g � V . Por lo tanto
y 2 U . As�� U \ A2 6= ;, con lo que se concluye que IN@1 no es normal.

Ejemplo 3 (DIEUDONNE [1939])
El producto de un espacio normal y un espacio compacto no necesariamente
es normal: el producto [0; !1)� [0; !1] no es normal.

DEMOSTRACION:
Recordemos que !1 es el primer ordinal no numerable y que todo espacio

l��nealmente ordenado, con la topolog��a del orden, es normal; por lo tanto
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Figura 2.2: El plano [0; !1)� [0; !1]

[0; !1) es normal.
A�rmaci�on 2.3.1: [0; !1] es compacto

Sea U una cubierta abierta de [0; !1]; sea �1 el elemento m�as peque~no de
[0; !1] tal que (�1; !1] est�a contenido en alg�un elemento U1 2 U . Si �1 6= 0;
sea �2 el elemento m�as peque~no de [0; !1] tal que (�2; �1] est�a contenido en
alg�un elemento U2 2 U . Continuando con este proceso obtenemos que para
alguna n, �n = 0, pues en otro caso, podr��amos tener una sucesi�on �1 >
�2 > ��� lo cual contradice el buen orden de [0; !1]. Entonces fU1; U2; :::; Ung
es una subcolecci�on de U que cubre a [0; !1] excepto posiblemente, al 0. Por
lo que una subcolecci�on de (n+1)-elementos de U cubren a [0; !1] y por lo
tanto [0; !1] es compacto.
A�rmaci�on 2.3.2: [0; !1)� [0; !1] no es normal.
Consideremos

K0 = f(�; �) : � < !1g y K1 = f(�; !1) : � < !1g:

Claramente los conjuntos K0 y K1 son ajenos (v�ease la �gura 2.2).
A�rmaci�on 2.3.2.1: K0 y K1 son cerrados.
Probaremos que K1 es cerrado; para esto consideremos p 62 K1 entonces
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p = (�; �) donde �; � < !1 entonces existen a1; a2; b1; b2 < !1 tales que
� 2 (a1; a2) � [0; !1) y � 2 (b1; b2) � [0; !1) tal que (a1; a2) � (b1; b2) es
un abierto de [0; !1)� [0; !1] que contiene a p y no intersecta a K1, por lo
tanto se concluye que K1 es cerrado. Dado que K0 es una diagonal y los
espacios son Hausdor� se tiene K0 cerrado.

Ahora sup�ongase que U0 y U1 son subconjuntos abiertos de [0; !1) �
[0; !1] tales que K0 � U0 y K1 � U1.
Para cada � < !1, (�; �) 2 K0 � U0. Como U0 es abierto existe un
elemento f(�) 2 � tal que (f(�); �] � (f(�); �] � U0 entonces por el lema
de ALEXANDROFF - URYSOHN (ve�ase la secci�on 1.8) existe un �0 < !1
tal que f(�) = �0 para una cantidad no numerable de � en !1. Entonces
el punto (�0 + 1; !1) est�a en la cerradura de U0, y dado que est�a en K1

obtenemos que U0 y U1 no son ajenos. Con lo que concluimos que [0; !1)�
[0; !1] no es normal.

Lema 2.0.3
Sea X un espacio topol�ogico y sea B � X tal que X n B es numerable,
si n 2 IN entonces Xn n Bn es la uni�on de una cantidad numerable de
subconjuntos, cada uno de los cuales es un retracto de Xn y es homeomorfo
a Xn�1.

DEMOSTRACION:
Para cada i � n y cada a 2 X nB sea

Zi;a = fx 2 Xn : xi = ag:

Entonces claramente tenemos que hay una cantidad numerable de tales
Zi:a, as�� como tambi�en es claro que cada Zi;a es homeomorfo a Xn�1 y que
son retractos de Xn. Obs�ervese que

Xn nBn =
[

Zi;a

donde i = 1; 2; :::n, y a 2 X nB.

Lema 2.0.4
Si f : X �! Y es una funci�on continua y suprayectiva. Sea W = fWs :
s 2 Sg una colecci�on localmente �nita de subconjuntos en Y , entonces
ff�1(W ) :W 2 Wg es localmente �nita en X.

DEMOSTRACION:
Sea x 2 Xn. Entonces existe un abierto A en Y tal que f(y) 2 A y

j fs 2 S : A \Ws 6= ;g j< @0:
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De�nimos C = f�1(A) entonces C es un abierto que contiene a x, y si
C \ f�1(Ws) 6= ; entonces f(C \ f�1(Ws)) 6= ;; por lo que

; 6= f(C \ f�1(Ws)) � f(f�1(Ws)) \ f(C) �Ws \ A:

Es decir
j fs 2 S : f�1(Ws) \ C 6= ;g j< @0:

Con lo que se concluye la a�rmaci�on.

Teorema 2.0.1
Si X es un espacio T3 con a lo m�as una cantidad numerable de puntos no
aislados, entonces Xn es paracompacto para todo n 2 IN .

DEMOSTRACION: (por inducci�on)
Denotemos al conjunto de puntos aislados de X por B.

Probaremos el resultado para n = 1.
Con este �n, sea U una cubierta abierta de X . Como X n B es numerable
podemos suponer que X n B = fxn : n < !g, entonces sea Un 2 U tal que
xn 2 Un esto para toda n 2 IN . Ahora sea Un = fUng y sea

U0 = ffxg : x 62
[
n2IN

Ung:

Entonces

U 0 =
1[
n=0

Un

es un re�namiento abierto � - localmente �nito de U . Por el teorema 1.5.1,
X es paracompacto.

Ahora supongamos que Xn�1 es paracompacto y probaremos que Xn

es paracompacto.
Sea U = fU� : � 2 �g una cubierta abierta de Xn.

A�rmaci�on: U tiene un re�namiento abierto �-localmente �nito.
Por el lema 2.0.3 existen retractos Zj (con j 2 IN) de Xn los cuales son

homeomorfos a Xn�1 satisfaciendo

Xn nBn =
[
j2IN

Zj

para cada j 2 IN . Sea rj : X
n �! Zj una retracci�on (esto es, rj es continua

y deja �jos a los elementos de Zj).
Por nuestra hip�otesis inductiva cada Zj es paracompacto, y para cada j 2
IN , Uj = fU� \ Zj : � 2 �g es una cubierta abierta de Zj .
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Para j 2 IN , sea Vj = fVs : s 2 Sjg un re�namiento abierto localmente
�nito de Uj . Ahora para cada s 2 Sj existe �(s) 2 � tal que Vs � U�(s).

Tomemos Ws = r�1j (Vs) \ U�(s). Por el lema anterior tenemos que

fr�1j (Vs) : Vs 2 Vjg

es una colecci�on localmente �nita en Xn.
As�� que Wj = fWs : s 2 Sg es una colecci�on localmente �nita de

subconjuntos abiertos en Xn.
Ahora sean

W 0 =
[1

j=1
Wj ; y

W0 = ffxg : x 62
[
W 0g:

Entonces
W =

[1

j=0
Wj

es una cubierta abierta de Xn � - localmente �nita que re�na a U .
Dado que X es T3, X

n es paracompacto, con lo que completamos la
demostraci�on.

Ejemplo 4 (MICHAEL [1963])
El producto de un espacio normal y un espacio m�etrico puede ser no normal.
M�as a�un, existe un espacio paracompacto X tal que el producto X � IP , en
donde IP es el espacio de irracionales con la topolog��a Euclidiana,no es
normal.

DEMOSTRACION:
Sea X la l��nea real IR con la siguiente topolog��a � :

A 2 � () A = U [ V donde U es un abierto usual y V es una colecci�on
(posiblemente vac��a) de irracionales.
Al espacio (X; �) se le conoce como la l��nea de Michael. Por el teorema
2.0.1 se tiene que (X; �) es paracompacto.
A�rmaci�on 2.4.1: X � IP no es paracompacto, donde IP tiene la topolog��a
usual.
Como un espacio paracompacto es normal basta con demostrar:
A�rmaci�on 2.4.2: X � IP no es normal.

Consideremos los conjuntos cerrados y ajenos dados como sigue.

A = f(x; x) 2 X � IP : x 2 IPg

y
B = f(x; y) 2 X � IP : x 2 IQg
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en otras palabras B = IQ� IP .
A�rmaci�on 2.4.2.1: Para todo abierto U � X�IP que contiene a A se tiene
que B \ U 6= ;.

Como IR es segundo numerable tenemos que IP es separable; entonces
podemos encontrar un conjunto denso numerable en IP , digamos

fpn : n < !g � IP:

Como A � U , para todo y 2 IP existe una vecindad Euclidiana Uy � IP
del punto y tal que fyg � Uy � U , y existe un n�umero natural i(y) el cual
satisface que pi(y) 2 Uy. Ahora sea Pi = fy 2 IP : i(y) = ig para i = 1; 2; ::.
Obs�ervese que IP =

S
i2IN Pi. Por el teorema de la categor��a de Baire,

tenemos que IP no es un F� en IR, esto es, no es una uni�on numerable
de cerrados, por lo cual podemos concluir que existe un n�umero natural i0
y un q0 2 IQ tal que q0 2 Pi0 , donde la barra denota la cerradura en IR.
Claramente (q0; pi0) 2 B. Sea V �W una vecindad de (q0; pi0) en X � IP .
Dado que q0 2 P i0 tenemos entonces que V \ Pi0 6= ;, es decir, existe un
y 2 V \ Pi0 . Como i(y) = i0, pi0 2 Uy lo cual implica que (y; pi0) 2 U .
Adem�as obviamente (y; pi0) 2 V �W ; por tanto, toda vecindad del punto
(q0; pi0) 2 B intersecta a U . Esto quiere decir que B \ U 6= ;.

Consideremos ahora el siguiente problema.
1) >Existe un espacio Y tal que Y n es paracompacto 8n 2 IN pero Y !

no es normal?
Para contestar esta pregunta nos ayudaremos del teorema 2.0.1 y de la

siguiente proposici�on.

Proposici�on 2.0.1
Si X es un espacio para el cual X! es normal, entonces X � IP es normal.

DEMOSTRACION:
Si X es numerablemente compacto, entonces X � IP es normal por un

resultado probado en [4] por J. Diudonne el cual asegura que el producto
de un espacio numerablemente compacto y normal y un espacio m�etrico
siempre es normal.

Si X no es numerablemente compacto, entonces X tiene un subconjunto
cerrado homeomorfo a IN lo cual implica que X! tiene un subconjunto
homeomorfo a IN! que es homeomorfo a IP . Pero X! es a su vez homeo-
morfo a X �X! por lo que X! tiene un subconjunto cerrado homeomorfo
a X � IP , lo cual implica que X � IP es normal. Con lo que completamos
la demostraci�on.
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Ahora consideremos Y = IR� donde IR� denota la l��nea de Michael. En
el ejemplo 4 probamos que Y � IP no es normal. Y dado que el conjunto
de puntos aislados en Y es numerable, ya que coincide con IQ. Aplicando
tanto la proposici�on anterior como el teorema 2.0.1 a Y = IR� obtenemos
una respuesta a�rmativa a la pregunta 1. Es decir,

(IR�)n es paracompacto para toda n 2 IN y (IR�)! no es normal

Unas preguntas a�un m�as fuertes que la anterior son las siguientes.
2) >Existe un espacio regular Y tal que para toda n 2 IN Y n es de

Lindel�of pero Y ! no es normal?.
3) >Para toda n 2 IN existe un espacio regular Y tal que Y n es de

Lindel�of y Y n+1 es paracompacto pero Y n+1 no es de Lindel�of?.
La respuesta a estas preguntas es a�rmativa. Su soluci�on puede verse en

los articulos [12] o [14]. Cabe hacer menci�on que ambas soluciones dependen
directamente de la hip�otesis del continuo.

Ejemplo 5
El producto de dos espacios compactos y hereditariamente normales (a�un
m�as, compactos y hereditariamente de Lindel�of, v�ease (b) de este ejemplo)
no tiene por que ser hereditariamente normal
a) El espacio producto I � [0; !1] no es hereditariamente normal
b) El cuadrado de la doble 
echa no es hereditariamente normal

DEMOSTRACION:
a)(TYCHONOFF [1930])
Consideremos en el espacio producto I � [0; !1] el subespacio X = (I �

[0; !1]) n f(0; !1)g.
A�rmaci�on: X no es normal.

Consideremos los subconjuntos K = (0; 1]� f!1g y L = f0g � !1. K y
L son claramente ajenos y cerrados en X (v�ease la �gura 2.3).

Ahora bien sea U un abierto en X que contiene a L. Como U es abierto,
entonces para toda � < !1 existe un n(�) < ! tal que [0; 1=n(�))�f�g � U
entonces por el lema de ALEXANDROFF - URYSOHN existe un subcon-
junto co�nal T � !1 y una n < ! con n(�) = n para toda � 2 T , entonces
(1=2n; !1) 2 U \K por lo que X no es normal.

b)(ALEXANDROFF y URYSOHN [1929])
Sea X = I � f0; 1g con la siguiente topolog��a:
Todo punto del tipo (t; 0) tiene una base de vecindades de la forma

f[t; t+ 1=n)� f0g [ (t; t+ 1=n)� f1g : n 2 INg;

y todo punto del tipo (t; 1) tiene una base de vecindades de la forma

f(t� 1=n; t)� f0g [ (t� 1=n; t]� f1g : n 2 INg:
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Figura 2.3: El plano I � [0; !1]

(v�ease la �gura 2.4).

Es posible demostrar que X es compacto (v�ease [2] pags. 129-130, 173)
y dado que los subespacios (0; 1) � f0g y (0; 1) � f1g son homeomorfos
a la recta de Sorgenfrey (v�ease [2] pags. 129-130, 173), tenemos que X
es hereditariamente de Lindel�of (v�ease el Teorema 1.3.5) y X � X no es
hereditariamente normal (v�ease el Ejemplo 1).

Ejemplo 6 (VAUGHAN [1975])
Existe un espacio X tal que Xn es hereditariamente paracompacto 8n 2 IN
pero X! no es normal.

DEMOSTRACION:

Sea D�(!1) el conjunto !1 en el cual todos los puntos � !1 son aislados
y las vecindades basicas del punto !1 tienen la forma (�; !1] donde � < !1.

Sea X = 2(D�(!1))
! el producto caja de una cantidad numerable de

copias de D�(!1).

Obs�ervese que X es homeomorfo con cualquier potencia �nita de s��
mismo, esto es

X = 2(D�(!1))
! �= (2(D�(!1))

!)
n
= Xn:

Antes de pasar a la prueba estableceremos una notaci�on que nos facili-
tar�a la escritura de la demostraci�on.

Denotemos por (D(!1))
! al producto numerable de copias de D(!1) =

[0; !1) con la topolog��a producto, donde D(!1) se considera con la topolog��a
discreta.
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Figura 2.4: b�asicos de la doble 
echa

Para cada x = (xi) 2 (D(!1))
! y para cada n 2 IN sea

n(x) =

n\
i=0

��1i (xi);

as�� fn(x) : n 2 INg es un sistema de vecindades para x 2 (D(!1))
!.

Para cada q = (qi) 2 X n (D(!1))
! y cada � < !1 sea

�(q) = [
\
f��1i (qi) : qi < !1g] \ [

\
f��1i ((�; !1]) : qi = !1g]:

Dado que q tiene s�olo una cantidad numerable de coordenadas, f�(q) : � <
!1g es un sistema de vecindades de q tal que � < � < !1 implica que
�(q) � �(q).

Se tiene que X es hereditariamente paracompacto (v�ease [22]) y como
consecuencia Xn es hereditariamente paracompacto para todo n 2 IN .

Ahora mostraremos que X! no es normal.
Obs�ervese que esto se sigue directamente de mostrar que X � (D(!1))

!

no es normal. Ya que X contiene un subespacio cerrado homeomorfo
a D(!1) y entonces X! contiene un subespacio cerrado homeomorfo a
(D(!1))

!. Dado que X! es homeomorfo a X! � X , tenemos que X �
(D(!1))

! tiene una copia cerrada en X!. Como este subespacio no es nor-
mal concluimos que X! no es normal.
A�rmaci�on 2.6.1: X � (D(!1))

! no es normal.
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Para ver esto mostraremos que existen dos subconjuntos cerrados ajenos
en este espacio los cuales no pueden ser separados por conjuntos abiertos.

Sea

H = f(x; x) 2 X � (D(!1))
! : x 2 (D(!1))

!g

y

K = (X n (D(!1))
!)� (D(!1))

!

Claramente se tiene que H \K = ;.
Como D(!1) es abierto en D�(!1) se tiene que (D(!1))

! es abierto en
X entonces X n (D(!1))

! es cerrado en X . Por lo tanto K es cerrado en
X � (D(!1))

! .
Obs�erveseque tambi�en H es cerrado ya que es la diagonal de dos espacios
Hausdor�.

Ahora sea V cualquier conjunto abierto que contiene a K. Para poder
completar la prueba mostraremos que V \H 6= ;, por lo que necesitamos
exhibir un punto x = (x0; x1; :::; xn; :::) 2 (D(!1))

! tal que (x; x) 2 V \H .
Sea p0 = (0; 0; :::) y q0 = (!1; !1; :::), dado que (q0; p0) 2 K � V , existe

un entero positivo m0 y un ordinal �0 < !1 tal que el conjunto abierto
�0(q0)�m0(p0) � V .

Sea x0 un ordinal tal que �0 < x0 < !1 de�namos p1 = (x0; 0; :::)
y q1 = (x0; !1; !1; :::) dado que (q1; p1) 2 K existe (�1;m1) 2 !1 � !
tal que �1(q1) �m1(p1) � V , escojamos x1 un ordinal numerable tal que
x1 > maxf�1; x0g, siguiendo con este proceso en el paso k - �esimo tendr��a-
mos construidos fx0; x1; :::; xk�1g. Ahora sea pk = (x0; x1; :::; xk�1; 0; 0; :::)
y qk = (x0; x1; :::; xk�1; !1; !1; :::) dado que (qk; pk) 2 K � V existe
(�k;mk) 2 !1 � ! tal que �k(qk) �mk(pk) � V , tomamos un ordinal xk
numerable tal que xk > maxf�k; xk�1g ahora por inducci�on matem�atica
podemos construir un punto x = (x0; x1; :::), n�otese que (x; x) 2 H .
A�rmaci�on 2.6.2: (x; x) 2 V .

Sea k < ! entonces fxg � k(x) es una vecindad b�asica arbitraria de
(x; x).

Mostraremos que

[fxg � k(x)] \ [�k+1(qk+1)� nk+1(pk+1)] 6= ;:

Claramente pk+1 2 k(x) dado que para toda 0 � n � k la n-�esima
coordenada de x y pk+1 es la misma. Ahora notemos que x 2 �k+1(qk+1)
para toda 0 � n � k la n-�esima coordenada de x y qk+1 es la misma y para
las otras coordenadas tenemos que �k+1 < xk+1 < xk+2 < ::: esto muestra
que el punto

(x; pk+1) 2 [fxg � k(x)] \ [�k+1(qk+1)� nk+1(pk+1)]
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entonces toda vecindad de (x; x) intersecta a V , as�� (x; x) 2 V \H con lo
que completamos la demostraci�on.

Una respuesta alternativa al ejemplo 6 (la cual es una aportaci�on de
este trabajo) es la siguiente. Queremos encontrar un espacio Y tal que Y n

es hereditariamente paracompacto para toda n 2 IN pero que Y ! no es
normal.

Consideremos un espacio regular hereditariamente paracompactoX con
topolog��a � . Sea M � X un subconjunto numerable, de�namos XM = X
con la siguiente topolog��a

�M = fA [B : A 2 �; B � X nMg

Teorema 2.0.2
XM es paracompacto. M�as a�un es hereditariamente paracompacto.

DEMOSTRACION:
Primero demostraremos la paracompacidad de XM .

Para tal �n consideremos U una cubierta abierta de XM . Sea x 2 M
entonces existe Ux 2 U tal que x 2 Ux, por tanto Ux = Ax [ Bx donde
Ax 2 � y Bx � X nM . Sea Y =

S
x2M Ax; entonces Y es un subespacio

de X y fAxgx2M es una cubierta de Y . Como X es hereditariamente
paracompacto, obtenemos que Y es paracompacto. Por tanto existe un
re�namiento abierto localmente �nito digamos V . Ahora si consideramos

W = ffxg : x 62
[
Vg

obtenemos que V [W es un re�namiento abierto localmente �nito de U , y
por lo tanto XM es paracompacto.

Para probar que XM es hereditariamente paracompacto, analizaremos
como son los elementos de la topolog��a de cualquier subespacio Y de XM .

�MY
= fY \ (A [ B) : A 2 � B � X nMg

= f(Y \ A) [ (Y \ B) : A 2 � B � X nMg

= fC [D : C 2 �Y D � X nM 0g = �Y
M0
:

donde M 0 = Y \M . Por lo tanto haciendo una prueba an�aloga a la que se
hizo en la primera parte, se muestra que Y es paracompacto. Con lo cual
XM es hereditariamente paracompacto.

Por el teorema 2.0.1 Xn
M es paracompacto. Tambi�en imitando la de-

mostraci�on del mismo teorema, se prueba que Xn
M es hereditariamente
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paracompacto para toda n 2 IN . Obs�ervese que la l��nea de Michael es
un espacio de la forma XM donde X = IR y M = IQ. Por lo tanto apli-
cando la proposici�on 2.0.1 a XM como la recta de Michael concluimos que
X!
M no es normal. Y as�� terminamos la respuesta alternativa al ejemplo 6.

Teorema 1 (POSPISIL [1937])
El producto de una cantidad no numerable de espacios que contienen al-
menos dos elementos nunca es hereditarianente normal

DEMOSTRACION:
Sea Z =

Q
s2SXs donde j S j� !1 y j Xs j> 1 para todo s 2 S,

sea Ys un subespacio de dos puntos de Xs, y sea fSt : t 2 Sg una des-
composici�on de S en j S j conjuntos ajenos de tal manera que j St j= !.
Ahora para todo t 2 S consideremos el espacio Ct =

Q
s2St

Ys. Entonces
Ct es homeomorfo al conjunto de Cantor y Ct contiene un subespacio IN t

homeomorfo a IN . Aplicando lo visto en el ejemplo 2 de Stone obtenemos
que
Q

t2SINt no es normal, y como tenemos que

Y
t2S

INt �
Y

t2S
Ct =

Y
s2S

Ys �
Y

s2S
Xs

se concluye el teorema.

En el ejemplo 3 dado por Diudonne vimos que el producto de un espa-
cio normal y un espacio compacto no necesariamente resulta ser normal.
Es aqu�� donde uno se pregunta qu�e sucede si el factor compacto fuese el
intervalo I = [0; 1]. Por tanto la pregunta natural ser��a.

4) >Existe un espacio normal X cuyo producto con el intervalo I no sea
normal.?

La respuesta a esta pregunta es a�rmativa y fue dada por Mary E. Rudin
[1971] en [15]. Los espacios con esta propiedad son conocidos como espacios
de DOWKER. En esta tesis s�olo se dar�a un bosquejo de la prueba para dar
despues paso a nuestro siguiente cap��tulo donde se estudia el producto de
espacios normales con un factor compacto y en particular con el intervalo
I = [0; 1]

Procedamos a de�nir X .
Sea

F = ff : IN �! !! : f(n) � !n 8n 2 INg:

Sea

X = ff 2 F : 9 i 2 IN tal que !0 < cf(f(n)) < !i 8n 2 INg:

Sup�ongase que f; g 2 F .
Si f(n) < g(n) para todo n 2 IN diremos que f < g;
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si f(n) � g(n) para todo n 2 IN diremos que f � g;
si i 2 IN y f(n) < g(n) para todo n � i diremos que f <i g.
De�namos

Uf;g = fh 2 X : f < h � gg

los conjuntos Uf;g con f; g 2 F son una base para una topolog��a para X .
Este espacio as�� de�nido es de Hausdor�.
Para probar que X � I no es normal se prueba que existe una sucesi�on
D1 � D2 � ::: de conjuntos cerrados en X tales que

T
n2IN Dn = ; pero queT

n2IN Un 6= ; siempre que se tome una colecci�on de abiertos fUn : n 2 INg
tal que Dn � Un para toda n. As�� como se puede ver en [5] o en [7] (pags.
316-319) X � f0g no puede ser separado de

S
n2IN (Dn � f1=ng) en X � I ,

por lo que se concluye que X � I no es normal.
Los conjuntos Dn son dados como sigue:

Dn = ff 2 X : 9 i � n tal que f(i) = !ig

para todo n 2 IN .
Obs�ervese que

T
n2IN Dn = ; y que Dn es cerrado, pues sup�ongase que

f 2 X nDn entonces fg 2 X : g � fg es abierto y no intersecta a Dn. En
el art��culo [15] de Rudin se a�rma que

T
n2IN Un 6= ; donde cada Un es un

abierto en X que contiene a Dn. En el mismo art��culo se prueba que X es
normal.
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CAPITULO 3

PRODUCTOS CON UN

FACTOR COMPACTO

En este cap��tulo estudiaremos productos de la forma X �C donde C es un
espacio compacto.
En 1973, M. E. Rudin (v�ease [16], [17]) da una caracterizaci�on en terminos
de X-sepaci�on, de cuando un producto de espacios normales con un factor
compacto es normal. Desgraciadamente la prueba es muy larga y compli-
cada, incitando a Przymusi�nski, a preguntar por una prueba m�as simple del
teorema de Rudin (Problema 10, [14]). En 1993, Amer Be�slagi�c (v�ease [3])
da una ligera modi�caci�on del teorema de Rudin, Mostrando tambi�en como
se usa la tecnica para demostrar otros resultados que involucran produc-
tos con un factor compacto, y que tambi�en son demostrados en esta tesis.
Es importante se~nalar que Przymusi�nski en [14] da otra caracterizaci�on en
terminos de B-cubiertas, de cuando un producto de espacios normales con
un factor compacto es normal , donde B es una base del compacto. Cabe
hacer menci�on que esta caracterizaci�on es la presentada en este trabajo,
as�� como tambi�en la tecnica usada por Przymusi�nski para demostrar otros
resultados que involucran productos con un factor compacto.

Mientras no se diga lo contrario en lo sucesivo C denotar�a un espacio
compacto y B una base de C cerrada con respecto a uniones �nitas e
intersecciones �nitas.

3.1 TEOREMA DE CARACTERIZACION

De�nici�on 3.1.1
Sean B una base de un espacio compacto C y � la topolog��a de un espacio

41



42 CAPITULO 3. PRODUCTOS CON UN FACTOR COMPACTO

X. Sea H � B�B el conjunto

H = f(B;D) : B;D 2 B y B \D = ;g

y consideremos G : H �! � una funci�on. Diremos que

G = fG(B;D) : (B;D) 2 Hg

es una B-cubierta de X si G es cubierta y

G(B;D) \G(B0; D0) = G(B \ B0; D \D0) 8 (B;D); (B0; D0) 2 H

Obs�ervese que si B0 � B y D0 � D entonces G(B0; D0) � G(B;D).
En el siguiente teorema se da una caracterizaci�on completa de la nor-

malidad de productos con un factor compacto.

Teorema 3.1.1 (TEOREMA DE CARACTERIZACION)
sea B una base de un espacio compacto C, el espacio producto X � C es
normal si y s�olo si X es normal y cualquier B-cubierta de X tiene un
re�namiento abierto localmente �nito.

DEMOSTRACION:
() Sean K y L subconjuntos cerrados de X � C tales que K \ L = ;

sean B;D 2 B con B \D = ;.
De�namos

G(B;D) = fx 2 X : Kx � B y Lx � Dg

donde
Kx = fy 2 C : (x; y) 2 Kg

y
Lx = fy 2 C : (x; y) 2 Lg

A�rmaci�on : G=fG(B;D) : B;D 2 B y B \ D = ;g es una B-cubierta
de X .

Para esto obs�ervese que dados B;B0; D;D0 2 B tales que B \D = ; y
B0 \D0 = ; se tiene

G(B \B0; D \D0) = fx 2 X : Kx � B \ B0 y Lx � D \D0g

y
G(B;D) \G(B0; D0) =

fx 2 X : Kx � B y Lx � Dg \ fx 2 X : Kx � B0 y Lx � D0g
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Ahora probaremos que G cubre a X , sea x 2 X , consideremos

Kx = fy 2 C : (x; y) 2 Kg

y
Lx = fy 2 C : (x; y) 2 Lg

dado que K y L son cerrados ajenos entonces Kx y Lx son cerrados ajenos
en C y como este es compacto se tiene que Kx y Lx tambi�en son compactos.
Para cada y 2 Kx consideremos By un abierto b�asico que contenga a y tal
que By \ Lx = ;, entonces fBy : y 2 Kxg es una cubierta abierta de Kx,
por tanto existen fy1; y2; :::; yng � Kx tal que fBy1 ; By2 ; :::; Byng cubre a
Kx, y como B es cerrada bajo uniones �nitas entonces

B = By1 [By2 [ ::: [Byn

es un abierto b�asico que contiene a Kx. Ahora para cada y 2 Lx conside-
remos un abierto b�asico que contenga a y tal que Dy \ B = ; como Lx es
compacto existen fy1; y2; :::; yrg � Lx tal que fDy1 ; Dy2 ; :::; Dyrg cubre a
Lx, haciendo

D = Dy1 [Dy2 [ ::: [Dyr

obtenemos un b�asico que contiene a Lx y es tal que D\B = ;, por lo tanto
x 2 G(B;D) como se queria probar. por lo tanto se tiene que G es una
B-cubierta.

Ahora sea V=fV (B;D) : B;D 2 B y B \D = ;g una cubierta abierta
localmente �nita de X tal que V (B;D) � G(B;D). Por la normalidad de
X existe una cubierta cerrada fF (B;D) : B;D 2 B y B \ D = ;g de
X tal que F (B;D) � V (B;D) por la misma normalidad existen funciones
continuas fB;D : X �! I tales que

fB;D(F (B;D)) � f1g

y
fB;D(X n (V (B;D))) � f0g:

Ahora por la normalidad de C tenemos que existen funciones continuas
gB;D : C �! I tales que gB;D(B) � f0g y gB;D(D) � f1g. De�namos
h : X � C �! IR como sigue:
h(x; y) =

P
ffB;D(x)� gB;D(y) : B;D 2 B y B \D = ;g:

Dado que la familia V es localmente �nita, se tiene que h es continua.
Ahora sea (x; y) 2 X �C, como V es localmente �nita tenemos que x esta
en a lo m�as una cantidad �nita de elementos de V, supongamos que tales
elementos son V (B1; D1); V (B2; D2); :::; V (Bn; Dn), entonces

x 2
n\
i=1

V (Bi; Di)
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por lo tanto

x 2
n\
i=1

G(Bi; Di):

Dado que Kx � Bi y Lx � Di para toda i = 1; 2; :::; n obtenemos que
-Si (x; y) 2 K entonces y 2 Bi por lo tanto gBi;Di

(y) = 0.
-Si (x; y) 2 L entonces y 2 Di por lo tanto gBi;Di

(y) = 1.
Y puesto que fBi;Di

(x) 6= 0 para i = 1; 2; :::; n obtenemos que h(K) � f0g
y h(L) � [1;1) con lo cual se prueba la normalidad de X � C.

) Sup�ongase que G=fG(B;D) : B;D 2 B y B \ D = ;g es una B-
cubierta de X .
De�namos
K = X � C n

S
fG(B;D)� (C nB) : B;D 2B y B \D = ;g

L = X � C n
S
fG(B;D)� (C nD) : B;D 2B y B \D = ;g:

Es claro que K y L son cerrados en X � C, ahora probaremos que son
ajenos.
A�rmaci�on: K \ L = ;.

Sea (x; y) 2 X � C entonces existe B;D 2 B con B \ D = ; tal que
x 2 G(B;D) y adem�as y 62 B o y 62 D entonces (x; y) 62 K o (x; y) 62 L.
Como X � C es normal existe una funci�on continua f : X � C �! I tal
que f(K) � f0g y f(L) � f1g.

De�namos una pseudom�etrica � en X como sigue.

�(x; x0) = supy2C j f(x; y)� f(x0; y) j :

Obs�ervese que � es continua, ya que es composici�on de funciones continuas
y C es compacto.
A�rmaci�on: G tiene un re�namiento localmente �nito.

Obs�ervese que si para cada x0 2 X y cada " > 0 consideramos

B(x0; ") = fx 2 X : �(X0; X) < "g = �2(�
�1[(�"; ")] \ (fx0g �X))

donde �2 : X � X �! X es la segunda proyecci�on, puesto que � es con-
tinua tenemos que ��1[(�"; ")] es abierto en X �X , por tanto se tiene que
��1[(�"; ")]\(fx0g�X) es abierto en fx0g�X , es decir B(x0; ") es abierto
en fx0g �X y dado que �2 : fx0g �X �! X es un homeomor�smo obte-
nemos que la topolog��a inducida por � en X esta contenida en la topolog��a
de X . Por lo tanto para probar la a�rmaci�on es su�ciente mostrar que la
familia fB(x; 1=3) : x 2 Xg de bolas abiertas en � de radio 1/3 re�na a G.

Fijemos x0 2 X dado que la base B es cerrada bajo uniones �nitas,
podemos encontrar B;D 2 B tales que

fy 2 C : f(x0; y) � 1=3g � B;
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fy 2 C : f(x0; y) � 2=3g � D

y

B \D = ;:

A�rmaci�on: B(x0; 1=3) � G(B;D).
Obs�ervese que si x 2 B(x0; 1=3) entonces Kx � B y Lx � D pues de

lo contrario podr��a existir por ejemplo un punto y 2 Kx n B y entonces
f(x; y) = 0 f(x0; y) > 1=3 y �(x0; x) < 1=3 lo cual es imposible.
A�rmaci�on: x 2 G(B;D).

Por la de�nicion de K y L tenemos que
fxg � (C nB) �

S
fG(B0; D0)� (C nB0) : B0; D0 2B y B0 \D0 = ;g;

fxg � (C nD) �
S
fG(B00; D00)� (C nD00) : B00; D00 2B B00 \D00 = ;g:

Entonces existen familias �nitas

f(B0
1; D

0
1); :::; (B

0
n; D

0
n)g y f(B00

1 ; D
00
1 ); :::; (B

00
m; D

00
m)g

tales que

C nB �
n[
i=1

(C nB0
i); C nD �

m[
j=1

(C nD0
j);

x 2
n\
i=1

G(B0
i; D

0
i); x 2

m\
j=1

G(B00
j ; D

00
j )

entonces
n\
i=1

B0
i � B;

m\
j=1

D00
i � D

y

x 2 G((

n\
i=1

(B0
i) \

m\
j=1

(B00
j )); (

n\
i=1

(D0
i) \

m\
j=1

(D00
j ))) � G(B;D):

3.2 CONSECUENCIAS DEL TEOREMA

Como veremos a continuaci�on muchos teoremas que involucran el producto
por un factor compacto pueden ser deducidos a partir del teorema anterior.
Dado que todo conjunto de n�umeros cardinales es bien ordenado. Se de�ne
el peso de un espacio X como el cardinal m�as peque~no de la forma j B j
donde B es una base para la topolog��a de X , denotaremos como es usual
por !(X) al peso de un espacio topol�ogico X .
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Corolario 3.2.1 (MORITA [1961])
Si X es normal y !(C)-paracompacto entonces X � C es normal.

DEMOSTRACION:
Dado que X es normal, para poder aplicar el teorema de caracteri-

zaci�on tenemos que probar que cualquier B - cubierta de X tiene un re�-
namiento abierto localmente �nito. Para tal �n consideremos una b�ase B
de C de cardinalidad !(C) y como por hip�otesis tenemos que X es !(C)-
paracompacto entonces cualquier B-cubierta de X tiene un re�namiento
abierto localmente �nito. As�� concluimos la demostraci�on del corolario.

Una compactaci�on de un espacio X es una pareja (K;h), donde K es un
espacio Hausdor� compacto y h es un encaje de X como un subconjunto
denso de K. No entraremos en detalles acerca de las compactaciones, s�olo
recordaremos que es usual denotar la compactaci�on de Stone - Cech de un
espacio completamente regular como �X .

Corolario 3.2.2 (MORITA [1961],TAMANO [1962])
Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio X
a) X es paracompacto.
b) X � �X es normal.
c) X � �X es normal para toda compactaci�on �X de X.
d) X � �X es normal para alguna compactaci�on �X de X.

DEMOSTRACION:
Por el corolario anterior (a) implica tanto a (b) (c) y (d) y adem�as

evidentemente (c) implica a (b) y (d).
Sup�ongase ahora que �X es una compactaci�on de X , y X��X es normal.
Sea U una cubierta abierta de X por conjuntos abiertos en �X , y sea B la
familia de todos los conjuntos abiertos en �X . De�namos

G(B;D) =

�
B \X si �X nD �

S
U

; en otro caso

para cada B;D 2 B.
A�rmaci�on: G =fG(B;D) : B \D = ;g es una B-cubierta de X .

En efecto pues

G(B \B0; D \D0) =

�
B \B0 si �X nD \D0 �

S
U

; en otro caso

por lo tanto G(B \B0; D \D0) = G(B;D) \G(B0; D0), y lo �unico que nos
hace falta ver es que cubre a X . Para esto, sea x 2 X . Dado que U es una
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cubierta abierta de X existe U 2 U tal que x 2 U , por lo tanto basta con
tomar B abierto de �X de tal manera que x 2 B � B � U y D un abierto
de �X tal que �X n U � D y D \ B = ;, as�� claramente x 2 G(B;D) con
lo cual concluimos la a�rmaci�on.

Entonces G tiene un re�namiento abierto localmente �nito por el teo-
rema 3.1.1.
Obs�ervese sin embargo que la cerradura en �X de cada elemento de tal re-
�namiento est�a contenida en

S
U y entonces es cubierto por una cantidad

�nita de elementos de U . Sea V la colecci�on de todos estas cantidades �ni-
tas de elementos de U , Entonces con una ligera modi�caci�on del (Teorema
7.45 de [8]) V es un re�namiento abierto de U , adem�as obs�ervese que tal
re�namiento es localmente �nito, lo cual prueba la paracompacidad de X .

Corolario 3.2.3 (DIEUDONNE [1944])
El producto X � C de un espacio paracompacto X y un espacio compacto
C es paracompacto.

DEMOSTRACION:
Dado que �(X � C) es compacto, aplicando el teorema de Tychono�

obtenemos que C � �(X � C) es compacto. Como X es paracompacto, el
corolario 3.2.1 implica que X � C � �(X � C) es normal. Por lo tanto,
aplicando el corolario 3.2.2 obtenemos que X � C es paracompacto.

Corolario 3.2.4 (TAMANO [1962])
Si X �Y es normal para todo espacio paracompacto Y , entonces X �Y es
paracompacto para todo espacio paracompacto Y .

DEMOSTRACION:
Sea Y un espacio paracompacto. Consideremos el espacio compacto

�(X � Y ). Por el corolario 3.2.3, Y � �(X � Y ) es paracompacto. Por lo
tanto, X � Y � �(X � Y ) es normal. Aplicando el corolario 3.2.2 tenemos
que X � Y es paracompacto.

Corolario 3.2.5 (KUNEN)
Sea � un ordinal, el producto X � [0; �] es normal si y s�olo si X es normal
y j � j - paracompacto.

DEMOSTRACION:
() Esta implicaci�on se sigue inmediatamente del corolario 3.2.1.
)) (Por inducci�on).
Supongamos que el teorema se cumple para todo � < �. Vamos a

demostrar el teorema para el ordinal �. Sea U = fU� : � < �g una cubierta
abierta de X .
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Por hip�otesis de inducci�on es su�ciente mostrar que la cubierta abierta
V = fV� : � < �g tiene un re�namiento abierto localmente �nito, donde
V� =

S
fU� : � < �g.

En efecto esto es su�ciente pues, supongamos que C es un re�namiento
abierto localmente �nito de V , y consideremos la funci�on f : C �! OR tal
que si c 2 C entonces f(c) es el m��nimo ordinal tal que c � Vf(c) (OR denota
la clase de todos los ordinales). Ahora sea C� =

S
fc 2 C : f(c) = �g. As��

claramente C� � V�, y la familia C0 = fC� : � < �g es una cubierta abierta
de X localmente �nita. Como X es normal, existe una cubierta localmente
�nita W = fW� : � < �g con la propiedad de que para cada � < �

W� �W� � C� � V�:

Como W� � [0; �] � X � [0; �], se tiene que W� � [0; �] es normal, y como
� < �, por hip�otesis de inducci�on, W� es normal y j � j-paracompacto.
Esto quiere decir que existe un re�namiento abierto localmente �nito de V�
que cubre a W�. Sea D� tal re�namiento. Consideremos D =

S
�<�D�:

A�rmaci�on: D es un re�namiento abierto localmente �nito de U .
En efecto, es claro que D es un re�namiento abierto de U ; adem�as es

tambi�en claro que cubre a X . Lo �unico que hace falta, es constatar que
D es localmente �nita. Para tal efecto, sea x 2 X ; como fW� : � < �g
es localmente �nita se tiene que x pertenece a una colecci�on �nita de los
W�, sean estos W�1 ;W�2 ; :::;W�n , como fW� : � < �g es localmente �nita
(v�ease lema 1.5.1), aplicando el lema 1.5.2 obtenemos que

F =
[

�62f�1;:::;�ng

W�

es cerrado. Como x 62 F , existe una vecindad B0 de x tal que B0 \ F = ;.
Ahora sea Bi una vecindad de x tal que Bi intersecta s�olo una cantidad
�nita de elementos de D�i y tomemos B = B0\B1\:::\Bn. Entonces B as��
construida es una vecindad que intersecta una colecci�on �nita de elementos
de D. Por lo tanto D es localmente �nita.

Ahora probemos que V tiene un re�namiento abierto localmente �nito.
Sea B la colecci�on de todos los subconjuntos abiertos en � y para cada
B;D 2 B de�namos G(B;D) = V�, si � es el supremo de los ordinales �
tales que [0; �) � B, si tal ordinal existe, y G(B;D) = ; en cualquier otro
caso.
A�rmaci�on: B=fG(B;D) : B;D 2 B y B \ D = ;g es una B-cubierta
que re�na a V .

En efecto, es claro que cada elemento de G es abierto y tambi�en es claro
que re�na a V . Ahora probaremos que para todo B;B0; D;D0 2 B se tiene
que

G(B;D) \G(B0; D0) = G(B \ B0; D \D0): (�)
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Para tal efecto tenemos los siguientes casos:
a) G(B;D) = V� y G(B0; D0) = V� , esto signi�ca que � es el supremo

de los ordinales � tal que [0; �) � B y � es el supremo de los ordinales �
tal que [0; �) � B0. Sin perdida de generalidad supongamos que � < �.
Esto implica que V� \ V� = V� y [0; �) � [0; 
). Por lo tanto, si � < �,
[0; �) � B\B0; y adem�as � es el supremo de los ordinales que cumplen esta
inclusi�on, pues de no ser as�� contradeciriamos las propiedades que de�nen
a �. Por lo tanto G(B \ B0; D \D0) = V�, as�� concluimos en este caso.

b) G(B;D) = V� y G(B0; D0) = ;, esto quiere decir que no existe �
[0; �) � B0 y por tanto no existe 
 tal que [0; 
) � B \ B0 y as�� G(B \
B0; D \D0) = ; y por lo tanto se tiene la igualdad en (*).

An�alogamente se tiene la igualdad si G(B;D) = ; y G(B0; D0) = V� , y
tambi�en es claro si G(B;D) = ; = G(B0; D0). As�� concluimos que G es una
B-cubierta de X que re�na a V .

Corolario 3.2.6 (MORITA [1961])
Sea k un cardinal. Las siguientes condiciones son equivalentes para un es-
pacio X:
a) X es normal y k-paracompacto.
b) X � Ik es normal.
c) X �Dk es normal.
Donde I y D denotan el intervalo [0; 1] y el espacio discreto de dos elemen-
tos respectivamente.

DEMOSTRACION:
Obs�ervese que por el Corolario 3.2.1, (a) implica (b), y obviamente (b)

implica (c). Como el espacio Dk contiene una copia cerrada de k, digamos
A, y adem�as X �A � X �Dk, entonces X �A es normal pues X �Dk es
normal. As�� por el corolario 3.2.5 obtenemos que (c) implica (a).

Corolario 3.2.7 (DOWKER [1951])
Las siguientes condiciones son equivalentes para un espacio X
a) X es normal y numerablemente paracompacto.
b) X � I es normal.
c) X � C es normal para todo espacio C m�etrico compacto in�nito.
d) X � C es normal para alg�un espacio C m�etrico compacto in�nito.

DEMOSTRACION:
Por el corolario 3.2.1 (a) implica tanto (b) ,(c) y (d).

Por otro lado, dado que todo espacio m�etrico compacto in�nito contiene
un subespacio cerrado homeomorfo a [0; !], el corolario 3.2.5 muestra que
tanto (b) como (c) o (d) implican a (a).
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Sea k un cardinal decimos que un espacio X es k-colectivamente normal
si X es un espacio T1 y para toda familia discreta fFsgs2S de subcon-
juntos cerrados de X con j S j= k existe una familia discreta fVsgs2S de
subconjuntos abiertos de X tal que Fs � Vs para toda s 2 S.

Teorema 3.2.1
Sea V un espacio vectorial topol�ogico normado de peso �. Sea r 2 IR con
r > 0. Entonces existe una familia ff� : � < �g � V tal que k f��f� k� r
para toda � 6= �.

DEMOSTRACION:
Sea frng � IR+ tal que r0 = r y rn �! 0. Obs�ervese que para cada

n siempre existe un conjunto An con la siguiente propiedad, An � V y
k f � g k� rn si f; g 2 An y f 6= g. Obs�ervese adem�as que esta propiedad
es de caracter �nito (v�ease de�nici�on A.0.1), por tanto aplicando el lema
de Teichmuller-Tukey (v�ease lema A.0.3) existe un conjunto maximal Bn

con tal propiedad y que contiene a An.
Ahora para cada n sea

�n = supfj B j: B � V tal que k f � g k� rn si f; g 2 B yf 6= gg:

Obs�ervese que si B es tal que k f � g k� t > 0 para todo f; g 2 B y f 6= g
y s > t entonces Bs = fs=tf : f 2 Bg satisface que

k s=tf � s=tg k= s=t k f � g k� s

donde f; g 2 B; f 6= g. Por lo tanto �0 � �1 � :::. Supongamos que cada
�n < �. Como j Bn j� �n obtenemos que

j
[
n<!

Bn j< �:

Sea D =
S
n2! Bn, a�rmamos que D es denso en V . En efecto, sea A un

abierto en V y sea a 2 A, si a 2 D ya no hay nada que hacer . Supongamos
que a 62 D y sea t > 0 tal que B(a; t) � A, donde B(a; t) es la bola de
radio t y centro en a. Sea n 2 IN tal que rn < t=2. Como Bn es maximal,
entonces fB(b; rn) : b 2 Bng cubre a V . Por lo tanto existe b 2 Bn tal que
a 2 B(b; rn) pero rn < t=2 entonces

a 2 B(b; rn) � B(a; t) � A:

Por tanto b 2 A y as�� D es denso en V . Pero V es metrico y tenemos que
� >j D j� d(V ) = !(V ) donde d(V ) denota la densidad de V lo cual es
una contradicci�on.
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Teorema 3.2.2 (RUDIN [1975], DOWKER [1951])
Si C es un espacio compacto in�nito y X � C es normal, entonces X es
numerablemente paracompacto y !(C) - colectivamente normal.

DEMOSTRACION:
Dado que todo espacio compacto in�nito C contiene un subespacio ce-

rrado A que puede ser mapeado sobre [0; !] (por ejemplo la cerradura de
un subespacio in�nito y discreto en C). Sea f : A �! [0; !] continua y
sobre. X�A es normal ya que es un subespacio cerrado del espacio normal
X � C, y id� f : X �A �! X � [0; !] es una funci�on continua cerrada y
suprayectiva, por lo tanto X � [0; !] es normal. Como [0; !] es compacto
m�etrico in�nito obtenemos que la paracompacidad numerable de X se des-
prende directamente del corolario 3.2.7.
Ahora sea � = !(C).
A�rmaci�on: X es � colectivamente normal.

Sea fF� : � < �g una colecci�on discreta de subconjuntos cerrados de X
y sea F =

S
fF� : � < �g.

Como el espacio C(C) de funciones continuas reales en C con la norma del
supremo tiene peso �, y dado que C(C) es un espacio vectorial normado,
por el teorema anterior contiene una familia ff� : � < �g de funciones tal
que k f� � f� k� 1 para toda � 6= �.
Ahora de�namos g : F �C �! IR como sigue g(x; y) = f�(y) para x 2 F�
y � < �, como X�C es normal podemos considerar una extensi�on continua
G de g sobre X � C Ahora sea � una pseudom�etrica en X de�nida como.

�(x; x0) = supfj G(x; y) �G(x0; y) j: y 2 Cg

de aqu�� se sigue inmediatamente que los conjuntos
V� = fx 2 X : �(x; F�) < 1=2g son abiertos, ajenos y obviamente F� � V�
con lo que se concluye la demostraci�on.

Obs�ervese que numerablemente paracompacto y !(C) - colectivamente
normal de X no implican en general la normalidad de X � C por ejemplo
el espacio [0; !1)� [0; !1] no es normal.

Sea k un n�umero cardinal denotemos por A(k) la compactaci�on unipun-
tual del espacio discreto de cardinalidad k, identi�caremos A(k) con los
ordinales � � k con k como el �unico punto no aislado.

Teorema 3.2.3 (ALAS [1971])
El espacio X �A(k) es normal si y s�olo si X es numerablemente paracom-
pacto y k - colectivamente normal.

DEMOSTRACION:
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)) Esta implicaci�on es inmediata del teorema 3.2.2.
() A�rmaci�on: Para todo subconjunto cerrado L de X �A(k) tal que

L\X�fkg = ; existe una vecindad abiertaW de L tal queW\(X�fkg) =
;.

En efecto, supongamos que L es cerrado en X�A(k) y L\X�fkg = ;.
Consideremos la familia fF� : � < kg, donde F� = fx 2 X : (x; �) 2 Lg es
una familia que consiste de conjuntos cerrados y es localmente �nita. Como
X es k - colectivamente normal y numerablemente paracompacto, existe una
familia localmente �nita fU� : � < kg de conjuntos abiertos en X tal que
F� � U�. Por lo tanto considerando el conjuntoW =

S
fU��f�g : � < kg

el cual es abierto, contiene a L yW\(X�fkg) = ;, con lo que completamos
la prueba de la a�rmaci�on.

Ahora consideremosK0 y K1 subconjuntos cerrados ajenos en X�A(k)
y sea

K 0
0 = K0 \ (X � fkg)

K 0
1 = K1 \ (X � fkg):

Por la normalidad de X existen conjuntos abiertos ajenos U0 y U1 en X �
A(k) tal que K 0

0 � U0 y K
0
1 � U1 y tambi�en conjuntos abiertos ajenos V0 y

V1 en X �A(k) tales que (K0 nK 0
0) � V0 y (K1 nK 0

1) � V1.
Dado que los subconjuntos cerrados L0 = K0 n U0 y L1 = K1 n U1, no
intersectan a X �fkg existen conjuntos abiertos W0 y W1 en X �A(k) tal
que Li � Wi y Wi \ (X � fkg) = ; para i = 0; 1. Podemos suponer que
Wi � Vi, por lo tanto si consideramos los conjuntos

G0 = U0 n (W1 [W0) G1 = U1 n (W0 [W1):

Los cuales son abiertos ajenos, K0 � G0 y K1 � G1. Con lo que concluimos
que X �A(k) es normal.

3.3 OBSERVACIONES FINALES

Para �nalizar este cap��tulo obtendremos a partir de los corolarios de la
secci�on 3.2 y del teorema de caracterizaci�on algunas consecuencias muy
interesantes utilizando espacios concretos y familiares.

Dado que todo espacio m�etrico M es paracompacto (v�ease el teorema
de Stone en el Ap�endice) aplicando el corolario 3.2.3 obtenemos que M�C
es paracompacto para cualquier espacio compacto C. En particular si M
es un espacio discreto o M es IRn para toda n 2 IN .

Ahora consideremos el espacio XM como en el teorema 2.0.5. Dado que
XM es paracompacto (de hecho es hereditariamente paracompacto) se tiene
que XM � C es paracompacto y por tanto normal, donde C es cualquier



3.3. OBSERVACIONES FINALES 53

espacio compacto. En particular si tomamos XM = IR� la l��nea de Michael
y C = I el intervalo [0,1] tenemos que IR� � I es paracompacto.

En el ejemplo 3 probamos que [0; !1)� [0; !1] no es normal por lo tanto
el teorema 1.6.2 nos dice que no es paracompacto. Dado que [0; !1] es
compacto (v�ease a�rmaci�on 2.3.1 del ejemplo 3), aplicando el corolario 3.2.3
obtenemos que [0; !1) no es paracompacto y as�� [0; !1) es un espacio normal
que no es paracompacto.

De la misma manera como X � I no es normal donde X es el espacio
dado por Rudin en la pregunta 4 cap��tulo dos obtenemos, aplicando el
corolario 3.2.3, que X no es paracompacto. M�as a�un por el corolario 3.2.7
se tiene que X ni siquiera es numerablemente paracompacto.

Obs�ervese adem�as que del corolario 3.2.7 se deduce la siguiente carac-
terizaci�on

Teorema 3.3.1
Sea X un espacio normal entonces
X es un espacio de Dowker si y s�olo si X no es numerablemente paracom-
pacto.
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APENDICE

En este apartado, damos las demostraciones de cuatro resultados, los cuales
no s�olo son importantes en la teor��a de productos de espacios normales sino
que constituyen parte de los pilares b�asicos de la Topolog��a General.

Uno de los resultados cruciales acerca de espacios normales es el Lema
de Urysohn, el cual establece que conjuntos cerrados ajenos en un espa-
cio normal son completamente separados. Comenzamos con un resultado
preliminar.

Lema A.0.1
Sea X un espacio arbitrario, sea D cualquier subconjunto denso de la linea
real IR y sea U = fUr : r 2 Dg una familia de subconjuntos abiertos en X
indicada por D. Sup�ongase que U satisface

(a)
[
r2D

Ur = X; (b)
\
r2D

Ur = ;

(c) Ur � Us cuando r < s:

Entonces la f�ormula

f(x) = inffr 2 D : x 2 Urg x 2 X

de�ne una funci�on continua sobre X.

DEMOSTRACION:
Lo primero que tenemos que ver, es que domf = X y que f(x) est�a bien

de�nido como un n�umero real, pero esto es claro ya que
[
r2D

Ur = X; y
\
r2D

Ur = ;:

Ahora obs�ervemos que, x 2 Ur implica que f(x) � r y f(x) < r implica
que x 2 Ur. Tambi�en x 2 Ur implica que x 2 Us para todo s > r, por lo
que f(x) � r.

55
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Ahora mostraremos que la funci�on es continua. Fijemos a 2 X , dado que
D es denso en IR los intervalos [r; s] donde r; s 2 D y r < f(a) < s, forman
una base de vecindades de f(a), y las observaciones anteriores muestran
que para cualesquiera r y s, Us n Ur es una vecindad de a y es tal que
f(x) 2 [r; s] para todo x 2 Us n Ur, por lo que f es continua.

Lema A.0.2 (LEMA DE URYSOHN [1925])
Un espacio X es normal si y s�olo si dados conjuntos cerrados ajenos A y
B en X, existe una funci�on continua f : X �! [0; 1] con f(A) � f0g y
f(B) � f1g.

DEMOSTRACION:
)) Sean A y B conjuntos cerrados ajenos en un espacio normal X .
De�namos conjuntos abiertos Ur para todo r 2 IQ de la siguiente mane-

ra:
primero tomamos

Ur = ; 8r < 0

y
Ur = X 8r > 1:

Ahora hacemos U1 = X n B, entonces U1 es una vecindad de A, dado
que X es normal, U1 contiene una vecindad cerrada de A;
consideremos U0 abierto tal que

A � U0 � U0 � U1;

ahora enumeramos los racionales en [0; 1] en una sucesi�on (rn)n2IN . r1 = 1
y r2 = 0, inductivamente para cada n > 2 consideremos Urn abierto tal que

Urk � Urn � Urn � Url

cuando rk < rn < rl y k; l < n. Observemos que los conjuntos Ur (r 2 IQ),
por la manera en que se tomaron, satisfacen las hip�otesis del lema anterior.
Y evidentemente la funci�on f del lema es tal que f(A) � f0g y f(B) � f1g,
con lo que concluimos esta implicaci�on.

() Sup�ongase que A y B son conjuntos cerrados ajenos en X y

f : X �! [0; 1]

es una funci�on continua tal que f(A) = 0 y f(B) = 1, entonces f�1([0; 1=2))
y f�1((1=2; 1]) son conjuntos abiertos y ajenos en X que contienen a A y
B respectivamente.

Otro resultado crucial en la teor��a de espacios normales es el siguiente:
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Teorema A.0.2 (TEOREMA DE EXTENSION DE TIETZE)
Un espacio X es normal si y s�olo si dado un subconjunto cerrado M de X
y una funci�on continua f :M �! IR, existe una extensi�on de f a todo X.

DEMOSTRACION:
Supongamos primero que f : M �! J donde J = [�1; 1], comenzamos

con una observaci�on.
Observaci�on: para cualquier f0 : M �! IR que satisface j f0(x) j� c

para todo x 2M , existe g : X �! IR tal que

j g(x) j�
1

3
c 8x 2 X (A.1)

j f0(x) � g(x) j�
2

3
c 8x 2M (A.2)

En efecto, consideremos los conjuntos

A = f�10 ([�c;�1=3c])

y
B = f�10 ([1=3c; c])

evidentemente A y B son cerrados ajenos en X , aplicando el lema de
Urysohn existe una funci�onK : X �! I tal queK(A) � f0g yK(B) � f1g.
Consideremos g : X �! IR dada por

g(x) =
2

3
c(K(x) �

1

2
)

la cual es claro que satisface (A:1) y (A:2).
Ahora de�namos por inducci�on una sucesi�on g1; g2; g3; ::: de funciones

continuas de X en IR tal que

j gi(x) j�
1

3
(
2

3
)i�1 8x 2 X (A.3)

j f(x)�
iX

j=1

gj(x) j� (
2

3
)i 8x 2M (A.4)

Para obtener g1 basta con aplicar la observaci�on a f0 = ij � f y c = 1,
donde ij es el encaje de [�1; 1] en IR. Supongamos que g1; g2; :::; gi est�an
de�nidas, aplicando la misma observaci�on a

f0 = ij � f � (

iX
j=1

gj)jM
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y

c = (
2

3
)i

obtenemos una funci�on gi+1 que satisface (A:3) y (A:4) remplazando i por
i+ 1.

Consideremos ahora F (x) =
P1

i=1 gi ; F : X �! J .
A�rmaci�on: F es continua.

Sean x 2 X y " > 0, �jemos N > 0 tal que

1X
n=N+1

(
2

3
)n <

"

2

dado que cada gi es continua para i = 1; 2; :::; N elegimos un abierto Ui
que contiene a x tal que si y 2 Ui entonces j gi(x) � gi(y) j<

"
2N dado que

U = U1
T
::::
T
UN es abierto en X y si y 2 U obtenemos que

j F (x) � F (y) j�
NX
i=1

j gi(x)� gi(y) j +
1X

i=N+1

(
2

3
)i < N(

"

2N
) +

"

2
= "

por lo que F es continua.
Por (A:4) tenemos que F (x) = f(x) para x 2M . Por lo tanto F es una

extensi�on de f sobre X .
Ahora consideremos una funci�on f :M �! IR

A�rmaci�on: f se extiende sobre todo X consideremos i�f :M �! J donde
i : IR �! J dada como

i(x) =
x

1+ j x j

Por la parte anterior de la prueba tenemos que existe una funci�on
F1 : X �! J que extiende a i � f a todo X

Obs�evese que j i(x) j< 1 para toda x 2 IR y que i tiene inversa continua
i�1 : J n f�1; 1g �! IR. Por lo tanto haciendo F : X �! IR de�nida como
F (x) = i�1 � F1(x) obtenemos la extensi�on de f sobre X .

Cabe hacer menci�on que la prueba del teorema anterior fue dada por
Urysohn en [1925], pero antes, en [1915] Tietze la desarrollo para espacios
m�etricos.

Damos paso ahora a la prueba del teorema de Tychono�, el cual es uno
de los teoremas m�as importantes en topolog��a general. Recordemos que
todos nuestros espacios son de Hausdor�.

De�nici�on A.0.1
Decimos que una propiedad P es de caracter �nito si el conjunto vac��o la
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tiene y un conjunto A � X tiene la propiedad siempre que todo subconjunto
�nito de A tiene esta propiedad .

A continuaci�on enunciamos un lema propio de la teor��a de conjuntos
por lo cual se omitir�a la demostraci�on.

Lema A.0.3 (TEICHMULLER - TUKEY)
Si P es una propiedad de caracter �nito perteneciente a subconjuntos de un
conjunto X, entonces todo conjunto A � X con la propiedad P est�a con-
tenido en un conjunto B � X con la propiedad P y es maximal en la familia
de todos los subconjuntos de X que tienen la propiedad P . Ordenados con
la relaci�on �.

De�nici�on A.0.2
Decimos que una familia F=fFsgs2S de subconjuntos de un conjunto X
tiene la propiedad de la intersecci�on �nita si F6= ; y

Fs1 \ Fs2 \ ::: \ Fsk 6= ;

para todo subconjunto �nito fs1; s2; :::; skg � S.

Antes de pasar concretamente a la demostraci�on del teorema damos una
caracterizaci�on de los espacios compactos en t�erminos de la propiedad de
la intersecci�on �nita.

Teorema A.0.3
Un espacio X es compacto si y s�olo si toda familia de subconjuntos cerrados
de X con la propiedad de la intersecci�on �nita tiene intersecci�on no vac��a.

DEMOSTRACION:
)) Sea X un espacio compacto y fFsgs2S una familia de subconjuntos

cerrados de X , tal que
T
s2S Fs = ; consideremos entonces los conjuntos

abiertos Us = X n Fs como

[
s2S

Us =
[
s2S

X n Fs = X n
\
s2S

Fs = X:

Deducimos que la familia fUsgs2S es una cubierta abierta de X dado que
X es compacto, la cubierta fUsgs2S tiene una subcubierta �nita digamos
fUs1 ; Us2 ; :::; Uskg. Entonces

X =
k[
i=1

Usi =
k[
i=1

(X n Fsi) = X n
k\
i=1

Fsi ;
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lo cual implica que
Tk
i=1 Fsi = ;; esto es una contradicci�on, por lo tanto si

una familia fFsgs2S de subconjuntos cerrados de X tiene la propiedad de
la intersecci�on �nita, entonces tiene intersecci�on no vac��a.

() Sup�ongase que existe una cubierta abierta U tal que ninguna sub-
familia �nita cubre a X . Sea U1; U2; :::; Un cualquier subfamilia �nita de
U entonces

Sn
i=1 Ui 6= X , por lo tanto ; 6=

Tn
i=1X n Ui como cada Ui es

abierto, obtenemos que F=fX n Ui : Ui 2 Ug es una familia de cerrados
con la propiedad de la intersecci�on �nita, por hip�otesis esta familia no tiene
intersecci�on vac��a por lo tanto

S
U 6= X esto quiere decir que U no es una

cubierta de X , pero esto es una contradicci�on. Por lo tanto X es compacto.

Teorema A.0.4 (TYCHONOFF [1935])
El producto cartesiano

Q
s2S Xs donde Xs 6= ; para s 2 S es compacto si y

s�olo si cada espacio Xs es compacto.

DEMOSTRACION:

)) Como el producto cartesiano es de Hausdor� si y s�olo si cada factor
es de Hausdor�, y cada Xs es homeomorfo a un subespacio cerrado en el
producto obtenemos que cada Xs es compacto.

() Sea fXsgs2S una familia de espacios compactos, sea X el producto
cartesiano de tal familia entonces X es un espacio de Hausdor�. Conside-
remos una familia F0 de subconjuntos cerrados de X con la propiedad de
la intersecci�on �nita. Dado que la propiedad de la intersecci�on �nita es de
caracter �nito se sigue del lema de Teichm�uler - Tukey que la familia F0
est�a contenida en una familia maximal F de subconjuntos de X , la cual
tiene la propiedad de la intersecci�on �nita.
A�rmaci�on:

T
F0 6= ;.

Es su�cente mostrar que existe un punto x 2 X tal que

x 2 A 8A 2 F : (A.5)

De la maximalidad de F tenemos que si

A1; A2; :::; Ak 2 F entonces A1 \ A2 \ ::: \ Ak 2 F (A.6)

si A0 es cerrado en X y

A0 \ A 6= ; para todo A 2 F entonces A0 2 F : (A.7)

Como F tiene la propiedad de la intersecci�on �nita, la familia

Fs = f�s(A)gA2F
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de subconjuntos cerrados de Xs tambi�en tiene esta propiedad para toda
s 2 S. Entonces para toda s 2 S existe un punto

xs 2
\
A2F

�s(A) � Xs:

Sea Ws una vecindad cerrada de xs en Xs, por la expresi�on anterior

Ws \ �s(A) 6= ;

para toda A 2 F y por (A.7) obtenemos que ��1s (Ws) 2 F y por (A.6) se
sigue que todos los miembros de la base can�onica con cerraduras para X
que contienen el punto x = fxsg est�an en la familia F , como F tiene la
propiedad de la intersecci�on �nita, cada A 2 F los intersecta a todos ellos.
De aqu�� se sigue (A.5).

Concluimos este apartado con la demostraci�on de uno de los pilares en
la Topolog��a General el teorema de Stone.

De�nici�on A.0.3
Si todo punto de x 2 X tiene una vecindad que intersecta a lo m�as un
conjunto de una familia dada, decimos entonces que la familia es discreta.

Teorema A.0.5 (A.H. STONE [1948])
Todo espacio m�etrico es paracompacto

DEMOSTRACION:
Sea X un espacio m�etrico con m�etrica d. Sea fUsgs2S una cubierta

abierta de X donde S es un conjunto bien ordenado con la relaci�on de <.
De�namos inductivamente las familias

Vi = fVs;igs2S

de subconjuntos de X , haciendo

Vs;i =
[

B(c; 1=2i)

donde la uni�on se toma sobre todos los puntos c 2 X , que satisfacen las
siguientes condiciones;

s es el menor elemento de S tal que c 2 Us (A.8)

c 62 Vt;j para j < i y t < s (A.9)

B(c; 3=2i) � Us (A.10)

De la manera en que se de�ni�o a los conjuntos Vs;i se sigue que son
abiertos, de (A.10) se sigue que Vs;i � Us.
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Ahora sea x 2 X , tomemos s 2 S el elemento m�as peque~no tal que
x 2 Us y un n�umero natural i tal que B(x; 3=2i) � Us.

Claramente tenemos que x 2 Vt;j para alguna j < i y t < s o x 2 Vs;i.
Por lo tanto, la uni�on

V =

1[
i=1

Vi

es un re�namiento de la cubierta fUsgs2S.
Ahora probaremos que para todo i

si x1 2 Vs1;i; x2 2 Vs2;i y s1 6= s2 entonces d(x1; x2) > 1=2i (A.11)

Y as�� mostramos que toda bola de radio 1=2i+1 intersecta a lo m�as a un
miembro de Vi.

Supongamos que s1 < s2, por de�nici�on de Vs1;i y Vs2;i existen puntos
c1 y c2 que satisfacen (A.8) - (A.10) tales que

xk 2 B(ck; 1=2
i) � Vsk ;i para k = 1; 2:

De (A.10) se sigue que
B(c1; 3=2

i) � Us1

y de (A.8) tenemos que c2 62 Us1 , por lo que d(c1; c2) � 3=2i. Entonces

d(x1; x2) � d(c1; c2)� d(c1; x1)� d(c2; x2) > 1=2i

con lo que probamos (A.11).
De (A.11)tenemos que, para toda x 2 X , B(x; 1=2i+1) intersecta a lo

m�as a un conjunto de la forma Vs;i. esto muestra que fVs;i : s 2 Sg es
localmente �nita. De manera que V es �-localmente �nita. Por lo tanto X
es paracompacto.
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