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CAPITULO 1

TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS DE
MEDIDA

1. Medidas invariantes

DEFINICION 1. Sean (X, A, 1) un espacio de medida y T : X <.
Decimos que T preserva 1 6 que 1 es T -invariante si VA € A, T~'(A) €

Ay u(4) = p(T14).
EJEMPLO 1.1. La medida de Lebesgue py en R” induce una me-
dida p en la o-algebra de Borel B del toro
K'=R"/Z"=K'x---x K', K'={zeC:|z|=1}.
La traslacién t,(x) = z + a en R” induce en K™ la rotacién
Ro(z1y. .y 2n) = (121, ..., Qn2y)
donde a; = e*™% . Como t, preserva jig tenemos que R, preserva fi.
EJEMPLO 1.2. Sea k > 2 un entero fijo y sea (pg,...,pr_1) un
vector de probabilidad, o sea p; > 0y pg + -+ + pr_1 = 1. Sean
k] = {0,1,...,k—1} y X = [k]”. Dados j € Z,ig,... iy € [K]
definimos el cilindro C(j;ig, - . . ,im) cOmo
C(J;%0, - sim) ={(zn) € X 135 =4 para 0 <1 < m}.

Las uniones finitas disjuntas de cilindros forman un algebra que genera
la o-algebra de Borel A de X, por lo tanto, para definir una medida p
en A basta definirla en los cilindros, lo que hacemos mediante

p(C(F5 905 - -+ »im)) = Pig - - - Pip-
Definimos el corrimiento bilateral 7' : X <= mediante T'(x,) = (y,),
donde ¥y, = x,41. Es claro que T' preserva .

Una variante de este ejemplo consiste en tomar X+ = [k]Z+, donde
Z+* = NU {0}. Los cilindros se definen de la misma manera asi como
el corrimiento que ahora se llama unilateral.

EJEMPLO 1.3. Definamos ahora el mapeo de Gauss T": (0,1) <=

mediante
T(x):{(()%):%_[%] stz >0

si =0

ot
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Consideremos la medida p en la o-algebra de Borel definida por

pA) = /A lcfx

Para ver que T preserva p es suficiente probar que si [a, b] C [0, 1],
1+b

1 ) = et = tos (12 )

Ahora bien

I | a+m+1 1 a+1 1 b+1
= lim |log| ——— | —lo =lo
mosoo | 2\ bt m+1 S\br1 Slat1

TEOREMA DE KRYLOV Y BOGOLIUBOV. Sean X un espacio métrico
compacto, T : X < continua y B la 0-dlgebra de Borel. Entonces existe
i probabilidad T - invariante.

Sea M(X) el conjunto de las probabilidades definidas en B. De-
notaremos por Mz(X) el conjunto de las p € M(X), invariantes bajo
T.

Sea C'(X) el espacio de funciones continuas con la norma || f|| =

sup | f(«)| para f € C'(X).

zeX
Como X es métrico compacto 3{g, : n € N} denso en la bola uni-

taria de C(X). Consideremos en M(X) la métrica

/gjdﬂ—/ gjdv
X X

LEMA 1.1. Sea {u,} una sucesion en M(X). Las siguientes propiedades
son equivalentes

(a) lim d(pp, ) =0

n—0o00
(b) lim [\ gjdun = [y gjdp Vj =1
(c) lim [\ gdun = [ gdp Vg € C(X)

o0

d(p,v) = ZQ%

J=1
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Demostracién. (a) = (b).
/ gjdun—/ gjdu‘ < 2d( i, 1)
X X
(b) = (c). Dados g € C(X)ye >0 Jjtal que||g; — g/ llgllll <</3 gl
(el caso g = 0 es trivial).

Sea N tal que n > N = || [ g;dpn — [ g;dp|| < /3|lg]l. Si
n >N,

g
[ ot [ gdu‘ <loll| [ (L = )
X X X ||9||

g
+ [lgll ‘/ gjdpin — / gjd/i‘ + ||g]] / (— — gj)du‘ <eg
X x x |lgll

(c) = (a). Sea jo tal que 3222 277/ <¢/4. Sea N tal que n > N =
[ gjdtin — [ gjdn| < /2Vj < jo. Sin> N

/gjdﬂn—/gjdﬂ‘
X X

s . e £ €
9= 1 dpy ldu) <S4+ 2452
+ ) </X|gy|u+/x|gg|u>_2+4+4 £

J=Jjo+1

Jo
d(pin, ) < 277
7=1

O

TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ. Sea ¢ : C(X) — R
lineal tal que o(f) >0 si f >0y p(1) =1. Entonces Ip € M(X) tal
que

/X fdu=p(f)  VfeC(X)

LEMA 1.2. Toda sucesion en M(X) posee una subsucesion conver-
gente.

Demostracién. Sea {y,} una sucesiéon en M(X) y sea fi, €
[—1,1]" definida por fin(j) = Ix 9idpun

Como [—1, l]N provisto de la topologia producto es un métrico com-
pacto existe una subsucesion {u,,, } tal que {fi,, (j)} converge Vj > 1
o sea que { [, g;dun, } converge Vj > 1y asi {[, gdun, } converge
Vg € C(X).

Definamos ¢ : C(X) — R mediante ¢(g) = n}gr;o [ 991, -
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Por el Teorema de Riesz existe € M(X) tal que ¢(g) = [, gdu
Vg € C(X), o sea que {d(p,,, 1)} converge a 0. O

Demostracion del teorema de Krylov y Bogoliubov.

Escojamos cualquier g € M(X) por ejemplo la medida de Dirac
concentrada en xy € X.

1 si af()GA
A) =
#A) {o si o d A

Sea i, = 2(p+poTt+---+poT ™). Por el Lema 1.2, existe
una subsucesién convergente {y,, }. Sea v = lim pu,, , entonces
m—00

1
voT '= lim —(poT '+ - -+ poT ™)

m— 00 ’I’Lm

.1 _
— 11m—(ﬂ+...+uoT nm—/j/):l/

m— 00 ’I’Lm

O

2. Formas de volumen, difeomorfismos, campos vectoriales

DEFINICION 2. Una forma de volumen en un espacio vectorial V'

de dimensién n es una funciéon multilineal antisimétrica no nula w :
VT - R

EJEMPLO 1.4. Fijando una base ordenada (eq,...,e,) de V,

definimos w(ey, . .. ,e,) = 1. La antisimetria y multilinealidad implican
que si vy,...,v, € V y escribimos v; = ) a;;e;, entonces
J
w(vi, ... ,v,) = det(a;).

De hecho cualquier forma de volumen se obtiene de esa manera.

Dado un isomorfismo L : V' — W entre espacios n—dimensionales
y una forma de volumen w en W definimos la forma de volumen L*w
en V mediante L*w(vy,...,v,) = w(Lvy,...,Lv,). En el caso de un
automorfismo L : V' <= tenemos que L*w = (det L)w.

DEFINICION 3. Sean M una variedad diferenciabley ¢ : U C R* —
M una parametri- zacién. Para x € U, Ty M = D, (R") es el
espacio tangente a M en ¢(x). Una forma de volumen w en ¢(U)
asocia, por definicién, a cada ¢ € ¢(U) una forma de volumen w, en
T,M. Definiendo (¢*w), = D} wy(s), tenemos que p*w es una forma
de volumen en U. Decimos que w es suave si ¢*w lo es.
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Si w es suave y A C M boreliano tal que A C ¢(U) definimos

pé(A) :/ prwler, ... en)
e—1(4)

donde e, ... ,e, es la base candnica de R".

Si w es una forma de volumen en M y ¢, son dos parametriza-
ciones tales que A C Im ¢, Im 1, el teorema del cambio de variable
da

=[G earveten )
o
= / det D(¢v™" o ) w(ey,...  e,)
p~1(A)

:/ e, .. en) = ub(A).
Y~1(A)

Dado cualquier boreliano A C M escogemos parametrizaciones {¢;}
tales que A C U Im ¢;. sean {A; C Im ¢;} conjuntos disjuntos con
j

A = UA,. Definimos
j
po(A) = ufi(4))
J

Si f: M « es un difeomorfismo C' tenemos que fi, o f = fip«y.
Por lo tanto f preseva p,, siy solo si f*w = w. Si M es abierto de R”
ffw=(detDf)wo f.

Sea X un campo vectorial C* en M y sea {¢;} el flujo definido por
X. Sea w una forma de volumen en M, definimos la derivada de Lie

d .
Lxw = dt (Wtw)t:()-

EJEMPLO 1.5. Sean M abierto de R” y pjw = (det Dyy)w o ¢y.
Definiendo p(x) = w,(eq,... ,€,), tenemos

d d
LXW(ela s 7671) = % (det Dgpt)t:()p + % (po (pt)t:[) .
i X
Lyxw = (div X)w + (Dp-X)E = Mw.
p P

En general definimos div , X mediante
LXw = (le wX)w.
Asi, {¢;} preserva w si y solo si div ,X = 0.
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PROPOSICION 1.1. Supongamos que f : M < preserva w y H :
M — R es una primera integral de f, o sea Ho f = H y H no
es constante. Sea C un valor reqular de H, entonces 3 & forma de
volumen en H='(C') preservada por f | H-'(C).

Demostracién. Sean v € H '(C), T,H '(C) =ker D,H. Sea
v tal que D H(v) = 1, definimos &g (ve, ... ,v,) = we(v,v2,...,0,),
luego (f*@)z(va, . .. ,vn) = W) (Dafva, ..., Dyfun).

Pero Dy H o Dy f(v) = D H( ) =1y asi

Q) (Do fva, ..., Dofvn) = Wiy (D fv, Dpfua, ..., Dy fun)
= (ffw)e(v,v2,...,0n) = we(v,v2,...,0,)
= We(vgy ..., p).
Asi, ffo=w O

EJEMPLO 1.6. Sean M abierto de R*® y H : M — R de clase
C?. Consideremos el campo vectorial hamiltoniano
OH OH O0H 0H
Xg=|=—,...,—,————, ..., — )
ayl ayn axl axn

" 0’H O2H
div X =0.
A Z 0x;0y; ayiaxi 0

Por lo tanto el flujo hamlltonlano {¢¢} preserva el volumen usual
de R?". Por otra parte

=0

OHOH 0OH 0H
Z

d
—H DH(X
T ) Ox; dy;  Oy; 0X;

dt

Asi, H o ¢, = H para toda t. Luego, si C' es un valor regular de H,
hay una forma de volumen w, en H!(C'), preservada por {p,}.

3. Recurrencia

TEOREMA DE RECURRENCIA DE POINCARE. Sean (X, A, 1) espa-
cio de probabilidad y T : X < preservadora de medida. Para cualquier
B € A el conjunto By = {b € B:{n € N:T"(b) € B} es infinito}
pertenece a A y ju(By) = p(B).

Demostracién. Sea C,, = {b € B :T*(b) ¢ B Vk > n}. Entonces

= B\ UC,.

Como C,, = B\ Y T-*(B) € A, el teorema estara demostrado si

probamos que y u(C’,J =0.
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—k —k < by _ —k
Como C,, C kLZ,IOT B\kLZJnT B, u(C,) < ,u(kLZJOT B) ’u(kLanT B).
kg _ p-n —k ; “kR) — —k
Pero kLZJnT B=T kLZJO T "B y asi u(kLZJOT B) = u(kLZJnT B).
0

DEFINICION 4. Sean X espacio topolégicoy T : X < continua. El
w—limite de un punto x € X es el conjunto

w(z) ={y € X : VU vecindad de y Iny — oo con T"(z) € U}.
Si X es métrico, y € w(x) <= Ingy — oo tal que d(T"*(x),y) — 0.

TEOREMA 1.1. Sean X espacio métrico separable, A la o—dlgebra
de Borel, T : X <= continua y p € Mp(X). Entonces

p{r e Xz ¢ wx)}) =0.
Es decir, p-casi todo punto de X es recurrente.

Demostracién.
Sea {U,} n € N una base de abiertos con lim diam (U,) = 0. Sea

n— 00

U, ={z €U, :3Imy — ococonT™(z) € Uy,}.
Por el teorema de Poincaré (U, \ U,) =0. Sea X = " U U,.

B m>1 n>m
Si z € X entonces x € w(z). En efecto, sea r > 0 y escojamos
m tal que diam (U,) < rsin >m. Comoz € X,z € |J U,y asi

n>m
In > m tal que z € U,. Como diam(U,) < r, U, C B,(z), por lo que
Imy, — oo tal que T™x € U, C B,(x). Asi z € w(x).
Como {Up},cy s una base de abiertos X = |J U, Ym.

n>m

Luego

p(X\X) = p (U (x\ ngmm) = (U (U.Un\ ngmﬁn)>

0

DEFINICION 5. Sean X espacio topoldgicoy T : X < continua.

(a) T se llama transitiva si dz € X tal que w(zx) = X
(b) T se llama topoldgicamente mezcladora si YU,V abiertos no va-
cios, IN > 0 talque T""(U) NV # ¢ ¥n > N.
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PROPOSICION 1.2. Sean X espacio métrico compacto y T : X
continua, son equivalentes

(a) T es transitiva.
(b) {z € X :w(x) = X} es interseccion numerable de abiertos den-

508.
(c) YU abierto no vacio |J T "U es denso en X.
n>0
Demostracién.

(a) = (¢). Seaz € X > w(zr) = X. Sea U abierto no vacio y
sea y € X. Sea V vecindad de y, entonces In > 0 tal que T"(x) €
V. Sea m > n tal que T™(z) € U. T™(x) = T™™(T"(x)) y asi
T (z) € T-m=™UNV. Luego JT7UNV # (). Como V es arbitrario

J=0
ye UYT-7U.
320
(c) =(b). Sea {U,},cx base para la togopologia de X. Por hipétesis

Sim = JT7(Un) = | JT7(T7'0,)
Jjzi Jjz0

es abierto denso. Asi, S = ()9S, es interseccién numerable de abiertos
densos. Si x € S entonces w(a:) = X. En efecto dado U # () abierto
debemos probar que 3m; — oo tal que T™ (z) € U. Es suficiente
hacerlo para los abiertos U,,n € N. Como x € S, Vi,n x € 5;,, y asi
existe m; > i tal que T™(x) € U,.

(b) = (a) es trivial. O

DEFINICION 6. Sea X = [k]”. Sea A = (4;)i,; € [k] matriz de
ceros y unos. Sea X, = {(xn) €X: A, =1Vne Z}. Sea o el

corrimiento, entonces o(X4) = X4. 0|X 4 se llama subcorrimiento de
tipo finito.
PROPOSICION 1.3. Denotemos por Al los coeficientes de A™ m >
0. Entonces
(1) o|Xa es transitivo <= Vi,j € [k] Im > 0 tal que A7} > 0.
(2) o|X 4 es topoldgicamente mezcladora <= Vi,j € [k] Im > 0
tal que VI > m Al; > 0.

Usaremos el siguiente lema que se demuestra facilmente por in-
duccion.

LEMA 1.3. Sea S} = {a e [K]™M :ag =i, am = j, Ag, Gn1 = 1Vn € [m]}
Entonces Af} = #S]}.

COROLARIO 1.2. #{r € X :0mx =a}=TrA™.
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Demostracion. En efecto v € X4 y 02 = x si y solo si zypmqj =
r;Vn €Z,j € m|y Asowy = Apyzy = - = As,y 1zp = 1. Asi

k—1 k-1
#{xEXA:amx:x}zz#5$:ZA$:TrAm.
i=0 i=0

]

Demostracion de la Proposicion 1.3. Sean U,V abiertos no

vacios de X 4. Como los cilindros forman una base U contiene un abierto

de la forma C(j; 4o, . .. ,im)NX4 # (0, V contiene un abierto de la forma
C(p;qo,---,q) N X4 # 0. Entonces

o "U)NV Do "(C(lyig,-.- ,im)) NC(P;qos--- ,q) N Xa
= C(]+n;7/07 7im) ﬂc(p;QUa 7QZ) ﬂXA,
Sip+1 < j+n este tltimo conjunto no es vaci o cuando A" P71 > 0,

qiti,
ya que en tal caso Ja € Sglzn_p_l y tomando = € C(J;ig,... ,i,) N X4,

Yy €C (p;qo,---,q) N X4 definimos
Zt — at—(p-i—l) Si p"—lStS]"—TL
Tt si j+n<t

Reciprocamente si z € o~ (C(0;7))NC(0;7)NX 4 entonces 2y = i, 2,
Gy Aszniy =1 V0 € [m].

o

4. Medidas de Markov

DEFINICION 7. Una matriz estocdstica k x k es una matriz P =
(Pyj)ijemk tal que Py >0 Vi, j € [k]y > Py =1Vie [k]. Un vector
JE[K]
™ = (mo,..., k1) tal que > m =1y m > 0V;, se llama vector de
i€[k]
probabilidad asociado a P si wlP = mr.

TEOREMA 1.3. Sean X = [k|” y T el corrimiento. Sea P una ma-
triz estocdstica k X k con vector de probabilidad asociado . FEntonces
existe una unica p € My (X) llamada medida de Markov tal que

(a) u(C(m;i)) =m Vm € Z,i € [K]
(b) u(C(m;i)NC(m+1;7)) =mPy; Ym € Z,i, j € [k]
(c) p(C(n;in) | C(0;dp, ... ,in1)) = p(C(nsiy) | C(n — 1;d,1))

Demostracién. Sea A el dlgebra de las uniones finitas disjuntas
de cilindros. Definimos p : Ay — R mediante

M(C(m’ 7:07 v 77:l)) = TioPigiy - - - » Pij_14y
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ysiA=AU---UA, con Ay,...,A, cilindros disjuntos definimos

p(A) = p(A) + -+ plAy).
i es una medida en A, que se extiende a la o- dlgebra de Borel

de X. Es claro que pu(T7'A) = pu(A) si A € Ag y asf la extension es
invariante bajo 7. O

TEOREMA DE PERRON Y FROBENIUS. Sea P una matriz k X k tal
que alguna potencia PN tiene todos sus coeficientes positivos. Entonces
P posee un eigenvalor “dominante” X\ tal que

(a) A > |u| para todo eigenvalor pu# X\ de P.
(b) dimker(P — AI) = 1.
(c) Eziste q = (qo,--. ,qk_1) tal que qP = \q y ¢; > 0 Vi.
COROLARIO 1.4. Sea P una matriz estocdstica que satisface la hipdtesis
del teorema de Perron y Frobenius. Entonces

(a) El eigenvalor dominante es 1.
(b) Eziste vector de probabilidad 7 asociado a P.

(c) Six = (xg,...,Tx_1) satisface D> x; =1 entonces
1€[k]

lim xP ==
n—oo

Demostracion. Sea A el eigenvalor dominante. Sea

Ha:{x:(xg,... ,xk,l):in:a}.

Por (b) y (c) del teorema se tiene que existe un tnico w € H; tal que
wlP = AP. Entonces ) m;FP;; = Ar; y sumando ) m;P;; = A. Pero
- .

Y]
1,5 i j i

Luego A =1. Six € Hy entonces y =x —m € Hy. Asi
xP" = xP" + yP" = + yP"

HyP" C Hy y como ker(P —I)n Hy = {0} tenemos que todos los
eigenvalores de P | Hy tienen modulo < 1y
asi lim,_,,, yP"* = 0. [

PROPOSICION 1.4. Sean P una matriz estocdstica k X k y 7 un
vector de probabilidad asociado. El soporte de la medida de Markov p

asociada es X 4 donde
Aij _ 1 SZ: Pz'j >0
0 si P=0
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Demostracién. Sea x € X 4. Toda vecindad V de x en X contiene
un cilindro C(i; x4, ... , x;1m) Entonces

p(V) > u(Clis @i,y .o Tipm)) = TiPrmips * Poypnrwism > 0

puesto que m; > 0y Ppy.y >0 yaque Ay, = 1.
Reciprocamente si © ¢ X4 existe i € Z tal que A

que Py, = 0. Asi u(C(4; 24, x541)) = mi P,

TiTi+1

zizip = 0. Por lo
=0. O

Tit+1

EJERcICIO 1.1. Una matriz nxn A con coeficientes enteros, induce
una transformacién continua A : K" <= mediante A(z 4+ Z) = Az + Z.
Demostrar que si det A # 0, entonces A preserva la medida p del
Ejemplo 1.1.

EJjercicio 1.2. De acuerdo al Ejercicio 1.1 la transformacién A :
K' > dada por A(z) = 2™, preserva la medida inducida por la medida
de Lebesgue en R. Deducir que la transformacién T : [—1,1] <> dada
por T(x) = 2z% — 1 preserva una medida equivalente a la medida de
Lebesgue.

Sugerencia. Defina h : K' — [—1,1] mediante h(z) = Rz y pruebe
que h(z?) = T(h(z)). Definase M(A) = u(h='(A)) para A C [-1,1]
boreliano.

EJERCICIO 1.3. Sea ¢ : [0, 1] <= tal que existen intervalos abiertos
disjuntos I,, C [0,1], n € N satisfaciendo
1) A0, 1]\ UL,) =0

2) Ap([0,1]\UL,)) =0

3)V ny | I, es continuamente diferenciable con ¢’ # 0
Sean f € L'([0,1]) y p la medida en los borelianos de [0, 1] definida

por ju(4) = [, f(x)dz.

Probar que ¢ preserva p si y solo si

para casi todo z € [0,1].

EJERCICIO 1.4. Sea X un campo vectorial C" en un abierto M de
R™. Decimos que una variedad N C M de dimensiéon n — 1 es una
seccion transversal de X siV, € N X(p) ¢ T,N y Vo € M la 6rbita
{@i(z) : t > 0} intersecta N. Sea N una seccién transversal de X de
clase C".

a) Probar que existe f : N <= difeomorfismo de clase C" denomi-
nado transformaciéon de Poincaré tal que Vo € N3r(z) > 0 tal que

f(@) = pr@)(x) € Ny pi(x) ¢ N para 0 < t < 7(x).
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b) Defina @ en N por wy(vy,...,v,—1) = det(X(p),v1,...,05-1)
donde p € N wvy,...,v,—1 € T,N. Probar que @ es una forma de
volumen en N y que si div X = 0 entonces f preseva @.

EJercicio 1.5. Hallar f : R? \ {0} — R suave para que el campo
definido por
X(z,y) = —f(z,y)(z,y)
preserve la medida de Lebesgue.

EJERCICIO 1.6. a) Probar que si f es un difeomorfismo de M y
H : M — R es una primera integral entonces H(y) = H(z) para todo
€M,y € w(r).

b) El conjunto w- limite de un difeomorfismo f : M <« se define

como el conjunto L*(f) = (x). Probar que si un difeomorfismo

xéJM
[ : M <> posee una primera integral L*(f) es no numerable.

EJERCICIO 1.7. a) Probar que para toda forma de volumen Clw
en K'z y todo difeomorfismo g : K < existe un difeomorfismo f :
K! x R > que preserva w y tal que f(p,0) = (g(p),0)Vp € K.

b) Probar que existen difeomorfismos de variedades compactas que
preservan formas de volumen para los cuales hay subvariedades invari-
antes compactas tal que la restriccién a estas subvariedades no preser-
van ninguna forma de volumen.



CAPITULO 2

ERGODICIDAD

1. El teorena ergddico

TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF. Sean (X, A, p1) un espacio de
probabilidad y T : X < una transformacion preservadora de medida.

Sea f € L'(X), entonces {% Z?:_& f(zj)} converge casi dondequiera

auna f € L'(X) y
| tdn= [ Fau
n—1

n—1
Sean [T (z) = limsup%Zf(zj), [ (z) = lirrbr_lggf% Zf(Tj:v).
=0 =0

n—00

De la igualdad

R iy n 1 i f(x)
n+1;f(T 7) = <n+1> EZf(TTx)+n+1

j:

0
tenemos que fT(Tz) = ff(z)y [~ (Tx) = [ (x).
Utilizaremos el siguiente lema conocido como Teorema ergddico
maximal.

LEMA 2.1. Sea f € L'(X) y definamos

E(f) = {:v : supi(zj) > O} :
Entonces fE(f) fdu >0
COROLARIO 2.1. Si A C E(f),A € Ay T '(A) = A, entonces

Jafdp=0.

Demostracién. Como T 1(A) = A, E(Xaf) = A. Por lo tanto

fAf - fE(XAf) Xaf 2 0. .
Demostracion del teorema ergédico. Para o € R. Sean

Ei(f)={z: f*(@) > a}, B, (f)={r:f (2) <a}.

17
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Luego, T 1(E7 (f)) = E(f), T HEL(f) = Eq(f) v EZ(f) =
By (f —a), Eg = E7,(=f).
Afirmamos que [+ fdp > ap(E}(f)). En efecto

[ fdu=[ (- a)du+ an(EL()
(2.1) Eq(f) Ea (f)
= [ e an B ()

Pero Ej (f —a) C E(f — «) y asi

[ (-0
By (f-a)
Si ACEXNf)y T 1A= A, entonces

[ gan= [ xadu= [ xafdn > an(Ef(xah) = an(a)
A A EX(xal)

Similarmente, si A C E;(f) vy T—'A = A, entonces [, fdu <

Bu(A).
Por lo tanto, tomando A = EJ(f) N Ey (f), para f < a tenemos

ap(4) < /Afdu < Bu(A)

y ast u(E£(f) 1 E; (/) = 0.
Tomando una sucesion {«,} densa en R tenemos

{z: T @) > f(@)}= | BELWUHNE,, (),

Qi >0m
de donde p({z: f*(z) > f(x)}) =0.
{% Z?;& | f(T7z) |} converge casi dondequiera a gy | f < g.
Como T preserva p,

n—1 n—1

1 , 1 .

— foT’ |du=— / foT? du:/ f|dp.
/ Ve du= 23 [ 1 fom du= [ 17

Por el lema de Fatou [, gdp < fX|f|duyasffX‘f‘ dp < [ |fldp.
Si f e 120X, ||E5R fom|| < Il Asi||F] < il v

Hf -3 ;.:& foT7| <2|f|.. Por convergencia dominada
o0

n—1 n—1
-1 . -1 .
_ - T dy = li S T’
f njEZOfo p /Xnggo f njgzofo

lim
n—oo X

dp = 0.
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En el caso general dado e > 0 existe fo € L>(X) tal que [, |f — fol dp <
e y tomamos N tal que [ ‘fo — %Z;:&fooTj du <esin> N. En-

tonces
(2.2)
]_nfl . _ ~ ]_nfl .
[ = rerlans [ |F-qdn+ [ |- 23 norda
X i3 X X N3
ln—l
4 [ L3 = o 77| du
; n;( 0)
Pero [ |f = fo|diu= [\ I(f = o)l < [ | = foldu < = o
ln—l
[ EXu-mer|dus [ 17 - pldn<e
x|" 50 X
Luego [, f—%zy;gfoTj dp < 3e sin > N. De aqui,
B ln—l
/fdu: lim/—ZfoTj:/fdu
X n—00 an:o X
[

DEFINICION 8. Sean (X, A, ;1) espacio de probabilidad y T : X —
X transformacién preservadora de medida. Decimos que T es u- ergédica
o que y es una medida T-ergddica, si T~'B = B para B € A= u(B) =
0 6 1. Denotamos

Merg(T) = {1 € Mp(X) : pes T-ergédica}

LEMA 2.2. Son equivalentes

(a) T es p-ergdodica.

(b) foT =f, fe L' (X, A, n) = f es constante c.d.
(c) foT =f, feL*X, A, n) = f es constante c.d.

Demostracion.

(a) = (b). Sean T p-ergédica y f € L' tales que foT = f. Sin
pérdida de generalidad supondremos que f es real. Paran € N, k € Z
sea X (k,n) = fHL& EL[ Como foT = f, T-YX(k,n)) = X(k,n).

Ast p(X(k,n)) =06 1. Para n fija X = kUZX(k,n). Ast, Ak, € Z
S
tal que u(X(k,n)) = 1. Sean Y = ﬂZX(kn,n) y{z} =N [k, fatl
ne

52, bt
neN

Entonces u(Y) =1y f(z) = & para todo x € Y.
(b) = (¢). L*(X, A, p) C LY(X, A, p) ya que pu(X) = 1.
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(c) = (a). SIT'A=A A e Aentonces xaoT = x7-14 = Xa.
Asi, x4 = constante c.d. O sea u(A) =06 1. 0

COROLARIO 2.2. ST es p-ergodica entonces

n—1
.1 iy
fin 3100 = [ s
para toda f € L' (X, A, p).

Demostracion. Sea T' p—ergodica y sea f € L'. Sea f dada
por el teorema ergédico. Como foT = f, f es constante c.d. Asi

f=[fdu=[fduec. d. O

COROLARIO 2.3. Sean (X, A, 1) espacio de probabilidad, T : X <
preservadora de medida. T es ergodica si y solo si

n—1

VABeA lim =S u(ANTB) = u(A)u(B).
=0

n—oo M,

Demostracion.
(=). Sean T ergddica y A, B € A, entonces

n—1

.1 i
nh_{{.loﬁ;XBoT = u(B)

casi dondequiera. Asi

n—1 n—1
. 1 —i : 1 ]
7}13{()105 ZE:O p(ANT™'B) = Jggoﬁ ;—0 /XB oT"xadp

— u(B) / yadi = u(A)u(B).

Ast u(A) =046 1. O
Demostraciéon de 2.1. Sea

fn(x) = max {O,f(x),f(x) + f(Tx),... ,i:f(zj)} :
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Como E(f) = U {=: fu(x) > 0}, basta demostrar que Vn € N se tiene
neN

f{fn>0}fd/‘l/20 Para0§m<n

m m+1

fu(Tz) + f(2) =) f(TTx) + f(x ZfTJ

Jj=0

Asi f,(Tx) + f(z) > fu(x) cuando f,(z) > 0. Por lo tanto

LTS MRy AT
[fn—/fn>0}fnoT>/fn /fnoT—o

vaque f, =0en X\ {f, >0}y f,oT >0.

2. Ejemplos de transformaciones ergédicas

LEMA 2.3. Sean X espacio métrico compacto, A la o-dlgebra de
Borel y 1 medida de probabilidad en (X, A) tal que p(U) > 0 para todo
abierto no vacio U. Sea T : X — X continua y ergodica. Entonces la
orbita {T™(x) : m € N} es densa para casi todo x € X.

Demostracién. Sea {U,,} base numerable para la topologia de X.
{T™(x) : m € N} es densa <= VYm3In,, conT"x € U, <

T € ﬂ UT_mUm.

meN n>0
By, := U T "U,, es abierto y T 'B,, C By,.
n>0
Como T es ergédica, u(B,,) = 06 1. En efecto sea B, = (T "By,

n>0
entonces T 'Bf, = B, v u(B;,) = im T"(B,,) = u(Bn)-
n—00
Como u(B,) > w(Uy,) >0, u(By) =1y asi By, es denso.
Por induccién Ay = () B, es abierto no vacio y T7'(A;) C Ay.

m>k
Ast p(Ax) =1y

7 (ﬂ Bm> = lim pi(4;) =1

meN

0

PROPOSICION 2.1. Consideremos la rotacién R, : K" < definida
por Ry(x +Z™) = x + a+ Z™. Son equivalentes

(a) R, es ergodica
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(b) La drbita {RI'(Z™) : m € N} es densa.
(c) Vk € 2"\ {0} (k,a) ¢ Z.

Demostracion. Utilizaremos series de Fourier: Para k € Z" defin-
imos ¢y : K™ — K" mediante ¢y (z + Z") = exp(27i(k, z)). Entonces

vk 0 Ry = exp(2mi (k, a)) py,

(a) = (b) es consecuencia del lema 2.3
(b) = (c). Si(k,a) € Z, entonces pro R (Z") = exp(2mmi{k, a)) =
1¥m € N. Como ¢y, es continua y {R;*(Z™) : m € N} es densa, ¢y = 1
y asi k = 0.
(c) = (a). Sea f € L*(K™) entonces f = >_ bpy.
kEZr

Si fo R, = f entonces b, = exp(2mi(k,a))b, Yk € Z". Si b, # 0
entonces (k,a) € Z, luego k =0 y asi f es constante. O]

PROPOSICION 2.2. Sea A € GL(nZ) y sea A K™ < la transfor-
macion inducida (Fjercicio 1.1). A es ergddica <= ninguno de los
eigenvalores de A es raiz de la unidad

Demostracién. Sea ¢, : K" — K' como en la Proposicién 2.1.
Entonces y asi

(2.3) o A(x +Z") = ¢p(Azx + Z") = exp(27i(k, Azx))
= exp(2mi{A'k, z)) = @aep(x + Z")

(=). Supongamos que A tiene un eigenvalor raiz m-ésima de la
unidad. Entonces A™ tiene a 1 como eigenvalor. Como A™(Q") C Q".
dg € Q" —{0} tal que ¢*A™ = ¢' y asi Ak € Z"— {0} tal que k*'A™ = k'
y luego ¢,0 A™ = ;. Por lo tanto f = Z?Z)l pro Al satisface fod = f
y asi A no es ergédica.

(<). Sea f € LA(K™), f = S bypy tal que fo A = f Entonces

kEZ
batp, = by Yk € Z™. Como ninguno de los eigenvalores es raiz de la

unidad, si k& # 0, todos los elementos de la sucesién {(A")™k : m € N}

son distintos y asi |f]* = X [b> > X [banme]” = X |be]* por lo
reLn meN meN

tanto by = 0 y asi f es constante. O

PROPOSICION 2.3. El corrimiento T : X < con vector de proba-
bilidad (po, ... ,pr—1) es ergddico.

Demostracion. La siguiente propiedad se verifica facilmente:
Si A, Ay C X son uniones finitas de cilindros existe mg € N tal
que si m > my, entonces u(T ™(A;) N Ay).
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Sea A € Atal que T 'A = A. Dada ¢ > 0 34, unién finita disjunta
de cilindros tal que u(ApAA) < e. Para algin m

(T~ (AG) N Ag) = pu(Ao) (Af)
p(T7™(Ag) N AG) = p(Ao) (A7)
Como
p(T™™(Ag) AAg) < p(T™MAAT™™A) + pu(T™ALA)
+ (AN AY) = 2u(AAAy) < 2

W(T ™ (A)AA) = (T ™ A 1 A7) + u(T ™ 451 Ao)
= 2p(Ao)pu(Ap) = 2u(Ao) (1 — p(Ao))

Se tiene que p(Ag)(1 —u(Ap)) < e. Como e > 0 es arbitrario, u(A)(1 —
pu(A)) =0o0sea pu(A)=061. O

LEMA 2.4. Sea P una matriz estocastica con vector de probabilidad
asociado 7. Entonces

N
(2.4) K = JE&E;P

eziste, K es estocdstica y KP = PK = K = K.

Demostracion. Sea o : X < el corrimiento y sea p la medida de
Markov asociada a (P, 7). Sea yx; la funcién caracteristica de C(0; j).
Por el teorema ergodico

= lim — E Xj © o
n—oo N

existe c¢. d.. Multiplicando por y; y usando el teorema de la conver-
gencia dominada

- 1
/xlxj-duzggoﬁz;u( (0;1) N C(i; 7)) Z/XZXJOU‘W
Pero
wCONNCED) = D mPuy-+-Payy = mPy.

QLo y@Bi—1

Asi
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Sea K = [Kj;], como cada P* es estocastica se tiene que K es estocdstica.
De la definicién de K es claro que KP = PK = Ky asi KP! = K V; > 0,
de donde K? = K. O

DEFINICION 9. P matriz estocastica k x k se llama irreducible si
Vi, j € [k] 3n € Ntal quep;; > 0.

TEOREMA 2.4. Sean P, como en el lema 2.4 y K la matriz dada

por (2.4). Sea p la medida de Markov asociada. Son equivalentes
(1) El corrimiento o es ergddico.
(2) Todos los renglones de K son iguales.
(3) P es irreducible.
(4) 1 es un eigenvalor simple de K.

Demostracion.
(1) = (2). Como en la prueba del lema 2.4

lim — Zu (0;0)NC(3; 7)) = mKy;.

n—oo N

Como o es ergddico

nh_)rglonZu (0;0) N C(3;7)) = mm;.

Asi Klj = Tj.
(2) = (3). Supongamos que todos los renglones de K son iguales a
(g0, - -+ »qe—1). Como 7K = 7 se tiene que > m;q; = m; V; € [k] o sea

JElk]
¢ = m > 0. Si existieran i,j € [k] tales que Pj; = 0 Vn € N entonces
tendriamos ¢; = 0.
(3) = (2). Sea A; = {j € [k] : K;; > 0}. Como K es estocéstica,
A; # 0. Sean | € A;, j € [k] y sean € N tal que P} > 0. Como
K = KP",
sz - ZKM‘PTT; > KzlPrT; > 07

oseaj € A;. Asi K;; > 0Vi,j € [k].
Fijo j € [k] sea ¢;= max {Kj; : i € [k]}. Como K* =K, V, € [].

Kl] - ZK;ZK”
i€[k]

Si K;; < g; para algin i € [k] entonces

Klj < ZKM(]]' = (j Vi € [k‘] .
i€[k]
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Por lo tanto K;; = ¢; Vi € [k].
(2) = (1). Para demostrar que o es ergddica es suficiente demostrar
que si A = C(j;i9,...,i5) B=C(l;rg,...,rm) se tiene

lim S w407 B) = u(A)u(B).

n—oo 1, 4
Parai>j+s—1,
,u(A N O'_iB) = Trio‘Pioil e Hsflisﬂité_(j-'_S)Proh e PTm—l?"m-

como (2) = K;; = m;, tenemos que

o1
lim —
n—oo 1

n—1
Z w(ANo™'B)
=0
= Ty Pigiy = Dia_1iaTro Prory +* Proy iy = 1(A)p(B)
(2) = (4). K;; = 7. Si Ko = a entonces

Q; = ZKZ']'O(]' = Z’/Tjaj V; € [k]
J

1
o sea que « es multiplo del vector :
(4) = (2). Ya que PK = K cada iolumna de K es un eigenvector.
1
Asi, cada columna es un multiplo del eigenvector : . O sea que
todos los renglones de K son iguales. : O

3. Aplicaciones del teorema ergdédico

Tomando f = xp para B € A en el corolario 2.2 tenemos que si
T : X < es ergddica entonces para casi todo x € X

7p(z) = lim l#{OSiSH—LTixEB}:“(B)

n—oo M,

EJEMPLO 2.1. Para casi todo = € [0,1] (con respecto a la me-

dida de Lebesgue) el niimero promedio de ceros en la expansién dec-
imal x = 0.z129--- es %. En efecto, consideremos 7' : K! <>,
T(z) = 2% De acuerdo a la Proposicién 2.2, T es ergédica. Sea
B={e"|2z€[0,15)} z; =0 < Ti(e*"™) € By u(B) = .

» 10 10
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EJEMPLO 2.2. Sea T':[0,1) < la transformacién de Gauss

0 six=0
T —
@ {%— 4] sia#0
Siz#0,
1
T = N
a; +
ay, +Tn(x)
Sea
1
pn(7) lay,. . ] =
Qn(x) aq + 1
1
Ap—1 + —
Qp,

Para casi todo z (respecto a la medida de Lebesgue) se tiene que

00 1 log k/log 2
(2.52) JEEOV"C‘I“'“":Q<HM>

log g, 2
(2.5b) lim 284 _ T

noo  mo 12log2

Para demostrar estas ecuaciones, utilizaremos el hecho de que T es
i~ ergodica donde i esta definida en los borelianos por

1 dz
A) = .
#(A) log2/Al+x

(2.5a). Observemos que a;(x) = k <= T '(z) € [, 1] Sea
f:]0,1[— R definida por f(z) =logk para z € [, 1|.

1
k+1° k
1 n 1 n—1
- z;logai = - z;f(Tla:)
1= 1=

converge a

k=1 k+1

1 ! .1 1+ 4
f(z)dx _ Z ogk log + ]f ‘
log2 J, 1+ log 2 1+
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(2.5b)
Pa() = [ an] = 1
qn () UM a4y 4 [ag, .., ay]
1 B qn1(Tx)

a1 + Pu1(T2)/qn1(Tx)  a1qn1(Tx) + por(Tx)’
Las fracciones de la izquierda y la derecha no se pueden simplificar, asi
Pn(x) = ¢u—1(Tx). Entonces

Pul@) pus(Tx)  pi(T"2) _ 1

qn(x) Qn—l(Tx) QI(Tnilx) Qn(x) ’

——logqn Zlog <p” i ;)

dn z
Se demuestra por induccién que para n > 3
pn(x) = an(x)pn—l(x) +pn—2(x)
qn(x) - an(x)anl(x) + Qn72(x)7

lo que implica que las sucesiones {p,} v {¢,} son crecientes. Hagamos
el paso inductivo

de donde

(2.6)

Pnt1(®) = ¢u(Tx) = an(T2)gn—1(T%) + ¢n—o(T'x)
= an41(2)pu(2) + po-1(T2)

n11(7) = a1 (2)gn (T2) + pu(T2) = a1(2)(an11(2) 01 (T7) + gn2(T))
+ app1 (2)p-1 (T2) + pr—2(T7) = an1(2)qn(2) + g1 (z)

Utilizando (2.6) se demuestra facilmente por induccién que p, > 2(6=2)/2
v qr > 2%-1/2 para k > 1. Como

(2 7) Pn+1 Pn Pn _ dnPn—1 — Pndn-1  4n-1 (pn—l B ]ﬁ)
An+1 dn an n+19n An+1 ,

dn—-1 Adn
Gnt1 > Quo1 Y D1/q1 > D2/q se tiene que {pa,/qon} es creciente y

{pan_1/qon_1} es decreciente.
Utilizando (2.7) se sigue facilmente por induccién que

1
mo_ < )
qn qn—1 qn—19n
Similarmente se prueba por induccién que

pZn(x) <x<p2nf1($)

qon (x) Qanl(aj)

Pn Pn-1
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y luego
Tn () _ 1‘ _ in () r— Pn() < 1 < ol-n,
de donde
n—1 ; -1
pn—i(Tl-T)> (T'z)qn—i(T'x)
log( log T’
i—0 Qn—l(TZx) Z Pn— z TZ )
—1
TZ Qn z ‘ 1
2 +i—n < 2
ZO — Z
Por lo tanto
n—1 1 2
| n -1 |
limw—lm—ZlogT’) / 8L o= T
n—00 n n—oo N o 10g2 0 1—|—IL‘ 1210g2

O

4. Descomposicién en medidas ergddicas

Dado un subconjunto convexo C de un espacio vectorial topoldgico

V' definimos el conjunto de puntos extremos de C' como
Ext(C)={ueV:iu=1-a)zr+ay,ac 0,1, z#y=a=0,1}
Si C # 0, Ext(C) # 0.

LEMA 2.5. Los puntos extremos de My (X) son las medidas T -
ergodicas.

Demostracién. Sea p punto extremo de Mz (X) y supongamos
que A € A tal que T7'A = Ay u(A) # 0,1. Definamos fi4, ptae

mediante (B A) (B A)

H H
entonces fia, fiae € Mp(X) y pp = p(A)pa + (1 — p(A))pae. Contradi-
ciendo el hecho que p es punto extremo.

Reciprocamente supongamos que p es ergédicay p = (1—a)puy+agis
con 0 < a<1 p; € Mp(X). Entonces pu(A) = 0= p;(A) = 0, es decir
pi < py asi 3f; € LNX, A, p) tal que f; >0y p;(A) = [, fidp como
T preserva p y pu; se tiene que f; ol = f;. Como pu es ergddica f; es
constante y asi u; = . O

TEOREMA 2.5. Sea m € Mr(X), existe una medida de probabili-
dad pi, en Mp(X) tal que

(a) i (Me(T)) = 1.
b) [y fdm = [, [y fdv)dpm(v).
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Demostracién. Sea J = {A € X |T'A = A} la o -dlgebra T -
invariante. Para cada f € LY(X, A,m), 3E,,(f | J) € LY X, T,m | J)
llamada esperanza condicional tal que

fAfdm S EBn(f | T)dmVA e T
( ) m(1]J) =1
Para m -casi todo € X definimos m, en (X, .4) mediante m,(A) =

Em(xa | J)(x).

m, es una probabilidad ergddica, en efecto sea A € J, entonces

Ademé4s

[ gan= [ Buis1 D@m= [ ([ sam) am.

Resta interpretar m como una medida en Mgy, De hecho podemos
encajar X en My, mediante x — m, y definir j,, mediante j,,(N) =
m(N N X). O

5. Transformaciones mezcladoras

DEFINICION 10. Sean (X, A, ;1) espacio de probabilidad, T : X «
preservadora de medidad. Decimos que T' es mezcladora si VA, B € A

lim u(ANT "B) = u(A)u(B).

n—o0

OBSERVACION 2.1. Las transformaciones mezcladoras son ergddicas
porque si T7'A = A, entonces p(A°)pu(A) = limy, oo p(A°NT"A) =
p(A*NA) =

PROPOSICION 2.4. Sean X espacio topoldgico y p probabilidad so-
bre los borelianos tal que p(U) > 0 YU abierto no vacio. Supong-

amos que T" : X < preserva p y es mezcladora. FEntonces T es
topoldgicamente mezcladora.

Demostracion. Sean U,V abiertos no vacios, entonces
lim u(T7"UNV) = pw(U)u(V) > 0.
n—0o0
Asi que existe N tal que p(T~"U N V) > 0 para n > N. Por lo tanto
T="UNV # () paran > N. O

OBSERVACION 2.2. Si (X, A, i) es espacio de probabilidad y
T : X < preserva p tenemos un operador Uy : L*(X, A, u) < definido

por Ur(f)=foT.
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PROPOSICION 2.5. Sea (X, A, 11) espacio de probabilidad, la trans-
formacion presrvadora de medida T : X < es mezcladora si y solo si

Vf,9€ LX(X, A p)
(2.8) lim (U7, 9) = (£, 1) (1, 9)

Demostracién. Si Uy satisface la igualdad (2.8),
lim (4(ANT"B) = lim (U, xa) = (s 1) = n(B)u( )

n— 00

Reciprocamente si 7" es mezcladora se tiene que (2.8) se satisface cuando
f, g son funciones caracteristicas. De la bilinealidad de la igualdad (2.8)
se tiene que vale para funciones simples Dadas f,g € L?> y ¢ > 0
3 fo, 90 funciones simples tales que ||f — follo, |9 — goll, < € y asi

190ll5 < llglly +¢

(Urfy9) = Uz (f = fo), 90) + <Uan0,90> + <Uan,9 ~ o)
<f7 1> <lag> = <f - an 1> <1790> + <f07 1> <1790> + <f7 1> <lvg - gO> :
Asi

< (Un fo. 90) = (fo, 1) (L, 90)| + 2 1f = folls Ngolls + 21 £ Iz [lg = 9ol
<e(l+2]lglly + 22 + 2| f]],)
si n es suficientemente grande. U
PROPOSICION 2.6. Sea P matriz estocdstica k x k con vector de
probabilidad 7 y sea p la medida de Markov asociada. Son equivalentes.
(1) El corrimiento o es mezclador.
(2) 3n >0 tal que P} >0 Vi, j € [K]
(3) limy, 00 P} = m;
Demostracién. (1) = (3).
p(C(0;4) No™"C(0; 7)) = mPj; — u(C(0;4)C(0; 5)) = mm;.
(3) = (2). Como 7; > 0Vj € [k], IN > PJ; > 0Vi,j € [k],n > N.
(3) = (1). Para demostrar que o es mezcladora es suficiente de-
mostrar que si A = C(j;ig,- -+ ,is), B=C(l;ro,...,ry) entonces

lim p(ANo "B) = u(A)u(B).
n—o0
Paran > j+ s — [ se tiene

N(A N O_an) — N(A) Pn+lf(j+s)/L(B)

1570
Trr
0
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que por (3) converge a pu(A)u(B).
(2) = (3). Por el Corolario 1.4, si {e; : j € [k]} es la base candnica
de R*, lim,,_, e;P" = w. Pero e,;,P" es el j-ésimo renglon de P". ]

PROPOSICION 2.7. Sean A matriz n X n con coeficientes enteros y
A K" < la transformacion inducida. Entonces A es ergddica si y
solo si es mezcladora.

Demostracion. De acuerdo a la observacién 2.1, toda transfor-
macién mezcladora es ergddica.

Si A es ergédica y k € Z\ {0}, todos los elementos de la sucesién
{k'A"} m € N son distintos entre si. Por lo tanto si [ € Z", y m es
suficientemente grande k'A™ # [ y asi <Ugl<pk, <pl> = <<p(Am)tk, <pl> =0
y (¢k, 1) (L, 1) = 0.

También <U;§n17 (pl> = <17 (pl> = <17 1> <17 (Pl>

Por lo tanto, si f y g son combinaciones lineales (finitas) de {¢y : k € Z"},
<U;~”f, g) = (f,1) (1, g) si m es suficientemente grande. Como dichas
combinaciones lineales forman un conjunto denso en L*(K™), tenemos
que Vf,g € L*(K"),

lim (UTf,9) = (f,1) (L g),
y asi A es mezcladora. O

EJjERcICIO 2.1. Sea (X, A, 1) un espacio de probabilidad y sea T :
X < una transformaciéon preservadora de medida.

a) Probar que VA € A con u(A) > 0, 34, € A tal que Ay C A,
p(Ag) >0y Vo € Ag, Ta(x) > u(A).

Sugerencia: Sea A; = {z : 74(x) > p(A)}. Probar que u(A;) >0
yque A =5, T (A1 NA).

b) Probar que 74(x) > 0 para casi todo x € A.

¢) Si X es un espacio métrico separable y A es la o -dlgebra de
Borel probar que para casi todo x € X se tiene que 7y (z) > 0 para
toda vecindad U de x.

EJERCICIO 2.2. Sea (X, A, i) un espacio de probabilidad y sea T :
X < una transformacién preservadora de medida.

a) Probar que si f : X — (0, 00) es medible entonces para casi todo
reX

| - B

IITEI_I)IOE)lf ﬁf(T (z)) =0.
Sugerencia: Si la propiedad es falsa existen A € A, K, Ky > 0 tales
que u(A) >0ysiz e A

liminf © f(T"(z)) > K1, f(x) < Ko.

n—oo N
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Aplicando el teorema de Poincaré obtener una contradiccién entre las
dos desigualdades.

b) Si f: X — (0,00) es medible y foT — f es integrable probar
que

1
lim —f(T"(x)) =0
n—oo 1,
Sugerencia: Aplicar el teorema ergédico a foT — f.

EJERCICIO 2.3. Sea (X, .A, 1) un espacio de probabilidad y sea T :
X ¢ una transformacién preservadora de medida. Decimos que T es
debilmente mezcladora si para todo A, B € A

n—1

.1 i
Jlim = [p(ANT™B) = u(A)u(B)| =0
=0

a) Probar que si T es debilmente mezcladora, entonces es ergédica
y que si T" es mezcladora entonces es debilmente mezcladora.

b) Probar que si T es debilmente mezcladora entonces 7™ también
lo es.

¢) Probar que el producto cartesiano de una transformacién ergédica
y una debilmente mezcladora es ergddica.

d) Sea R, la rotacién del circulo por el angulo . Demostrar que
R, x R, no es ergddica y por lo tanto R, no es debilmente mezcladora.

¢) Probar que si T x T es ergédica entonces T es debilmente mez-
cladora.

e) Probar que el producto cartesiano de dos transformaciones de-
bilmente mezcladoras es debilmente mezcladora.

f) Probar que T es debilmente mezcladora si y solo si para toda

fel?

n—00

1 n—1 .
lim ~ (LS. f) = (£, 1| =0.
1=0

g) Probar que T es debilmente mezcladora si y solo si el tnico
eigenvalor de Ur es 1.

EJERCICIO 2.4. Sea A matriz nXxn con coeficientes enteros y det A #
0. Sea A la transformacién inducida en K™ = R*/Z". Sea 7 : R* —
K™ la proyecciéon natural. Considere la rotacién Rr),a € R*. Sea

T = Ry o A.
a) Probar que T es ergddica si y solo si
Vk e Z" —{0},me N kA" =k= m(k,a) ¢ Z

b) Probar que son equivalentes
i) T es mezcladora
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(ii) T es debilmente mezcladora

(iii) A es ergédica.

Sugerencias: Recuerde la prueba de (iii) = A es mezcladora. Para
(ii) = (iii) suponga que A no es ergédica y utilice el ejercicio 2.3f) para
probar que 71" no es debilmente mezcladora.
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CAPIiTULO 3

ENTROPIA

1. Entropia con respecto a una medida

DEFINICIONES 11. Sea (X, A, 1) un espacio de probabilidad.

(a) Decimos que A C B mod (0), si u(A\ B) = 0.

(b) Una particion de (X, A, ) es una familia P C A de conjuntos
de medida positiva tales que X = JP mod(0) y u(ANB) =0
si A,B € P,A# B. En tal caso P es una familia contable. Los
elementos de P se llaman dtomos.

(c) Si Py Q son particiones decimos que Q es un refinamiento de
P lo que denotamos P < @Q si todo atomo de Q esta contenido
en un atomo de P mod (0). Esto implica que todo atomo de P
es la unién de dtomos de Q@ mod (0).

DEFINICIONES 12. Sean P, Q particiones finitas del espacio de prob-
abilidad (X, A, ). Sea ¢(z) =z logz si 0 < z < 1, ¢(0) = 0.
(a) Definimos la entropéa de P como
H(P) = H,(P) = = _é(u(P))
pep
(b) Definimos la entropia condicional de P dado Q como

o= % e (ME5D).

peraco Q)

OBSERVACIONES 3.1.
(a) ¢ esconvexay ¢p(z) <0si0<z<l1.
(b) Si 1 es la particién trivial {X} entonces H(P | 1) = H(P)
(c) Una definiciéon mds general se obtiene considerando una sub o

-algebra J de A. Se introduce la informacion condicional de P
dada J

L(P|J) ==Y xplogEu(xpr | J)
Pep
y se define la entropia condicional de P dada J como

H(P 1) = [ 1P| Ddu= [ =S 60 E,lxr | iy

PeP
35
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Recuperamos nuestra definicién tomando J = J(Q) la o -
algebra generada por Q.

PROPOSICION 3.1. Sean P, Q, M particiones de (X, A, ). Deno-
tamos por PV Q la particion cuyos dtomos son los conjuntos P N Q
con medida positiva y P € P,Q) € Q. Entonces

(a) HPVQ|M)=HP| M)+ H(Q| MVP)

(b) SiP<Q ,HM|P)>HM|Q)yH(P|M)<HQ|M)
(c) H(Q) < H(P)+ H(Q|P)

(d) HPVQ|M)<HP|M)+H(Q|M)

(e) Si T : X < preserva p entonces H(T'P | T71Q) = H(P | Q)
f) HP| Q) =0&P<Q

)

)
D
(

emostracion.
a)
(PQOM)
P M) (P M
Y Q1= 3 0@ o
w(PNQNM)
(P M)
P%:MM nen (P N M)
u(P N M)
(P M) log ———=
P;Mu NQNM)log = s

B u(P N M)
=H(Q | ’P\/M)—;/[/L(PHM) logW

=H(Q|PVM)+H(P|M)
(b). Si P < Q entonces PV Q = Q. Asi
HQI|IM)=HP| M)+ H(Q|PVM)>H(P|M).

Como ¢ es convexa, ¢ (D, a;x;) < Y . (i) si Y. o =1, z; € [0,1].
Luego

(M N Q)
Q)

:—A;u Z“ <MﬂQ> Zu ¢(

QCP

H(M| Q)= Zu MNQ) log~

i\g
==z
=)
<
N———
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(c). Poniendo M = 1 tenemos por (a) y (b)
H(Q) < H(QVP)=H(P)+H(Q|P).
(d)-
HPVQ|IM)=HP|M)+HQ|PVM)
<H(P|M)+H(Q|M)
(e). Inmediato
(f). HP| Q)= Z/L( )¢ ( TS?)) = 0 siy solo si VP, (@ se tiene
p(PNQ) =006 pu(Q);es de01r P <.

DEFINICION 13. Supongamos que T : X < preserva medida y sea
P una particién, definimos la entropia h(T, P) de T respecto a P como

MﬂpyzmnEHWVT*Pv~quW”Py

n—oo 1,

Para ver que este limite existe utilizaremos el siguiente lema.

LEMA 3.1. Sea {a,} sucesion de reales positivos tales que anym <
a, + a,,. Entonces
lim — = inf ( ) .
n—oo N n n

Demostracién. Sea C' = inf (a,/n). Dado ¢ > 0 3N tal que
an/N < C+e. Sin> N escribimos n=pN +qcong=1,...,N.

Qp, ApN+q pClN+ q Gq 1

— = <ay +—<C—|—6—|——Su ai,...,aN}.
n PN +q = pN+q P{ 1 N}
Si n es suficientemente grande, C' < a,,/n < C' + 2¢. O

Pongamos ahora a, = H(PV T 'PV ...V T-("=DP) entonces

Ui =HPVT PV ovT Py TP y...y T bp)
<HPV---vT~0=Dp)y L H(T™(P V... vT~(m=1p))
=ap + ap.

PROPOSICION 3.2.
hT,P)—h(T,Q) < H(P |

S ’P < Q entonces h(T,P) < h(T, Q).

WT,T~'P) = h(T, P).

) Q).
) <
; Vn >0, h(T,PVT~'PV---VT"P)=h(T,P).
)

) L

(a
(b
(c
(d
h(T, P)— hmH(P|T 'Pv.-.vT™"P).

a sucesion { HPvV---vT- 1)P)} es decreciente.

e

(
(f
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Demostracién. (a).

T, P) — h(T, Q) = lim \/T P) (n\_/ T'Q)).

n—)oon

Pero
n—1 n—1 n—1 n—1
H(\/ T 'P) — H(\/ Q) <H(\/TP|\/T'Q
= ] =0 =0

n—1 n—1
<> H(T'P| \/T 1Q) <> H(T'P|T'Q)=nH(P|Q)
=0 7=0 =0

(b). SiP<Q,H(P| Q) =0y entonces h(I,P) — H(T,Q) <0
(¢). Inmediato.

H(T,\/T—iP) lim — \/ (\/T—ip))

m—oo 17,
1 m+n 1 +TL—1 m+n 1
— lim — TIP) = 1i T
mg%om \/ P mgréo m m—|—n—1 \/ P
= h(T, P)

(e). La sucesién {H(P | \/i_,T7"P)} es decreciente. Sea c su
limite.

H(\n/ T7'P) = H(\n/ T-'P)+ H(P | \n/T—iP)
n\/T"P +H(P | \/T 'P)

=0 =1

n—1 n—1

H\/ T7P)+H(P | \/ T7'P) +H73|\/T 'P)
=1 =1 i=1
n—2

H(\/ T7'P) +HP|\/T"P +H73|\/T P)

=0 =1 =1

P) + f: HP|\/T'P)
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Por el teorema de Cesaro

(TP)—nanélonZHPM/T’P =

=1

(f). De la prueba de (e) tenemos

(n+1)H \/T’P (n+1)H \/TlP n+1)H(7D|\n/T—iP)

=1

y
n - n k -
HN\/T'P)y=H(P)+> HP|\/T'P)
=0 k=1 i=1
>+ 1)HP|\/T'P)
i=1
Asi
H\/T'P)< (n+ \/T "P) + H( \/T P),
=0 =0
y entonces

H(\n/TZ'P) (n+1)H \/TlP (n+1)H \/T’P

DEFINICION 14. La entropia de una transformacién 7" : (X, A, p) <
que preserva medida se define como

h(T) = h,(T) = sup {h(T,P) : P es particién finita}
OBSERVACION 3.2. h(T) = sup {h(T,P) : H(P) < co}.
En efecto, sea P = {Pl,Pz, -} con H(P) < oo.

Consideremos P = {P,,---, P,, L>J P;}. Entonces
i>n
P,
0 < h(T,P) = h(T,P™) < H(P | P™) =3 u(P, 1ogM
i>n M(k Pk)
>n
== _ou(P)) + (Q_n(P)) log (U Pr)
i>n i>n

= =3 "b(u(P))) + o(u(,J Pr))

j>n
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Como H(P) = =3, ¢(u(F;)) < oo, tenemos lim > o(u(F;)) = 0.
n i>n
Como lim pu( U P;) = 0, también lim ¢(p Y P;)) = 0. Y resulta que
n—00 ji>n

n—oo  j>n

lim h(T, P™) = h(T,P).
n—oo

DEFINICION 15. Si A,, es una familia de subconjuntos de X Vn €
N, /72, A, es la o-dlgebra generada por UX | A,.

TEOREMA 3.1. Sean Py < Py < --- particiones y sea P una par-
ticion con H(P) < oo. Entonces P C \/;2, Pi(mod 0) si y solo si
lim H(P | P,) = 0.

n—0o0

No demostraremos este teorema.

COROLARIO 3.2. Si P; < Py < --- es una sucesion de parti-

ciones con entropia finita tales que A = \/20:17%, entonces h(T) =
sup h(T, P,)
n

Demostracion. Sea P una particion finita. Por el teorema y
la hipétesis A = \/)", Py, tenemos que lim H(P | P,) = 0. Como
n—oo

WT,P) < MT,Py) + H(P | Py), se tiene h(T, P) < sup h(T,Py). O

DEFINICION 16. Sea (X, A, i) espacio de probabilidad. Supong-
amos que 7' : X <= es invertible y preserva p. Una particién P con
H(P) < oo se llama T -generador si \/,— T"P = A.

COROLARIO (KOLMOGOROV - SINAI). Si P es un T—generador
entonces h(T,P) = h(T).

Demostracidn.

WT) =sup (T, \/ TP)=supn(T,T"(\/ T7P))

j=—n
2n
=sup W(T, \/ T/P) = h(T,P).

n =0

O
Para T no invertible se tiene

COROLARIO 3.3. SiP es una particion tal que H(P) < ooy \/0_, T"P =
A, entonces h(T,P) = h(T).

Demostracién. h(T) = sup h(T,\/7_,T/P) = h(T,P). O

n>0
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EJEMPLO 3.1. Sea T : K! <> definido por T'(z) = 2". Tomemos
la particién P = {Py, ..., P,} donde

2m(j — 1)

o
Pj:{zEKI: <arg(z)<ﬂ}.
n

Los atomos de PV ---V T (™1 P gon los intervalos.

27(j — 1) 27j
m o __ 1.
I _{zEK P —— <arg(z) < — ¢,

nm nm

con pu(If") = 1/n™. Entonces /72 T=IP es la o -algebra de Borel. Asf
h(T) = h(T,P).

m—1
1 : —1 1
h(T = lim —H T77P) = lim —log(—) =1 .
( ”P) mLoom (]\/0 P) mlﬁoo m Og(nm) ogn

EJEMPLO 3.2. Sea T : K' < la rotacién T(z) = az.

(1) arg(a)/27 es irracional. Consideremos una particién formada
por 2 intervalos (a1, as)(ag, a;). Entonces los atomos de \/7_, T~/P son
los intervalos con extremos T 7a;, T 'ay. Como las orbitas {T7a,},
{T7ay} son densas, \/;2,T/P es la o -dlgebra de Borel de K'. Asi
h(T) = h(T,P).

h(T,P)= lim HP|T 'PV---vT "P).

m— 00

Como P C \/;2, T~/P, tenemos que h(T) = h(T,P) = 0.
(2) Si arg(a)/2m es racional, existe m tal que 7™ = I y asi h(T™) =
0. Se sigue de la siguiente proposicién que h(T) = 0.

PROPOSICION 3.3. h(T™) = mh(T) Ym >0, y si T es invertible
h(T™) = |m|h(T) Ym € Z

Demostraciéon. Sea P una particién de X.

nm—1

1 .
W(T,P) = lim — H( \/ T7P)
j=0
1Ny 1
> lim —H(\/ T79™P) = —h(T™,P).
> lim — (]\/0 P)= _—h(IT™,P)
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Asi h(T™) < mh(T). También

n—1 n—1 nm—1

m m _ 1 zm -7
hT™, \/ T"P) = nlggonH\/T (\ 77P))
Jj=0 j=0
1 nm—1
= lim —H( ]\:/0 T~/P) = mh(T, P).

Si T es invertible

n—1
1
WT,P) = lim ~H( \/T‘ZP lim nH (n=1) \/Tl
n—1
_ z -1
= lim H( \/OT ) = (T, P).

0

EJEMPLO 3.3. Sea o0 : X < el corrimiento con vector de prob-
abilidad (po,...,pr_1). Sea P = {C(0;0),...,C(0;k —1)} la par-
ticién al tiempo cero. Los atomos de \/‘Zijm o~"P son los cilindros
C(j;i0y--- »in) to,--- ,in € [k]. Por lo tanto P es un generador.

h(o,P) = lim iH(P Vv mmlp)

m—oo 1M

. 1
= - n},g%o E . Z Pig -+ - Pipp 1 log(plo t 'pim,l)
204+ 3tm—1

m—1
=i Y S o,

J=0 20ymn ybj5eee sbm—1

:_nli—rgo %Zzp% IngZJ Zpllogpl

EJEMPLO 3.4. Sea P matriz estocastica k x k con vector de prob-
abilidad 7 y sea p la medida de Markov asociada. Sean o y P como
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en el ejemplo anterior

h(O', 73) = lim l_E[(’}D VeV U_(m_l)P)

m—o00 M,

. 1
=— lim — E Ty ]Diliz e Pim—lim log(ﬂ—ilPilZé e Pim—lim)
i1yeeyim

) 1
=- n’lbg)%o EZMI log ;

11

m—1
D00 D DL TR

J=1 11541 T15eees0 305 41 5ene sim—1

1 m—1
- - n’ll,g%o E E E ﬂ—ij Pijij+1 log Piji]‘Jrl

J=1 gjij41
. 1
2y 1,)€

2. Entropia Topolégica

DEFINICION 17. Sean X espacio métrico compacto y T : X
continua, decimos que S C X es un (n,¢) generador para T si Vx € X
Jy € S tal que d(T7z,T7y) < e para 0 < j < n.

OBSERVACION 3.3. Sea {Uy,...,U,} una cubierta de X por
conjuntos de diametro < £ y en cada conjunto no vacio de la forma
ﬂ?:o 177 (Uj;) escojamos un punto. Con esto formamos un conjunto .S

(n, ) generador con a lo mas m™ elementos.

DEFINICION 18. Sea ry(n,c) = min{#S : S es (n,¢) generador}.
Por la observacién 3.3, ry(n,e) < m", asi que

1
Tr(e) = lirri)sup " logry(n,e) < oo.
n—oo

Definimos la entropia topolégica de T' como
hiop(T') = lim 77 (¢)
e—0
Como 7r(e) es decreciente, el limite anterior existe aunque puede
ser infinito.

DEFINICION 19. Decimos que S C X es (n, g) separado respecto a
TsiVe,ye S,x#y3je€{0,...,n} tal que d(T?z,T?y) > ¢.
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PROPOSICION 3.4. Sea sr(n,e) = max {#S : S es(n,¢e) separado}.
Entonces rp(n,e) < sp(n,e) < rp(n,e/2).

Demostracién Sea F un conjunto (n,¢) separado y sea F' un con-
junto (n,e/2) generador definimos ¢ : £ — F' de la siguiente man-
era, para ¥ € E escogemos ¢(r) tal que d(17z,T7¢(x)) < ¢/2 para
0 <j<n. Sig¢(x)=d(y) entonces d(T?z,T’y) <epara0 < j<ny
asi z = y. Por lo tanto #F < #F y asi

st(n,e) <rr(n,e/2).
Sea S conjunto (n,c) separado de cardinalidad maxima. Siy ¢ S
entonces S U {y} no es (n,e) separado y asi 3z € S tal que Vj €
{0,...,n} d(T72,T7y) < e, o0 sea que S es (n,e) generador y entonces
TT(na 6) S ST(nag)'
U
Se sigue de la Proposicién 3.4 que

. o 1
uop(T) = lim sy (e) = limy lim sup - log s7(n, ).

PROPOSICION 3.5.

R |
hiop(T) = ll_I)% IITEI_I)IOE)lf - logrr(n,e).

Utilizaremos el siguiente lema en la demostracion.
LEMA 3.2. Sean nq,... ,ny € Nye > 0. Entonces
rr(ng + -+ -+ ny,2e) < rp(ng,e)---re(ny, ).

Demostracién. Sea S; un conjunto (n;,¢) generador de cardinali-
dad minima. Sea S el conjunto de n-adas a« = (zy,... ,zx) con z; € S;
tales que Jz(a) € X tal que

d(THT™ z(a0)), T"(z;)) < e paral < t < ny,
donde m;y =0, m; =ny+---+mn;_1,i=1,... ,N. Luego
#S <rr(ni,e) - -rr(ny,e).

{z(a) : v € S} es un (ny + -+ + ny, 2¢) generador ya que si v € X
dx; € S; tal que

d(THT™z), T (x1)) < e para 0 <t < n,
por lo que a = (z1,... ,2y) €Sy
d(THT™ ), THT™2(a))) <260<t<m; i=1,...,N
O sea

d(Tj(x)aTj(Z(a))) < 2epara0 < j<mng+---+ny.
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Asi
TT(TLl + 4 ny, 26) S #S S TT(TLl, 8) . 'TT(TLN,S).
O

Demostracion de la Proposicién 3.5. Si ng > 0 todo n > ng se
escribe n = k ng +m con 0 < m < ny. Entonces

logrr(n, 2¢) = logrr(no+- - ~+ng+m, 2e) < klogrr(ng, £)+logrr(m,e),

1 k 1
—log rop(n,2e) < - log ro(ng, ) + —sup{logrr(m,e) : 1 < m < ny}.
n n

nno
Asi
: 1 1
limsup — log rr(n,2e) < — logrr(ng, )
n—oo 1 no
y entonces
1
(3.2) 77(2¢) < ninf—logrr(n,€)
n

O

DEFINICION 20. Un homeomorfismo 7" de un espacio métrico (X, d)
se llama ezpansivo si deg > 0 llamada constante de expansividad tal
que

d(T"z, T"y) <egyVn€Z = =y

PROPOSICION 3.6. Sea T un homeomorfismo expansivo de un es-
pacio métrico compacto X con constante de expansividad £¢. Si 0 <
€ < €p, Se tiene

1
hiop(T) = T7(€) = inf— log (n, £/2)
nn
Demostraciéon. Usaremos el siguiente lema

LEMA 3.3. Con las hipdtesis de la Proposicion 3.6, si < € < g,
existen k > 0, N > 2k tales que si x,y € X, n > N satisfacen
d(T'(z), T (y)) < e VO < t < n, entonces d(T"(x), T'(y)) < ¢/2
VE<t<n-—k

Demostracion Supongamos que no, entonces existe existe 0 <
e < gg talque Vk > 0 existen xp,yr € X,tp,ne € N con ny > 2k y
k <t < ng— k tales que

d(T (zp), T"(yp)) <& si0 <t < my

d(T* (), T™ (y)) > €/2.

Ast d(T"T" (xy,), T'T% (yg)) < € para —ty, <t < ny — ty.
Sean x,y puntos de acumulacion de {T% (zx)} v {T% (yx }-
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Entonces d(z,y) > &/2 y como tg, ng —t, — 0o, d(T*(z), T (y)) < ¢
Vt € Z, lo que contradice el hecho de que €y > £ es una constante de
expansividad. O

COROLARIO 3.4. Con las hipotesis de la Proposicion 3.6, si 0 <
e < gg, existen k > ON > 2k tales que rr(n,e) > rr(n — 2k,e/2)
Vn > N.

Demostracion. Dado 0 < ¢ < g5 sean k£ > 0, N > 2k dados
por el Lema 3.3. Sea n > N y sea S un conjunto (n,¢) generador de
cardinalidad minima. Se sigue del Lema 3.3 que T*(S) es un conjunto
(n — 2k,2/2) generador. Asi rp(n,e) > rp(n — 2k,e/2). O

Utilizando el corolario y (3.2)

1 1
lim inf — log r¢(n,€) > liminf — logrr(n — 2k,2/2)
n

n—oo N n—00

1 1
= liminf — logrr(n,£/2) > inf—logrr(n,c/2) > 7r(e)
nn

n—oo N

O

PROPOSICION 3.7. Sean X = [k]” y o : X < el corrimiento. Sea
A C X compacto e invariante es decir o(A) = A. Entonces

1
hiop(o | A) = lim —logr(n),

n—oo n

donde r(n) = #{0 1 {0,... ,n}:0 € A}.

Demostacion. Sea d la métrica en X definida por

37N si N =min{|n|: z, # yn}
d(x,y)z{o § z—1y .

Es claro que cualquier 0 < gy < 1 es una constante de expansividad
para 0. Sean N € Ny e = 370+N)_ Sea S, un conjunto tal que para
todo # € A existe un tnico a € S, tal que o|[{—N,... ,N +n} =
0|{—N,...,N +n}.

Asi, d(o7a,070) < ¢ para todo 0 < j < n. Entonces S, es un
(n,e) generador para o y asi ry(n,e) < #S, = r(n+2N). Si S
fuera un (n,e) generador con #S < #5S,, existirian oy, a0 € S,,,0 €
S tales que d(o’a;,070) < ¢ para 0 < j < n,i = 1,2. Entonces
d(o?ay,07ay) <26 <3N para0<j<nyasiog/{-N,... , N+n} =
as[{=N, ..., N+n}, lo que contradice la definicién de S,,. Por lo tanto
ro(n,e) =r(n+2N) y luego

1 1
hiop(0 | A) = lim —logr(n+2N) = lim —logr(n).

n—o00 N, n—o0 7
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Apliquemos la proposicién al subcorrimiento de tipo finito X4 donde
A = (a4)i jer) €8 una matriz de ceros y unos tal que A™ > 0 para algin
n € N. Por el Teorema de Perron A tiene un eigenvalor dominante A
con dimker(A — A\I) =1

La sucesion A" /A" converge porque si JAJ ! es la forma canénica
de Jordan con A en el primer renglén y columna entonces

10 -+ 0
fim 24 Y
0 0

y asi AT A™ converge a una matriz K # 0.

Comor(n) = Za?j, lim A™"r(n) = ZKU > 0.
Y]

n—00

1,J

1 1
—logr(n) = lim — log@ + log A = log \.
n n

n—oo N

ast hiop (0 | Xa) = log A

PROPOSICION 3.8. Sean X compacto y T : X < continua. En-
tonces

Piop(T™) = m hyop(T).

Demostracién Si F es un (nm,¢) generador para T entonces E
es un (n,e) generador pasa T™. Asi rym(n,e) < rr(nm,e) y luego

lim supl log rrm (n,€) < limsup m log rr(nm,e) < limsup m logrr(k,e).
n—oo 1 n—oo NI k—oo K

Por lo tanto hyp(T™) < mbhiep(T). Ve > 0, 30 = 6(e) tal que
d(Tiz,T7y) < e sid(z,y) < 6,0 < j < m—1. Sea F un (n,d)
generador para T™ entonces F' es un n,e) generador para T. Asi
rr(nm,e) < rem(n,d) y luego

1
lim inf log rp(k,e) < lim inf - log rp(nm, €) < liminf —log rom (n, d).
k—oo k n—o00 NM n—oo 1

Asi mhtop (T) S htop (Tm) . O

PROPOSICION 3.9. Sean (X1, d1)(X2,ds) compactos. Consideremos
la métrica d((z1, x2), (y1,y2)) = max {d(z1,y1), d(xa, y2)} para X;x Xs.
SiT; : X1 < 1 =1,2 son continuas, entonces

htop(Tl X T2) S htop(Tl) + htop(T2)-
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Demostracién. Sea F; un (n, ) generador para T;. Entonces F}
x Fy es un (n,e) generador para Ty X Ts. Asi rqy«p,(n,¢) < rp(n, ) -
rr,(n,€) y luego T, «1, (€) < 71y, (€) + T, () y entonces

htop (TI X T2) S htop (TI) + htop (T2)
]

PROPOSICION 3.10. Sea T : X <> un homeomorfismo expansivo.
Entonces #Fiz(T") < oo Vn € N y

hiop(T') > lim sup 1 log # Fiz(T™).
n—oo T
Demostracion. Sea 3 una constante de expansividad de 7. Si
r,y € Fix(T") y d(T’z,T’y) < go para 0 < j < n — 1, entonces
d(T'z,T'y) < &g Vj € Z y asi x = y. Por lo tanto Fix(T™) es un
conjunto (n,eq) separado y #Fix(T") < sr(n,ep) < oo. Asi

1 1
lim sup — log #Fix(T") < limsup — log sy (n, ) < hiop(T)
n

n—oo 1 n—00

3. El principio variacional de la entropia
En estsa seccion demostraremos el siguiente Teorema

PRINCIPIO VARIACIONAL. Sean X espacio métrico compacto, T :
X < continua y A la o -dlgebra de Borel. Entonces

hiop(T) = sup{h,(T) : p € My(X)}

Para comenzar daremos otra definicion de entropia topoldgica y
demostraremos que coincide con la definicién anterior.

DEFINICIONES 21. Sea X un espacio topolégico compacto. Sean U,
V cubiertas abiertas, y 7' : X < continua.

(a) Decimos que V es un refinamiento de U, y escribimos U <V, si
YWeVdU el tal que V C U.
(b) Definimos U VYV ={UNV :U U,V € V}.
(c) Definimos T-'U = {T~'U : U € U}.
(d) Denotamos por N(U) la minima cardinalidad de una subcubierta
finita de U y definimos la entropia de U por H(U) = log N(U).
(e) Definimos la entropia de 7" respecto a U como
H(T,U) = lim lH(u VeV TY)
n—oo 1
OBSERVACIONES 3.4.
(a) HU) >0y HU) =0 <= NU)=1 <= X € U.
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(b) SiU <V entonces H(U) < H(V).

(c) HUV V)< HU)+ H(V).

(d) H(T~'U) < H(U). Si T es sobre entonces H(T~'U) = H(U).
(e) El limite en el inciso (e) de la Definicién 21 existe.

Demostracién. (a) y (b) son inmediatos.

(c). Sean Uy y Vy subcubiertas de U y V respectivamente, de car-
dinalidades N(U) y N(V) respectivamente. Entonces Uy V V, es una
subcubierta de U V V. Asi NUV V) < NU) N(V).

(d). Sea Uy subcubierta de U de cardinalidad N (U) entonces T U,
es una subcubierta de T~'U y luego N(T~'U) < N(U). Si T es sobre y
T~'Uy es una subcubierta de T~'U de cardinalidad N (T~'U). Entonces
Uy cubre X y luego N(U) < N(T~'U).

(e) Sea a, = HUV ---V T"'U), entonces

Upym =HUN - VT UNT UV --- VT UY))
SHUN---VT" U+ H(T "UV---VT™U))
< ap+ ap.
By Lemma 3.1, lima, /n exists. O

DEFINICION 22. Sean X espacio métrico compacto y T : X <«
continua. Definimos

Hiop(T) =sup{H(T,U) : U es cubierta abierta de X}.

Si U es cubierta abierta de X, definimos el didmetro de U como
diam (U )=supdiam(U) : U € U

LEMA 3.4. Si {U,} es una sucesion de particiones tal que lim,_,
diam(U,) = 0, entonces
Hyop(T) = lim H(T,U,).

n—00

Demostracion.
Dada una cubierta abierta U de X, para n suficientemente grande

tenemos que diam(Y,) es menor que el numero de Lebesgue de U.
Entonces U,, es un refinamiento de U y asit H(T,U) < H(T,U,). O

PROPOSICION 3.11.
htop(T) = Htop(T)
Demostracion.
Sea ¢ > 0. Sea U una cubierta con diam(U) < . Dos puntos

distintos de un conjunto (n,¢)- separado no pueden estar en el mismo
elemento de la cubierta U V - - -V T™ Y. Por lo tanto

sp(n,e) <K NUV--- VT UY).
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Asi, sr(e) < H(T,U) < Hyop(T') v entonces
htOP(T) < HtOP(T)-

Sea U una cubierta abierta de X y sea A su niumero de Lebesgue. Sea
£ < Aysea F un (n,¢)- generador de cardinalidad minima. Para cada
y € F, 0 <14 <n,escojamos U,; € U conteniendo la bola de radio
centrada en T"(y). El conjunto

{Uyon---NT—=iUy,_1:y € F}
es una subcubierta de 4/ V -- -V T™ U y por lo tanto
NUV---VT" U) < rp(n,e).
Asi, Hiop(T,U) < rp(e) < hiop(T') vy entonces
Hiop(T) < hiop(T).

[
Demostracion del Principio Variacional
I) Sean pp € M¢p(X) yd > 0. SeaP ={P,...,P;} una particién
de (X, A, p) tal que h,(T,P) > h,(T) — 6. Dado € € (0,1/klogk)
escojamos compactos B; C P, i = 1,...,k tales que u(P; \ B;) < e.
Sean

k
By=X\|JB;, B={ByBi,...,B}.
=1
Entonces

H,(P | B) = u(By) Y u(P;\ By)log u(P; \ Bo)

=1

< u(By)logk <eklogk < 1

Como en (3.1), tenemos que

n—1 n—1
H, (\/ 7P|\ T"B) <nH,(P|Q)
=0 =0
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y asi
(3.3)

(\/T lP) < H, <n\/lT—i73vn\/1T—iB>

1=0 =0 =0

n—1 n—1
< H, (\/ 7P|\ T"B) +H, (\/ T—izs)
=0 =0 =0
n—1
<n+H, (\/ T—izs)
=0

Sea U; = ByN B;, o sea X \ U; = ﬂ#OZB Por lo tanto, cada
elemento de la cubierta
U=A{Uy,...,U}

intersecta a dos elementos de la cubierta B. Como B; C U; para
todo ¢, cada elemento de \/?:_01 T~'B esta contenido en un elemento de
Vi, ' T—U y cada uno de estos iiltimos contiene a lo mas 2" elementos
de \/:;01 T—'B. Luego

n—1 n—1
# \/ T'B<2"N (\/ T"U) :
1=0 1=0
n—1 n—1
H, (\/ T—%’) <nlog2+ H (\/ T‘W)

i=0 =0

n—1
g Mo(P)= Jim LA (\/T ”’) <1+ fin o (VT ’5’>
<1l+4log2+ H(T,U)
Asi
hy(T) — 0 < 1+41og2+ hyop(T),
y como 0 > 0 es arbitraria

h,(T) < 1+1og2 + hiop(T).

Aplicando esta desigualdad a T™ y usando las Proposiciones 3.3 y 3.8,
tenemos

mh,(T) = h,(T™) < 141082 + hiop(T™) < 14 1og2 + mhyop(T')
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Asi, para toda m € N tenemos

hu(T) < —(1+10g2) + hioy(T)

1
m
Y luego hy(T) < hiop(T)

IT) Sea ¢ > 0. Para cada n € N sea E,, un conjunto (n,e) separado
de cardinalidad maxima. Consideremos la medida

1
Hen = ST(na 6) Z 5$

rxeEl,

y definamos

n—1

Hn Z HUE, © Tﬁk-
k=0

Por la convexidad de ¢ para cualquier particion Q

(@) >——ZZ¢>uEn Q) = Hup, (Q)
Q

Q k=0

Escojamos una subsucesién {n;} tal que {j,,} converge a u € M (X)
y

1
lim — log s7(n;,e) = 3r(e).

Demostraremos que h,(T) > sy(e), para lo cual utilizaremos el sigu-
iente

LEMA 3.5. Sea p € M(X). Para todo € > 0 existe una particion
finita P tal que diam(P) < e y u(0P) =0 VP € P.

Sea P la particién dada por el Lema 3.5 . Entonces cada dtomo de
Vi, ' TP contiene a lo més un punto de E,. Asi

Hyp, (\/ T—iP> =- Z¢>(uEn(P)) == Zaﬁ(@#(ﬂl nP))
=2 o

CEEEn

= log s(n,¢)
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Fijemos m € N. Vn € Nexists d € N, r € {0,... ,m — 1} tales que
n=dm+r. Sea k <m

n—1 d—1 m—1 r—1
\/TP= (\/ T (\/ TiP)> v\/T P
i=0 i=0 =0 i=0
d—1 m—1
= (\/ Tﬁim*k( \/ TZP)) V Pd,r,k

i=0 =0

donde

r—1 k—1
Pairr = \/ T im=ipy \/ TP.

1=0

es una particién con a lo més (#P)*™ 4tomos. Po lo tanto

n—1
H,, \/T ip) Z we, (T7F\/ TP) v (Pagr)
7=0
d—1 n—1
< ZH#E (T m* \/T IP) + 2mlog(#P)
=0 7=0
y luego
m—1 . m—1 . 1 n—1 m—1 .
H, (\/ T7P) > H,, (\/ T7'P) = =2 H, (= \/ T77'P)
i=0 i=0 =0 j=
1 m—1 m—1
> 23t (T T)
"= i=0
11n71 n—1
> — (Hm (\/ T7'P) — 2mlog(#P)>
"= i=0
n—1 m
> —H,, \/ T7'P) — — log(#’P)

m 2m?
= —logsr(n,e) — — log(#P).
n n
Poniendo n = n; y tomando limite cuando j — oo

m—1

H,( \/ T'P) > msy(e)
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y asi
m—1

h(T,P) = lim iHM( \/ T 'P) > sr(e).

m—o0 M,
U
TEOREMA 3.5. Sean A € GL(n,Z) y A: KN « la transformacion

inducida. Sea R, : KN <= una rotacion y sea T = R, o A. Seam la
medida inducida por la medida de Lebesque en RY . Entonces

hn(T) = hwp(T) = h'm(fi) = htOP(A)-
Demostracién. Sean 7 : RY — KV la proyeccién natural y d la
distancia en K" inducida por la euclidiana. Sea
Dy(z,e,T) ={y e K¥ : d(T"y, T'z) <£,0<i<n—1}.

Demostraremos por induccién que T*(B.(T*(x))) = z - [A_kBEﬂ'(O)]
la cual es valida para k = 0 por la invariancia de d bajo rotaciones. Si
es valida para k entonces

T B (1) = T-HT* BT (Tw)) = T (T - [A*B.(n(0))] )

=AY a Tz - A *B.(7(0))) = 2 - A E+V(B_(n(0))).
Asi

Dy, (z,e,T) =x - m A (B.(7(0))) = 2 - D,(7(0),¢, A)
Luego m(Dy(z,e,T)) = m(D,(w(0),2,A4)). Sea c > 0y sea P =
{Py,...,P,} particién de diametro < e.

n—1 n—1
re (TP, = (T7"P, Cx-D,(m(0),2,A),
k=0 k=0

porque siy € iy T~ *PF;, entonces T*z, TFy € A;, v asi d(T*x, Ty) <
epara0<k<n-—1. Oseay € D,(x,e,T) = x - D,(r(0),e, A). Por
lo tanto

m (H T_kPik> < m(Dn(W(O),a,fl),

S sm(O TP < S m(()T+Py) logm(Da((0), <, 4)

1050+ yin—1 1050 yin—1

= log m(D,(7(0),¢, A)).
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Entonces

hon(T) > (T, P) > Tim sup {—% 1ogm(Dn(7r(o),g,A))] |

n—o0

Como ¢ > 0 fue arbitraria

hy(T) > lim lim sup {—% log m(Dn(W(O),s,fl))] :

=0 pnooo

Sea E un conjunto (n, €) separado respecto a T' con cardinalidad méxima.
Entonces

UDn(x76/27T): U.’L‘Dn(ﬂ'(()),é‘/2,zi)
TEE el
es union ajena y asi

sp(n, e)m(Dy,(7(0),£/2, A)) < 1.
Luego

1 1 ~
lim sup — log sy(n, &) < lim sup {—— logm(Dn(ﬁ(O),s/2,A))] ,
n

n—oo 1 n—00

y entonces

1 ~
hiop(T) < lim lim sup {—— log m(D,,(7(0),e/2, A))} < h(T).
=0 psoo n
Como este limite no depende de a , fyop(T) = Rygp(A). O
Extenderemos ahora la definiciéon de entropia topolégica a espacios
métricos no necesariamente compactos para incluir A : RY <

DEFINICIONES 23. Sean (X, d) espacio métrico y 7' : X < uni-
formemente continua. Sea K C X compacto.

(a) Decimos que F' C X es un (n,e) generador para K si Vy € K
Jo € F tal que d(T'z, T'y) < e para0 < i < n—1. Sear(K,n,¢)
la minima cardinalidad de un (n,e) generador.

(b) Decimos que E C K estd (n,c) separado si Va,y € E, z # y
Ji € {0,...,n— 1} tal que d(T%x,T" y) > . Sea s(K,n,¢) la
méxima cardinalidad de un (n, ) separado.

Se tiene como antes (K, n,e) < s(K,n,e) < r(K,n,e/2).

(c)

1 1
h(K,T) := limlimsup — logr(K,n,e) = limlim inf — log s(K, n, £)

=0 psoo N e=+0 n—oo N
(d)

hiop(T') :=sup {h(K,A) : K C X es compacto} .
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LEMA 3.6. Sea A como en el Teorema 3.5. Sean p la medida de
Lebesgue y ||| una norma en RY. Sean

n—1

By(0;e) = {z € RN : |ll| <}, Du(0,6,4) = [ A7 By (0;2).
i=0
Entonces

=0 pnooo

1
hiop(A) = lim lim sup {—— log u(Dn(O,s,A))} .
n

Demostracién. Si F es un (n,e) generador para K C RY com-
pacto,

K C U D, (z,2¢e,A) = U z+ D,(0,2¢, A).
el zelF
Asi u(K) < (#F)u(Dy(0,2¢, A)), y entonces
r(K,n,e) 2 p(K)/u(Dn(0, 2, A).
Por lo tanto, cuando u(K) > 0
1
h(K,A) > limlim sup {——logu(Dn(O,a,A))] .
n

e=0 pnoco

Si g es suficientemente grande K C K, := [—q,q]N. Si FE C K es
(n,e) separado entonces | J. . Dn(x,2/2,A) es unién adjunta y estd
contenida en K,;.. Asi

s(K,n,)(Dn(0,2/2, A)) < 2 (g +¢)",

zeFR

y luego

1 1
lim sup —log s(K,n,¢) < limsup {——log,u(Dn(O,a/ZA))] ,
n

n—oo T n—00

1
h(K,A) < limlimsup {—ﬁlogu(Dn(O,s,A))] .
e—

n—00

Asi hyop(A) = h(K, A) para cualquier compacto con pu(K) > 0. O

LEMA 3.7. Sean A, A como en el Teorema 3.5. Entonces

htop(A) = h’top(A)
Demostracién. Sea ¢ < 3 Sea 0 < £ < min(1,[|A[|""). Supong-
amos que E C K, es (n,¢) separado. Entonces 7(E) es (n, ¢) separado

para A. En efecto si z,y € E y 7(x) # 7(y) entonces x # y. Sea iy tal
que |[|[Al(x —y)|| <esii<igy ||[A®T (z — y)|| > . Entonces

AT (@ —y)|| < JAll[A™ (z — y|| < |Alle < 1.



3. EL PRINCIPIO VARIACIONAL DE LA ENTROPIA 57

y ast d(A0Hr(z), Aotir(y) = || A"t (z —y)|| > £. Luego s(K,,n, ) <
s;i(n,e), de donde hi, (A) < hyp(A).

Sea E un (n,¢) separado para A. Sea E = m '(E) N [-1, L[V

Entonces E es (n,¢) separado para K porque si |AY(z) — Aly|| < e

z,y € E, entonces d(A'r(z), A(n(y)) < e. Asi s;(n,e) < s(Ky,n,e

y entonces hyiop(A) < h(K%,A). O

TEOREMA 3.6. Sean A, A como en el Teorema 3.5. Sean My, ..., \x
los eigenvalores de A. Entonces

htop(;l) = Z log |>‘z|
[Ai|>1

Demostracién. Descompongamos RY = I} & F tal que A(F;) C
F;, los eigenvalores de A; = A | F tienen médulo > 1y los eigenvalores
de Ay = A | F; tienen médulo < 1 Eligiendo una base en F; podemos
suponer F; = RPi Sea m; la medida de Lebesgue en F; y sea m =
my X my la medida de Lebesgue en RY. Sea |||, norma en F*, entonces

[(1, w2) || = max({l1]] , [[42]])

define una norma en RY. Por el Lema 3.6

1
htop(A) = limlim sup — [_ IOg my (Dn(07 g, Al)) - lOg m2(Dn(07 €, AZ))] :

20 psco N

Se tiene que

m (D (0,2, 41)) < my (A7 By, 0,2)) = |det Ay "™ mq (By, (0, €))
ma(Dy(0,, Az)) < ma(By,(0,¢)).

Por lo tanto

% [_ log m; (Dn(O, £, Al)) — logmy (Dn(oa &, A2))]

n—1 1
> ( " )10g|detA1| — ﬁlogm(BHH(O,s)),

hiop(A) > log|det Ay = > log|Aq].

‘)‘i>1|

Para probar la desigualdad opuesta escribamos RY = E;, ® E}, tal
que A(E;) C E; y todos los eigenvalores de A; = A | E; tienen el
mismo médulo p;. Ast A=A, & DAy entonces

htOP(A) < htop(Al) +---+ htop(Ak)-
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Demostrando hye,(A;) < max {0, (demE;) log i}, tendremos

hiop(A) < Z dim Ej;) log p1; = Z log |\ -
Bj>1 [Ai>1]

Resta pues, demostrar el siguiente

LEMA 3.8. Sea A : RP <> lineal tal que todos sus eigenvalores
tienen el mismo mddulo i, entonces

higp(A) < max {0, Plog i} .

Demostracion.
Si ||A]| <1, un (1,¢) generador para un compacto K es también un
(n,e) generador. Asi r(K,n,c) < r(K,1,¢), luego h(K,A) =0y asi

htop(A) = 0 = max {0, Plog || A]|} .

Si [|A|| > 1, sean K = K; y ¢ = max {||z| : z € K}.

Para 0 < § < 1, sea F(§) = {0(n1,... ,np) € K : n; € Z}.

Si N =[2/8], #F(6) < (N +1)F < (2/8)F.

Como Yy € K Jz € F(9) tal que ||z — y|| < ¢d, se tiene que F(J)
es un (n, ||Al|"cd) generador para K ya que

[A'z — Aly[] < [[A"][ |z =yl < A" [lo -yl

si0<i<mn. Seae >0, tomemos 0 = ¢||A|| "/c < 1 para n suficiente-
mente grande. Entonces

r(K,n,e) < #F(0) < (2l|A"c/e)",

1 1
limsup —log r(K,n,e) < limsup P {log | Al + —log(QC/S)] = Plog ||A]|,
n

n—oo 1 n—00

hiop(A) < Plog ||All = max {0, Plog [|A[} .
Aplicando esta desigualdad a A™ y utilizando la Proposicién 3.8

1 1
hiop(4) = ~hiop(4") < max {0, Plog [ 4" }

1
Como lim, ||A™]|* = radio espectral de A = p, tenemos

hiop(A) < max {0, Plog u}
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4. Presién topolégica y estados de equilibrio

Consideremos el subcorrimiento de tipo finito (X4,0). Dado 0 <
0 < 1 definimos en X 4 la métrica

N si N =min{|n|: 2, # y}

Sea Fy = {f:(Xa,dy) = C| f es Lipschitz}. Nuestro propdsito es
demostrar la siguiente version del principio variacional: Si f € Fj,
f(X4) C R, entonces existe una tnica m € M,(X,) llamada estado
de equilibrio tal que

o)+ [ fam = P(7) = sup { o) + [ s mo(x0}

P(f) se llama presion topoldgica. En particular tenemos que P(0) =
htop(0). Si f : X4 — C definimos

Var, f =sup{|f(z) — f(y)| : do(z,y) <0"}.

Es facil ver que |f(z) — f(y)| < cdp(x,y) <= VYn >0 Var,f < c0".
Para f € Fy definimos

[flls = sup{|f ()| : @ € Xa}, |flp = sup{Var,f/0" : n > 0}
1fllg = A lle + 1£1p

PROPOSICION 3.12. (Fy,|| || 4) es un espacio de Banach

DEFINICION 24. Dos funciones f,g € Fy se llaman cohomologas y
escribimos f ~ ¢g,si 3 h € C(X4) tal que f =g+ hoo — h.

PROPOSICION 3.13. Si f € Fy entonces existen g,h € Fa% tales
que f =g+ h—hoo yg(x)=g(y) siempre que x, = y, para n > 0.
O sea que g depende solo de las coordenadas en el “futuro”.

Demostracién. Para cada j € [k] escojamos una sucesién del
“pasado” 2(j) = (2n(j))n<o cOn A, (1)2,,.0) = 1, 20(j) = j. Para cada
x € X4 definamos () mediante

(z) T si n>0
T)p = ) )
v Zn(xo) si n<0

Definamos h(z) = > o0, f(0™(x)) — f(6™¢(x)). La serie converge ya
que

|f(o"(x)) — flo"p(x)] < Var,f <||f]l, 0"
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hiw) = hlox) =Y f(o"(@)) = flo"p(x)) = f(o"H') = f(o"po(x))

= f(@) - [Fe@) + ¥ 0™ (@) — flo"po(x))
= ) — g(x) :

obviamente g depende solo del futuro. Probando que h € Fa%’ tenemos
que g € Fg%. Basta probar que 3K > 0 tal que Varayh < K0V, ya que

entonces Varoy1h < (KH’%)HN%.
Sean z,y € X4 tales que x; = y; para |i| < 2N, entonces

f(o"z) = f(o"y)|, 1f(0"px) = f(o"py)| < [flo 6N "
para0<n < N.Sin>0
|f(o"x) — flo"px)], | f(o"y) — flo"ey)| < |[f[e0"

Asi
N
B(x) — h(y)| < 2[flo D "N+ 20flp Y 0"
h=0 n>N+1
1_9N+1 0 9N
N
= <
217169 { 1—6 +1—9]—4|f|"1—9

La Proposicién anterior define una transformacion continua W : Fy —
F,, dada por W(f) = g. Mis aiin, si dj denota la métrica en X,
andloga a dy, W(f) puede identificarse con un elemento de
+
F;% = {g : (X:{,da%} ) — C : ges Lipschitz.

Cuando f € Fp depende unicamente del futuro W(f) = f. El cor-
rimiento o : X4 < (0 : X§ <) induce un operador o* : Fy — F,
(0% : F,” — F,) definido por o*f = f o 0.
Para f € F," definimos el operador L; : F,” — F,” mediante
LW (z) = ) expof(y) W(y).
oYy=x
L es un operador lineal acotado. Cuando f esreal y Ly1 =1 decimos

que Ly estd normalizado

PROPOSICION (DESIGUALDAD BASICA). Sea f =u+iv € F. Si
L, estd normalizado entonces 3C' > 0 tal que

LW e < Cl[Wil, + 6" [Wlg
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para todo W € F,, n > 0.

Demostracion Primero demostraremos que 3Cy > 0 tal que
LWy < Co [[W][ + 0W g

Para z € X1, i € [k] tal que A;;,, = 1 definimos iz € X} mediante
(iz)o = 4, (ix)py1 = T, paran > 0. Si z,y € X1, 9 = yo, entonces
dy (iz,iy) < 0dy (x,y) y asi

LW () = LW ()| < Y /W (ix) — /W (iy)]

Aizg=1

< D 1M =W W i)+ Y e WW (iz) — Wiy))|
Aizy=1 Atzo=1

< klexpoflytdg (z,y) IWl|,, + 0 dg (z,y)

Procediendo por induccién supongamos [L}W g < Cpoy [[W]|  +6" W |p.
Entonces

LY W g < Coy | LW || o + 0" LW g
< Ot W[ oo +0"(Co [|W ] o 0]W o)
< (Chot + 07Co) [[W o + 0" W g

1—gn-t Cy
<
=g 0STC

Cn—l + 9”00 = ngCO = 0
k=1

TEOREMA DE PERRON Y FROBENIUS. Supongamos que o : XX ~
es topoldgicamente mezcladora. Sea f € F,", f(X1) CR, entonces
(1) 3 X eigenvalor mazimal positivo simple de Ly : C(X1) — C(X},
con eigenfuncion estrictamente positiva h € F,
(2) El resto del espectro de Ly : F,” — F," estd contenido en un
disco de radio R < \.
(3) 3 pe M(X}) tal que Ly = M. O sea

/Lfvdu:)\/vdu

para toda v € C(X7}).
(4) Si h es como en (1) y tal que [ hdp =1 entonces

7}2{)10 AL (v) = h/vd,u

para toda v € C(X7})
(5) Si h es como en (4), hy es invariante bajo o.
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Demostracién Sea
A= {g € C(X1,[0,1]) : g(x) < g(y) ex (|{|i 7 ) sido(z,y) < 9”} :

Es facil ver que A es convexo y cerrado bajo limites uniformes. Si

lg(x) —g(y)| < g(y)(exp <|1f|%9;> 1) < |g ” |f|g 9” exp <|{|i90n> .

Asi, A C F,} y A es una familia equicontinua. Por el teorema de Ascoli,
A es compacto con la norma uniforme.

Para cada N € Ndefinimos Ly(g) = Ly(g+1/N)/||[Ls(g +1/N)| .,
geAN. Sizye X}, x; =vy; para |i| < N, entonces

b (s 5) @ <o+ 1) 0 w0

y por lo tanto Ly(A) C A.

Como A es convexo y compacto (con la norma uniforme) podemos
aplicar el teorema de punto fijo de Schauder-Tijonov a cada Ly : A —
A para ver que Jhy € A tal que Ly(hy + 1/N) = Ayhy, donde
An = [|Ly(hy +1/N)|,

Por la compacidad de A existe una subsucesion hy, — h € A,y
por continuidad, Lyh = Ah donde A = [|Lf(h)||, . Para ver que X es
positivo notemos que

Avhy () = ell y)+1/N) > (inf |hy|+1/N) exp(=IV frVa),

oYy=2x

luego Ay (inf hy) > (inf hy + 1/N) exp(— || f|])-

Asi Ay > exp(— || fl|,,) v entonces A > exp(— || f1|)-

Supongamos que h no es estrictamente positiva, entonces 3z € X1
tal que h(z) = 0. Luego

> expof(y)hly) = N"h(z) =0

oy=x
para n > 1, donde f"(y) = f(y) + -+ + f(¢" 'y). En particular
h(y) = 0 si o™y = z para algin n > 0. Como o es transitivo, el
conjunto de tales y es denso en X, asi h = 0. Pero A = ||Lsh||_ > 0,
lo cual da una contradiccidn.

Para demostrar que \ es simple, sea ¢ € C(X}) otra eigenfuncién

correspondiente a A\ y sea
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Entonces g(z)—th(x) > 0 = g(z)—th(z) para todo x € X}. Repitiendo
el razonamiento previo concluimos que g — th = 0.

Con h y A como arriba, sea ¢ = f—log hoo+log h—log A. Entonces
Ly, =X"T"A(h)"'L;A(h) donde A(h) es el operador multiplicacién por
h. Més ain Ls1 =1y asi L, estd normalizado. Observemos que esto
nos permite deducir las propiedades restantes de L de las propiedades
correspondientes de L.

Como M(X}) es convexo y compacto, el operador L} : M(X}) —
M(X}) tiene un punto fijo m, por el teorema de Schauder-Tijonov.
Demostraremos la unicidad de m y (4) simultaneamente.

Sea v € F9+, entonces {LZU} es equicontinua ya que

Vary(Ljv) < |Liv8|g0" < COF ||v]| + 605" |v].

Por lo tanto hay una subsucesion convergente Lymv — v*. Ya que
sup Lp+y < sup Lv, para todo N € N

sup v* = inf(sup L) = sup Lévv*.
Sea v* () = supv* = LY gv*(xy). Asi

vi(zo) = Y expog”(y)v(y)

oNy=zy

Como L, estd normalizado, ésta es una combinacién convexa y asi
v*(y) = v*(2¢) cuando o™y = xy. Como o es topoldgicamente mez-
cladora, v* es constante. Como Lym = m, [ Lyv dm = Jvdm y as
v* = [vdm.

Como F;" es uniformemente denso en C (XJ) podemos suponer
que v €C (X}). El argumento anterior puede repetirse a cualquier
subsucesién {L’;"v} y asi lim, Lyv = fvdm. Esto completa la
demostracién de (3) y (4).

Para demostrar (5) Sea v € C(X}), entonces L,(vo o) = vy asi
[voodm = [Ly(vooc)dm = [uvdm.

Para probar (2) es suficiente demostrar que L, | C* tiene radio
espectral < 1 donde

CL:{wEF;:/wdm:()}.

|Lytrwly < C||Lyw||  + 0" Lywlo.

TILIEO HszHOO = /wdm =0.



64 3. ENTROPIA

Como el conjunto {w € C*: [Jw||, <1} es compacto (con la norma
uniforme), para n, r grandes tenemos ¢ > 0 tal que HLZ*’"wHa <ex<l1
siw e CH, ||lw|, < 1.

OBSERVACION 3.5. Teorema de Perron para matrices
En el caso en que f depende de dos coordenadas solamente o sea
f(x) = f(zo,21) se tiene la matriz k x k M;; = A;; exp f(4,7). Sea
A el eigenvalor dominante positivo. En este caso h(x) = h(zq) donde
> h(i)Mij = h(j)-
Definiendo ¢(i,7) = logh(i) — logh(j) — log A + f(4,) la matriz
correspondiente a L, es
Mi;h (i)
AR(f)
su transpuesta es la matriz correspondiente a L7 y es estocdstica ya

que
> Mmh() _ AR()
LEEENG e
Seaﬂtalquez]‘Pqﬂ—() ()yz m(i) = 1. Sea C' = C(0;1p, - - . ,in)

un cilindro,

QXC Z]DM?OXC Zx Pioil Xc(l;ila--- 7271)(37)

Pij = Aij expg(i,j) =

.

Asi
m(C(J;igy .- ,0n)) :/Xcdm:/LgXCdm Piyiym(C (151, ... ,iy)).

También
LgXC(O z) - zoxo Z onlXC 0; l

Asi
m(C(0;1)) :/L Xe(0:) ZPUm

Luego m(C(0;4)) = m(i) y entonces
m(c(]’ 1o - - - 7Zn)) = Pioil o .Pin—lin’n—(in)'
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