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CAP��TULO 1

TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS DE

MEDIDA

1. Medidas invariantes

Definici�on 1. Sean (X;A; �) un espacio de medida y T : X  -.
Decimos que T preserva � �o que � es T -invariante si 8A 2 A, T�1(A) 2
A y �(A) = �(T�1A):

EJEMPLO 1.1. La medida de Lebesgue �0 en R
n induce una me-

dida � en la �-�algebra de Borel B del toro

Kn = Rn=Zn = K1 � � � � �K1; K1 = fz 2 C : jzj = 1g :
La traslaci�on ta(x) = x + a en Rn induce en Kn la rotaci�on

R�(z1; : : : ; zn) = (�1z1; : : : ; �nzn)

donde �j = e2�iaj : Como ta preserva �0 tenemos que R� preserva �:

EJEMPLO 1.2. Sea k � 2 un entero �jo y sea (p0; : : : ; pk�1) un
vector de probabilidad, o sea pi > 0 y p0 + � � � + pk�1 = 1. Sean
[k] = f0; 1; : : : ; k � 1g y X = [k]Z : Dados j 2 Z; i0; : : : ; im 2 [k]
de�nimos el cilindro C(j; i0; : : : ; im) como

C(j; i0; : : : ; im) = f(xn) 2 X : xl+j = il para 0 � l � mg :
Las uniones �nitas disjuntas de cilindros forman un �algebra que genera
la �-�algebra de Borel A de X, por lo tanto, para de�nir una medida �
en A basta de�nirla en los cilindros, lo que hacemos mediante

�(C(j; i0; : : : ; im)) = pi0 : : : pim :

De�nimos el corrimiento bilateral T : X  - mediante T (xn) = (yn),
donde yn = xn+1: Es claro que T preserva �.

Una variante de este ejemplo consiste en tomar X+ = [k]Z
+

, donde
Z+ = N [ f0g. Los cilindros se de�nen de la misma manera as�� como
el corrimiento que ahora se llama unilateral.

EJEMPLO 1.3. De�namos ahora el mapeo de Gauss T : (0; 1) -
mediante

T (x) =

(�
1
x

�
= 1

x
� � 1

x

�
si x > 0

0 si x = 0
:
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6 1. TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS DE MEDIDA

Consideremos la medida � en la �-�algebra de Borel de�nida por

�(A) =

Z
A

dx

1 + x

Para ver que T preserva � es su�ciente probar que si [a; b] � [0; 1],

�(T�1([a; b]) = �([a; b]) = log

�
1 + b

1 + a

�
:

Ahora bien

T�1([a; b]) =
1[
m=1

�
1

b +m
;

1

a+m

�
;

�(T�1([a; b])) =
1X
m=1

log

�
(a+m + 1)(b+m)

(b +m+ 1)(a+m)

�

=
1X
m=1

log

�
a+m + 1

b+m + 1

�
� log

�
a+m

b+m

�

= lim
m!1

�
log

�
a+m+ 1

b+m+ 1

�
� log

�
a+ 1

b + 1

��
= log

�
b + 1

a + 1

�

Teorema de Krylov y Bogoliubov. SeanX un espacio m�etrico
compacto, T : X  - continua y B la �-�algebra de Borel. Entonces existe
� probabilidad T - invariante.

Sea M(X) el conjunto de las probabilidades de�nidas en B. De-
notaremos porMT (X) el conjunto de las � 2 M(X), invariantes bajo
T .

Sea C(X) el espacio de funciones continuas con la norma kfk =
sup
x2X
jf(x)j para f 2 C(X).

Como X es m�etrico compacto 9 fgn : n 2 Ng denso en la bola uni-
taria de C(X). Consideremos enM(X) la m�etrica

d(�; �) =
1X
j=1

1

2j

����
Z
X

gjd��
Z
X

gjd�

����
Lema 1.1. Sea f�ng una sucesi�on enM(X). Las siguientes propiedades

son equivalentes

(a) lim
n!1

d(�n; �) = 0

(b) lim
n!1

R
X
gjd�n =

R
X
gjd� 8j � 1

(c) lim
n!1

R
X
gd�n =

R
X
gd� 8g 2 C(X)
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Demostraci�on. (a) ) (b).����
Z
X

gjd�n �
Z
X

gjd�

���� � 2jd(�n; �)

(b)) (c). Dados g 2 C(X) y " > 0 9j tal que kgj � g= kgkk � "=3 kgk
(el caso g = 0 es trivial).

Sea N tal que n � N ) 

R
X
gjd�n �

R
X
gjd�



 � "=3 kgk. Si
n � N ,

����
Z
X

gd�n �
Z
X

gd�

���� � kgk
����
Z
X

(
g

kgk � gj)d�n
����

+ kgk
����
Z
X

gjd�n �
Z
X

gjd�

����+ kgk
����
Z
X

(
g

kgk � gj)d�
���� � "

(c) ) (a). Sea j0 tal que
P1

j=j0+1 2
�j � "=4. Sea N tal que n � N )��R

X
gjd�n �

R
X
gjd�

�� � "=2 8j � j0. Si n � N

d(�n; �) �
j0X
j=1

2�j
����
Z
X

gjd�n �
Z
X

gjd�

����
+

1X
j=j0+1

2�j
�Z

X

jgjj d�n +
Z
X

jgjj d�
�
� "

2
+
"

4
+
"

4
= "

Teorema de representaci�on de Riesz. Sea ' : C(X) ! R

lineal tal que '(f) � 0 si f � 0 y '(1) = 1: Entonces 9� 2 M(X) tal
que Z

X

fd� = '(f) 8f 2 C(X)

Lema 1.2. Toda sucesi�on enM(X) posee una subsucesi�on conver-
gente.

Demostraci�on. Sea f�ng una sucesi�on en M(X) y sea �̂n 2
[�1; 1]N de�nida por �̂n(j) =

R
X
gjd�n

Como [�1; 1]N provisto de la topolog��a producto es un m�etrico com-
pacto existe una subsucesi�on f�nmg tal que f�̂nm(j)g converge 8j � 1
o sea que

�R
X
gjd�nm

	
converge 8j � 1 y as��

�R
X
gd�nm

	
converge

8g 2 C(X).
De�namos ' : C(X)! R mediante '(g) = lim

m!1

R
X
gd�nm.
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Por el Teorema de Riesz existe � 2 M(X) tal que '(g) =
R
X
gd�

8g 2 C(X), o sea que fd(�nm; �)g converge a 0.
Demostraci�on del teorema de Krylov y Bogoliubov.
Escojamos cualquier � 2 M(X) por ejemplo la medida de Dirac

concentrada en x0 2 X.

�(A) =

(
1 si x0 2 A
0 si x0 =2 A

Sea �n =
1
n
(�+ � Æ T�1 + � � �+ � Æ T�n+1). Por el Lema 1.2, existe

una subsucesi�on convergente f�nmg. Sea � = lim
m!1

�nm, entonces

� Æ T�1 = lim
m!1

1

nm
(� Æ T�1 + � � �+ � Æ T�nm)

= lim
m!1

1

nm
(�+ � � �+ � Æ T�nm � �) = �

2. Formas de volumen, difeomor�smos, campos vectoriales

Definici�on 2. Una forma de volumen en un espacio vectorial V
de dimensi�on n es una funci�on multilineal antisim�etrica no nula ! :
V n ! R

EJEMPLO 1.4. Fijando una base ordenada (e1; : : : ; en) de V ,
de�nimos !(e1; : : : ; en) = 1. La antisimetr��a y multilinealidad implican
que si v1; : : : ; vn 2 V y escribimos vi =

P
j

aijej, entonces

!(v1; : : : ; vn) = det(aij):

De hecho cualquier forma de volumen se obtiene de esa manera.
Dado un isomor�smo L : V ! W entre espacios n�dimensionales

y una forma de volumen ! en W de�nimos la forma de volumen L�!
en V mediante L�!(v1; : : : ; vn) = !(Lv1; : : : ; Lvn). En el caso de un
automor�smo L : V  - tenemos que L�! = (detL)!.

Definici�on 3. SeanM una variedad diferenciable y ' : U � Rn !
M una parametri- zaci�on. Para x 2 U , T'(x)M = D'x(R

n) es el
espacio tangente a M en '(x). Una forma de volumen ! en '(U)
asocia, por de�nici�on, a cada q 2 '(U) una forma de volumen !q en
TqM . De�niendo ('�!)x = D'�x !'(x), tenemos que '�! es una forma
de volumen en U . Decimos que ! es suave si '�! lo es.
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Si ! es suave y A �M boreliano tal que A � '(U) de�nimos

�'!(A) =

Z
'�1(A)

'�!(e1; : : : ; en)

donde e1; : : : ; en es la base can�onica de Rn :
Si ! es una forma de volumen en M y ';  son dos parametriza-

ciones tales que A � Im ', Im  , el teorema del cambio de variable
da

�'!(A) =

Z
'�1(A)

( �1 Æ ')� �!(e1; : : : ; en)

=

Z
'�1(A)

detD( �1 Æ ') �!(e1; : : : ; en)

=

Z
 �1(A)

 �!(e1; : : : ; en) = � !(A):

Dado cualquier boreliano A � M escogemos parametrizaciones f'jg
tales que A � [

j
Im 'j. sean fAj � Im 'jg conjuntos disjuntos con

A = [
j
Aj. De�nimos

�!(A) =
X
j

�'j! (Aj)

Si f : M  - es un difeomor�smo C1 tenemos que �! Æ f = �f�!.
Por lo tanto f preseva �! si y solo si f �! = !. Si M es abierto de Rn

f �! = (detDf) ! Æ f .
Sea X un campo vectorial C1 en M y sea f'tg el 
ujo de�nido por

X: Sea ! una forma de volumen en M; de�nimos la derivada de Lie

LX! =
d

dt
('�t!)t=0 :

EJEMPLO 1.5. Sean M abierto de Rn y '�t! = (detD't)! Æ 't.
De�niendo �(x) = !x(e1; : : : ; en), tenemos

LX!(e1; : : : ; en) =
d

dt
(detD't)t=0 � +

d

dt
(� Æ 't)t=0 :

LX! = (div X)! + (D� �X)
!

�
=

div (�X)

�
!:

En general de�nimos div !X mediante

LX! = (div !X)!:

As��, f'tg preserva ! si y solo si div !X = 0:
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Proposici�on 1.1. Supongamos que f : M  - preserva ! y H :
M ! R es una primera integral de f , o sea H Æ f = H y H no
es constante. Sea C un valor regular de H, entonces 9 ~! forma de
volumen en H�1(C) preservada por f j H�1(C).

Demostraci�on. Sean x 2 H�1(C); TxH
�1(C) = kerDxH. Sea

v tal que DxH(v) = 1, de�nimos ~!x(v2; : : : ; vn) = !x(v; v2; : : : ; vn),
luego (f �~!)x(v2; : : : ; vn) = ~!f(x)(Dxfv2; : : : ; Dxfvn).

Pero Df(x)H ÆDxf(v) = DxH(v) = 1 y as��

~!f(x)(Dxfv2; : : : ; Dxfvn) = !f(x)(Dxfv;Dxfv2; : : : ; Dxfvn)

= (f �!)x(v; v2; : : : ; vn) = !x(v; v2; : : : ; vn)

= ~!x(v2; : : : ; vn):

As��, f �~! = ~!

EJEMPLO 1.6. Sean M abierto de R2n y H : M ! R de clase
C2. Consideremos el campo vectorial hamiltoniano

XH =

�
@H

@y1
; : : : ;

@H

@yn
;�@H

@x1
; : : : ;� @H

@xn

�
:

div XH =
nX
i

@2H

@xi@yi
� @2H

@yi@xi
= 0:

Por lo tanto el 
ujo hamiltoniano f'tg preserva el volumen usual
de R2n . Por otra parte

d

dt
H Æ 't = DH(XH) =

nX
i

@H

@xi

@H

@yi
� @H

@yi

@H

@Xi
= 0

As��, H Æ 't = H para toda t. Luego, si C es un valor regular de H,
hay una forma de volumen !c en H

�1(C), preservada por f'tg.

3. Recurrencia

Teorema de recurrencia de Poincar�e. Sean (X;A; �) espa-
cio de probabilidad y T : X  - preservadora de medida. Para cualquier
B 2 A el conjunto B0 = fb 2 B : fn 2 N : T n(b) 2 Bg es in�nitog
pertenece a A y �(B0) = �(B):

Demostraci�on. Sea Cn =
�
b 2 B : T k(b) =2 B 8k � n

	
. Entonces

B0 = B n [
n
Cn.

Como Cn = B n [
k�n

T�k(B) 2 A, el teorema estar�a demostrado si

probamos que y �(Cn) = 0.
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ComoCn � [
k�0

T�kBn [
k�n

T�kB, �(Cn) � �( [
k�0

T�kB)��( [
k�n

T�kB).

Pero [
k�n

T�kB = T�n [
k�0

T�kB y as�� �( [
k�0

T�kB) = �( [
k�n

T�kB).

Definici�on 4. Sean X espacio topol�ogico y T : X  - continua. El
!�l��mite de un punto x 2 X es el conjunto

!(x) = fy 2 X : 8U vecindad de y 9nk !1 con T nk(x) 2 Ug :
SiX es m�etrico, y 2 !(x) () 9nk !1 tal que d(T nk(x); y)! 0.

Teorema 1.1. Sean X espacio m�etrico separable, A la ���algebra
de Borel, T : X  - continua y � 2MT (X). Entonces

�(fx 2 X : x =2 !(x)g) = 0:

Es decir, �-casi todo punto de X es recurrente.

Demostraci�on.
Sea fUngn 2 N una base de abiertos con lim

n!1
diam (Un) = 0. Sea

~Un = fx 2 Un : 9mk !1 conTmk(x) 2 Ung :
Por el teorema de Poincar�e �(Un n ~Un) = 0. Sea ~X =

T
m�1

S
n�m

~Un.

Si x 2 ~X entonces x 2 !(x). En efecto, sea r > 0 y escojamos
m tal que diam (Un) < r si n � m. Como x 2 ~X, x 2 S

n�m

~Un y as��

9n � m tal que x 2 ~Un: Como diam(Un) < r, Un � Br(x), por lo que
9mk !1 tal que Tmkx 2 Un � Br(x): As�� x 2 !(x).

Como fUngn2N es una base de abiertos X =
S
n�m

Un 8m:
Luego

�(X n ~X) = �

 [
m�1

(X n [
n�m

~Un)

!
= �

 [
m�1

( [
n�m

Un n [
n�m

~Un)

!

� �

 [
m�1

[
n�m

(Un n ~Un)
!

= 0:

Definici�on 5. Sean X espacio topol�ogico y T : X  - continua.
(a) T se llama transitiva si 9x 2 X tal que !(x) = X
(b) T se llama topol�ogicamente mezcladora si 8U; V abiertos no va-

cios, 9N > 0 talque T�n(U) \ V 6= � 8n � N .



12 1. TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS DE MEDIDA

Proposici�on 1.2. Sean X espacio m�etrico compacto y T : X  -
continua, son equivalentes

(a) T es transitiva.
(b) fx 2 X : !(x) = Xg es intersecci�on numerable de abiertos den-

sos.
(c) 8U abierto no vacio

S
n�0

T�nU es denso en X.

Demostraci�on.
(a) ) (c). Sea x 2 X 3 !(x) = X. Sea U abierto no vacio y

sea y 2 X: Sea V vecindad de y, entonces 9n > 0 tal que T n(x) 2
V . Sea m > n tal que Tm(x) 2 U . Tm(x) = Tm�n(T n(x)) y as��
T n(x) 2 T�(m�n)U \V . Luego S

j�0

T�jU \V 6= ;. Como V es arbitrario

y 2 S
j�0

T�jU:

(c))(b). Sea fUngn2N base para la togopolog��a deX. Por hip�otesis

Si;n =
[
j�i

T�j(Un) =
[
j�0

T�j(T�iUn)

es abierto denso. As��, S =
T
i;n

Si;n es intersecci�on numerable de abiertos

densos. Si x 2 S entonces !(x) = X: En efecto dado U 6= ; abierto
debemos probar que 9mk ! 1 tal que Tmk(x) 2 U . Es su�ciente
hacerlo para los abiertos Un; n 2 N . Como x 2 S, 8i; n x 2 Si;n y as��
existe mi � i tal que Tmi(x) 2 Un.

(b) ) (a) es trivial.

Definici�on 6. Sea X = [k]Z. Sea A = (Aij)i;j 2 [k] matriz de
ceros y unos. Sea XA =

�
(xn) 2 X : Axnxn+1 = 1 8n 2 Z	. Sea � el

corrimiento, entonces �(XA) = XA. �jXA se llama subcorrimiento de
tipo �nito.

Proposici�on 1.3. Denotemos por Amij los coe�cientes de A
m m �

0. Entonces

(1) �jXA es transitivo () 8i; j 2 [k] 9m > 0 tal que Amij > 0.
(2) �jXA es topol�ogicamente mezcladora () 8i; j 2 [k] 9m > 0

tal que 8l � m Alij > 0.

Usaremos el siguiente lema que se demuestra facilmente por in-
ducci�on.

Lema 1.3. Sea Smij =
n
a 2 [k][m+1] : a0 = i; am = j; Aanan+1 = 1 8n 2 [m]

o
.

Entonces Amij = #Smij :

Corolario 1.2. # fx 2 XA : �mx = xg = Tr Am:
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Demostraci�on. En efecto x 2 XA y �mx = x si y solo si xnm+j =
xj 8n 2 Z; j 2 [m] y Ax0x1 = Ax1x2 = : : : = Axm�1x0 = 1. As��

# fx 2 XA : �mx = xg =
k�1X
i=0

#Smii =
k�1X
i=0

Amii = Tr Am:

Demostraci�on de la Proposici�on 1.3. Sean U; V abiertos no
vac��os deXA: Como los cilindros forman una base U contiene un abierto
de la forma C(j; i0; : : : ; im)\XA 6= ;, V contiene un abierto de la forma
C(p; q0; : : : ; ql) \XA 6= ;. Entonces

��n(U) \ V � ��n(C(1; i0; : : : ; im)) \ C(p; q0; : : : ; ql) \XA

= C(j + n; i0; : : : ; im) \ C(p; q0; : : : ; ql) \XA:

Si p+ l < j+n este �ultimo conjunto no es vac�� o cuando Aj+n�p�lqliio
> 0,

ya que en tal caso 9a 2 Sj+n�p�lqliio
y tomando x 2 C(j; i0; : : : ; in) \XA,

y 2� (p; q0; : : : ; ql) \XA de�nimos

zt =

8><
>:
yt si t � p+ l

at�(p+l) si p+ l � t � j + n

xt�n si j + n � t

Reciprocamente si z 2 ��m(C(0; j))\C(0; i)\XA entonces z0 = i; zm =
j, Aznzn+1 = 1 8n 2 [m].

4. Medidas de Markov

Definici�on 7. Una matriz estoc�astica k � k es una matriz P =
(Pij)i;j2[k] tal que Pij � 0 8i; j 2 [k] y

P
j2[k]

Pij = 1 8i 2 [k]. Un vector

� = (�0; : : : ; �k�1) tal que
P
i2[k]

�i = 1 y �i > 0 8i, se llama vector de

probabilidad asociado a P si �P = �.

Teorema 1.3. Sean X = [k]Z y T el corrimiento. Sea P una ma-
triz estoc�astica k � k con vector de probabilidad asociado �. Entonces
existe una �unica � 2 MT (X) llamada medida de Markov tal que

(a) �(C(m; i)) = �i 8m 2 Z; i 2 [k]
(b) �(C(m; i) \ C(m+ 1; j)) = �iPij 8m 2 Z; i; j 2 [k]
(c) �(C(n; in) j C(0; i0; : : : ; in�1)) = �(C(n; in) j C(n� 1; in�1))

Demostraci�on. Sea A0 el �algebra de las uniones �nitas disjuntas
de cilindros. De�nimos � : A0 ! R mediante

�(C(m; i0; : : : ; il)) = �i0pi0i1 : : : ; pil�1il



14 1. TRANSFORMACIONES PRESERVADORAS DE MEDIDA

y si A = A;[ � � � [ Ar con A1; : : : ; Ar cilindros disjuntos de�nimos

�(A) = �(A) + � � �+ �(Ar):

� es una medida en A0 que se extiende a la �- �algebra de Borel
de X. Es claro que �(T�1A) = �(A) si A 2 A0 y as�� la extensi�on es
invariante bajo T:

Teorema de Perron y Frobenius. Sea P una matriz k�k tal
que alguna potencia PN tiene todos sus coe�cientes positivos. Entonces
P posee un eigenvalor \dominante" � tal que

(a) � > j�j para todo eigenvalor � 6= � de P.
(b) dimker(P � �I) = 1.
(c) Existe q = (q0; : : : ; qk�1) tal que qP = �q y qi > 0 8i.
Corolario 1.4. Sea P una matriz estoc�astica que satisface la hip�otesis

del teorema de Perron y Frobenius. Entonces

(a) El eigenvalor dominante es 1.
(b) Existe vector de probabilidad � asociado a P.
(c) Si x = (x0; : : : ; xk�1) satisface

P
i2[k]

xi = 1 entonces

lim
n!1

xP = �

Demostraci�on. Sea � el eigenvalor dominante. Sea

Ha =
n
x = (x0; : : : ; xk�1) :

X
xi = a

o
:

Por (b) y (c) del teorema se tiene que existe un �unico � 2 H1 tal que
�P = �P. Entonces

P
i

�iPij = ��j y sumando
P
i;j

�iPij = �. Pero

X
i;j

xiPij =
X
i

xi
X
j

Pij =
X
i

xi 8x:

Luego � = 1: Si x 2 H1 entonces y = x� � 2 H0. As��

xPn = �Pn + yPn = � + yPn

H0P
n � H0 y como ker(P � I) \ H0 = f0g tenemos que todos los

eigenvalores de P j H0 tienen modulo < 1 y
as�� limn!1 yPn = 0.

Proposici�on 1.4. Sean P una matriz estoc�astica k � k y � un
vector de probabilidad asociado. El soporte de la medida de Markov �
asociada es XA donde

Aij =

(
1 si Pij > 0

0 si Pij = 0



4. MEDIDAS DE MARKOV 15

Demostraci�on. Sea x 2 XA. Toda vecindad V de x en X contiene
un cilindro C(i; xi; : : : ; xi+m) Entonces

�(V ) � �(C(i; xi; : : : ; xi+m)) = �iPxixi+1 � Pxi+m�1xi+m > 0

puesto que �i > 0 y Pxjxj+1 > 0 ya que Axjxj+1 = 1.
Reciprocamente si x =2 XA existe i 2 Z tal que Axixi+1 = 0. Por lo

que Pxixi+1 = 0: As�� �(C(i; xi; xi+1)) = �iPxixi+1 = 0.

Ejercicio 1.1. Una matriz n�n A con coe�cientes enteros, induce
una transformaci�on continua ~A : K n  - mediante ~A(x+ Z) = Ax+ Z.
Demostrar que si detA 6= 0, entonces ~A preserva la medida � del
Ejemplo 1.1.

Ejercicio 1.2. De acuerdo al Ejercicio 1.1 la transformaci�on ~A :
K1  - dada por ~A(z) = zm, preserva la medida inducida por la medida
de Lebesgue en R. Deducir que la transformaci�on T : [�1; 1]  - dada
por T (x) = 2x2 � 1 preserva una medida equivalente a la medida de
Lebesgue.

Sugerencia. De�na h : K1 ! [�1; 1] mediante h(z) = <z y pruebe
que h(z2) = T (h(z)): De�nase M(A) = �(h�1(A)) para A � [�1; 1]
boreliano.

Ejercicio 1.3. Sea ' : [0; 1] - tal que existen intervalos abiertos
disjuntos In � [0; 1], n 2 N satisfaciendo

1) �([0; 1] n [
n
In) = 0

2) �('([0; 1] n [
n
In)) = 0

3)8 n' j In es continuamente diferenciable con '0 6= 0
Sean f 2 L1([0; 1]) y � la medida en los borelianos de [0; 1] de�nida

por �(A) =
R
A
f(x)dx:

Probar que ' preserva � si y solo si

f(x) =
X

y2'�1(x)

f(y)

j'0(y)j
para casi todo x 2 [0; 1] :

Ejercicio 1.4. Sea X un campo vectorial Cr en un abierto M de
Rn . Decimos que una variedad N � M de dimensi�on n � 1 es una
secci�on transversal de X si 8p 2 N X(p) =2 TpN y 8x 2 M la �orbita
f't(x) : t > 0g intersecta N . Sea N una secci�on transversal de X de
clase Cr:

a) Probar que existe f : N  - difeomor�smo de clase Cr denomi-
nado transformaci�on de Poincar�e tal que 8x 2 N9�(x) > 0 tal que
f(x) = '�(x)(x) 2 N y 't(x) =2 N para 0 < t < �(x).
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b) De�na ~! en N por ~!p(v1; : : : ; vn�1) = det(X(p); v1; : : : ; vn�1)
donde p 2 N v1; : : : ; vn�1 2 TpN: Probar que ~! es una forma de
volumen en N y que si div X = 0 entonces f preseva ~!:

Ejercicio 1.5. Hallar f : R2 n f0g ! R suave para que el campo
de�nido por

X(x; y) = �f(x; y)(x; y)
preserve la medida de Lebesgue.

Ejercicio 1.6. a) Probar que si f es un difeomor�smo de M y
H : M ! R es una primera integral entonces H(y) = H(x) para todo
x 2M , y 2 !(x).

b) El conjunto !- l��mite de un difeomor�smo f : M  - se de�ne

como el conjunto L+(f) = [
x2M

!(x). Probar que si un difeomor�smo

f :M  - posee una primera integral L+(f) es no numerable.

Ejercicio 1.7. a) Probar que para toda forma de volumen C1!
en K1x y todo difeomor�smo g : K1  - existe un difeomor�smo f :
K1 � R  - que preserva ! y tal que f(p; 0) = (g(p); 0)8p 2 K1:

b) Probar que existen difeomor�smos de variedades compactas que
preservan formas de volumen para los cuales hay subvariedades invari-
antes compactas tal que la restricci�on a estas subvariedades no preser-
van ninguna forma de volumen.



CAP��TULO 2

ERGODICIDAD

1. El teorena erg�odico

Teorema erg�odico de Birkhoff. Sean (X;A; �) un espacio de
probabilidad y T : X  - una transformaci�on preservadora de medida.

Sea f 2 L1(X), entonces
n

1
n

Pn�1
j=0 f(T

jx)
o

converge casi dondequiera

a una ~f 2 L1(X) y Z
X

fd� =

Z
X

~fd�:

Sean f+(x) = lim sup
n!1

1

n

n�1X
j=0

f(T jx); f�(x) = lim inf
n!1

1

n

n�1X
j=0

f(T jx):

De la igualdad

1

n + 1

nX
j=0

f(T jx) =

�
n

n + 1

�
1

n

n�1X
j=0

f(T jTx) +
f(x)

n + 1

tenemos que f+(Tx) = f+(x) y f�(Tx) = f�(x).
Utilizaremos el siguiente lema conocido como Teorema erg�odico

maximal.

Lema 2.1. Sea f 2 L1(X) y de�namos

E(f) =

(
x : sup

n

nX
j=0

f(T jx) > 0

)
:

Entonces
R
E(f)

fd� � 0

Corolario 2.1. Si A � E(f); A 2 A y T�1(A) = A, entoncesR
A
fd� � 0.

Demostraci�on. Como T�1(A) = A, E(XAf) = A. Por lo tantoR
A
f =

R
E(XAf)

XAf � 0.

Demostraci�on del teorema erg�odico. Para � 2 R. Sean
E+
� (f) =

�
x : f+(x) > �

	
; E�� (f) =

�
x : f�(x) < �

	
:

17
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Luego, T�1(E+
� (f)) = E+

� (f), T
�1(E�� (f)) = E�� (f) y E+

� (f) =
E+

0 (f � �), E�� = E+
��(�f).

A�rmamos que
R
E+
� (f)

fd� � ��(E+
� (f)). En efectoZ

E+
� (f)

fd� =

Z
E+
� (f)

(f � �)d�+ ��(E+
� (f))

=

Z
E+

0
(f��)

(f � �)d�+ ��(E+
� (f))

(2.1)

Pero E+
0 (f � �) � E(f � �) y as��Z

E+

0
(f��)

(f � �)d� � 0:

Si A � E+
� (f) y T

�1A = A, entoncesZ
A

fd� =

Z
A

�Afd� =

Z
E+
� (�Af)

�Afd� � ��(E+
� (�Af)) = ��(A):

Similarmente, si A � E�� (f) y T�1A = A, entonces
R
A
fd� �

��(A):
Por lo tanto, tomando A = E+

� (f) \ E�� (f), para � < � tenemos

��(A) �
Z
A

fd� � ��(A)

y as�� �(E+
� (f) \ E�� (f)) = 0.

Tomando una sucesi�on f�ng densa en R tenemos�
x : f+(x) > f�(x)

	
=

[
�n>�m

E+
�n(f) \ E��m(f);

de donde �(fx : f+(x) > f�(x)g) = 0.n
1
n

Pn�1
j=0 j f(T jx) j

o
converge casi dondequiera a g y j ~f j� g.

Como T preserva �,Z
X

1

n

n�1X
j=0

j f Æ T j j d� =
1

n

n�1X
j=0

Z
X

j f Æ T j j d� =

Z
X

j f j d�:

Por el lema de Fatou
R
X
gd� � R

X
jf j d� y as��

R
X

��� ~f ��� d� � RX jf j d�.
Si f 2 L1(X),




 1
n

Pn�1
j=0 f Æ T j





1
� kfk1. As��




 ~f



1
� kfk1 y


 ~f � 1

n

Pn�1
j=0 f Æ T j





1
� 2 kfk1. Por convergencia dominada

lim
n!1

Z
X

����� ~f � 1

n

n�1X
j=0

f Æ T j
����� d� =

Z
X

lim
n!1

����� ~f � 1

n

n�1X
j=0

f Æ T j
����� d� = 0:
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En el caso general dado " > 0 existe f0 2 L1(X) tal que
R
X
jf � f0j d� �

" y tomamos N tal que
R
X

��� ~f0 � 1
n

Pn�1
j=0 f0 Æ T j

��� d� � " si n � N . En-

tonces

Z
X

�����f � 1

n

n�1X
j=0

f Æ T j
����� d� �

Z
X

��� ~f � ~f0

��� d�+ Z
X

�����f0 � 1

n

n�1X
j=0

f0 Æ T j
����� d�

+

Z
X

����� 1n
n�1X
j=0

(f � f0) Æ T j
����� d�

(2.2)

Pero
R
X

��� ~f � ~f0

��� d� =
R
X
j(f � f0)�j d� �

R
X
jf � f0j d� � " e

Z
X

����� 1n
n�1X
j=0

(f � f0) Æ T j
����� d� �

Z
X

jf � f0j d� � ":

Luego
R
X

��� ~f � 1
n

Pn�1
j=0 f Æ T j

��� d� � 3" si n � N . De aqu��,

Z
X

~fd� = lim
n!1

Z
X

1

n

n�1X
j=0

f Æ T j =
Z
X

fd�

Definici�on 8. Sean (X;A; �) espacio de probabilidad y T : X !
X transformaci�on preservadora de medida. Decimos que T es �- erg�odica
o que � es una medida T -erg�odica, si T�1B = B para B 2 A) �(B) =
0 �o 1. Denotamos

Merg(T ) = f� 2MT (X) : �es T-erg�odicag
Lema 2.2. Son equivalentes

(a) T es �-erg�odica.
(b) f Æ T = f; f 2 L1(X;A; �) ) f es constante c.d.
(c) f Æ T = f; f 2 L2(X;A; �) ) f es constante c.d.

Demostraci�on.
(a) ) (b). Sean T �-erg�odica y f 2 L1 tales que f Æ T = f . Sin

p�erdida de generalidad supondremos que f es real. Para n 2 N ; k 2 Z
sea X(k; n) = f�1[ k

2n
; k+1

2n
[. Como f Æ T = f , T�1(X(k; n)) = X(k; n).

As�� �(X(k; n)) = 0 �o 1. Para n �ja X = [
k2Z

X(k; n). As��, 9! kn 2 Z

tal que �(X(k; n)) = 1. Sean Y = \
n2Z

X(kn; n) y f�xg =
T
n2N

�
kn
2n
; kn+1

2n

�
.

Entonces �(Y ) = 1 y f(x) = �x para todo x 2 Y .
(b) ) (c). L2(X;A; �) � L1(X;A; �) ya que �(X) = 1.
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(c) ) (a). Si T�1A = A; A 2 A entonces �A Æ T = �T�1A = �A.
As��, �A = constante c.d. O sea �(A) = 0 �o 1.

Corolario 2.2. Si T es �-erg�odica entonces

lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

f(T ix) =

Z
fd�

para toda f 2 L1(X;A; �).
Demostraci�on. Sea T ��erg�odica y sea f 2 L1. Sea ~f dada

por el teorema erg�odico. Como ~f Æ T = ~f , ~f es constante c.d. As��
~f =

R
~fd� =

R
fd� c. d.

Corolario 2.3. Sean (X;A; �) espacio de probabilidad, T : X  -
preservadora de medida. T es erg�odica si y solo si

8A;B 2 A lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

�(A \ T�iB) = �(A)�(B):

Demostraci�on.
()). Sean T erg�odica y A;B 2 A, entonces

lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

�B Æ T i = �(B)

casi dondequiera. As��

lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

�(A \ T�iB) = lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

Z
�B Æ T i�Ad�

= �(B)

Z
�Ad� = �(A)�(B):

((). Si T�1A = A,

�(A) =
1

n

n�1X
i=0

�(A \ T�iA! �(A)2:

As�� �(A) = 0 �o 1:
Demostraci�on de 2.1. Sea

fn(x) = max

(
0; f(x); f(x) + f(Tx); : : : ;

n�1X
j=0

f(T jx)

)
:
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Como E(f) =
S
n2N

fx : fn(x) > 0g, basta demostrar que 8n 2 N se tieneR
ffn>0g

fd� � 0 . Para 0 � m < n

fn(Tx) + f(x) �
mX
j=0

f(T jTx) + f(x) =
m+1X
j=0

f(T jx):

As�� fn(Tx) + f(x) � fn(x) cuando fn(x) > 0: Por lo tantoZ
ffn>0g

fd� �
Z
ffn>0g

fn �
Z
ffn>0g

fn Æ T

=

Z
X

fn �
Z
ffn>0g

fn Æ T �
Z
X

fn �
Z
X

fn Æ T = 0

ya que fn = 0 en X n ffn > 0g y fn Æ T � 0.

2. Ejemplos de transformaciones erg�odicas

Lema 2.3. Sean X espacio m�etrico compacto, A la �-�algebra de
Borel y � medida de probabilidad en (X;A) tal que �(U) > 0 para todo
abierto no vacio U . Sea T : X ! X continua y erg�odica. Entonces la
�orbita fTm(x) : m 2 Ng es densa para casi todo x 2 X:

Demostraci�on. Sea fUmg base numerable para la topolog��a de X.
fTm(x) : m 2 Ng es densa () 8m 9nm conT nmx 2 Um ()

x 2
\
m2N

[
n�0

T�mUm:

Bm :=
S
n�0

T�nUm es abierto y T�1Bm � Bm.

Como T es erg�odica, �(Bm) = 0 �o 1. En efecto seaB�
m =

T
n�0

T�nBm,

entonces T�1B�
m = B�

m y �(B�
m) = lim

n!1
T�n(Bm) = �(Bm).

Como �(Bm) � �(Um) > 0, �(Bm) = 1 y as�� Bm es denso.
Por inducci�on Ak =

T
m�k

Bm es abierto no vac��o y T�1(Ak) � Ak.

As�� �(Ak) = 1 y

�

 \
m2N

Bm

!
= lim

k!1
�(Ak) = 1:

Proposici�on 2.1. Consideremos la rotaci�on R� : Kn  - de�nida
por Ra(x + Zn) = x + a+ Zn. Son equivalentes

(a) Ra es erg�odica
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(b) La �orbita fRm
a (Z

n) : m 2 Ng es densa.
(c) 8k 2 Zn n f0g hk; ai =2 Z.
Demostraci�on. Utilizaremos series de Fourier: Para k 2 Zn de�n-

imos 'k : K
n ! K1 mediante 'k(x+ Zn) = exp(2�ihk; xi). Entonces

'k ÆRa = exp(2�i hk; ai)'k
(a) ) (b) es consecuencia del lema 2.3
(b)) (c). Si hk; ai 2 Z, entonces 'kÆRm

a (Z
n) = exp(2m�ihk; ai) =

1 8m 2 N . Como 'k es continua y fRm
a (Z

n) : m 2 Ng es densa, 'k � 1
y as�� k = 0.

(c) ) (a). Sea f 2 L2(Kn) entonces f =
P
k2Zn

bk'k.

Si f Æ Ra = f entonces bk = exp(2�ihk; ai)bk 8k 2 Zn. Si bk 6= 0
entonces hk; ai 2 Z, luego k = 0 y as�� f es constante.

Proposici�on 2.2. Sea A 2 GL(n,Z) y sea ~A : Kn  - la transfor-
maci�on inducida (Ejercicio 1.1). ~A es erg�odica () ninguno de los
eigenvalores de A es ra��z de la unidad

Demostraci�on. Sea 'k : Kn ! K1 como en la Proposici�on 2.1.
Entonces y as��

(2.3) 'k Æ ~A(x+ Zn) = 'k(Ax+ Zn) = exp(2�ihk; Axi)
= exp(2�ihAtk; xi) = 'Atk(x+ Zn)

()). Supongamos que A tiene un eigenvalor ra��z m-�esima de la
unidad. Entonces Am tiene a 1 como eigenvalor. Como Am(Qn) � Qn .
9q 2 Qn�f0g tal que qtAm = qt y as�� 9k 2 Zn�f0g tal que ktAm = kt

y luego 'kÆ ~Am = 'k. Por lo tanto f =
Pm�1

i=0 'kÆ ~Ai satisface f Æ ~A = f

y as�� ~A no es erg�odica.
((). Sea f 2 L2(Kn), f =

P
k2Z

bk'k tal que f Æ ~A = f Entonces

bAtk = bk 8k 2 Zn. Como ninguno de los eigenvalores es ra��z de la
unidad, si k 6= 0, todos los elementos de la sucesi�on f(At)mk : m 2 Ng
son distintos y as�� kfk2 = P

r2Zn
jbrj2 �

P
m2N

��b(At)mk��2 = P
m2N

jbkj2 por lo

tanto bk = 0 y as�� f es constante.

Proposici�on 2.3. El corrimiento T : X  - con vector de proba-
bilidad (p0; : : : ; pk�1) es erg�odico.

Demostraci�on. La siguiente propiedad se veri�ca facilmente:
Si A1; A2 � X son uniones �nitas de cilindros existe m0 2 N tal

que si m � m0, entonces �(T
�m(A1) \ A2).
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Sea A 2 A tal que T�1A = A. Dada " > 0 9A0 uni�on �nita disjunta
de cilindros tal que �(A04A) � ". Para alg�un m

�(T�m(Ac0) \ A0) = �(A0)�(A
c
0)

�(T�m(A0) \ Ac0) = �(A0)�(A
c
0):

Como

�(T�m(A0)4A0) � �(T�mA04T�mA) + �(T�mA4A)
+ �(A4A0) = 2�(A4A0) � 2"

y

�(T�m(A0)4A0) = �(T�mA0 \ Ac0) + �(T�mAc0 \ A0)

= 2�(A0)�(A
c
0) = 2�(A0)(1� �(A0))

Se tiene que �(A0)(1��(A0)) � ". Como " > 0 es arbitrario, �(A)(1�
�(A)) = 0 o sea �(A) = 0 �o 1.

Lema 2.4. Sea P una matriz estoc�astica con vector de probabilidad
asociado �. Entonces

K = lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

Pi(2.4)

existe, K es estoc�astica y K P = PK = K = K 2 .

Demostraci�on. Sea � : X  - el corrimiento y sea � la medida de
Markov asociada a (P;�). Sea �j la funci�on caracter��stica de C(0; j).
Por el teorema erg�odico

~�j = lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

�j Æ �i

existe c. d.. Multiplicando por �l y usando el teorema de la conver-
gencia dominada

Z
�l ~�jd� = lim

n!1

1

n

n�1X
i=0

�(C(0; l) \ C(i; j)) = 1

n

n�1X
i=0

Z
�l �j Æ �id�:

Pero

�(C(0; l) \ C(i; j)) =
X

a1;::: ;ai�1

�lPla1 � � �Pai�1j = �lP
i
lj:

As��
1

n

n�1X
i=0

P i
lj ! Klj :=

1

�l

Z
�l ~�jd�:
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Sea K = [Klj], como cada Pi es estoc�astica se tiene que K es estoc�astica.
De la de�nici�on de K es claro que K P = PK = K y as�� K Pi = K 8i � 0,
de donde K 2 = K .

Definici�on 9. P matriz estoc�astica k � k se llama irreducible si

8i; j 2 [k] 9n 2 N tal que pnij > 0:

Teorema 2.4. Sean P;� como en el lema 2.4 y K la matriz dada
por (2.4). Sea � la medida de Markov asociada. Son equivalentes

(1) El corrimiento � es erg�odico.
(2) Todos los renglones de K son iguales.
(3) P es irreducible.
(4) 1 es un eigenvalor simple de K .

Demostraci�on.
(1) ) (2). Como en la prueba del lema 2.4

lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

�(C(0; l) \ C(i; j)) = �lKlj:

Como � es erg�odico

lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

�(C(0; l) \ C(i; j)) = �l�j:

As�� Klj = �j:
(2) ) (3). Supongamos que todos los renglones de K son iguales a

(q0; : : : ; qk�1). Como �K = � se tiene que
P
j2[k]

�jqi = �i 8i 2 [k] o sea

qi = �i > 0. Si existieran i; j 2 [k] tales que P n
ij = 0 8n 2 N entonces

tendriamos qj = 0.
(3) ) (2). Sea Ai = fj 2 [k] : Kij > 0g. Como K es estoc�astica,

Ai 6= ;. Sean l 2 Ai, j 2 [k] y sea n 2 N tal que P n
lj > 0. Como

K = K Pn ,

Kij =
X
r2[k]

KirP
n
rj � KilP

n
rj > 0;

o sea j 2 Ai. As�� Kij > 0 8i; j 2 [k].
Fijo j 2 [k] sea qj= max fKij : i 2 [k]g. Como K 2 = K , 8l 2 [k].

Klj =
X
i2[k]

KliKij:

Si Kij < qj para alg�un i 2 [k] entonces

Klj <
X
i2[k]

Kliqj = qj 8l 2 [k] :
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Por lo tanto Kij = qj 8i 2 [k].
(2)) (1). Para demostrar que � es erg�odica es su�ciente demostrar

que si A = C(j; i0; : : : ; is) B = C(l; r0; : : : ; rm) se tiene

lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

�(A \ ��iB) = �(A)�(B):

Para i > j + s� l,
�(A \ ��iB) = �i0Pi0i1 � � �Pis�1isP i+l�(j+s)

isr0
Pr0r1 � � �Prm�1rm:

como (2) ) Kij = �j, tenemos que

lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

�(A \ ��iB)

= �i0Pi0i1 � � � pis�1is�r0Pr0r1 � � �Prm�1rm = �(A)�(B)

(2) ) (4). Kij = �j. Si K� = � entonces

�i =
X
j

Kij�j =
X

�j�j 8i 2 [k]

o sea que � es multiplo del vector

0
@ 1

...
1

1
A

(4) ) (2). Ya que PK = K cada columna de K es un eigenvector.

As��, cada columna es un multiplo del eigenvector

0
@ 1

...
1

1
A. O sea que

todos los renglones de K son iguales.

3. Aplicaciones del teorema erg�odico

Tomando f = �B para B 2 A en el corolario 2.2 tenemos que si
T : X  - es erg�odica entonces para casi todo x 2 X

�B(x) = lim
n!1

1

n
#
�
0 � i � n� 1 : T ix 2 B	 = �(B)

EJEMPLO 2.1. Para casi todo x 2 [0; 1] (con respecto a la me-
dida de Lebesgue) el n�umero promedio de ceros en la expansi�on dec-
imal x = 0:x1x2 � � � es 1

10
. En efecto, consideremos T : K1  -,

T (z) = z10. De acuerdo a la Proposici�on 2.2, T es erg�odica. Sea
B =

�
e2�ix j x 2 [0; 1

10
)
	
xj = 0 () T j(e2�ix) 2 B y �(B) = 1

10
:
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EJEMPLO 2.2. Sea T : [0; 1) - la transformaci�on de Gauss

T (x) =

(
0 si x = 0
1
x
� � 1

x

�
si x 6= 0

Si x 6= 0,

x =
1

a1 +
1

. . .
an + T n(x)

:

Sea

pn(x)

qn(x)
:= [a1; : : : ; an] :=

1

a1 +
1

. . .

an�1 +
1

an

:

Para casi todo x (respecto a la medida de Lebesgue) se tiene que

lim
n!1

n
p
a1 � � �an =

1Y
k=1

�
1 +

1

k2 + 2k

�log k= log 2

(2.5a)

lim
n!1

log qn
n

=
�2

12 log 2
(2.5b)

Para demostrar estas ecuaciones, utilizaremos el hecho de que T es
�- erg�odica donde � esta de�nida en los borelianos por

�(A) =
1

log 2

Z
A

dx

1 + x
:

(2.5a). Observemos que ai(x) = k () T i�1(x) 2 � 1
k+1

; 1
k

�
. Sea

f :]0; 1[! R de�nida por f(x) = log k para x 2 � 1
k+1

; 1
k

�
.

1

n

nX
i=1

log ai =
1

n

n�1X
i=0

f(T ix)

converge a

1

log 2

Z 1

0

f(x)dx

1 + x
=

1X
k=1

log k

log 2
log

 
1 + 1

k

1 + 1
k+1

!
:
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(2.5b).

pn(x)

qn(x)
= [a1; : : : ; an] =

1

a1 + [a2; : : : ; an]

=
1

a1 + pn�1(Tx)=qn�1(Tx)
=

qn�1(Tx)

a1qn�1(Tx) + pn�1(Tx)
:

Las fracciones de la izquierda y la derecha no se pueden simpli�car, as��
pn(x) = qn�1(Tx). Entonces

pn(x)

qn(x)
� pn�1(Tx)

qn�1(Tx)
� � � p1(T

n�1x)

q1(T n�1x)
=

1

qn(x)
;

de donde

� 1

n
log qn(x) =

1

n

n�1X
i=0

log

�
pn�i(T

ix)

qn�i(T ix)

�
:

Se demuestra por inducci�on que para n � 3

pn(x) = an(x)pn�1(x) + pn�2(x)

qn(x) = an(x)qn�1(x) + qn�2(x);
(2.6)

lo que implica que las sucesiones fpng y fqng son crecientes. Hagamos
el paso inductivo

pn+1(x) = qn(Tx) = an(Tx)qn�1(Tx) + qn�2(Tx)

= an+1(x)pn(x) + pn�1(Tx)

qn+1(x) = a1(x)qn(Tx) + pn(Tx) = a1(x)(an+1(x)qn�1(Tx) + qn�2(Tx))

+ an+1(x)pn�1(Tx) + pn�2(Tx) = an�1(x)qn(x) + qn�1(x)

Utilizando (2.6) se demuestra facilmente por inducci�on que pk � 2(k�2)=2

y qk � 2(k�1)=2 para k � 1. Como

pn+1

qn+1

� pn
qn
� pn
qn

=
qnpn�1 � pnqn�1

qn+1qn
=
qn�1

qn+1

�
pn�1

qn�1

� pn
qn

�
;(2.7)

qn+1 > qn�1 y p1=q1 > p2=q2 se tiene que fp2n=q2ng es creciente y
fp2n�1=q2n�1g es decreciente.

Utilizando (2.7) se sigue f�acilmente por inducci�on que����pnqn �
pn�1

qn�1

���� � 1

qn�1qn
:

Similarmente se prueba por inducci�on que

p2n(x)

q2n(x)
< x <

p2n�1(x)

q2n�1(x)
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y luego����xqn(x)pn(x)
� 1

���� = qn(x)

pn(x)

����x� pn(x)

qn(x)

���� � 1

pn(x)qn+1(x)
� 21�n;

de donde

n�1X
i=0

����log
�
pn�i(T

ix)

qn�1(T ix)

�
� log

�
T ix
����� =

n�1X
i=0

����log (T ix)qn�i(T ix)pn�i(T ix)

����
�

n�1X
i=0

����(T ix)qn�i(T ix)pn�i(T ix)
� 1

���� �
n�1X
i=0

21+i�n � 2:

Por lo tanto

lim
n!1

log qn(x)

n
= lim

n!1

�1
n

n�1X
i=0

log(T ix) =
�1
log 2

Z 1

0

log x

1 + x
dx =

�2

12 log 2
:

4. Descomposici�on en medidas erg�odicas

Dado un subconjunto convexo C de un espacio vectorial topol�ogico
V de�nimos el conjunto de puntos extremos de C como

Ext(C) = fu 2 V : u = (1� �)x+ �y; � 2 [0; 1]; x 6= y ) � = 0; 1g
Si C 6= ;, Ext(C) 6= ;.
Lema 2.5. Los puntos extremos de MT (X) son las medidas T -

erg�odicas.

Demostraci�on. Sea � punto extremo de MT (X) y supongamos
que 9A 2 A tal que T�1A = A y �(A) 6= 0; 1. De�namos �A; �Ac
mediante

�A(B) =
�(B \ A)
�(A)

; �Ac(B) =
�(B n A)
1� �(A) ;

entonces �A; �Ac 2 MT (X) y � = �(A)�A + (1� �(A))�Ac. Contradi-
ciendo el hecho que � es punto extremo.

Reciprocamente supongamos que � es erg�odica y � = (1��)�1+��2

con 0 < � < 1 �i 2MT (X). Entonces �(A) = 0) �i(A) = 0, es decir
�i � � y as�� 9fi 2 L1(X;A; �) tal que fi � 0 y �i(A) =

R
A
fid� como

T preserva � y �i se tiene que fi Æ T = fi. Como � es erg�odica fi es
constante y as�� �i = �.

Teorema 2.5. Sea m 2 MT (X), existe una medida de probabili-
dad �m enMT (X) tal que

(a) �m(Merg(T )) = 1.
(b)

R
X
fdm =

R
Merg(T )

(
R
X
fd�)d�m(�).
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Demostraci�on. Sea J = fA 2 X j T�1A = Ag la � -�algebra T -
invariante. Para cada f 2 L1(X;A; m), 9Em(f j J ) 2 L1(X;J ; m j J )
llamada esperanza condicional tal que

(i)
R
A
fdm =

R
A
Em(f j J )dm 8A 2 J

(ii) Em(1 j J ) = 1
(iii) Em(�A j J ) = �A 8A 2 J

Para m -casi todo x 2 X de�nimos mx en (X;A) mediante mx(A) =
Em(�A j J )(x):

mx es una probabilidad erg�odica, en efecto sea A 2 J , entonces

mx(A) = Em(�A j J )(x) = �A(x) =

(
0 si x =2 A
1 si x 2 A :

Adem�asZ
X

fdm =

Z
X

Em(f j J )(x)dm =

Z
X

�Z
X

fdmx

�
dm:

Resta interpretar m como una medida en Merg. De hecho podemos
encajar X en Merg mediante x! mx y de�nir �m mediante �m(N ) =
m(N \X).

5. Transformaciones mezcladoras

Definici�on 10. Sean (X;A; �) espacio de probabilidad, T : X  -
preservadora de medidad. Decimos que T es mezcladora si 8A;B 2 A

lim
n!1

�(A \ T�nB) = �(A)�(B):

OBSERVACI�ON 2.1. Las transformaciones mezcladoras son erg�odicas
porque si T�1A = A, entonces �(Ac)�(A) = limn!1 �(A

c \ T�nA) =
�(Ac \ A) = 0.

Proposici�on 2.4. Sean X espacio topol�ogico y � probabilidad so-
bre los borelianos tal que �(U) > 0 8U abierto no vac��o. Supong-
amos que T : X  - preserva � y es mezcladora. Entonces T es
topol�ogicamente mezcladora.

Demostraci�on. Sean U; V abiertos no vac��os, entonces

lim
n!1

�(T�nU \ V ) = �(U)�(V ) > 0:

As�� que existe N tal que �(T�nU \ V ) > 0 para n > N . Por lo tanto
T�nU \ V 6= ; para n > N:

OBSERVACI�ON 2.2. Si (X;A; �) es espacio de probabilidad y
T : X  - preserva � tenemos un operador UT : L2(X;A; �) - de�nido
por UT (f) = f Æ T .
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Proposici�on 2.5. Sea (X;A; �) espacio de probabilidad, la trans-
formaci�on presrvadora de medida T : X  - es mezcladora si y solo si
8f; g 2 L2(X;A; �)

lim
n!1

hUn
T f; gi = hf; 1i h1; gi(2.8)

Demostraci�on. Si UT satisface la igualdad (2.8),

lim
n!1

�(A \ T�nB) = lim
n!1
hUn

T�B; �Ai = h�B; 1i = �(B)�(A)

Reciprocamente si T es mezcladora se tiene que (2.8) se satisface cuando
f; g son funciones caracter��sticas. De la bilinealidad de la igualdad (2.8)
se tiene que vale para funciones simples Dadas f; g 2 L2 y " > 0
9 f0; g0 funciones simples tales que kf � f0k2 ; kg � g0k2 < " y as��
kg0k2 < kgk2 + "

hUn
T f; gi = hUn

T (f � f0); g0i+


UT
n f0;g0

�
+


UT
n f; g � g0

�
hf; 1i h1; gi = hf � f0; 1i h1; g0i+ hf0; 1i h1; g0i+ hf; 1i h1; g � g0i :

As��

jhUn
T f; gi � hf; 1i h1; gij

� ��
UT
n f0; g0

�� hf0; 1i h1; g0i��+ 2 kf � f0k2 kg0k2 + 2 kfk2 kg � g0k2
< "(1 + 2 kgk2 + 2"+ 2 kfk2)

si n es su�cientemente grande.

Proposici�on 2.6. Sea P matriz estoc�astica k � k con vector de
probabilidad � y sea � la medida de Markov asociada. Son equivalentes.

(1) El corrimiento � es mezclador.
(2) 9n > 0 tal que P n

ij > 0 8i; j 2 [k]
(3) limn!1 P

n
ij = �j

Demostraci�on. (1) ) (3).

�(C(0; i) \ ��nC(0; j)) = �iP
n
ij ! �(C(0; i)C(0; j)) = �i�j:

(3) ) (2). Como �j > 0 8j 2 [k]; 9N 3 P n
ij > 0 8i; j 2 [k]; n > N:

(3) ) (1). Para demostrar que � es mezcladora es su�ciente de-
mostrar que si A = C(j; i0; � � � ; is); B = C(l; r0; : : : ; rm) entonces

lim
n!1

�(A \ ��nB) = �(A)�(B):

Para n > j + s� l se tiene
�(A \ ��nB) = �(A)P

n+l�(j+s)
isr0

�(B)

�r0
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que por (3) converge a �(A)�(B).
(2)) (3). Por el Corolario 1.4, si fej : j 2 [k]g es la base can�onica

de Rk , limn!1 ejP
n = �. Pero ejP

n es el j-�esimo renglon de Pn:

Proposici�on 2.7. Sean A matriz n� n con coe�cientes enteros y
~A : Kn  - la transformaci�on inducida. Entonces ~A es erg�odica si y
solo si es mezcladora.

Demostraci�on. De acuerdo a la observaci�on 2.1, toda transfor-
maci�on mezcladora es erg�odica.

Si ~A es erg�odica y k 2 Z n f0g, todos los elementos de la sucesi�on
fktAngm 2 N son distintos entre si. Por lo tanto si l 2 Zn, y m es
su�cientemente grande ktAm 6= l y as��



Um

~A
'k; 'l

�
=


'(Am)tk; 'l

�
= 0

y h'k; 1i h1; 'li = 0.
Tambi�en



Um

~A
1; 'l

�
= h1; 'li = h1; 1i h1; 'li.

Por lo tanto, si f y g son combinaciones lineales (�nitas) de f'k : k 2 Zng,

Um

~A
f; g
�
= hf; 1i h1; gi si m es su�cientemente grande. Como dichas

combinaciones lineales forman un conjunto denso en L2(Kn), tenemos
que 8f; g 2 L2(Kn),

lim
m!1



Um

~A
f; g
�
= hf; 1i h1; gi ;

y as�� ~A es mezcladora.

Ejercicio 2.1. Sea (X;A; �) un espacio de probabilidad y sea T :
X  - una transformaci�on preservadora de medida.

a) Probar que 8A 2 A con �(A) > 0, 9A0 2 A tal que A0 � A,
�(A0) > 0 y 8x 2 A0; �A(x) � �(A).

Sugerencia: Sea A1 = fx : �A(x) � �(A)g. Probar que �(A1) > 0
y que A1 =

S
n�0 T

�n(A1 \ A).
b) Probar que �A(x) > 0 para casi todo x 2 A.
c) Si X es un espacio m�etrico separable y A es la � -�algebra de

Borel probar que para casi todo x 2 X se tiene que �U(x) > 0 para
toda vecindad U de x.

Ejercicio 2.2. Sea (X;A; �) un espacio de probabilidad y sea T :
X  - una transformaci�on preservadora de medida.

a) Probar que si f : X ! (0;1) es medible entonces para casi todo
x 2 X

lim inf
n!1

1

n
f(T n(x)) = 0:

Sugerencia: Si la propiedad es falsa existen A 2 A; K1; K2 > 0 tales
que �(A) > 0 y si x 2 A

lim inf
n!1

1

n
f(T n(x)) � K1; f(x) � K2:
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Aplicando el teorema de Poincar�e obtener una contradicci�on entre las
dos desigualdades.

b) Si f : X ! (0;1) es medible y f Æ T � f es integrable probar
que

lim
n!1

1

n
f(T n(x)) = 0

Sugerencia: Aplicar el teorema erg�odico a f Æ T � f .
Ejercicio 2.3. Sea (X;A; �) un espacio de probabilidad y sea T :

X  - una transformaci�on preservadora de medida. Decimos que T es
debilmente mezcladora si para todo A;B 2 A

lim
n!1

1

n

n�1X
j=0

j�(A \ T�jB)� �(A)�(B)j = 0

a) Probar que si T es debilmente mezcladora, entonces es erg�odica
y que si T es mezcladora entonces es debilmente mezcladora.

b) Probar que si T es debilmente mezcladora entonces T n tambi�en
lo es.

c) Probar que el producto cartesiano de una transformaci�on erg�odica
y una debilmente mezcladora es erg�odica.

d) Sea R� la rotaci�on del c��rculo por el �angulo �. Demostrar que
R��R� no es erg�odica y por lo tanto R� no es debilmente mezcladora.

c) Probar que si T � T es erg�odica entonces T es debilmente mez-
cladora.

e) Probar que el producto cartesiano de dos transformaciones de-
bilmente mezcladoras es debilmente mezcladora.

f) Probar que T es debilmente mezcladora si y solo si para toda
f 2 L2

lim
n!1

1

n

n�1X
i=0

jhU i
Tf; fi � jhf; 1ij2j = 0:

g) Probar que T es debilmente mezcladora si y solo si el �unico
eigenvalor de UT es 1.

Ejercicio 2.4. Sea Amatriz n�n con coe�cientes enteros y detA 6=
0. Sea ~A la transformaci�on inducida en Kn = Rn=Zn. Sea � : Rn !
Kn la proyecci�on natural. Considere la rotaci�on R�(a); a 2 Rn . Sea

T = R�(a) Æ ~A.
a) Probar que T es erg�odica si y solo si

8k 2 Zn� f0g; m 2 N kAm = k) mhk; ai =2 Z
b) Probar que son equivalentes
(i) T es mezcladora
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(ii) T es debilmente mezcladora
(iii) ~A es erg�odica.
Sugerencias: Recuerde la prueba de (iii)) ~A es mezcladora. Para

(ii)) (iii) suponga que ~A no es erg�odica y utilice el ejercicio 2.3f) para
probar que T no es debilmente mezcladora.
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CAP��TULO 3

ENTROPIA

1. Entrop��a con respecto a una medida

Definiciones 11. Sea (X;A; �) un espacio de probabilidad.

(a) Decimos que A � B mod (0), si �(A nB) = 0.
(b) Una partici�on de (X;A; �) es una familia P � A de conjuntos

de medida positiva tales que X =
SP mod(0) y �(A \ B) = 0

si A;B 2 P; A 6= B. En tal caso P es una familia contable. Los
elementos de P se llaman �atomos.

(c) Si P y Q son particiones decimos que Q es un re�namiento de
P lo que denotamos P � Q si todo �atomo de Q esta contenido
en un �atomo de P mod (0). Esto implica que todo �atomo de P
es la uni�on de �atomos de Q mod (0).

Definiciones 12. Sean P;Q particiones �nitas del espacio de prob-
abilidad (X;A; �). Sea �(x) = x log x si 0 < x � 1, �(0) = 0.

(a) De�nimos la entrop��a de P como

H(P) = H�(P) = �
X
P2P

�(�(P ))

(b) De�nimos la entrop��a condicional de P dado Q como

H(P j Q) =
X

P2P;Q2Q

�(Q)�

�
�(P \Q)
�(Q)

�
:

OBSERVACIONES 3.1.
(a) � es convexa y �(x) < 0 si 0 < x < 1.
(b) Si 11 es la partici�on trivial fXg entonces H(P j 11) = H(P)
(c) Una de�nici�on m�as general se obtiene considerando una sub �

-�algebra J de A. Se introduce la informaci�on condicional de P
dada J

I�(P j J ) = �
X
P2P

�P logE�(�P j J )

y se de�ne la entrop��a condicional de P dada J como

H�(P j J ) =
Z
I�(P j J )d� =

Z
�
X
P2P

� Æ E�(�P j J )d�

35
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Recuperamos nuestra de�nici�on tomando J = J (Q) la � -
�algebra generada por Q.

Proposici�on 3.1. Sean P;Q;M particiones de (X;A; �). Deno-
tamos por P _ Q la partici�on cuyos �atomos son los conjuntos P \ Q
con medida positiva y P 2 P; Q 2 Q. Entonces

(a) H(P _Q j M) = H(P j M) +H(Q j M_ P)
(b) Si P � Q ,H(M j P) � H(M j Q) y H(P j M) � H(Q j M)
(c) H(Q) � H(P) +H(Q j P)
(d) H(P _Q j M) � H(P j M) +H(Q j M)
(e) Si T : X  - preserva � entonces H(T�1P j T�1Q) = H(P j Q)
(f) H(P j Q) = 0, P � Q
Demostraci�on.
(a)

H(P _Q j M) =�
X
P;Q;M

�(P \Q \M) log
�(P \Q \M)

�(M)

=�
X
P;Q;M

�(P \Q \M) log
�(P \Q \M)

�(P \M)

�
X
P;Q;M

�(P \Q \M) log
�(P \M)

�(M)

=H(Q j P _M)�
X
P;M

�(P \M) log
�(P \M)

�(M)

=H(Q j P _M) +H(P j M)

(b). Si P � Q entonces P _Q = Q. As��
H(Q j M) = H(P j M) +H(Q j P _M) � H(P j M):

Como � es convexa, � (
P

i �ixi) �
P

i �i�(xi) si
P

i �i = 1; xi 2 [0; 1].
Luego

H(M j Q) = �
X
M;Q

�(M \Q) log �(M \Q)
�(Q)

= �
X
M;P

�(P )
X
Q�P

�(Q)

�(P )
�

�
�(M \Q
�(Q)

�
� �

X
M;P

�(P )�

 X
Q�P

�(M \Q)
�(P )

!

= �
X
M;P

�(P )�

�
�(M \ P )
�(P )

�
= H(M j P)
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(c). PoniendoM = 11 tenemos por (a) y (b)

H(Q) � H(Q_ P) = H(P) +H(Q j P):
(d).

H(P _Q j M) = H(P j M) +H(Q j P _M)

� H(P j M) +H(Q j M)

(e). Inmediato

(f). H(P j Q) = �P
P;Q

�(Q)�
�
�(P\Q)
�(Q)

�
= 0 si y solo si 8P;Q se tiene

�(P \Q) = 0 �o �(Q); es decir P � Q.
Definici�on 13. Supongamos que T : X  - preserva medida y sea

P una partici�on, de�nimos la entrop��a h(T;P) de T respecto a P como

h(T;P) = lim
n!1

1

n
H(P _ T�1P _ � � � _ T�(n�1)P):

Para ver que este l��mite existe utilizaremos el siguiente lema.

Lema 3.1. Sea fang sucesi�on de reales positivos tales que an+m �
an + am. Entonces

lim
n!1

an
n

= inf
n

�an
n

�
:

Demostraci�on. Sea C = inf (an=n). Dado " > 0 9N tal que
aN=N � C + ". Si n > N escribimos n = pN + q con q = 1; : : : ; N .

an
n

=
apN+q

pN + q
� paN+aq
pN + q

� aN +
aq
n
� C + "+

1

n
supfa1; : : : ; aNg:

Si n es su�cientemente grande, C � an=n � C + 2".
Pongamos ahora an = H(P _ T�1P _ � � � _ T�(n�1)P), entonces

an+m = H(P _ T�1P _ � � � _ T�(n�1)P _ T�nP _ � � � _ T�(n+m�1)P)
� H(P _ � � � _ T�(n�1)P) +H(T�n(P _ � � � _ T�(m�1)P ))

= an + am:

Proposici�on 3.2.
(a) h(T;P)� h(T;Q) � H(P j Q).
(b) Si P � Q entonces h(T;P) � h(T;Q).
(c) h(T; T�1P) = h(T;P).
(d) 8n � 0, h(T;P _ T�1P _ � � � _ T�nP) = h(T;P).
(e) h(T; P ) = lim

n!1
H(P j T�1P _ � � � _ T�nP ).

(f) La sucesi�on
�

1
n
H(P _ � � � _ T�(n�1)P)	 es decreciente.
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Demostraci�on. (a).

h(T;P)� h(T;Q) = lim
n!1

1

n
(H(

n�1_
i=0

T�iP )�H(
n�1_
i=0

T�iQ)):

Pero

(3.1) H(
n�1_
i=0

T�iP)�H(
n�1_
i=0

T�iQ) � H(
n�1_
i=0

T�iP j
n�1_
i=0

T�iQ)

�
n�1X
i=0

H(T�iP j
n�1_
j=0

T�jQ) �
n�1X
i=0

H(T�iP j T�iQ) = nH(P j Q)

(b). Si P � Q, H(P j Q) = 0 y entonces h(T;P)�H(T;Q) � 0.
(c). Inmediato.

(d): H(T;
n_
i=0

T�iP) = lim
m!1

1

m
H(

m�1_
j=0

T�j
� n_
i=0

T�iP�)
= lim

m!1

1

m
H(

m+n�1_
j=0

T�jP) = lim
m!1

m+ n� 1

m

1

m+ n� 1
H(

m+n�1_
j=0

T�jP)

= h(T; P )

(e). La sucesi�on
�
H(P j Wn

i=1 T
�iP)	 es decreciente. Sea c su

l��mite.

H(
n_
i=0

T�iP) = H(
n_
i=1

T�iP) +H(P j
n_
i=1

T�iP)

= H(
n�1_
i=0

T�iP) +H(P j
n_
i=1

T�iP)

= H(
n�1_
i=1

T�iP) +H(P j
n�1_
i=1

T�iP) +H(P j
n_
i=1

T�iP)

= H(
n�2_
i=0

T�iP) +H(P j
n�1_
i=1

T�iP) +H(P j
n_
i=1

T�iP)

� � � = H(P) +
nX
k=1

H(P j
k_
i=1

T�iP)
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Por el teorema de Cesaro

h(T;P) = lim
n!1

1

n

nX
k=1

H(P j
k_
i=1

T�iP) = c

(f). De la prueba de (e) tenemos

(n+ 1)H(
n_
i=0

T�iP) = (n+ 1)H(
n_
i=1

T�iP) + (n+ 1)H(P j
n_
i=1

T�iP)

y

H(
n_
i=0

T�iP) = H(P) +
nX
k=1

H(P j
k_
i=1

T�iP)

� (n+ 1)H(P j
n_
i=1

T�iP)

As��

(n + 1)H(
n_
i=0

T�iP) � (n+ 1)H(
n_
i=1

T�iP) +H(
n_
i=0

T�iP);

y entonces

nH(
n_
i=0

T�iP) � (n + 1)H(
n_
i=1

T�iP) = (n+ 1)H(
n�1_
i=0

T�iP)

Definici�on 14. La entrop��a de una transformaci�on T : (X;A; �) -
que preserva medida se de�ne como

h(T ) = h�(T ) = sup fh(T;P) : P es partici�on �nitag
OBSERVACI�ON 3.2. h(T ) = sup fh(T;P) : H(P) <1g.
En efecto, sea P = fP1; P2; � � � g con H(P) <1.
Consideremos P (n) = fP1; � � � ; Pn; [

j>n
Pjg. Entonces

0 � h(T;P)� h(T;P(n)) � H(P j P(n)) =
X
j>n

�(Pj) log
�(Pj)

�( [
k>n

Pk)

= �
X
j>n

�(�(Pj)) + (
X
j>n

�(Pj)) log�( [
k>n

Pk)

= �
X
j>n

�(�(Pj)) + �(�( [
k>n

Pk))
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Como H(P) = �Pj �(�(Pj)) < 1, tenemos lim
n!1

P
j>n

�(�(Pj)) = 0.

Como lim
n!1

�( [
j>n

Pj) = 0, tambi�en lim
n!1

�(� [
j>n

Pj)) = 0. Y resulta que

lim
n!1

h(T;P(n)) = h(T;P).

Definici�on 15. Si An es una familia de subconjuntos de X 8n 2
N ,
W1
n=1An es la �-�algebra generada por [1n=1An.

Teorema 3.1. Sean P1 � P2 � � � � particiones y sea P una par-
tici�on con H(P) < 1. Entonces P � W1

i=1 Pi(mod 0) si y solo si
lim
n!1

H(P j Pn) = 0.

No demostraremos este teorema.

Corolario 3.2. Si P1 � P2 � � � � es una sucesi�on de parti-
ciones con entrop��a �nita tales que A =

W1
n=1Pn, entonces h(T ) =

sup
n
h(T;Pn)

Demostraci�on. Sea P una partici�on �nita. Por el teorema y
la hip�otesis A =

W1
n=1 Pn, tenemos que lim

n!1
H(P j Pn) = 0. Como

h(T;P) � h(T;Pn) +H(P j Pn), se tiene h(T;P) � sup
n
h(T;Pn).

Definici�on 16. Sea (X;A; �) espacio de probabilidad. Supong-
amos que T : X  - es invertible y preserva �. Una partici�on P con
H(P) <1 se llama T -generador si

W1
n=1 T

nP = A.
Corolario (Kolmogorov - Sinai). Si P es un T�generador

entonces h(T;P) = h(T ):

Demostraci�on.

h(T ) = sup
n
h(T;

n_
j=�n

T�jP) = sup
n
h(T; T n(

2n_
j=0

T�jP))

= sup
n
h(T;

2n_
j=0

T�jP) = h(T;P):

Para T no invertible se tiene

Corolario 3.3. Si P es una partici�on tal que H(P) <1 y
W1
n=0 T

nP =
A, entonces h(T;P) = h(T ).

Demostraci�on. h(T ) = sup
n�0

h(T;
Wn
j=0 T

�jP) = h(T;P).
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EJEMPLO 3.1. Sea T : K1  - de�nido por T (z) = zn. Tomemos
la partici�on P = fP1; : : : ; Png donde

Pj =

�
z 2 K1 :

2�(j � 1)

n
< arg(z) <

2�j

n

�
:

Los atomos de P _ � � � _ T�(m�1)P son los intervalos.

Imj =

�
z 2 K1 :

2�(j � 1)

nm
< arg(z) <

2�j

nm

�
;

con �(Imj ) = 1=nm. Entonces
W1
j=0 T

�jP es la � -�algebra de Borel. As��
h(T ) = h(T;P).

h(T;P) = lim
m!1

1

m
H(

m�1_
j=0

T�jP) = lim
m!1

�1
m

log(
1

nm
) = logn:

EJEMPLO 3.2. Sea T : K1  - la rotaci�on T (z) = �z.
(1) arg(�)=2� es irracional. Consideremos una partici�on formada

por 2 intervalos (a1; a2)(a2; a1). Entonces los atomos de
Wn
j=0 T

�jP son

los intervalos con extremos T�ja1; T
�ia2. Como las orbitas fT�ja1g,

fT�ja2g son densas,
W1
j=0 T

�jP es la � -�algebra de Borel de K1. As��
h(T ) = h(T;P).

h(T;P) = lim
m!1

H(P j T�1P _ � � � _ T�nP):

Como P � W1
j=1 T

�jP, tenemos que h(T ) = h(T;P) = 0.
(2) Si arg(�)=2� es racional, existe m tal que Tm = I y as�� h(Tm) =

0. Se sigue de la siguiente proposici�on que h(T ) = 0.

Proposici�on 3.3. h(Tm) = mh(T ) 8m � 0, y si T es invertible
h(Tm) = jmj h(T ) 8m 2 Z
Demostraci�on. Sea P una partici�on de X.

h(T;P) = lim
n!1

1

nm
H(

nm�1_
j=0

T�jP)

� lim
n!1

1

nm
H(

n�1_
j=0

T�jmP) = 1

m
h(Tm;P):
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As�� h(Tm) � mh(T ). Tambi�en

h(Tm;
n�1_
j=0

T�jmP) = lim
n!1

1

n
H(

n�1_
i=0

T�im(
nm�1_
j=0

T�jP))

= lim
n!1

1

n
H(

nm�1_
j=0

T�jP) = mh(T; P ):

Si T es invertible

h(T;P) = lim
n!1

1

n
H(

n�1_
i=0

T�iP) = lim
n!1

1

n
H(T�(n�1)

n�1_
i=0

T iP)

= lim
n!1

H(
n�1_
i=0

T iP) = h(T�1;P):

EJEMPLO 3.3. Sea � : X  - el corrimiento con vector de prob-
abilidad (p0; : : : ; pk�1). Sea P = fC(0; 0); : : : ; C(0; k � 1)g la par-
tici�on al tiempo cero. Los �atomos de

Wj+m
i=j ��iP son los cilindros

C(j; i0; : : : ; in) i0; : : : ; in 2 [k]. Por lo tanto P es un generador.

h(�;P) = lim
m!1

1

m
H(P _ � � � _ ��(m�1)P)

= � lim
m!1

1

m

X
i0;::: ;im�1

pi0 : : : pim�1 log(pi0 � � � pim�1)

= � lim
m!1

1

m

m�1X
j=0

X
ij

X
pi0 � � �

i0;::: ;̂ij ;::: ;im�1

pim�1 log pij

= � lim
m!1

1

m

m�1X
j=0

X
ij

pij log pij = �
X
i2[k]

pi log pi

EJEMPLO 3.4. Sea P matriz estoc�astica k�k con vector de prob-
abilidad � y sea � la medida de Markov asociada. Sean � y P como
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en el ejemplo anterior

h(�;P) = lim
m!1

1

m
H(P _ � � � _ ��(m�1)P)

=� lim
m!1

1

m

X
i1;::: ;im

�i1Pi1i2 � � �Pim�1im log(�i1Pi1i2 � � �Pim�1im)

=� lim
m!1

1

m

X
i1

�i1 log �i

� lim
m!1

1

m

m�1X
j=1

X
ij ij+1

X
�i1Pi1i2 � � �

i1;::: ;̂ij ;̂ij+1;::: ;im�1

Pim�1im logPijij+1

=� lim
m!1

1

m

m�1X
j=1

X
ijij+1

�ijPijij+1 logPij ij+1

=� lim
m!1

1

m
m
X
i;j

�iPij logPij = �
X
i;j2[k]

�iPij logPij

2. Entrop��a Topol�ogica

Definici�on 17. Sean X espacio m�etrico compacto y T : X  -
continua, decimos que S � X es un (n; ") generador para T si 8x 2 X
9y 2 S tal que d(T jx; T jy) � " para 0 � j � n.

OBSERVACI�ON 3.3. Sea fU1; : : : ; Ung una cubierta de X por
conjuntos de diametro � " y en cada conjunto no vac��o de la formaTn
j=0 T

�j(Uij ) escojamos un punto. Con esto formamos un conjunto S
(n; ") generador con a lo m�as mn elementos.

Definici�on 18. Sea rT (n; ") = min f#S : S es (n; ") generadorg.
Por la observaci�on 3.3, rT (n; ") � mn; as�� que

rT (") = lim sup
n!1

1

n
log rT (n; ") <1:

De�nimos la entrop��a topol�ogica de T como

htop(T ) = lim
"!0

rT (")

Como rT (") es decreciente, el l��mite anterior existe aunque puede
ser in�nito.

Definici�on 19. Decimos que S � X es (n; ") separado respecto a
T si 8x; y 2 S; x 6= y 9j 2 f0; : : : ; ng tal que d(T jx; T jy) > ".
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Proposici�on 3.4. Sea sT (n; ") = max f#S : S es (n; ") separadog.
Entonces rT (n; ") � sT (n; ") � rT (n; "=2):

Demostraci�on Sea E un conjunto (n; ") separado y sea F un con-
junto (n; "=2) generador de�nimos � : E ! F de la siguiente man-
era, para x 2 E escogemos �(x) tal que d(T jx; T j�(x)) � "=2 para
0 � j � n. Si �(x) = �(y) entonces d(T jx; T jy) � " para 0 � j � n y
as�� x = y. Por lo tanto #E � #F y as��

sT (n; ") � rT (n; "=2):

Sea S conjunto (n; ") separado de cardinalidad m�axima. Si y =2 S
entonces S [ fyg no es (n; ") separado y as�� 9x 2 S tal que 8j 2
f0; : : : ; ng d(T jx; T jy) � ", o sea que S es (n; ") generador y entonces

rT (n; ") � sT (n; "):

Se sigue de la Proposici�on 3.4 que

htop(T ) = lim
"!0

sT (") = lim
"!0

lim sup
n!1

1

n
log sT (n; "):

Proposici�on 3.5.

htop(T ) = lim
"!0

lim inf
n!1

1

n
log rT (n; "):

Utilizaremos el siguiente lema en la demostraci�on.

Lema 3.2. Sean n1; : : : ; nN 2 N y " > 0: Entonces

rT (n1 + � � �+ nN ; 2") � rT (n1; ") � � � rT (nN ; "):
Demostraci�on. Sea Si un conjunto (ni; ") generador de cardinali-

dad m��nima. Sea S el conjunto de n-adas � = (x1; : : : ; xN ) con xi 2 Si
tales que 9z(�) 2 X tal que

d(T t(Tmiz(�)); T t(xi)) � " para 0 � t � ni;

donde m1 = 0, mi = n1 + � � �+ ni�1, i = 1; : : : ; N . Luego

#S � rT (n1; ") � � �rT (nN ; "):
fz(�) : � 2 Sg es un (n1 + � � � + nN ; 2") generador ya que si x 2 X
9xi 2 Si tal que

d(T t(Tmix); T t(x1)) � " para 0 � t � ni;

por lo que � = (x1; : : : ; xN) 2 S y

d(T t(Tmix); T t(Tmiz(�))) � 2" 0 � t � ni i = 1; : : : ; N

O sea

d(T j(x); T j(z(�))) � 2" para 0 � j � n1 + � � �+ nN :
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As��

rT (n1 + � � �+ nN ; 2") � #S � rT (n1; ") � � � rT (nN ; "):

Demostraci�on de la Proposici�on 3.5. Si n0 > 0 todo n � n0 se
escribe n = k n0 +m con 0 � m < n0. Entonces

log rT (n; 2") = log rT (n0+� � �+n0+m; 2") � k log rT (n0; ")+log rT (m; ");

1

n
log rT (n; 2") � kn0

nn0
log rT (n0; ")+

1

n
supflog rT (m; ") : 1 � m < n0g:

As��

lim sup
n!1

1

n
log rT (n; 2") � 1

n0
log rT (n0; ")

y entonces

rT (2") � ninf
1

n
log rT (n; ")(3.2)

Definici�on 20. Un homeomor�smo T de un espacio m�etrico (X; d)
se llama expansivo si 9"0 > 0 llamada constante de expansividad tal
que

d(T nx; T ny) � "0 8n 2 Z ) x = y

Proposici�on 3.6. Sea T un homeomor�smo expansivo de un es-
pacio m�etrico compacto X con constante de expansividad "0: Si 0 <
" < "0, se tiene

htop(T ) = rT (") = inf
n

1

n
log r(n; "=2)

Demostraci�on. Usaremos el siguiente lema

Lema 3.3. Con las hip�otesis de la Proposici�on 3.6, si < " < "0,
existen k > 0; N > 2k tales que si x; y 2 X, n � N satisfacen
d(T t(x); T t(y)) � " 80 � t � n, entonces d(T t(x); T t(y)) � "=2
8k � t � n� k

Demostraci�on Supongamos que no, entonces existe existe 0 <
" < "0 talque 8k > 0 existen xk; yk 2 X; tk; nk 2 N con nk > 2k y
k � tk � nk � k tales que

d(T t(xk); T
t(yk)) � " si 0 � t � nk

d(T tk(xk); T
tk(yk)) > "=2:

As�� d(T tT tk(xn); T
tT tk(yk)) � " para �tk � t � nk � tk.

Sean x; y puntos de acumulaci�on de fT tk(xk)g y fT tk(ykg.
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Entonces d(x; y) � "=2 y como tk; nk� tk !1, d(T t(x); T t(y)) � "
8t 2 Z, lo que contradice el hecho de que "0 > " es una constante de
expansividad.

Corolario 3.4. Con las hip�otesis de la Proposici�on 3.6, si 0 <
" < "0, existen k > 0N > 2k tales que rT (n; ") � rT (n � 2k; "=2)
8n � N .

Demostraci�on. Dado 0 < " < "0 sean k > 0; N > 2k dados
por el Lema 3.3. Sea n � N y sea S un conjunto (n; ") generador de
cardinalidad m��nima. Se sigue del Lema 3.3 que T k(S) es un conjunto
(n� 2k; "=2) generador. As�� rT (n; ") � rT (n� 2k; "=2).

Utilizando el corolario y (3.2)

lim inf
n!1

1

n
log rT (n; ") � lim inf

n!1

1

n
log rT (n� 2k; "=2)

= lim inf
n!1

1

n
log rT (n; "=2) � inf

n

1

n
log rT (n; "=2) � rT (")

Proposici�on 3.7. Sean X = [k]Z y � : X  - el corrimiento. Sea
� � X compacto e invariante es decir �(�) = �. Entonces

htop(� j �) = lim
n!1

1

n
log r(n);

donde r(n) = # f� j f0; : : : ; ng : � 2 �g.
Demostaci�on. Sea d la m�etrica en X de�nida por

d(x; y) =

(
3�N si N = minfjnj : xn 6= yng
0 si x = y

:

Es claro que cualquier 0 < "0 < 1 es una constante de expansividad
para �. Sean N 2 N y " = 3�(1+N). Sea Sn un conjunto tal que para
todo � 2 � existe un �unico � 2 Sn tal que �jf�N; : : : ; N + ng =
�jf�N; : : : ; N + ng.

As��, d(�j�; �j�) � " para todo 0 � j � n. Entonces Sn es un
(n; ") generador para � y as�� r�(n; ") � #Sn = r(n + 2N). Si S
fuera un (n; ") generador con #S < #Sn, existir��an �1; �2 2 Sn; � 2
S tales que d(�j�i; �

j�) � " para 0 � j � n; i = 1; 2. Entonces
d(�j�1; �

j�2) � 2" < 3�N para 0 � j � n y as�� �1jf�N; : : : ; N +ng =
�2jf�N; : : : ; N+ng, lo que contradice la de�nici�on de Sn. Por lo tanto
r�(n; ") = r(n+ 2N) y luego

htop(� j �) = lim
n!1

1

n
log r(n+ 2N) = lim

n!1

1

n
log r(n):
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Apliquemos la proposici�on al subcorrimiento de tipo �nito XA donde
A = (aij)i;j2[k] es una matriz de ceros y unos tal que An > 0 para alg�un
n 2 N . Por el Teorema de Perron A tiene un eigenvalor dominante �
con dimker(A� �I) = 1

La sucesi�on An=�n converge porque si JAJ�1 es la forma can�onica
de Jordan con � en el primer rengl�on y columna entonces

lim
n!1

JAnJ�1

�n
=

0
BB@

1 0 � � � 0
0
...

. . .
0 0

1
CCA :

y as�� ��nAn converge a una matriz K 6= 0.

Como r(n) =
X
i;j

anij; lim
n!1

��nr(n) =
X
i;j

Kij > 0:

1

n
log r(n) = lim

n!1

1

n
log

r(n)

�n
+ log� = log�:

as�� htop(� j XA) = log�.

Proposici�on 3.8. Sean X compacto y T : X  - continua. En-
tonces

htop(T
m) = mhtop(T ):

Demostraci�on Si E es un (nm; ") generador para T entonces E
es un (n; ") generador pasa Tm. As�� rTm(n; ") � rT (nm; ") y luego

lim sup
n!1

1

n
log rTm(n; ") � lim sup

n!1

m

nm
log rT (nm; ") � lim sup

k!1

m

k
log rT (k; "):

Por lo tanto htop(T
m) � mhtop(T ). 8" > 0, 9Æ = Æ(") tal que

d(T jx; T jy) � " si d(x; y) � Æ; 0 � j � m � 1. Sea F un (n; Æ)
generador para Tm entonces F es un n; ") generador para T . As��
rT (nm; ") � rTm(n; Æ) y luego

lim inf
k!1

m

k
log rT (k; ") � lim inf

n!1

m

nm
log rT (nm; ") � lim inf

n!1

1

n
log rTm(n; Æ):

As�� mhtop(T ) � htop(T
m).

Proposici�on 3.9. Sean (X1; d1)(X2; d2) compactos. Consideremos
la m�etrica d((x1; x2); (y1; y2)) = max fd(x1; y1); d(x2; y2)g para X1�X2.
Si Ti : X1  - i = 1; 2 son continuas, entonces

htop(T1 � T2) � htop(T1) + htop(T2):
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Demostraci�on. Sea Fi un (n; ") generador para Ti. Entonces F1

x F2 es un (n; ") generador para T1 � T2. As�� rT1�T2(n; ") � rT1(n; ") �
rT2(n; ") y luego rT1�T2(") � rT1(") + rT2(") y entonces

htop(T1 � T2) � htop(T1) + htop(T2):

Proposici�on 3.10. Sea T : X  - un homeomor�smo expansivo.
Entonces #Fix(T n) <1 8n 2 N y

htop(T ) � lim sup
n!1

1

n
log#Fix(T n):

Demostraci�on. Sea "0 una constante de expansividad de T . Si
x; y 2 Fix(T n) y d(T jx; T jy) � "0 para 0 � j � n � 1, entonces
d(T jx; T jy) � "0 8j 2 Z y as�� x = y. Por lo tanto Fix(T n) es un
conjunto (n; "0) separado y #Fix(T n) � sT (n; "0) <1. As��

lim sup
n!1

1

n
log#Fix(T n) � lim sup

n!1

1

n
log sT (n; "0) � htop(T )

3. El principio variacional de la entrop��a

En estsa secci�on demostraremos el siguiente Teorema

Principio variacional. Sean X espacio m�etrico compacto, T :
X  - continua y A la � -�algebra de Borel. Entonces

htop(T ) = supfh�(T ) : � 2 MT (X)g
Para comenzar daremos otra de�nici�on de entrop��a topol�ogica y

demostraremos que coincide con la de�nici�on anterior.

Definiciones 21. Sea X un espacio topol�ogico compacto. Sean U ,
V cubiertas abiertas, y T : X  - continua.
(a) Decimos que V es un re�namiento de U , y escribimos U � V, si
8V 2 V 9U 2 U tal que V � U .

(b) De�nimos U _ V = fU \ V : U 2 U ; V 2 V g:
(c) De�nimos T�1U = fT�1U : U 2 Ug:
(d) Denotamos porN(U) la m��nima cardinalidad de una subcubierta

�nita de U y de�nimos la entrop��a de U por H(U) = logN(U).
(e) De�nimos la entrop��a de T respecto a U como

H(T;U) = lim
n!1

1

n
H(U _ � � � _ T n�1U)

OBSERVACIONES 3.4.
(a) H(U) � 0 y H(U) = 0 () N(U) = 1 () X 2 U .
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(b) Si U � V entonces H(U) � H(V).
(c) H(U _ V) � H(U) +H(V).
(d) H(T�1U) � H(U). Si T es sobre entonces H(T�1U) = H(U).
(e) El l��mite en el inciso (e) de la De�nici�on 21 existe.

Demostraci�on. (a) y (b) son inmediatos.
(c). Sean U0 y V0 subcubiertas de U y V respectivamente, de car-

dinalidades N(U) y N(V) respectivamente. Entonces U0 _ V0 es una
subcubierta de U _ V. As�� N(U _ V) � N(U)N(V).

(d). Sea U0 subcubierta de U de cardinalidad N(U) entonces T�1U0
es una subcubierta de T�1U y luego N(T�1U) � N(U). Si T es sobre y
T�1U0 es una subcubierta de T�1U de cardinalidadN(T�1U). Entonces
U0 cubre X y luego N(U) � N(T�1U).

(e) Sea an = H(U _ � � � _ T n�1U), entonces
an+m = H(U _ � � � _ T n�1U _ T�n(U _ � � � _ Tm�1U))

� H(U _ � � � _ T n�1U) +H(T�n(U _ � � � _ Tm�1U))
� an + am:

By Lemma 3.1, liman=n exists.

Definici�on 22. Sean X espacio m�etrico compacto y T : X  -
continua. De�nimos

Htop(T ) = supfH(T;U) : U es cubierta abierta de Xg:
Si U es cubierta abierta de X, de�nimos el di�ametro de U como
diam(U)=supdiam(U) : U 2 U
Lema 3.4. Si fUng es una sucesi�on de particiones tal que limn!1

diam(Un) = 0, entonces

Htop(T ) = lim
n!1

H(T;Un):
Demostraci�on.
Dada una cubierta abierta U de X, para n su�cientemente grande

tenemos que diam(Un) es menor que el n�umero de Lebesgue de U .
Entonces Un es un re�namiento de U y as�� H(T;U) � H(T;Un).

Proposici�on 3.11.

htop(T ) = Htop(T )

Demostraci�on.
Sea " > 0. Sea U una cubierta con diam(U) < ". Dos puntos

distintos de un conjunto (n; ")- separado no pueden estar en el mismo
elemento de la cubierta U _ � � � _ T n�1U . Por lo tanto

sT (n; ") � N(U _ � � � _ T n�1U):
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As��, sT (") � H(T;U) � Htop(T ) y entonces

htop(T ) � Htop(T ):

Sea U una cubierta abierta de X y sea � su n�umero de Lebesgue. Sea
" < � y sea F un (n; ")- generador de cardinalidad m��nima. Para cada
y 2 F , 0 � i < n, escojamos Uy;i 2 U conteniendo la bola de radio "
centrada en T i(y). El conjunto

fUy;0 \ � � � \ T�iUy;n�1 : y 2 Fg

es una subcubierta de U _ � � � _ T n�1U y por lo tanto

N(U _ � � � _ T n�1U) � rT (n; "):

As��, Htop(T;U) � rT (") � htop(T ) y entonces

Htop(T ) � htop(T ):

Demostraci�on del Principio Variacional

I) Sean � 2 MT (X) y Æ > 0. Sea P = fP1; : : : ; Pkg una partici�on
de (X;A; �) tal que h�(T;P) � h�(T ) � Æ. Dado � 2 (0; 1=k log k)
escojamos compactos Bi � Pi, i = 1; : : : ; k tales que �(Pi n Bi) < �.
Sean

B0 = X n
k[
i=1

Bi; B = fB0; B1; : : : ; Bkg:

Entonces

H�(P j B) = �(B0)
kX
i=1

�(Pi nB0) log�(Pi nB0)

� �(B0) log k � � k log k < 1

Como en (3.1), tenemos que

H�

 
n�1_
i=0

T�iP j
n�1_
i=0

T�iB
!
� nH�(P j Q)
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y as��

H�

 
n�1_
i=0

T�iP
!
� H�

 
n�1_
i=0

T�iP _
n�1_
i=0

T�iB
!

� H�

 
n�1_
i=0

T�iP j
n�1_
i=0

T�iB
!
+H�

 
n�1_
i=0

T�iB
!

� n+H�

 
n�1_
i=0

T�iB
!

(3.3)

Sea Ui = B0 \ Bi, o sea X n Ui =
T
j 6=0;iBj. Por lo tanto, cada

elemento de la cubierta

U = fU1; : : : ; Ukg
intersecta a dos elementos de la cubierta B. Como Bi � Ui para
todo i, cada elemento de

Wn�1
i=0 T

�iB est�a contenido en un elemento deWn�1
i=0 T

�iU y cada uno de estos �ultimos contiene a lo m�as 2n elementos

de
Wn�1
i=0 T

�iB. Luego

#
n�1_
i=0

T�iB � 2nN

 
n�1_
i=0

T�iU
!
;

H�

 
n�1_
i=0

T�iB
!
� n log 2 +H

 
n�1_
i=0

T�iU
!

Por (3.3)

h�(P) = lim
n!1

1

n
H�

 
n�1_
i=0

T�iP
!
� 1 + lim

n!1

1

n
H�

 
n�1_
i=0

T�iB
!

� 1 + log 2 +H(T;U)
(3.4)

As��

h�(T )� Æ � 1 + log 2 + htop(T );

y como Æ > 0 es arbitraria

h�(T ) � 1 + log 2 + htop(T ):

Aplicando esta desigualdad a Tm y usando las Proposiciones 3.3 y 3.8,
tenemos

mh�(T ) = h�(T
m) � 1 + log 2 + htop(T

m) � 1 + log 2 +mhtop(T )
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As��, para toda m 2 N tenemos

h�(T ) � 1

m
(1 + log 2) + htop(T )

Y luego h�(T ) � htop(T )
II) Sea " > 0. Para cada n 2 N sea En un conjunto (n; ") separado

de cardinalidad m�axima. Consideremos la medida

�En =
1

sT (n; ")

X
x2En

Æx

y de�namos

�n

n�1X
k=0

�En Æ T�k:

Por la convexidad de � para cualquier particion Q

H�n(Q) = �
X
Q

�(�n(Q)) � � 1

n

X
Q

n�1X
k=0

�(�En(T
�kQ)) = H�En

(Q)

Escojamos una subsucesi�on fnjg tal que f�njg converge a � 2 MT (X)
y

lim
j!1

1

nj
log sT (nj; ") = sT ("):

Demostraremos que h�(T ) � sT ("), para lo cual utilizaremos el sigu-
iente

Lema 3.5. Sea � 2 M(X). Para todo " > 0 existe una partici�on
�nita P tal que diam(P) < " y �(@P ) = 0 8P 2 P.

Sea P la partici�on dada por el Lema 3.5 . Entonces cada �atomo deWn�1
i=0 T

�iP contiene a lo m�as un punto de En. As��

H�En

 
n�1_
i=0

T�iP
!

= �
X
P

�(�En(P )) = �
X
P

�
� 1

sT (n; ")
#(En \ P )

�

=
X
x2En

�
� 1

sT (n; ")

�
= log sT (n; ")
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Fijemos m 2 N . 8n 2 N exists d 2 N , r 2 f0; : : : ; m� 1g tales que
n = dm+ r. Sea k � m

n�1_
i=0

T�iP =

 
d�1_
i=0

T�im
�m�1_
j=0

T�iP�
!
_
r�1_
i=0

T�dm�iP

=

 
d�1_
i=0

T�im�k
�m�1_
j=0

T�iP�
!
_ Pd;r;k

donde

Pd;r;k =
r�1_
i=0

T�dm�iP _
k�1_
i=0

T�iP:

es una partici�on con a lo m�as (#P)2m �atomos. Po lo tanto

H�En
(

n�1_
i=0

T�iP) �
d�1X
i=0

H�En

�
T�im�k

n�1_
j=0

T�jP� +H�En
(Pd;k;r)

�
d�1X
i=0

H�En

�
T�im�k

n�1_
j=0

T�jP� + 2m log(#P)

y luego

H�n(
m�1_
i=0

T�iP) � H�En
(
m�1_
i=0

T�iP) = 1

n

n�1X
l=0

H�En

�
T�l

m�1_
i=0

T�iP�

� 1

n

m�1X
k=0

H�En

�
T�jm�k

m�1_
i=0

T�iP�

� 1

n

m�1X
k=0

 
H�En

�n�1_
i=0

T�iP�� 2m log(#P)
!

� m

n
H�En

�n�1_
i=0

T�iP�� 2m2

n
log(#P)

=
m

n
log sT (n; ")� 2m2

n
log(#P):

Poniendo n = nj y tomando l��mite cuando j !1

H�(
m�1_
i=0

T�iP) � msT (")
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y as��

h(T;P) = lim
m!1

1

m
H�(

m�1_
i=0

T�iP) � sT ("):

Teorema 3.5. Sean A 2 GL(n;Z) y ~A : K N  - la transformaci�on
inducida. Sea Ra : K N  - una rotaci�on y sea T = Ra Æ ~A. Sea m la
medida inducida por la medida de Lebesgue en RN . Entonces

hm(T ) = htop(T ) = hm( ~A) = htop( ~A):

Demostraci�on. Sean � : RN ! K N la proyecci�on natural y d la
distancia en K n inducida por la euclidiana. Sea

Dn(x; "; T ) =
�
y 2 K N : d(T iy; T ix) < "; 0 � i � n� 1

	
:

Demostraremos por inducci�on que T�k(B"(T
k(x))) = x �

h
~A�kB"�(0)

i
la cual es v�alida para k = 0 por la invariancia de d bajo rotaciones. Si
es valida para k entonces

T�(k+1)B"(T
k+1x) = T�1(T kB"(T

k(Tx))) = T�1
�
Tx � � ~A�kB"(�(0))

��
= ~A�1(a�1Tx � ~A�kB"(�(0))) = x � ~A�(K+1)(B"(�(0))):

As��

Dn(x; "; T ) = x �
n�1\
k=0

~A�K(B"(�(0))) = x �Dn(�(0); "; ~A)

Luego m(Dn(x; "; T )) = m(Dn(�(0); "; ~A)). Sea " > 0 y sea P =
fP1; : : : ; Png partici�on de diametro < ".

x 2
n�1\
k=0

T�kPik )
n�1\
k=0

T�kPik � x �Dn(�(0); "; ~A);

porque si y 2 Tn�1
k=0 T

�kPik entonces T
kx; T ky 2 Aik y as�� d(T kx; T ky) <

" para 0 � k � n� 1. O sea y 2 Dn(x; "; T ) = x �Dn(�(0); "; ~A). Por
lo tanto

m

 
n�1\
k=0

T�kPik

!
� m(Dn(�(0); "; ~A);

X
i0;::: ;in�1

�(m
�n�1\
k=0

T�kPik
�
) �

X
i0;::: ;in�1

m
�n�1\
k=0

T�kPik
�
logm(Dn(�(0); "; ~A))

= logm(Dn(�(0); "; ~A)):
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Entonces

hm(T ) � hm(T; P ) � lim sup
n!1

�
� 1

n
logm(Dn(�(0); "; ~A))

�
:

Como " > 0 fue arbitraria

hm(T ) � lim
"!0

lim sup
n!1

�
� 1

n
logm(Dn(�(0); "; ~A))

�
:

Sea E un conjunto (n; ") separado respecto a T con cardinalidadm�axima.
Entonces [

x2E

Dn(x; "=2; T ) =
[
x2E

x �Dn(�(0); "=2; ~A)

es uni�on ajena y as��

sT (n; ")m(Dn(�(0); "=2; ~A)) � 1:

Luego

lim sup
n!1

1

n
log sT (n; ") � lim sup

n!1

�
� 1

n
logm(Dn(�(0); "=2; ~A))

�
;

y entonces

htop(T ) � lim
"!0

lim sup
n!1

�
� 1

n
logm(Dn(�(0); "=2; ~A))

�
� hm(T ):

Como este l��mite no depende de a , htop(T ) = htop( ~A):
Extenderemos ahora la de�nici�on de entropia topol�ogica a espacios

m�etricos no necesariamente compactos para incluir A : RN  -
Definiciones 23. Sean (X; d) espacio m�etrico y T : X  - uni-

formemente continua. Sea K � X compacto.

(a) Decimos que F � X es un (n; ") generador para K si 8y 2 K
9x 2 F tal que d(T ix; T iy) � " para 0 � i � n�1. Sea r(K; n; ")
la m��nima cardinalidad de un (n; ") generador.

(b) Decimos que E � K est�a (n; ") separado si 8x; y 2 E; x 6= y
9i 2 f0; : : : ; n� 1g tal que d(T ix; T i; y) > ". Sea s(K; n; ") la
m�axima cardinalidad de un (n; ") separado.
Se tiene como antes r(K; n; ") � s(K; n; ") � r(K; n; "=2).

(c)

h(K; T ) := lim
"!0

lim sup
n!1

1

n
log r(K; n; ") = lim

"!0
lim inf
n!1

1

n
log s(K; n; ")

(d)

htop(T ) := sup fh(K;A) : K � X es compactog :
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Lema 3.6. Sea A como en el Teorema 3.5. Sean � la medida de
Lebesgue y kk una norma en RN . Sean

Bjjjj(0; ") =
�
x 2 RN : kxk < "

	
; Dn(0; "; A) =

n�1\
i=0

A�iBjjjj(0; "):

Entonces

htop(A) = lim
"!0

lim sup
n!1

�
� 1

n
log�(Dn(0; "; A))

�
:

Demostraci�on. Si F es un (n; ") generador para K � RN com-
pacto,

K �
[
x2F

Dn(x; 2"; A) =
[
x2F

x+Dn(0; 2"; A):

As�� �(K) � (#F )�(Dn(0; 2"; A)), y entonces

r(K; n; ") � �(K)=�(Dn(0; 2"; A):

Por lo tanto, cuando �(K) > 0

h(K;A) � lim
"!0

lim sup
n!1

�
� 1

n
log�(Dn(0; "; A))

�
:

Si q es su�cientemente grande K � Kq := [�q; q]N . Si E � K es
(n; ") separado entonces

S
x2EDn(x; "=2; A) es uni�on adjunta y est�a

contenida en Kq+": As��

s(K; n; ")�(Dn(0; "=2; A)) � 2N(q + ")N ;

y luego

lim sup
n!1

1

n
log s(K; n; ") � lim sup

n!1

�
� 1

n
log�(Dn(0; "=2; A))

�
;

h(K;A) � lim
"!0

lim sup
n!1

�
� 1

n
log�(Dn(0; "; A))

�
:

As�� htop(A) = h(K;A) para cualquier compacto con �(K) > 0.

Lema 3.7. Sean A; ~A como en el Teorema 3.5. Entonces

htop(A) = htop( ~A)

Demostraci�on. Sea q < 1
2
Sea 0 < " < min(1; kAk�1). Supong-

amos que E � Kq es (n; ") separado. Entonces �(E) es (n; ") separado

para ~A. En efecto si x; y 2 E y �(x) 6= �(y) entonces x 6= y. Sea i0 tal
que kAi(x� y)k � " si i � i0 y kAi0+1(x� y)k > ". Entonces

kAi0+1(x� y)k � kAkkAi0(x� yk � kAk" < 1:
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y as�� d( ~Ai0+1�(x); ~Ai0+1�(y) = kAi0+1(x�y)k > ". Luego s(Kq; n; ") �
s ~A(n; "), de donde hKq(A) � htop( ~A).

Sea ~E un (n; ") separado para ~A. Sea E = ��1(E) \ [�1
2
; 1
2
[N .

Entonces E es (n; ") separado para K 1

2

porque si kAi(x) � Aiyk � "

x; y 2 E, entonces d( ~Ai�(x); ~Ai(�(y)) � ". As�� s ~A(n; ") � s(K 1

2

; n; ")

y entonces htop( ~A) � h(K 1

2

; A).

Teorema 3.6. Sean A; ~A como en el Teorema 3.5. Sean �1; : : : ; �N
los eigenvalores de A. Entonces

htop( ~A) =
X
j�ij>1

log j�ij :

Demostraci�on. Descompongamos RN = F1 � F2 tal que A(Fi) �
Fi, los eigenvalores de A1 = A j F1 tienen m�odulo > 1 y los eigenvalores
de A2 = A j F2 tienen m�odulo � 1 Eligiendo una base en Fi podemos
suponer Fi = Rpi Sea mi la medida de Lebesgue en Fi y sea m =
m1�m2 la medida de Lebesgue en RN . Sea kki norma en F i, entonces

k(x1; x2)k = max(kx1k ; kx2k)
de�ne una norma en RN . Por el Lema 3.6

htop(A) = lim
"!0

lim sup
n!1

1

n
[� logm1(Dn(0; "; A1))� logm2(Dn(0; "; A2))] :

Se tiene que

m1(Dn(0; "; A1)) � m1(A
�(n�1)
1 Bjjjj1(0; ")) = jdetA1j1�nm1(Bjjjj1(0; "))

m2(Dn(0; "; A2)) � m2(Bjjjj2(0; ")):

Por lo tanto

1

n
[� logm1(Dn(0; "; A1))� logm2(Dn(0; "; A2))]

� (n� 1)

n
log jdetA1j � 1

n
logm(Bjjjj(0; "));

htop(A) � log jdetA1j =
X
j�i>1j

log j�ij :

Para probar la desigualdad opuesta escribamos RN = E1 � Ek tal
que A(Ej) � Ej y todos los eigenvalores de Aj = A j Ej tienen el
mismo m�odulo �j: As�� A = A1 � �Ak y entonces

htop(A) � htop(A1) + � � �+ htop(Ak):
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Demostrando htop(Aj) � max f0; (demEj) log�jg, tendremos

htop(A) �
X
�j>1

dimEj) log�j =
X
j�i>1j

log j�ij :

Resta pues, demostrar el siguiente

Lema 3.8. Sea A : RP  - lineal tal que todos sus eigenvalores
tienen el mismo m�odulo �, entonces

htop(A) � max f0; P log�g :
Demostraci�on.
Si kAk � 1, un (1; ") generador para un compacto K es tambi�en un

(n; ") generador. As�� r(K; n; ") � r(K; 1; "); luego h(K;A) = 0 y as��

htop(A) = 0 = max f0; P log kAkg :
Si kAk > 1; sean K = K1 y c = max fkxk : x 2 Kg.
Para 0 < Æ < 1, sea F (Æ) = fÆ(n1; : : : ; nP ) 2 K : ni 2 Zg.
Si N = [2=Æ], #F (Æ) � (N + 1)P < (2=Æ)P .
Como 8y 2 K 9x 2 F (Æ) tal que kx � yk < cÆ, se tiene que F (Æ)

es un (n; kAkncÆ) generador para K ya que

Aix� Aiy

 � 

Ai

 kx� yk � kAkn kx� yk
si 0 � i � n. Sea " > 0, tomemos Æ = "kAk�n=c < 1 para n su�ciente-
mente grande. Entonces

r(K; n; ") � #F (Æ) � (2kAknc=")P ;

lim sup
n!1

1

n
log r(K; n; ") � lim sup

n!1
P

�
log kAk+ 1

n
log(2c=")

�
= P log kAk;

htop(A) � P log kAk = max f0; P log kAkg :
Aplicando esta desigualdad a An y utilizando la Proposici�on 3.8

htop(A) =
1

n
htop(A

n) � max
n
0; P log kAnk 1n

o
:

Como lim1 kAnk
1

n = radio espectral de A = �, tenemos

htop(A) � max f0; P log�g
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4. Presi�on topol�ogica y estados de equilibrio

Consideremos el subcorrimiento de tipo �nito (XA; �). Dado 0 <
� < 1 de�nimos en XA la m�etrica

d�(x; y) =

(
�N si N = min fjnj : xn 6= yng
0 si x = y

Sea F� = ff : (XA; d�)! C j f es Lipschitzg. Nuestro prop�osito es
demostrar la siguiente versi�on del principio variacional: Si f 2 F�,
f(XA) � R, entonces existe una �unica m 2 M�(XA) llamada estado
de equilibrio tal que

hm(�) +

Z
fdm = P (f) := sup

�
h�(�) +

Z
fd� : � 2 m�(XA)

�

P (f) se llama presi�on topol�ogica. En particular tenemos que P (0) =
htop(�). Si f : XA ! C de�nimos

Varnf = sup fjf(x)� f(y)j : d�(x; y) � �ng :
Es f�acil ver que jf(x)� f(y)j � c d�(x; y) () 8n � 0 Varnf � c �n.
Para f 2 F� de�nimos

kfk1 = sup fjf(x)j : x 2 XAg, jf j� = sup fVarnf=�n : n � 0g
kfk� = kfk1 + jf j�

Proposici�on 3.12. (F�; k k �) es un espacio de Banach

Definici�on 24. Dos funciones f; g 2 F� se llaman cohomologas y
escribimos f � g, si 9 h 2 C(XA) tal que f = g + h Æ � � h.

Proposici�on 3.13. Si f 2 F� entonces existen g; h 2 F
�
1
2
tales

que f = g + h � h Æ � y g(x) = g(y) siempre que xn = yn para n � 0.
O sea que g depende solo de las coordenadas en el \futuro".

Demostraci�on. Para cada j 2 [k] escojamos una sucesi�on del
\pasado" z(j) = (zn(j))n�0 con Azn(1)zn+1(j) = 1, z0(j) = j. Para cada
x 2 XA de�namos '(x) mediante

'(x)n =

(
xn si n � 0

zn(x0) si n � 0
:

De�namos h(x) =
P1

n=0 f(�
n(x)) � f(�n'(x)). La serie converge ya

que

jf(�n(x))� f(�n'(x)j � Varnf � kfk� �n:
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h(x)� h(�x) =
X
n�0

f(�n(x))� f(�n'(x))� f(�n+1x)� f(�n'�(x))

= f(x)�
"
f('(x)) +

X
n�0

f(�n+1'(x))� f(�n'�(x))
#

:= f(x)� g(x)
obviamente g depende solo del futuro. Probando que h 2 F

�
1
2
, tenemos

que g 2 F
�
1
2
. Basta probar que 9K > 0 tal que Var2Nh � K�N , ya que

entonces Var2N+1h � (K��
1

2 )�N+ 1

2 .
Sean x; y 2 XA tales que xi = yi para jij < 2N , entonces

jf(�nx)� f(�ny)j; jf(�n'x)� f(�n'y)j � jf j� �2N�n
para 0 � n � N . Si n � 0

jf(�nx)� f(�n'x)j; jf(�ny)� f(�n'y)j � jf j��n
As��

jh(x)� h(y)j � 2jf j�
NX
h=0

�2N�n + 2jf j�
X

n�N+1

�n

= 2jf j��N
�
1� �N+1

1� � +
�

1� �
�
� 4jf j� �N

1� �
La Proposici�on anterior de�ne una transformaci�on continua W : F� !
F
�
1
2
dada por W (f) = g. M�as a�un, si d+� denota la m�etrica en X+

�

an�aloga a d�, W (f) puede identi�carse con un elemento de

F+

�
1
2

=
n
g : (X+

A ; d� 12

o+

)! C : ges Lipschitz:

Cuando f 2 F� depende unicamente del futuro W (f) = f . El cor-
rimiento � : XA  - (� : X+

A  -) induce un operador �� : F� ! F�
(�� : F+

� ! F+
� ) de�nido por ��f = f Æ �.

Para f 2 F+
� de�nimos el operador Lf : F

+
� ! F+

� mediante

LfW (x) =
X
�y=x

exp Æf(y)W (y):

Lf es un operador lineal acotado. Cuando f es real y Lf1 = 1 decimos
que Lf est�a normalizado

Proposici�on (Desigualdad b�asica). Sea f = u+ iv 2 F+
� . Si

Lu est�a normalizado entonces 9C > 0 tal que

jLnfW j� � C kWk1 + �n jW j�
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para todo W 2 F+
� , n � 0.

Demostraci�on Primero demostraremos que 9C0 > 0 tal que

jLfW j� � C0 kWk1 + �jW j�
Para x 2 X+

A , i 2 [k] tal que Aix0 = 1 de�nimos ix 2 X+
A mediante

(ix)0 = i, (ix)n+1 = xn para n � 0. Si x; y 2 X+
A , x0 = y0, entonces

d+� (ix; iy) � �d+� (x; y) y as��

jLfW (x)� LfW (y)j �
X

Aix0=1

jef(ix)W (ix)� ef(iy)W (iy)j

�
X

Aix0=1

jef(ix) � ef(iy)jjW (ix)j+
X

Aix0=1

eu(iy)jW (ix)�W (iy)j

� kj exp Æf j� � d+� (x; y) kWk1 + � d+� (x; y)

Procediendo por inducci�on supongamos jLnfW j� � Cn�1 kWk1+�njW j�.
Entonces

jLn+1
f W j� � Cn�1 kLfWk1 + �njLfW j�

� Cn�1 kWk1 + �n(C0 kWk1 �jW j�)
� (Cn�1 + �nC0) kWk1 + �n+1jW j�

Cn�1 + �nC0 =
nX
k=1

�kC0 =
1� �n�1

1� � C0 � C0

1� �

Teorema de Perron y Frobenius. Supongamos que � : X+
A  -

es topol�ogicamente mezcladora. Sea f 2 F+
� , f(X

+
A ) � R, entonces

(1) 9 � eigenvalor maximal positivo simple de Lf : C(X
+
A )! C(X+

A ,
con eigenfunci�on estrictamente positiva h 2 F+

�

(2) El resto del espectro de Lf : F+
� ! F+

� est�a contenido en un
disco de radio R < �.

(3) 9! � 2 M(X+
A ) tal que L

�
f� = ��. O seaZ

Lfv d� = �

Z
vd�

para toda v 2 C(X+
A ).

(4) Si h es como en (1) y tal que
R
hd� = 1 entonces

lim
n!1

��nLnf (v) = h

Z
vd�

para toda v 2 C(X+
A )

(5) Si h es como en (4), h� es invariante bajo �.
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Demostraci�on Sea

� =

�
g 2 C(X+

A ; [0; 1]) : g(x) � g(y) exp
� jf j� �n
1� �

�
si d�(x; y) < �n

�
:

Es f�acil ver que � es convexo y cerrado bajo l��mites uniformes. Si
x; y 2 X+

A xi = yi jij � n,

jg(x)�g(y)j � g(y)(exp

� jf j� �n
1� �

�
�1) � kgk1

jf j� �n
1� � exp

� jf j� �n
1� �

�
:

As��, � � F+
� y � es una familia equicontinua. Por el teorema de Ascoli,

� es compacto con la norma uniforme.
Para cadaN 2 N de�nimos LN(g) = Lf (g+1=N)= kLf (g + 1=N)k1,

g 2 �. Si x; y 2 X+
A , xi = yi para jij � N , entonces

Lf

�
g +

1

N

�
(x) � Lf

�
g +

1

N

�
(y) exp(

jf�j�N
1� � )

y por lo tanto LN(�) � �.
Como � es convexo y compacto (con la norma uniforme) podemos

aplicar el teorema de punto �jo de Schauder-Tijonov a cada LN : �!
� para ver que 9hN 2 � tal que LN(hN + 1=N) = �NhN , donde
�N = kLf (hN + 1=N)k1

Por la compacidad de � existe una subsucesi�on hNm ! h 2 �, y
por continuidad, Lfh = �h donde � = kLf (h)k1. Para ver que � es
positivo notemos que

�NhN(x) =
X
�y=x

ef(y)(hN(y)+1=N) � (inf jhN j+1=N) exp(�lV frV1);

luego �N(inf hN) � (inf hN + 1=N) exp(�kfk1).
As�� �N � exp(�kfk1) y entonces � � exp(�kfk1).
Supongamos que h no es estrictamente positiva, entonces 9x 2 X+

A

tal que h(x) = 0. LuegoX
�ny=x

exp Æfn(y)h(y) = �nh(x) = 0

para n � 1, donde fn(y) = f(y) + � � � + f(�n�1y). En particular
h(y) = 0 si �ny = x para alg�un n � 0. Como � es transitivo, el
conjunto de tales y es denso en X+

A , as�� h � 0. Pero � = kLfhk1 > 0,
lo cual da una contradicci�on.

Para demostrar que � es simple, sea g 2 C(X+
A ) otra eigenfunci�on

correspondiente a � y sea

t = inf

�
g(x)

h(x)
: x 2 X+

A

�
=
g(z)

h(z)
:
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Entonces g(x)�th(x) � 0 = g(z)�th(z) para todo x 2 X+
A . Repitiendo

el razonamiento previo conclu��mos que g � th � 0.
Con h y � como arriba, sea g = f�log hÆ�+log h�log �. Entonces

Lg = ��1�(h)�1Lf�(h) donde �(h) es el operador multiplicaci�on por
h. M�as a�un Lg1 = 1 y as�� Lg est�a normalizado. Observemos que esto
nos permite deducir las propiedades restantes de Lf de las propiedades
correspondientes de Lg.

ComoM(X+
A ) es convexo y compacto, el operador L�g :M(X+

A )!
M(X+

A ) tiene un punto �jo m, por el teorema de Schauder-Tijonov.
Demostraremos la unicidad de m y (4) simultaneamente.

Sea v 2 F+
� ; entonces

�
Lngv

	
es equicontinua ya que

Vark(L
n
gv) � jLngv�j��k � C�k kvk1 + �k+njvj�:

Por lo tanto hay una subsucesi�on convergente Lnmg v ! v�. Ya que
supLn+1

g v � supLngv, para todo N 2 N
sup v� = inf

n
(supLng�) = supLNg v

�:

Sea v�(x0) = sup v� = LNgv�(xN). As��

v�(x0) =
X

�N y=xN

exp ÆgN(y)v�(y)

Como Lg est�a normalizado, �esta es una combinaci�on convexa y as��
v�(y) = v�(x0) cuando �

Ny = xN : Como � es topol�ogicamente mez-
cladora, v� es constante. Como L�gm = m,

R
Lngv dm =

R
vdm y as��

v� =
R
vdm.

Como F+
� es uniformemente denso en � (X+

A ) podemos suponer
que v 2� (X+

A ). El argumento anterior puede repetirse a cualquier
subsucesi�on

�
Lkng v

	
y as�� limn!1 L

n
gv =

R
vdm. Esto completa la

demostraci�on de (3) y (4).
Para demostrar (5) Sea v 2 C(X+

A ), entonces Lg(v Æ �) = v y as��R
v Æ �dm =

R
Lg(v Æ �)dm =

R
vdm.

Para probar (2) es su�ciente demostrar que Lg j C? tiene radio
espectral < 1 donde

C? =

�
w 2 F+

� :

Z
wdm = 0

�
:

jLn+rg wj� � C


Lrgw

1 + �njLrgwj�:

lim
r!1



Lrgw

1 =

Z
wdm = 0:
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Como el conjunto
�
w 2 C? : kwk� � 1

	
es compacto (con la norma

uniforme), para n; r grandes tenemos " > 0 tal que


Ln+rg w




�
� " < 1

si w 2 C?, kwk� � 1.

OBSERVACI�ON 3.5. Teorema de Perron para matrices

En el caso en que f depende de dos coordenadas solamente o sea
f(x) = f(x0; x1) se tiene la matriz k x k Mij = Aij exp f(i; j). Sea
� el eigenvalor dominante positivo. En este caso h(x) = h(x0) dondeP
i

h(i)Mij = h(j).

De�niendo g(i; j) = log h(i) � logh(j) � log� + f(i; j) la matriz
correspondiente a Lg es

Pij = Aij exp g(i; j) =
Mijh(i)

�h(j)
;

su transpuesta es la matriz correspondiente a L�g y es estoc�astica ya
que X

i

Pij =

P
iMijh(i)

�h(j)
=
�h(j)

�h(j)
= 1

Sea � tal que
P

j Pij�(j) = �(i) y
P

i �(i) = 1. Sea C = C(0; i0; : : : ; in)
un cilindro,

Lg�C(X) =
X
i

Pix0�C(ix) = Pi0i1 �C(1; i1; : : : ; in)(x):

As��

m(C(j; i0; : : : ; in)) =

Z
�C dm =

Z
Lg�C dm = Pi0i1m(C(1; i1; : : : ; in)):

Tambi�en
Lg�C(0;i)(X ) = Pi0x0 =

X
l

Pi0l�C(0;l)(x):

As��

m(C(0; i)) =

Z
LgXc(0;i) =

X
j

Pijm(C(0; j)):

Luego m(C(0; i)) = �(i) y entonces

m(C(j; i0; : : : ; in)) = Pi0i1 � � �Pin�1in�(in):
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