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Pr�ologo

Este trabajo cierra la compilaci�on de las notas de los cursos de topolog��a que el Dr. Roberto V�azquez
Garc��a dictara entre 1985 y 1990 en la Facultad de Ciencias de la UNAM, quedando as�� reunida
una versi�on de lo que fue su c�atedra. As�� concluye una etapa m�as en la tarea de difusi�on de su
obra. Sin embargo, aqu�� no termina la cosa; hay una tercera etapa que est�a apenas por iniciar: Ya
he hablado sobre la existencia de ciertos manuscritos, seis art��culos de investigaci�on que el doctor
V�azquez escribi�o durante meses de convalecencia en su casa. Hemos escogido algunos de ellos para
poner �n a esta tarea.
Por lo pronto ofrecemos aqu�� las notas de los dos �ultimos seminarios que don Roberto lleg�o a

impartir, uno sobre reexividad y correexividad y otro sobre teor��a de las estructuras matem�aticas.
En Top la reexividad y la correexividad constituyen un delicioso juego con espejos c�oncavos y

convexos, respectivamente. Uno expone un espacio a la luna de un espejo; con su reejo o correejo
�este nos devuelve una imagen transformada del espacio que, como la que todo espejo ofrece, es
falsa pero �dedigna. Es prop�osito del top�ologo aprovechar las conjeturas y proposiciones referentes
a este singular hecho para profundizar m�as en el estudio de la topolog��a. Un caso particular de
reexividad lo estudiamos ya cuando, en la clase del 20 de diciembre de 1985, dimos la descripci�on
de la T0-reexi�on.
Con relaci�on a esta primera parte hay que advertir que, con la salvedad de los sumideros carte-

sianos y topol�ogicos, de cuya de�nici�on y propiedades pasaremos revista, los conceptos categ�oricos
vistos en los cursos anteriores se dar�an por sabidos.

A excepci�on del �ultimo curso que recibimos de �el, V�azquez nunca hac��a presentaciones, como
es costumbre de otros profesores hacer al inicio de cada curso, acaso porque su c�atedra era en s��
una presentaci�on in extenso, acaso porque sab��a aquello de que �en materia de arte, de amor o
de ideas son poco e�caces anuncios y programas�. Lo cierto es que jam�as nos dict�o un temario
ni nos se~nal�o objetivos que se vislumbrasen a largo plazo. Desde el primer d��a en que me hall�e en
la relaci�on alumno-maestro con �el aprend�� topolog��a; precisamente la de�nici�on de �esta ilustrada
con ejemplos. Cuando nos tom�o con�anza, a veces lo m�as que nos dec��a al comenzar un tema era:
�vamos a estar en esto hasta donde lleguemos�.
Me acuerdo del d��a en que inici�o el cuarto curso. Todos cre��amos que por no tratarse ya de un

curso b�asico sino de un seminario, la primera clase constar��a de una introducci�on. Por otra parte
sab��amos que hac��a mucho tiempo el doctor no impart��a un seminario, -luego- infer��amos -habr�a
de tratarse de una sesi�on especial-. Adem�as era viernes y, bueno, la opini�on de algunos era que �el
sabr��a tenernos consideraci�on. Llegamos temprano aguardando impacientes el desenlace inicial de
algo que ya quer��amos saber. Roberto lleg�o, tom�o el gis, escribi�o la palabra COPRODUCTOS, la
subrray�o y comenz�o la clase con las de�niciones correspondientes. <Chuch��n lo interrumpi�o!:
-<Maestro!
-D��game- respondi�o V�azquez ajust�andose los anteojos para ubicarlo mejor.
->Qu�e vamos a ver?- pregunt�o Chuch��n algo indignado por no ser las cosas como \deben de ser",

a lo cual el profesor respondi�o en�ergico:
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-<Esto- y se~nalando con el ��ndice al pizarr�on termin�o de decir: -coproductos!
... Margarita y yo nos miramos sonrientes; secretamente c�omplices de V�azquez, secretamente

satisfechos.
Pero con el �ultimo curso ocurri�o al rev�es. Acostumbrados como est�abamos a la ausencia de

toda presentaci�on, asistimos a la primera clase esperando reanudar la discusi�on interrumpida al
�nal del semestre anterior. Pens�abamos que, como sol��a hacer V�azquez, reescribir��a los dos o tres
�ultimos p�arrafos de la clase de hac��a dos meses y continuar��a adelante; tal vez sus �unicas palabras
antes de hacer esto ser��an: � qued�o pendiente una generalizaci�on del teorema de factorizaci�on
(cocientes-monofuentes)�. Pero no; V�azquez nos ten��a reservada otra sorpresa: Una introducci�on,
nada menos.
Cambiar��amos radicalmente de tema y en lugar de continuar con la topolog��a categ�orica pasar��amos

a una parte de la teor��a de categor��as: la teor��a de las estructuras matem�aticas.
Es �esta una parte de la matem�atica cuyo objeto de estudio es la matem�atica misma, si bien no toda

ella s�� la parte comprendida por las teor��as cuyos objetos de estudio sean conjuntos estructurados.
Aunque la introducci�on que nos dio el doctor fue platicada, yo guard�e de ella memoria escrita. No

fue, desde luego, el dictado de un programa ni la �jaci�on de objetivos en lontananza. Fue m�as bien
un pre�ambulo de los antecedentes hist�oricos de la teor��a que est�abamos por abordar. Por supuesto,
la segunda parte de este trabajo empieza con esa introducci�on.

Antes de �nalizar creo necesario advertir lo siguiente:
1. En las Lecciones de Topolog��a1 procur�e dejar en claro qu�e notas o comentarios eran ajenos a la

mano del autor intercal�andolos en el texto con letras cursivas. En esta segunda etapa no he tenido
ese cuidado salvo cuando lo he creido necesario. Casi todas las notas que apunt�e a pie de p�agina
son comentarios que el propio doctor V�azquez hac��a durante su clase, siempre referentes al asunto
que se estuviese tratando. Me parece que ser�a f�acil para quien leyere distinguir notas as�� de otras
que reconocer�a como m��as.
2. Aunque los ejercicios en este trabajo son independientes de los de la primera etapa, la cuenta

en las tandas seguir�a adelante hasta completar \la docena del fraile".
3. En lugar de la poco tradicional arroba con la que se~nal�abamos el �n de cada demostraci�on

recurriremos ahora a un como gatito chueco para indicar lo mismo.]
4. Una echa con su colita levantada ,! se emplear�a para denotar inclusi�on, y persigui�endose la

cola � denotar�a conmutatividad en un diagrama.

1Lecciones de Topolog��a
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Parte I

Reexividad y correexividad en Top



1

Coproductos

Noviembre 10 de 1989.

De�niciones. a) Un sumidero en Set (tambi�en llamado sumidero cartesiano) es una pareja
((f�)� ; X) en la que X es un conjunto arbitrario y (f�)� es una clase arbitraria de funciones
f� : X� ! X. En tal caso, X es el codominio del sumidero y la clase (X�)� es el dominio del

sumidero.
b) Si S = ((f�)� ;X) es un sumidero cuyo dominio es una familia (X�; ��)� de espacios topol�ogicos,

entonces la topolog��a �nal para X correspondiente a (��)� y a (f�)� es

� =
n
U � X : f�1� (U) 2 ��;8� 2 �

o
y se dice que el sumidero S es �nal.
c) Un sumidero en Top o sumidero topol�ogico es una pareja ((f�)� ; (X; �)) en la que (X; �)

es un espacio topol�ogico y (f�)� una clase arbitraria de funciones continuas f� : (X�; ��)! (X; �).
d) Sea (X�)� una familia arbitraria de conjuntos. Un coproducto de (X�)� es un sumidero en

Set, ((f�)� ;X) de dominio (X�)�, con la siguiente propiedad (universal): Para cualquier sumidero�
f 0� : X� ! X 0

�
�

existe una �unica funci�on f : X ! X 0 tal que

ff� = f 0�;8� 2 �

En tal caso llamaremos cofactores a los miembros X� del dominio del coproducto y coproyec-

ciones a cada una de las funciones f�. Por abuso del lenguaje, cuando est�a claro cu�ales son las
coproyecciones, se dice que X es el \coproducto" de (X�)�, para el cual suele emplearse la notaci�ona

�2�

X�

A los coproductos en Set se los llama coproductos cartesianos.
e) Sea (X�; ��)� cualquier familia de espacios topol�ogicos; un coproducto de (X�; ��)� es un

sumidero en Top

(f� : (X�; ��)! (X; �))�

con la siguiente propiedad (universal): Para cualquier sumidero en Top�
f 0� : (X�; ��)!

�
X 0; � 0

��
�

existe una �unica funci�on continua f : (X; �)! (X 0; � 0) tal que ff� = f 0�;8� 2 �. A los coproductos
en Top se los llama coproductos topol�ogicos.
Cuando se hable de \coproducto" o de \sumidero" (a secas) es que se est�a pensando cualquiera

de los dos casos, cartesiano o topol�ogico.
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Ejemplos: 1. Una biyecci�on f1 : X1 ! X es un coproducto cartesiano.
En efecto, sea f 01 : X1 ! X 0 cualquier funci�on de dominio X1 y sea f : X ! X 0 la funci�on

f = f 01f
�1
1 ; entonces

ff1 =
�
f 01f
�1
1

�
f1 = f 01

�
f�11 f1

�
= f 01

Adem�as, si g : X ! X 0 es tal que gf1 = f 01, entonces g = f 01f
�1
1 , i.e.g = f . Por lo tanto, f es �unica

y f1 : X1 ! X es un coproducto cartesiano.
2. Un homeomor�smo f1 : (X1; �1)! (X; �) es un coproducto topol�ogico.
Teorema. Sean

(f� : X� ! X)� y
�
f 0� : X� ! X 0

�
�

dos coproductos de la misma familia (X�)�; entonces existe una biyecci�on (homeomor�smo)

h : X ! X 0:3: hf� = f 0�;8� 2 �

Demostraci�on. Por de�nici�on de coproducto existen funciones (continuas)

X
f
! X 0

f 0
! X

tales que para cada � 2 �
ff� = f 0� y f 0f 0� = f�

Entonces �
f 0f

�
f� = f 0 (ff�) = f 0f 0� = f�

y �
ff 0
�
f 0� = f

�
f 0f 0�

�
= ff� = f 0�

Pero dado que X y X 0 son coproductos, las �unicas funciones (continuas) para las cuales

X�
f� . 	 &f�

X 9 9 K X
y

X�
f 0
� . � &f 0

�

X 0 L99 X 0

son 1X y 1X0 , respectivamente. Por lo tanto, f 0f = 1X y ff 0 = 1X0 ; por lo tanto, f y f 0 son
biyecciones (continuas) mutuamente inversas, lo cual demuestra el teorema. ]
Teorema. Sea (f� : X� ! X)� un coproducto de (X�)� y h : X ! X 0 una biyecci�on (homeo-

mor�smo) cualquiera; entonces (hf� : X� ! X 0)� tambi�en es un coproducto de (X�)�.
Demostraci�on. Sea (f 0� : X� ! X 00)� un sumidero cualquiera; como X es un coproducto de (X�)�,

existe una �unica funci�on (continua) f : X ! X 00 tal que ff� = f 0�.

X�
hf��! X 0

&f 0
�

&f� h %
X
f #

f 0 .

X 00

Consideremos la funci�on inversa h�1 : X 0 ! X y hagamos f 0 = fh�1; entonces

f 0 (hf�) = f
�
h�1h

�
f� = ff� = f 0�
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Y si g : X 0 ! X 00 es una funci�on (continua) tal que g (hf�) = f 0�, entonces (gh) f� = f 0�; ) gh = f
y g = fh�1 = f 0, i.e. f 0 es �unica. Por lo tanto, (hf� : X� ! X 0)� es un coproducto de (X�)�. ]
De�nici�on. Se dice que un sumidero S es un sumidero suprayectivo o episumidero si todo

punto de su codominio posee una preimagen bajo al menos un miembro de la clase de funciones de
S.

Ejemplos: 1. Una funci�on suprayectiva es un episumidero.
2. Cualquier sumidero que contenga una funci�on suprayectiva es un episumidero.

3. Si S =

�
X�

f�! X

�
�
y S 0 =

�
X�

f�
! X

�
M

son sumideros tales que S � S 0 y S es un episum-

idero, entonces S 0 tambi�en es un episumidero.
Oncena tanda de ejercicios: 1. Sea S = (f� : X� ! X)� un sumidero arbitrario. Probar que son

equivalentes:
a) S es un episumidero.
b) Si g; h : X ! Y son funciones (continuas) tales que gf� = hf�;8� 2 �, entonces g = h.1

Continuaremos la vez pr�oxima.

Lunes 13 de noviembre de 1989.

En otra parte se ha dado ya una prueba de la proposici�on siguiente.2

Proposici�on. Sea S =

�
(X�; ��)

f�! (X; �)

�
�
cualquier sumidero en Top; son equivalentes:

(a) S es �nal.
(b) � es la topolog��a m�as grande para X seg�un la cual cada f� es continua.
(c) Si g : (X; �) ! (Y; �) es cualquier funci�on tal que gf� : (X�; ��) ! (Y; �) es continua para

toda � 2 �, entonces g es continua. ]
Teorema. Sea (f� : (X�; ��)! (X; �))� un sumidero en Top; son equivalentes:
a) (f� : (X�; ��)! (X; �))� es un coproducto topol�ogico.
b) (f� : X� ! X)� es un coproducto cartesiano y � es la topolog��a �nal para X correspondiente

a (��)� y (f�)�.
Demostraci�on. (a) ) (b) Sea (f 0� : X� ! X 0)� cualquier sumidero en Set y sea � 0 la topologh��a

indiscreta para X 0; entonces �
f 0� : (X�; ��)!

�
X 0; � 0

��
�

es un sumidero en Top; por (a) existe una, y s�olo una, funci�on continua

f : (X; �)!
�
X 0; � 0

�
tal que ff� = f 0�;8� 2 �. Si g : X ! X 0 fuese otra funci�on tal que gf� = f 0�;8� 2 �, entonces

g : (X; �)!
�
X 0; � 0

�
ser��a continua y, por lo tanto, coincidir��a con f . Esto prueba que (f� : X� ! X)� es un coproducto
cartesiano.
Ahora sea � 0 la topolog��a �nal para X correspondiente a (��)� y (f�)�. Entonces�

f� : (X�; ��)!
�
X; � 0

��
�

1Cancelaci�on por la derecha.
2V�ease la nota de clase del 7 de septiembre de 1987 en R. V�azquez, Lecciones de Topolog��a, Foro RedMat, Vol. 2,

No. 5, 1996, http://www.red-mat.unam.mx
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es un sumidero en Top; por (a) existe una �unica funci�on continua

f : (X; �)!
�
X; � 0

�
tal que ff� = f�;8� 2 �. Obviamente 1Xf� = f�;8� 2 �, y, por (c) de la proposici�on,

1X : (X; �)!
�
X; � 0

�
es continua, de modo que, por ser (f� : X� ! X)� un coproducto cartesiano, resulta f = 1X . En
consecuencia, � 0 = � . Por lo tanto, � es la topolog��a �nal.
(b) ) (a) Sea �

f 0� : (X�; ��)!
�
X 0; � 0

��
�

cualquier sumidero en Top; por (b) existe una �unica funci�on f : X ! X 0 tal que ff� = f 0�;8� 2 �.
Entonces cada composici�on ff� es continua, de modo que, por (c) de la proposici�on, tambi�en
f : (X; �) ! (X 0; � 0) es continua. Por consiguiente, (f� : (X�; ��)! (X; �))� es un coproducto
topol�ogico, tal como se quer��a probar. ]

3

De�niciones. Sea (X�)� es una familia de conjuntos tal que

� 6= �0 ) X� \X�0 = ?

Entonces:
(a) La suma ajena de (X�)� es, simplemente, [

�2�
X�.

(b) Si para cada � 2 � es �� una topolog��a para X�, la suma ajena de la familia de espacios
topol�ogicos (X�; ��)� es el espacio topol�ogico (X; �) cuyo conjunto subyacente X es [

�2�
X� y

cuya topolog��a � es tal que restringida a X� coincide con ��.
La notaci�on que suele emplearse para referirse a la suma ajena de la familia (X�)� esG

�2�

X�

Ejercicio: 2. Si (X�; ��)� es una familia de espacios topol�ogicos tal que

� 6= �0 ) X� \X�0 = ?

probar que si existe una topolog��a � para [
�2�

X� tal que � j X� = ��;8� 2 �, entonces tal topolog��a

es �unica.

Noviembre 15 de 1989.

Lema. Sea (X; �) la suma ajena de la familia (X�; ��)�; entonces:
a) Cada inclusi�on

�� : (X�; ��) ,! (X; �)

es continua.
b) � es la topolog��a �nal para X correspondiente a (��)� y (��)�.
Demostraci�on. ( a) Sea � 2 �; se sabe que

�� : (X�; � j X�) ,! (X; �)

3Existe un resultado dual para productos cartesiano y topol�ogico y topolog��a inicial. [Op.cit. (11 j ix j 85)]
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es continua, y como �� = � j X�, entonces

�� : (X�; ��) ,! (X; �)

es continua.
(b) Consideremos la topolog��a �nal para X correspondiente a (��)� y (��)�,

� 0 =
n
U � X : ��1� (U) 2 ��;8� 2 �

o
y escojamos uno cualquiera de sus abiertos, digamos U ; entonces

U \X� 2 ��;8� 2 �

o sea que
� 0 j X� � ��;8� 2 �

Por otra parte, si V 2 ��, entonces

V � X y V \X�0 =

(
V , si �0 = �

?, si �0 6= �

es decir
��1�0 (V ) 2 ��0 ;8�

0 2 �

lo que signi�ca que V 2 � 0. Por lo tanto, V \X� 2 �
0 j X�; pero V \X� = V . Luego,

�� � � 0 j X�;8� 2 �

Por lo tanto, � 0 es una topolog��a para X tal que � 0 j X� = ��;8� 2 �. Por el ejercicio 1, una
topolog��a para X con esta propiedad es �unica; luego, � 0 = � . ]
Ejercicio: 3. Si (X; �) es la suma ajena de la familia (X�; ��)�, probar que cada inclusi�on

�� : (X�; ��) ,! (X; �)

es una inmersi�on abierta y cerrada.
De�niciones. Sea (X�)� cualquier familia de conjuntos donde hay varios miembros con elemen-

tos comunes. Para cada � 2 � de�nimos un conjunto,

X 0� = f(x; �) : x 2 X�g

y una funci�on

X�
h�! X 0�

x 7! (x; �)

(Obviamente h� es una biyecci�on, para toda � 2 �). En tal caso:
(a) La suma ajena de (X�)� es G

�2�

X� =
[
�2�

X 0�

(b) Si cada X� est�a topologizado por cierta ��, entonces la suma ajena de la familia de

espacios topol�ogicos (X�; ��)� es la suma ajena de la familia (X 0�; �
0
�)�, donde �

0
� es tal que

h� : (X�; ��)!
�
X 0�; �

0
�

�
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resulte un homeomor�smo; es decir,

� 0� = fh� (U) : U 2 ��g

Notaci�on:
F
�2�

(X�; ��).

Observaci�on. Por el lema anterior, si (X; �) es la suma ajena de (X�; ��)�, entonces � es la
topolog��a �nal respecto de

(��h� : (X�; ��)! (X; �))�

1.1 Descripci�on de los coproductos cartesianos y topol�ogicos.

I. Sea (X�)� una familia arbitraria de conjuntos.
(a) Si los miembros de la familia no tienen puntos en com�un, entonces su coproducto es el

sumidero �
�� : X� ,! [

�2�
X�

�
�

(b) En el caso restante, el coproducto es el sumidero0@��h� : X� !
G
�2�

X�

1A
�

II. Sea (X�; ��)� una familia arbitraria de espacios topol�ogicos.
(a) Si los miembros de la familia no tienen elementos comunes, entonces un coproducto suyo esa

�2�

(X�; ��) = (�� : (X�; ��) ,! (X; �))�

donde (X; �) es la suma ajena de (X�; ��)�.
(b) Para el caso restante,

a
�2�

(X�; ��) =

0@��h� : (X�; ��) ,!
G
�2�

(X�; ��)

1A
�

Ejercicio: 4. Demuestre que
�̀2�

(X�; ��) siempre es un episumidero.

Nota: En tres lecciones que siguieron a �esta, se pas�o revista a resultados referentes a �braciones

y cocientes. Como ese tema fue tratado en otro curso (dictado a otra generaci�on de estudiantes) lo

he omitido aqu��, y lo he a~nadido en la parte correspondiente de aquel curso que digo.4

4El lector interesado podr�a hallarlas en la secci�on �ultima del cap��tulo \Topolog��a �nal, identi�caci�on y cociente"
de la obra ya citada.
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Espacios Finitamente Generados

Mi�ercoles 6 de diciembre de 1989.

De�nici�on. Un espacio topol�ogico (X; �) est�a �nitamente generado si es �nal el sumidero de
inclusiones de la familia de subespacios �nitos de (X; �).

Ejemplos: 1. Todo espacio discreto est�a �nitamente generado.
En efecto, si (X; �) es discreto y (X�; ��)� es la familia de subespacios �nitos de (X; �), entonces

el sumidero
(�� : (X�; ��) ,! (X; �))�

es �nal, porque � es la m�as grande de las topolog��as para X que hacen continuas a todas las
inclusiones.
2. Todo espacio indiscreto est�a �nitamente generado.
Sea � la topolog��a indiscreta para X y consideremos el sumidero

(�� : (X�; ��) ,! (X; �))�

de inclusiones de los subespacios �nitos de (X; �). Quisi�eramos probar que en este caso la topolog��a
�nal para X correspondiente a (��)� y a (��)� es indiscreta. Para ello razonemos sobre sus miembros
no vac��os: Sea U un subconjunto no vac��o de X tal que

��1� (U) 2 ��;8� 2 �

Por ser no vac��o existe al menos un x 2 U . Supongamos que tampoco X � U es vac��o y que
y 2 X � U ; entonces x 6= y y

(fx; yg ; � j fx; yg)

es un subespacio �nito (e indiscreto) de X y miembro, por lo tanto, de la familia (X�; ��)�. Sin
embargo, para la inclusi�on correspondiente

� : (fx; yg ; � j fx; yg) ,! (X; �)

tenemos
��1 (U) = fxg =2 � j fx; yg

lo cual contradice el hecho de que U es miembro de la topolog��a �nal. Luego U = X, lo que signi�ca
que � es la topolog��a �nal. Por lo tanto

(�� : (X�; ��) ,! (X; �))�

es �nal y (X; �) est�a �nitamente generado. ]
Teorema. Sea (X; �) cualquier espacio topol�ogico; Son equivalentes:
(a) (X; �) est�a �nitamente generado.
(b) Las intersecciones arbitrarias de abiertos son abiertas.
(c) Las uniones arbitrarias de cerrados son cerradas.
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(d) Si (Ai)I es cualquier familia de subconjuntos de X, entonces [
i2I

Ai = [
i2I

Ai.

Demostraci�on. (a) ) (b) Sea (Ai)I cualquier familia de subconjuntos abiertos de (X; �) y sea
A = \

i2I
Ai. Por (a),

U 2 � , U \ F 2 � j F

para todo subconjunto F de X que sea �nito. En consecuencia, para cada F que �jemos, tenemos
que

A \ F = \
i2I

(Ai \ F )

es una intersecci�on �nita de abiertos de F (posiblemente de muchos intersectandos repetidos).
Luego,

A \ F 2 � j F , 8F � X �nito.

Por lo tanto, A 2 � .
(b) ) (a) Hay que probar que es �nal el sumidero de inclusiones de la familia de subespacios

�nitos de (X; �)
S = (� : (F; � j F ) ,! (X; �))

para lo cual basta demostrar que si U � X es tal que U \ F 2 � j F para todo subconjunto �nito
F de X, entonces U 2 � . Escojamos U con esas caracter��sticas y un punto x 2 U . Por (b), x posee
una vecindad abierta m��nima V (x) seg�un � ; a saber:

V (x) = \fW 2 � : x 2Wg

Ahora bien, si ocurriese que V (x)�U 6= ?, entonces podr��amos escoger y 2 V (x)�U y formar el
subespacio �nito fx; yg. Entonces

U \ fx; yg = fxg 2 � j fx; yg

lo cual implica que este abierto relativo fxg debe producirse tambi�en al intersectar el abierto
absoluto m�as chico que contiene a x con fx; yg. Pero esto es falso, porque V (x) \ fx; yg = fx; yg

r
�
. Por lo tanto, V (x) � U ; por lo tanto, U 2 � y S es �nal.

Diciembre 8 de 1989.

(b) ) (c) Sea (Ai)I cualquier familia de subconjuntos cerrados de (X; �) y sea A = [
i2I

Ai. Por

(b),
X �A = \

i2I
(X �Ai) 2 �

Por lo tanto, A es cerrado.
(c) ) (d) Sea (Ai)I una familia arbitraria de subconjuntos de (X; �). Claramente,

Ai � Ai � [
i2I

Ai, 8i 2 I

por lo tanto
[
i2I

Ai � [
i2I

Ai � [
i2I

Ai

Tomando cerraduras y aplicando (c) obtenemos

[
i2I

Ai � [
i2I

Ai � [
i2I

Ai
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que es lo que se quiere.
(d) ) (b) Sea (Ai)I una familia cualquiera de subconjuntos abiertos de (X; �) y sea A = \

i2I
Ai.

Por (d),
X �A = [

i2I
X �Ai

pero
X �Ai = X �Ai

Por lo tanto
[
i2I

X �Ai = [
i2I

X �Ai = X �A

O sea que X �A es cerrado y A es abierto, como se quer��a probar. ]
Continuaremos la vez pr�oxima.
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Espacios compactamente generados

Mi�ercoles 3 de enero de 1990.

Ejercicios: 5. Sea (X; �) un espacio topol�ogico arbitrario. Si

� 0 = fU � X : U \ F 2 � j F;8F � X:3:#(F ) <1g

probar que � 0 es una topolog��a para X y que es m�as �na que � .
6. Sean (X; �) y � 0 como en 5. Probar que:
(a) (X; � 0) est�a �nitamente generado.
(b) Si f : (W; �) ! (X; �) es continua y (W; �) est�a �nitamente generado, entonces f : (W; �) !

(X; � 0) es continua.
De�nici�on. Un espacio topol�ogico (X; �) est�a compactamente generado si es �nal el sumidero

de inclusiones de la familia de subespacios compactos de (X; �).1

Proposici�on. Si (X; �) es cualquier espacio topol�ogico, son equivalentes:
a) (X; �) est�a compactamente generado.
b) U 2 � , U \K 2 � j K;8K � X compacto.
Demostraci�on. (a) ) (b) Sea (Ki)I la familia de subespacios compactos de (X; �); por (a), es

�nal el sumidero
(�i : (Ki; � j Ki) ,! (X; �))I

Por lo tanto
U 2 � , ��1i (U) 2 � j Ki;8i 2 I

es decir
U 2 � , U \Ki 2 � j Ki;8i 2 I

(b) ) (a) De acuerdo a la de�nici�on de sumidero �nal, (b) signi�ca que � es la topolog��a �nal
corespondiente a (�i)I y (� j Ki)I . Por lo tanto, el sumidero

(�i : (Ki; � j Ki) ,! (X; �))I

es �nal y (X; �) est�a compactamente generado. ]
Ejemplo 1. Todo espacio �nitamente generado est�a compactamente generado.
En efecto, supongamos que (X; �) est�a �nitamente generado y que (Ki)I es la familia de los

subespacios compactos de (X; �). Sea U � X tal que U \ Ki 2 � j Ki;8i 2 I. En particular
tenemos, dado que cualquier subespacio �nito de (X; �) es compacto, que

U \ F 2 � j F;8F � X �nito

y como se trata de un espacio �nitamente generado, entonces U 2 � ; de modo que, por (b) de la
proposici�on anterior, (X; �) est�a compactamente generado.

1En la terminolog��a antigua este concepto recib��a el nombre de K -espacio.
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Ejercicio: 7. Sea (X; �) un espacio topol�ogico arbitrario. Si

� 0 = fU � X : U \K 2 � j K;8K � X compactog

pruebe que � 0 es una topolog��a para X m�as �na que � .

Enero 8 de 1990.

Ejemplo 2. Todo espacio topol�ogico en el que cada punto posea una vecindad compacta est�a
compactamente generado. (V.gr. Todo espacio compacto; todo espacio localmente compacto.)
En efecto, sea (X; �) cualquier espacio con la propiedad anterior. Hay que probar que

U \K 2 � j K;8K � X compacto) U 2 �

Sea x 2 U y sea K la vecindad compacta que por hip�otesis posee x; entonces

x 2 U \K 2 � j K

o sea que U \K es una vecindad relativa de x contenida en la vecindad absoluta K; entonces es
una vecindad absoluta de x contenida en U . Por lo tanto, U 2 � .
Ejercicio: 8. Probar que todo espacio topol�ogico que satisfaga el primer axioma de numerabilidad

est�a compactamente generado.
Teorema. Sea (X; �) cualquier espacio topol�ogico; son equivalentes:
a) (X; �) est�a compactamente generado.
b) Si f : (X; �) ! (Y; �) es una funci�on tal que f j K : K ! (Y; �) es continua, para todo

subespacio compacto K de (X; �), entonces f es continua en (X; �).
Demostraci�on. (a) ) (b) Por (a), es �nal el sumidero

(�i : (Ki; � j Ki) ,! (X; �))I

Como adem�as cada composici�on

f�i : (Ki; � j Ki)! (Y; �)

es continua, entonces una caracterizaci�on de sumidero �nal nos permite asegurar que f es continua.
(b) ) (a) Sea f : (X; �)! (Y; �) cualquier funci�on tal que

f�i : (Ki; � j Ki)! (Y; �)

es continua, para toda i 2 I. Por (b), f es continua; por lo tanto

(�i : (Ki; � j Ki) ,! (X; �))I

es un sumidero �nal. Luego, (X; �) est�a compactamente generado. ]
Ejercicio: 9. Sea (X; �) cualquier espacio topol�ogico; probar que
(A) Son equivalentes:

(a) (X; �) est�a conexamente generado (i.e. es �nal el sumidero de inclusiones de los sube-
spacios conexos de X).

(b) Toda componente conexa en (X; �) es abierta.
(B) Todo espacio localmente conexo est�a conexamente generado.

Enero 10 de 1990.

Ejercicio: 10. Sea (X; �) cualquier espacio topol�ogico. Si � 0 es la topolog��a para X del ejercicio
7, probar que:
(a) (X; � 0) est�a compactamente generado.
(b) Si f : (W; �) ! (X; �) es cualquier funci�on continua, donde (W; �) est�a compactamente

generado, entonces f : (W; �)! (X; � 0) es continua.
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Subcategor��as correexivas de Top

Enero 12 de 1990.

De�niciones. a) Una subcategor��a de Top es una familia A de espacios topol�ogicos tal que

A 2 A y B �= A) B 2 A

b) Una subcategor��a A de Top es correexiva si satisface las siguientes condiciones:
(i) Para todo X 2 Top existe A 2 A y una funci�on continua c : A! X tal que
(ii) Si f : B ! X es una funci�on continua con B 2 A, entonces existe una funci�on continua, y

solamente una, g : B ! A tal que cg = f .
En tal caso nos referiremos a c como a una A-correexi�on de X.

Observaciones. Sea A cualquier subcategor��a correexiva de Top.
(a) Si

c : A! X y c0 : A0 ! X

son A-correexiones de X, entonces existe un homeomor�smo h : A! A0 tal que c0h = c.
En efecto, de acuerdo con la de�nici�on, por ser c y c0 A-correexiones de X y por ser A;A0 2 A,

existen sendas funciones continuas h y h0 que hacen conmutativo el digrama

X
c% - c0

A
h
�
h0

A0

Siendo as��, observemos que la composici�on h0h es una funci�on continua de A en A tal que

c
�
h0h
�
=
�
ch0
�
h = c0h = c

De acuerdo con (ii), existe una �unica funci�on continua con esta propiedad; pero

c1A = c

entonces h0h = 1A. An�alogamente se prueba que hh0 = 1A0 . Por lo tanto, h es un homeomor�smo.
(b) Si c : A ! X es una A-correexi�on de X y h0 : A0 ! A es un homeomor�smo, entonces

ch0 : A0 ! X tambi�en es una A-correexi�on de X.
En efecto, sea f : B ! X cualquier funci�on continua, con B 2 A; entonces existe una �unica

funci�on continua g : B ! A tal que cg = f . Sea g0 = h0�1g; entonces�
ch0
�
g0 = c

�
h0h0�1

�
g = cg = f ;

X
ch0 % � - f

A0
g0

 
L99

g0
1

B
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y si g01 : B ! A0 fuese otra funci�on continua tal que (ch0) g01 = f , entonces h0g0 y h0g01 ser��an dos
funciones continuas de B en A tales que

c
�
h0g0

�
= f = c

�
h0g01

�
Entonces, debido a (ii), h0g0 = h0g01 y g0 = g01. Por lo tanto, ch0 es una A-correexi�on de X. ]

Enero 15 de 1990.

f;g es ejemplo de una subcategor��a correexiva de Top.
En efecto, para cualquier espacio topol�ogico X sabemos que existe una �unica funci�on continua

;
�
! X

Esta funci�on vac��a es la f;g-correexi�on de X, como lo hace constar la conmutatividad del siguiente
diagrama:

X
�% � - �

;
�
$ ;

Tambi�en es cierto que sea cual sea la subcategor��a correexiva A, ; es uno de sus miembros.
En efecto, como para cualquier X 2 Top debe existir una A-correexi�on c : A! X, con A 2 A,

en particular, cuando X es vac��o no puede ser otra que c = �, con A = ;; ) ; 2 A.
Obs�ervese que en el primer caso � no es, desde luego, necesariamente suprayectiva. El siguiente

teorema muestra que cualquiera otro ejemplo que se ocurra ser�a distinto del anterior en ese sentido.
Teorema. Si A es cualquier subcategor��a correexiva con elementos no vac��os, entonces toda

A-correexi�on debe ser biyectiva.
Demostraci�on. Sea X cualquier espacio topol�ogico y sea cX : A! X una A-correexi�on de X.
Si X = ;, entonces A = ; y � : A! X es biyectiva.
Supongamos que X 6= ;; entonces cX es suprayectiva. En efecto, escojamos cualquier punto

x 2 X y de�namos para cualquier elemento no vac��o B 2 A

B
f
! X

como la constante de valor x. De acuerdo con la de�nici�on de subcategor��a correexiva debe existir
una, y s�olo una, funci�on continua g : B ! A que haga conmutativo el diagrama

X
cX % � - f

A
g
 B

Pero entonces
cX (g (b)) = f (b) = x;8b 2 B

lo cual signi�ca que g (b) es preimagen de x en A bajo cX ; por lo tanto, cX es suprayectiva.
Finalmente, sean a1; a2 2 A tales que cX (a1) = cX (a2) y reconsideremos la funci�on f anterior

para x = cX (a1). Entonces tenemos el diagrama

X
cX % � - f

A
g1
�
g2

B
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en el cual las funciones g1 y g2 son las constantes de�nidas para i 2 f1; 2g por

gi (b) = ai

Ambas hacen conmutar el diagrama, pero �este s�olo conmuta bajo la acci�on de una funci�on �unica.
En consecuencia se trata de la misma constante, i.e. a1 = a2. Por lo tanto, cX es inyectiva. ]
Debido a este resultado se habla de las subcategor��as correexivas con elementos no vac��os

como de subcategor��as bicorreexivas ya que, como acabamos de ver, en ellas todas las A-
correexiones son biyectivas.

Enero 17 de 1990.

Teorema. La subcategor��a de los espacios discretos es la m��nima subcategor��a bicorreexiva de
Top.
Demostraci�on. Sea D la subcategor��a de los espacios discretos.
(a) D es bicorreexiva.
Sea (X; �) cualquier espacio topol�ogico; si �d es la topolog��a discreta para X, entonces

1X : (X; �d)! (X; �)

es una D-correexi�on porque es continua, (X; �d) 2 D y si f : (W; �) ! (X; �) es continua, con
(W; �) 2 D, entonces f : (W; �)! (X; �d) es la �unica funci�on continua para la cual

(X; �)
1X % � - f

(X; �d)
f
 (W; �)

Adem�as D tiene elementos no vac��os; por lo tanto es bicorreexiva.
(b) D es la m��nima bicorreexiva.
Sea A cualquier subcategor��a bicorreexiva de Top y (X; �) cualquier espacio discreto. Entonces

existe una A-correexi�on
c(X;�) : A! (X; �)

que, como sabemos, es continua y biyectiva. Como (X; �) es discreto, tambi�en c�1(X;�) es continua;

por lo tanto c(X;�) es un homeomor�smo y (X; �) 2 A. Por lo tanto, D � A. ]
Observaciones. (a) Top es subcategor��a bicorreexiva de Top.
Si X 2 Top, 1X : X ! X es una Top-correexi�on.
(b) Si A es una subcategor��a bicorreexiva de Top y X es cualquier espacio topol�ogico, entonces

una de las A-correexiones de X es de la forma 1X .
En efecto, si

c : (A; �)! (X; �)

es una A-correexi�on de (X; �), sea

� 0 = fc (U) : U 2 �g

Como c es biyectiva, � 0 es una topolog��a para X y

c�1 :
�
X; � 0

�
! (A; �)

es un homeomor�smo. Por lo tanto, (X; � 0) 2 A y cc�1 = 1X es una A-correexi�on de (X; �). ]
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Enero 19 de 1990.

La subcategor��a de los espacios �nitamente generados es bicorreexiva.
En efecto, debido a los resultados de los ejercicios 5 y 6, para cualquier espacio topol�ogico (X; �)

se tiene la topolog��a

� 0 = fU � X : U \ F 2 � j F;8F � X:3:#(F ) <1g

seg�un la cual (X; � 0) est�a �nitamente generado,

1X :
�
X; � 0

�
! (X; �)

es continua, y si f : (W; �) ! (X; �) es continua y (W; �)est�a �nitamente generado, entonces
f : (W; �)! (X; � 0) es la �unica funci�on continua para la cual

(X; �)
1X % � - f

(X; � 0)
f
 (W; �)

An�alogamente, pero apoy�andonos en los resultados de los ejercicios 7 y 10, la subcategor��a de los
espacios compactamente generados es bicorreexiva.
Lema. Toda subcategor��a bicorreexiva de Top est�a cerrada bajo la formaci�on de retractos.
Demostraci�on. Sean, X un espacio topol�ogico, A cualquier subcategor��a bicorreexiva y

r : A! X, con A 2 A

una retracci�on arbitraria. Entonces, si cX : A0 ! X es una A-correexi�on de X, existe una funci�on
�unica y continua f : A! A0 que hace:

X
r % 	 - cX

A
f
! A0

Luego, cX tambi�en es retracci�on y, por lo tanto, es un homeomor�smo, de modo que X 2 A. ]
Doceava tanda de ejercicios: 1. Si r : X ! Y es una retracci�on y r = gf , donde

f : X ! Z y g : Z ! Y

son continuas, probar que g es una retracci�on.
2. Probar que toda retracci�on inyectiva es homeomor�smo.
3. Probar que

A = fX 2 Top : X es discreto o indiscretog

es una subcategor��a que no es bicorreexiva.
Teorema. Toda subcategor��a bicorreexiva distinta de D tiene entre sus miembros al espacio

de Sierpinski.
Demostraci�on. Sea A cualquier subcategor��a bicorreexiva distinta de D. Entonces existe A 2 A

que no es discreto ni indiscreto (ejer.3); por lo tanto, existe un abierto U de A tal que

? 6= U 6= A
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Sea
S

pU : A !

qz}|{
�
�|{z}

el cociente que identi�ca en un punto cada uno de los subconjuntos U y A � U . Entonces pU (U)
es abierto en S y no es cerrado. Por lo tanto, S es el espacio de Sierpinski; y si c : A0 ! S es
su A-correexi�on, entonces existe una �unica f : A ! A0 continua y tal que cf = pU . Y como
todo cociente es un sumidero �nal y c�1 es tal que c�1pU = f , entonces c�1 es continua y c es un
homeomor�smo. Por lo tanto, S 2 A. ]

Enero 29 de 1990.

Ejercicio: 4. Sea f : X ! Y una funci�on continua y suprayectiva arbitraria. Probar que existen,
un cociente g : X ! Z y una funci�on continua y biyectiva h : Z ! Y tales que f = hg (f y g
tienen las mismas �bras).
Teorema. Sea A cualquier subcategor��a bicorreexiva de Top. Entonces:
(a) A est�a cerrada bajo la formaci�on de cocientes.
(b) A est�a cerrada bajo la formaci�on de coproductos.
Demostraci�on. (a) Sea g : A ! X cualquier cociente, con A 2 A; si cX : A0 ! X es una

A-correexi�on de X, entonces existe f : A! A0 continua tal que

X
g % 	 - cX

A
f
! A0

Pero entonces c�1X es continua porque lo es c�1X g y g es un cociente. Por lo tanto, cX es un homeo-
mor�smo y X 2 A.
(b) Sea (�i : Ai ! X)I un coproducto, donde Ai 2 A;8i 2 I; hay que probar que X 2 A. Sea

cX : A ! X una A-correexi�on de X; entonces para toda i 2 I existe fi : Ai ! A continua tal
que cXfi = �i. Por la de�nici�on de coproducto existe una funci�on continua g : X ! A tal que
g�i = fi;8i 2 I; entonces cXg : X ! X es una funci�on continua tal que

(cXg) �i = cX (g�i) = cXfi = �i

Pero al ser (�i)I un coproducto, 1X es la �unica funci�on continua que hace conmutar al tri�angulo

Ai

�i . 	 & �i

X
1X! X

Por lo tanto, cXg = 1X . Esto implica que g (que es continua) es la funci�on inversa de cX . Por lo
tanto, cX es un homeomor�smo; por lo tanto, X 2 A. ]
Teorema. Sea A una subcategor��a de Top con elementos no vac��os. Son equivalentes:
a) A es bicorreexiva.
b) A est�a cerrada bajo la formaci�on de cocientes y coproductos.
Demostraci�on. (a) ) (b) X (teorema anterior).
(b) ) (a) Sea X cualquier espacio topol�ogico. Si X = ?, entonces X 2 A porque ? es el

coproducto de la familia vac��a de A.
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Supongamos a X no vac��o. Sea S = (fi : Ai ! X)I el sumidero de todas las funciones continuas
de elementos de A en X. Hay que probar que existe una funci�on continua h : A! X, con A 2 A,
y que para cada miembro de S existe una �unica funci�on continua gi : Ai ! A tal que hgi = fi. Sea
(�i : Ai ! C)I el coproducto de (Ai)I ; por (b), C 2 A, y por tratarse de un coproducto existe una
�unica funci�on continua f : C ! X tal que f�i = fi;8i 2 I; por lo tanto, f es suprayectiva1. Por el
ejercicio 4 existen, un cociente g : C ! Z y una biyecci�on continua h : Z ! X tales que f = hg; al
factorizar a f , que es �unica, tambi�en estas funciones son �unicas. Haciendo Z = A tenemos, debido
a (b), que A 2 A, y haciendo gi = g�i terminamos porque entonces fi = hgi;8i 2 I. ]

Continuaremos la vez pr�oxima.

Mi�ercoles 31 de enero de 1990.

Ejercicio 5. Sea A la subcategor��a de los espacios compactamente generados. Si (X; �) es cualquier
espacio topol�ogico y 1X : (X; � 0)! (X; �) es una A-correexi�on de (X; �), pruebe que un subcon-
junto K de X es compacto en (X; �) si, y s�olo si, K es compacto en (X; � 0).

1Acl�arase esto al pensar que en S se hallan cada una de las constantes de valor x; 8x 2 X.
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Subcategor��as reexivas de Top

De�niciones. Sea A cualquier subcategor��a de Top.
(a) Una A-reexi�on de un espacio X es una funci�on continua r : X ! A tal que:
(i) A 2 A;
(ii) Para toda funci�on continua f : X ! A0, con A0 2 A, existe una funci�on continua, y solamente

una, g : A! A0 tal que gr = f .
En tal caso se dice que X es A-reejable y el espacio A recibe el nombre de A-reector de X.
(b) Si A es tal que todo espacio topol�ogico es A-reejable, entonces A es una subcategor��a

reexiva de Top.1

Ejemplo: Sea A la subcategor��a de los espacios singulares; entonces A es reexiva.
En efecto, si X es cualquier espacio topol�ogico, entonces la funci�on constante r : X ! fzg es una

A-reexi�on de X.
Observaciones. Sea A cualquier subcategor��a reexiva de Top.
(a) Si r : X ! A es una A-reexi�on de X y h : A ! A0 es un homeomor�smo, entonces

hr : X ! A0 tambi�en es una A-reexi�on de X.
En efecto, por ser r una A-reexi�on de X tenemos que si f : X ! A00 es continua y A00 2 A,

entonces existe una �unica funci�on continua g : A! A00 tal que gr = f . Sea g0 : A0 ! A00 la funci�on
g0 = gh�1; entonces g0 es continua y tenemos

g0 (hr) =
�
gh�1

�
(hr) = gr = f

Adem�as, si g01 : A
0 ! A00 es continua y tal que g01 (hr) = f , entonces (g01h) r = gr = f ; ) g01h = g;

) g01 = gh�1 = g0; de modo que g
0

es �unica, y como f es arbitraria, entonces hr es otra A-reexi�on
de X.

X
hr . � & f

A0
g0

!
!
g0
1

A00

(b) Si
r : X ! A y r0 : X ! A0

son dos A-reexiones de X, entonces existe un homeomor�smo (�unico) h : A! A0 tal que hr = r0.
En efecto, para estas A-reexiones existen sendas funciones

h : A! A0 y h0 : A0 ! A

1Se trata, desde luego, de la situaci�on dual a las subcategor��as correexivas; comparando con ellas, es como si en
cada diagrama las echas se voltearan.
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�unicas y continuas, tales que vuelven conmutativo el diagrama

X
r . & r0

A
h
�
h0

A0

Entonces �
h0h
�
r = h0 (hr) = h0r0 = r

y como la �unica funci�on con que puede conseguirse esto es 1A, entonces h
0h = 1A. An�alogamente,

hh0 = 1A0 . Por lo tanto, h es un homeomor�smo.
(c) Si X 2 A, entonces 1X es una A-reexi�on.

Febrero 2 de 1990.

Ejercicio 6. Si

X
f . & g

Y
h
 Z

es un tri�angulo conmutativo y f es una inmersi�on, probar que tambi�en g es una inmersi�on.
Teorema. La subcategor��a de los espacios singulares es la m��nima subcategor��a reexiva de Top.
Demostraci�on. Sea A0 la subcategor��a de los espacios singulares; se sabe que A0 es reexiva,

por lo tanto basta probar que est�a contenida en cualquiera otra. Sea entonces A una subcategor��a
reexiva de Top arbitraria y sean X 2 A0 y X

r
! A una A-reexi�on de X. Entonces 1A es la �unica

funci�on continua que hace conmutar el tri�angulo

X
r . & r

A
1A A

Sin embargo, es claro que para la constante c : A! A de valor r (X) tenemos cr = r. Luego

1A = c

lo cual signi�ca que A es singular. Por lo tanto, r es un homeomor�smo; por lo tanto, X 2 A. ]
De�niciones. Sea A una subcategor��a reexiva de Top . Si E es una clase de funciones continuas

y todas las A-reexiones pertenecen a E, diremos que A es E-reexiva. As��:
i) SiE es la clase de las funciones continuas y suprayectivas, entonces una subcategor��a E-reexiva

se llama epirreexiva.
ii) Si E es la clase de los cocientes, entonces una subcategor��a E-reexiva se llama cocienter-

reexiva.
iii) Si E es la clase de las biyecciones continuas, entonces una subcategor��a E-reexiva se llama

birreexiva.
Continuaremos la vez pr�oxima.
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Mi�ercoles 7 de febrero de 1990.

Se denot�o con A0 a la subcategor��a de los espacios singulares. Sea A00 = f;g [ A0; A
0
0 es la

m��nima subcategor��a epirreexiva. A0 no es epirreexiva porque la �unica A0-reexi�on del espacio

vac��o es la funci�on vac��a ;
�
! fxg que no es suprayectiva. En Top se pueden dar otros ejemplos de

subcategor��as que no son epirreexivas pero son muy complicados.
Teorema. Sea A cualquier subcategor��a epirreexiva; entonces
a) A est�a cerrada bajo la formaci�on de subespacios.
b) A est�a cerrada bajo la formaci�on de productos.
Demostraci�on. (a) Sea X � A 2 A y supongamos que e : X ! A0 es una A-reexi�on de X;

entonces, para la inclusi�on � : X ,! A existe f : A0 ! A continua tal que

X
�. � & e

A
f
 A0

Por el ejercicio 6, e es una inmersi�on; por lo tanto, e es un homeomor�smo (porque e es epi); por
lo tanto, X 2 A.
(b) Sea (Ai)I cualquier familia de miembros de A y sea e :

Q
i2I

Ai ! A una A-reexi�on de su

producto; entonces para cada i-proyecci�on pi existe una funci�on continua fi : A! Ai tal queQ
i2I

Ai

pi . � & e

Ai
fi A

Por la propiedad universal del producto topol�ogico existe una funci�on continua f : A !
Q
i2I

Ai tal

que pif = fi;8i 2 I. Entonces fe :
Q
i2I

Ai !
Q
i2I

Ai es una funci�on continua tal que

pi (fe) = (pif) e = fie = pi

Pero por la propiedad universal del producto topol�ogico la �unica funci�on que hace conmutativo el
tri�angulo

Ai

pi % � - piQ
i2I

Ai  
Q
i2I

Ai

es 1Q
i2I

Ai
. Por lo tanto, fe = 1Q

i2I

Ai
; por lo tanto, e es inyectiva; por lo tanto, e es un homeomor�smo;

por lo tanto,
Q
i2I

Ai 2 A. ]

Continuaremos la vez pr�oxima.

Viernes 9 de febrero de 1990.

Teorema. Si A es una subcategor��a de Top cerrada bajo la formaci�on de subespacios y de
productos topol�ogicos, entonces A es epirreexiva.
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Demostraci�on. Sea X un espacio topol�ogico arbitrario y sea z = (fi : X ! Ai)I la fuente en Top

de todas las funciones de dominioX y codominio en A. Si

 Q
i2I

Ai; (pi)I

!
es un producto topol�ogico

de (Ai)I , entonces
Q
i2I

Ai 2 A y, aplicando la propiedad universal de este producto, tenemos que

existe una funci�on continua f : X !
Q
i2I

Ai tal que pif = fi;8i 2 I. Esta f es, por consiguiente,

una A-reexi�on de X; para obtener una epirreexi�on, restrinj�amosle el codominio hasta su imagen
e incluyamos �esta como subespacio de aqu�el mediante la inclusi�on (valga la redundancia).

X
fi! Ai

. f jf(X) # f pi %

f (X)
�
,!

Q
i2I

Ai

Aplicando la totalidad de la hip�otesis tenemos que f (X) 2 A y entonces, como dijimos, f jf(X)es
la A-epirreexi�on buscada, pues para cada fi 2 z tenemos

(pi�) f j
f(X)= fi

o sea que A es una subcategor��a epirreexiva de Top. ]
Corolario. Las subcategor��as T0; T1 y T2 son epirreexivas.

Febrero 12 de 1990.

Ejercicios: 7. Sea (X; �) un espacio topol�ogico arbitrario. Para cada x 2 X sea I (x) la uni�on de
todos los subespacios indiscretos de (X; �) que contienen a x; probar que

I (x) \ I (z) 6= ?) I (x) = I (z)

8. Para x; z 2 (X; �) pruebe que son equivalentes:
(a) fxg = fzg
(b) I (x) = I (z)

5.1 La T0-reexi�on

Teorema. Sea X un espacio topol�ogico arbitrario y sea r0 : X ! X = � el cociente cuyas �bras
son los subconjuntos I (x) del ejercicio 7 (� es la relaci�on de equivalencia en X cuyas clases son
estos conjuntos). Entonces r0 es la T0-reexi�on de X, (en particular, T0 resulta cocienterreexiva).
Demostraci�on. (i)X = �2 T0;8X 2 Top. En efecto, si I (x) ; I (z) 2 X = � son distintos, entonces,

por el ejercicio 8, tambi�en fxg 6= fzg;

) 9y 2 fxg:3:y =2 fzg;

) 9U 2 N �y :3:z =2 U ;

pero
y 2 fxg ) x 2 U ;

) x 2 U \ I (x) = I (x)
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por ser indiscreto. Y como todo abierto U de X es uni�on de clases I (u), entonces r0 es una funci�on
abierta. Por lo tanto, r0 (U) es una vecindad abierta de I (x) en X = � e I (z) =2 r0 (U); ) X
= �2 T0.
(ii) r0 es una T0-reexi�on de X. Sea f : X ! A una funci�on continua, con A 2 T0; entonces

f (I (x)) es un punto en A, 8x 2 X, es decir, las �bras de r0 est�an contenidas en las �bras de f .
Por lo tanto, existe g : X = �! A continua tal que gr0 = f ; por lo tanto, r0 es una T0-reexi�on. ]

Febrero 16 de 1990.

5.2 Caracterizaci�on de las subcategor��as birreexivas de Top

Teorema. Sea A cualquier subcategor��a epirreexiva de Top; son equivalentes:
(a) A es birreexiva.
(b) A contiene a todos los espacios indiscretos.
(c) A contiene a un espacio indiscreto con dos o m�as puntos.
(d) A * T0.
Demostraci�on. (a) ) (b) Sea X cualquier espacio indiscreto. Por hip�otesis la A-reexi�on de X,

rX : X ! A, es biyectiva; entonces A es indiscreto y r�1X : A ! X resulta continua. Por lo tanto,
rX es un homeomor�smo; ) X 2 A.
(b)) (c) A contiene un espacio indiscreto con dos puntos porque, seg�un (b), los contiene a todos.
(c) ) (d) A * T0 porque, seg�un (c), contiene a un espacio indiscreto.
(d) ) (a) Por (d), existe un espacio topol�ogico X 2 A que no es T0; por lo tanto, existen dos

puntos distintos x1; x2 2 X tales que toda vecindad abierta de uno de ellos es vecindad abierta del
otro. En consecuencia, el subespacio fx1; x2g (con la topolog��a inducida) es indiscreto, y como A es
cerrada bajo la formaci�on de subespacios (A es epirreexiva), entonces fx1; x2g 2 A. Nos valdremos
de esto para probar que todas las A-reexiones de esta subcategor��a son funciones inyectivas.
Sean, Z cualquier espacio topol�ogico, rZ : Z ! B una A-reexi�on de Z, y supongamos que Z

tiene dos puntos distintos, z1 y z2, tales que

rZ (z1) = rZ (z2)

Si f : Z ! fx1; x2g es una funci�on tal que f (zi) = xi, entonces f es continua y deber�a existir
g : B ! fx1; x2g, continua tambi�en, tal que grZ = f . Pero entonces g deja de ser funci�on, pues
aplica dos valores distintos, x1 y x2, al punto b = rZ (zi). Esta contradicci�on nos lleva a reconocer
que si z1 6= z2 entonces tambi�en rZ (z1) 6= rZ (z2), es decir, que rZ es inyectiva. Por lo tanto, A es
birreexiva. ]
Teorema. Sea (Ai)I cualquier familia de subcategor��as epirreexivas de Top y sea A = \

i2I
Ai;

entonces A es epirreexiva. En particular, si cada Ai es birreexiva, entonces A tambi�en lo es.
Demostraci�on. A est�a cerrada bajo la formaci�on de subespacios ya que

A 2 A y X � A) X 2 Ai;8i 2 I

Para asegurar la epirreexividad falta probar la cerradura bajo el producto. Sea (Xj)J cualquier
familia de miembros de A y sea

Q
j2J

Xj su producto topol�ogico; entonces (Xj)J es una familia de

miembros de Ai;8i 2 I;
)
Y
j2J

Xj 2 Ai;8i 2 I;)
Y
j2J

Xj 2 A
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Finalmente, si cada Ai es birreexiva entonces, por el teorema anterior, cada una contiene a todos
los espacios indiscretos; luego, A tambi�en los contiene a todos y, por lo tanto, es birreexiva. ]
Continuaremos la vez pr�oxima.

Lunes 19 de febrero de 1990.

De�nici�on. Sea A una subcategor��a de Top arbitraria. Entonces:
(i) La categor��a epirreexiva generada por A es

A0 = \fB � Top j B es epirreexiva y A � Bg

(ii) La categor��a birreexiva generada por A es

A00 = fB � Top j B es birreexiva y A � Bg

Ejemplos: 1. Si A = ;, entonces A0 es la m��nima subcategor��a epirreexiva de Top, es decir

A0 = f;g [A0 = A0
0

(que tambi�en es la categor��a epirreexiva generada por A0).
2. Si A = ;, entonces A00 es la categor��a de los espacios indiscretos que denotaremos por Ind.
Dem. i) Ind es birreexiva.
Sea (X; �) cualquier espacio topol�ogico. Si �i es la topolog��a indiscreta para X, entonces 1X :

(X; �)! (X; �i) es una Ind-birreexi�on. En efecto, para todo (Y; �) 2 Ind tenemos

(X; �)
1X! (X; �i)

f & � . f
(Y; �)

ii) En consecuencia, Ind es la subcategor��a birreexiva m��nima porque es la intersecci�on de todas
las subcategor��as birreexivas.
A continuaci�on enunciaremos un lema cuya demostraci�on omitiremos un rato.

Lema. Sea A cualquier subcategor��a epirreexiva contenida en T0; () A no es birreexiva, pues
no contiene indiscretos con m�as de un punto). Si B es la categor��a birreexiva generada por A,
entonces A = T0 \B.[ ]]
Lema. Consid�erense dos subcategor��as epirreexivas de Top cualesquiera A1 y A2. Si A = A1\A2,

entonces, para cualquier espacio topol�ogico X, toda A-reexi�on de X es una composici�on

X
r1! A1

r2! A

en la que r1 es una A1-reexi�on de X y r2 una A-reexi�on de A1 2 A1.
Demostraci�on. Sea r : X ! A cualquier A-reexi�on de X; entonces A 2 A1, y si r1 : X ! A1 es

una A1-reexi�on de X, entonces existe r2 : A1 ! A continua y tal que r2r1 = r. Aseguramos que
r2 es una A-reexi�on de A1. En efecto, si f : A1 ! B es continua y B 2 A, entonces fr1 : X ! B
tambi�en es continua y, dado que r es una A-reexi�on de X, existe otra funci�on continua, g : A! B,
tal que gr = fr1.

X
r . � & r1

A
r2 � A1

g & 	 . f
B

) g (r2r1) = (gr2) r1 = fr1

de lo cual, debido a la suprayectividad de r1, se tiene gr2 = f , que es a lo que se ten��a llegar. ]
Continuaremos la vez pr�oxima.



5.3. Descripcion de las epirreexiones 24

Mi�ercoles 21 de febrero de 1990.

5.3 Descripci�on de las epirreexiones

Teorema. Sea A cualquier subcategor��a epirreexiva de Top.
a) Si A * T0, entonces toda A-reexi�on es continua y biyectiva.
b) Si A � T0, entonces toda A-reexi�on es la composici�on de una biyecci�on continua con la

T0-reexi�on de su codominio.
Demostraci�on. (a) Se sabe que A es birreexiva ssi A * T0; por consiguiente, en este caso toda

A-reexi�on es una funci�on continua y biyectiva.
(b) Cuando A � T0 sabemos que A = T0\B, donde B es birrefexiva. Aplicando el lema anterior,

una A-reexi�on de un espacio X ser�a la composici�on

X
r1! B

r0! A

donde r1 es la B-reexi�on de X y r0 es la T0-reexi�on de B. ]
Ejercicio: 9. Sea A cualquier subcategor��a epirreexiva. ParaX 2 Top arbitrario sean, r : X ! A0

una A-reexi�on de X y z = (fi : X ! Ai)I la fuente de todas las funciones continuas de dominio
X y codominio en A. Si z0 = (f 0i : A0 ! Ai)I es la fuente tal que f

0
ir = fi;8i 2 I, probar que z0 es

inicial.

Febrero 23 de 1990.

Ejercicio: 10. Sea z = (fi : X ! Ai)I cualquier fuente en Top. Pruebe:
a) Si z es inicial y X es T0, entonces z es monofuente.
b) Si z es monofuente y (Ai)I � T0, entonces X 2 T0.
Y para completar la docena:

Ejercicio 11. Pruebe que toda funci�on continua de dominio indiscreto es una fuente inicial.
12. Si e : X ! Y es continua, suprayectiva e inicial, pruebe que e es una fuente inicial.
Lema. Sea A cualquier subcategor��a epirreexiva de Top. Si X es un espacio topol�ogico y existe

una fuente inicial z de dominio X y codominio en A, entonces toda A-reexi�on de X es una
retracci�on.
Demostraci�on. Sea e : X ! A cualquier A-reexi�on de X. Por hip�otesis existe una fuente inicial

z = (fi : X ! Ai)I , con Ai 2 A;8i 2 I

En consecuencia, para cada fi 2 z existe una funci�on continua gi : A ! Ai tal que gie = fi.
Entonces e resulta inicial porque z se factoriza a trav�es de ella. En vista del ejercicio 12, e tambi�en
resulta una retracci�on. ]
Lema. Sea A cualquier subcategor��a epirreexiva de Top. Si X es un espacio topol�ogico y existe

una fuente inicial z de dominio X y codominio en A, se tiene:
(i) Si A * T0, entonces X 2 A.
(ii) Si A � T0, entonces X 2 A si, y s�olo si, X 2 T0.
Demostraci�on. (i) Si A * T0, se sabe que A es birreexiva. Entonces, a consecuencia del lema

anterior, toda A-reexi�on es un homeomor�smo; por lo tanto, X 2 A.
(ii) Si X 2 A, entonces X 2 T0. Supongamos que X 2 T0; si e : X ! A es una A-reexi�on de X,

entonces e es inicial, como se prob�o en el lema anterior, y por el ejercicio 10(a), e es inyectiva. Por
lo tanto, como en el caso (i), e es un homeomor�smo y X 2 A. ]
Continuaremos la vez pr�oxima.



5.4. Descripcion de la categor�a birreexiva generada 25

5.4 Descripci�on de la categor��a birreexiva generada

Lunes 5 de marzo de 1990.

Teorema. Sea A cualquier subcategor��a epirreexiva de Top. Entonces la categor��a birreexiva
generada por A es

B = fX 2 Top : existe una fuente inicial de dominio X y codominio en Ag

Demostraci�on. a) B es birreexiva.
Sean, X 2 B, A � X y j : A ,! X . Por hip�otesis, existe una fuente inicial

z = (fi : X ! Ai)I , con Ai 2 A;8i 2 I.

Tambi�en j es una fuente inicial porque es la inclusi�on; luego, tambi�en es inicial la fuente

zj = (fij : A! Ai)I

Por lo tanto A 2 B, lo cual demuestra que B est�a cerrada bajo la formaci�on de subespacios.

Sea (Bi)I cualquier subfamilia de elementos de B, y sea

 Q
i2I

Bi; (pi)I

!
su producto topol�ogico.

Como para cada i 2 I existe una fuente inicial

zi = (fij : Bi ! Aij)Ji con Aij 2 A;8i 2 I y 8j 2 Ji

se tiene que

Y
i2I

Bi
pi�! Bi

fij
! Aij

V
...

fik! Aik

tambi�en es una fuente inicial. En efecto, si g : X !
Q
i2I

Bi es cualquier funci�on tal que (fijpi) g es

continua, 8i 2 I;8j 2 Ji, entonces, para i 2 I �ja, fij (pig), con j 2 Ji, es continua y, por ser zi

inicial, resulta pig continua, para cada i 2 I. Como adem�as

 Q
i2I

Bi; (pi)I

!
constituye una fuente

inicial, entonces g es continua. Por lo tanto, la fuente (fijpi)I es inicial y de codominio en A. Por
lo tanto,

Q
i2I

Bi 2 B, es decir, B est�a cerrada bajo la formaci�on de productos topol�ogicos. Por lo

tanto, B es epirreexiva.
Ind � B, porque, por el ejercicio 11, toda funci�on continua de dominio indiscreto y codominio

en A es una fuente inicial. Por lo tanto, B es birreexiva. Adem�as, dado que 1A : A ! A es una
fuente inicial para todo A 2 A, resulta que A � B.
b) Sea B0 cualquier categor��a birreexiva que contenga a A. Si B 2 B, entonces, por (i) del lema

anterior, B 2 A; ) B 2 B0; ) B � B0. Por lo tanto, B es la categor��a birreexiva generada por A. ]
Continuaremos la vez pr�oxima.

Viernes 9 de marzo de 1990.

Tenemos pendiente la demostraci�on de un lema.

Lema. Sea A cualquier subcategor��a epirreexiva contenida en T0. Si B es la categor��a birreexiva
generada por A, entonces A = T0 \B.
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Demostraci�on. Es claro que A � T0 \ B. Sea B 2 T0 \ B, entonces, por el teorema anterior,
existe una fuente inicial z de dominio B y codominio en A. Por (ii) del lema anterior, B 2 A. Por
lo tanto, tambi�en T0 \B � A. ]
Lema. Sea A cualquier subcategor��a epirreexiva contenida en T0. Si B es la categor��a birreexiva

generada por A, y B 2 B, entonces la T0-reexi�on de B tiene codominio en A.
Demostraci�on. Sea r0 : B ! A la T0-reexi�on de B. Por el teorema anterior y por un lema, r0

es una retracci�on; por lo tanto, existe s0 : A! B continua y tal que r0s0 = 1A. Pero tada secci�on
es inmersi�on; por lo tanto, A es homeomorfo a s0 (A); ) s0 (A) 2 T0 \ B. Por el lema anterior,
A 2 A. ]
Teorema. Sea A cualquier subcategor��a epirreexiva contenida en T0. Si B es la categor��a

birreexiva generada por A y X es cualquier espacio topol�ogico, entonces la composici�on

X
b
! B

r0! A

de la B-reexi�on b de X con la T0-reexi�on r0 de B es una A-reexi�on de X.
Demostraci�on. Sea r = r0b; entonces r es continua y suprayectiva y, por el lema anterior, A 2 A.

Sea f : X ! A0 cualquier funci�on continua, con A0 2 A; entonces A0 2 B. Por lo tanto, existe
g : B ! A0 �unica y continua tal que gb = f .

X
b
! B

r0! A
f & g # . h

A0

Por ser A0 2 A, A0 es T0; por lo tanto, existe otra �unica funci�on continua h : A ! A0 tal que
hr0 = g. Por lo tanto

hr = (hr0) b = gb = f

lo que signi�ca que r es una A-reexi�on de X, como se quer��a probar. ]
Continuaremos la vez pr�oxima.

Lunes 12 de marzo de 1990.

A continuaci�on, algunas de�niciones sobre factorizaci�on de fuentes.
De�niciones: Sea z = (fi : X ! Xi)I una fuente cualquiera y supongamos que para cada i 2 I

existe una fuente zi = (fij : Xi ! Xij)Ji ; entonces
a) La composici�on de z con la fuente zi es la fuente

ziz = (fijfi : X ! Xij)j2Ji

b) La composici�on de z con la familia (zi)I es la fuente

(zi)I z = (fijfi : X ! Xij)i2I; j2Ji

X
fi! Xi

fij
! Xij

& fi0 & fij0

Xi0 Xij0

Obs�ervese que (a) es caso particular de (b) cuando I tiene un solo elemento.
c) Se dice que una fuente G se factoriza mediante una fuente z y una familia de fuentes

(zi)I si G = (zi)I z.
Teorema. Para G = (zi)I z tenemos que
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(a) Si z y cada zi son iniciales, entonces G es inicial.
(b) Si G es inicial, entonces z es inicial.
Demostraci�on: z = (fi : X ! Xi)I , zi = (fij : Xi ! Xij)Ji ; G = (fijfi : X ! Xij)i2I; j2Ji.
(a) Sea f : W ! X una funci�on tal que (fijfi) f es continua, 8i 2 I;8j 2 Ji. Entonces, �jando

i 2 I, la funci�on fif es tal que fij (fif) es continua para toda j 2 Ji; por la inicialidad de zi, fif es
continua. Como i 2 I se �j�o arbitrariamente, entonces, debido a la inicialidad de z, f es continua,
lo cual prueba la inicialidad de G.
(b) Sea f : W ! X una funci�on tal que fif es continua, 8i 2 I. Entonces fij (fif) es continua,
8i 2 I;8j 2 Ji. Por la inicialidad de G, f es continua. Por lo tanto, z es inicial. ]
Continuaremos la vez pr�oxima.

Mi�ercoles 14 de marzo de 1990.

Teorema. Para G = (zi)I z tenemos que
(a) Si z y cada zi son monofuentes, entonces G es monofuente.
(b) Si G es monofuente, entonces z es monofuente.
Demostraci�on: (a) Sean f; g : W ! X dos funciones continuas tales que

(fijfi) f = (fijfi) g;8i 2 I;8j 2 Ji

Fijando i 2 I tenemos
fij (fif) = fij (fig) ;8j 2 Ji

Como zi es monofuente, resultan iguales fif y fig. Y como i se �j�o arbitrariamente en I, se tiene

fif = fig;8i 2 I

Entonces f = g porque tambi�en z es monofuente. Esto demuestra que G es monofuente.
(b) Sean f; g :W ! X dos funciones continuas tales que

fif = fig;8i 2 I

Se tiene, obviamente,
(fijfi) f = (fijfi) g;8i 2 I;8j 2 Ji

Por ser G una monofuente, resulta f = g. Por lo tanto, z es monofuente. ]
Nuestro siguiente objetivo es la generalizaci�on de un teorema de factorizaci�on (cocientes mono-

fuentes) en topolog��a.
De�niciones. (a) Si E es una clase de funciones continuas y M es una clase de fuentes en Top, se

dice que Top es (E;M )-factorizable si toda fuente en Top se factoriza mediante un miembro e 2 E
y una fuente M 2 M ; es decir, si dada cualquier fuente de funciones continuas z = (fi : X ! Xi)I
existen �

X
e
! Z

�
2 E y M = (mi : Z ! Xi)I 2 M

tales que mie = fi;8i 2 I, lo que denotaremos escribiendo z =M � e.
(b) Se dice que Top tiene la propiedad de (E;M )-diagonalizaci�on si dadas dos funciones

continuas
f : X ! Y y e : X ! Z, con e 2 E

y dos fuentes
z = (fi : Z ! Xi)I y M = (mi : Y ! Xi)I , con M 2 M
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tales que
fie = mif;8i 2 I

existe una funci�on continua, y solamente una, Z
g
! Y que, para toda i 2 I, hace conmutar el

diagrama
X

e
�! Z

f # g . # fi
Y �!

mi
Xi

Ejemplo: Sea E la familia de las biyecciones continuas y M la familia de las fuentes iniciales.
Entonces, Top es (E;M )-factorizable.
En efecto, dada cualquier fuente de funciones continuas

z = (fi : (X; �)! (Xi; �i))I

consideremos la topolog��a inicial para X, � (fi; �i), correspondiente a (fi)I y a (�i)I . Con X as��
topologizado, de�nimos

M = (fi : (X; � (fi; �i))! (Xi; �i))I

Obviamente, M 2 M , y si hacemos

e = 1X : (X; �)! (X; � (fi; �i))

entonces e 2 E y z =M � e. ]

�Aqu�� se interrumpe el manuscrito y es l�astima�A.R.
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Introducci�on

Lunes 21 de mayo de 1990.

Bajo el t��tulo que encabeza este curso se pretende abordar un amplio estudio acerca de cierto
tipo de objetos de muy frecuente aparici�on en matem�aticas: los conjuntos estructurados.
Ya desde �nes del siglo pasado una particular estructura hab��a suscitado gran revuelo en el gremio

de los matem�aticos a grado tal que se pens�o en la posible reducci�on de toda la matem�atica a este
concepto: se trataba de la estructura de grupo.
Desde la primera mitad del siglo XIX los matem�aticos comenzaron a observar que diversos

conjuntos de entidades con los que trabajaban hac��a ya tiempo, pese a la distinta naturaleza de
esas entidades, ten��an sin embargo un comportamiento com�un; en unos y otros se conservaba un
m��nimo de propiedades algebraicas elementales. Un primer estudio de este hecho les llev�o a de�nir
los primeros conjuntos estructurados cuyo estudio sent�o las bases del �algebra moderna.
Luego de algunos a~nos de exploraci�on en ese terreno, F�elix Klein pudo reducir el estudio de

las geometr��as euclidiana y proyectiva a la teor��a de grupos, concibiendo as�� el magn���co proyecto
de extender este resultado a todas la matem�aticas. Pero una parte cimarrona de �estas result�o
incompatible con aquella idea y el famoso Programa de Erlangen en el que Klein present�o su
de�nici�on de geometr��a qued�o reducido a ser �util s�olo en el dominio que hasta entonces abarcaba,
esto es, en la geometr��a euclidiana cl�asica y en las geometr��as centro af��n, af��n y proyectiva.
Este \fracaso" acrecent�o el inter�es de los matem�aticos por los conjuntos estructurados. Si bien

dej�o de creerse en la existencia de una estructura absoluta que redujese las matem�aticas al estudio
de una sola teor��a no menguaron, sin embargo, los estudios exclusivos en cada una de las estruc-
turas matem�aticas sino al contrario, dieron en campos de investigaci�on de una gran fertilidad.
En la realizaci�on de estos estudios sigui�o llamando la atenci�on el hecho cada vez m�as patente de
que en distintas ramas de la matem�atica teor��as distintas, con todo y contar con una metodolog��a
propia, tanto en el arribo de resultados como en la presentaci�on de ideas mostraban una muy
peculiar similitud no ya porque se hallasen supeditadas a una estructura com�un sino porque estruc-
turas claramente diferenciadas (topol�ogicas, anulares, reticulares, m�etricas, vectoriales, de orden,
etc�etera) parec��an mostrarse �eles al dictamen de principios generales hasta entonces ignorados.
Con estos antecedentes ser��a raro no hallar en esta historia alg�un matem�atico o grupo de

matem�aticos que pretendiese el estudio completo de las estructuras matem�aticas.
Parecen haber sido los matem�aticos franceses del grupo Bourbaki quienes empezaron a fraguar

esta teor��a en alg�un a~no de la d�ecada del 40. Ya para 1957 el propio N. Bourbaki incluye un cap��tulo
intitulado Estructuras en su Teor��a de Conjuntos, donde apunta:
�El prop�osito de este cap��tulo es describir, de una vez por todas, las construcciones y demostra-

ciones que con frecuente particularidad hallamos en matem�aticas.�
A prop�osito tan �rme sigue en el libro citado una descripci�on poco certera por carecer de un

lenguaje adecuado en su desarrollo; como consecuencia, el �exito alcanzado fue m�as bien pobre al
no dar nunca con el camino correcto para las indagaciones. Cabe mencionar que a pesar de esto
se ha conservado mucho de esta primera aproximaci�on; el nombre de estructura matem�atica, por
ejemplo, procede de ese trabajo.
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Por esos mismos a~nos dos matem�aticos, Eilenberg y Mac Lane, introducen una teor��a que, aunque
m�as abstracta, ha resultado m�as conveniente para el tratamiento de las estructuras matem�aticas;
la llamaron Teor��a de las Categor��as.2

En 1983 el matem�atico checoslovaco Ji�r�� Ad�amek acopl�o al lenguaje categ�orico parte de la teor��a
expuesta por Bourbaki y consigui�o dar consistencia a la por �el llamada Teor��a de las Estructuras

Matem�aticas.3 Acaso su �exito en el logro de esta teor��a radica en haber �jado su atenci�on en con-
juntos dotados de cierta estructura y en funciones que al operar sobre ellos preservan tal estructura.
Para una estructura �ja, la colecci�on de conjuntos estructurados por ella y la colecci�on de funciones
(mor�smos) que la preservan forman una categor��a concreta de conjuntos estructurados. En ingl�es
Ad�amek ha inventado un neologismo para referirse a tal entidad; abreviando las palabras concrete
y structure ha dado en llamarla construct. Como nuestro curso ser�a dictado en castellano resulta
poco adecuado valernos del susodicho vocablo ingl�es, de modo que, en tanto no hallemos un t�ermino
apropiado, utilizaremos la palabra ccce (que forman las iniciales del nombre en espa~nol [l�ease \xe" o
simplemente \se"]) asign�andole el g�enero femenino y dejando ambiguo su n�umero. (As��, hablaremos
tanto de las ccce como de la ccce.)
Por lo que hace a la notaci�on, hay que advertir lo siguiente:
(�) Las ccce particulares que vayamos presentando suelen tener nombres especiales. Escribiremos

esos nombres con letras g�oticas.
(��) Al referirnos a ccce arbitrarias no utilizaremos el c�odigo g�otico sino letras cursivas.
()) Las letras may�usculas de molde denotar�an conjuntos.
(::) Siendo X y Y dos conjuntos cualesquiera, el s��mbolo Y X denotar�a al conjunto de funciones

de X en Y .
(�) Al aplicar los mor�smos sobre elementos de un conjunto estructurado se omite el par�entesis

tradicional y en lugar de escribir f (x) se escribir�a fx.

2Esta teor��a ha gozado de un amplio desarrollo durante los a~nos que han transcurrido desde aquella d�ecada (la del
40) hasta hoy. Actualmente, adem�as de ser grande el n�umero de matem�aticos que se dedican a ella, tambi�en va en
aumento el n�umero de investigadores en otras ramas que se ven impelidos a usar el lenguaje de las categor��as merced
a las ventajas que ofrece en el tratamiento de especialidades que van desde la topolog��a o el an�alisis hasta la ciencia
de la computaci�on.

3Con este t��tulo Ji�r�� Ad�amek public�o un libro aparecido en M�exico en 1990 y que sirvi�o como texto para este
curso.
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Categor��as Concretas de Conjuntos
Estructurados

Antes de la de�nici�on de una categor��a concreta de conjuntos estructurados (ccce) conviene ilustrar
el concepto mediante ejemplos, pero para ello hay que advertir que toda ccce est�a formada por tres
subentidades b�asicas. En efecto, siendo S una ccce arbitraria se tienen:
i) Una clase o familia de estructuras (que en cada caso espec���co debe estar determinada). Para

cada conjunto X, denotaremos esta clase por S [X].
ii) Una colecci�on de conjuntos estructurados llamada colecci�on de objetos de la ccce.
iii) Una colecci�on de funciones que preservan la estructura entre los objetos, llamada colecci�on

de mor�smos de la ccce. Si A y B son objetos de S (o S-objetos), denotaremos al conjunto de
mor�smos de A en B mediante el s��mbolo homS (A;B).

Ejemplos de ccce.
1. La categor��a Top de los espacios topol�ogicos es nuestro primer ejemplo de ccce.
(i) Para cada X en Set, sea Top [X] la familia de topolog��as de X. En este caso Top [X] es la

familia de estructuras topol�ogicas de X.
(ii) Los objetos en este ejemplo son parejas (X; �), donde X 2 Set y � 2 Top [X], es decir, los

Top-objetos son los espacios topol�ogicos.
(iii) Dados dos objetos A = (X; �) y B = (Y; �) en Top, los mor�smos de A en B son los elementos

f 2 Y X que son funciones continuas.
Observemos que en este ejemplo los mor�smos satisfacen el siguiente par de condiciones:
(a) Para A;B;C 2 Top, si

f 2 homTop (A;B) y g 2 homTop (B;C)

entonces gf 2 homTop (A;C), ya que gf es una funci�on continua de A en C.
(b) Para todo Top-objeto A = (X; �), 1A = 1X : (X; �)! (X; �) 2 homTop (A;A).
Continuaremos la vez pr�oxima.

Mi�ercoles 23 de mayo de 1990.

Antes de nuestro segundo ejemplo recordemos qu�e es un conjunto parcialmente ordenado.
De�nici�on. Un orden parcial en un conjunto X es una relaci�on binaria � de X (i.e. un

subconjunto de X �X) tal que
(�) � contiene a la diagonal � = f(x; x) : x 2 Xg
(��) Si (x; y) 2 � y (y; z) 2 �, entonces (x; z) 2 �.
(� � �) Si (x; y) 2 � y (y; x) 2 �, entonces x = y.
Un conjunto X provisto de un orden parcial � se llama conjunto parcialmente ordenado

(copo). Empleando la notaci�on tradicional, �, tenemos que

x � y , (x; y) 2 �

As��, las propiedades (�), (��), (� � �) anteriores son las conocidas propiedades reexiva, transitiva y

antisim�etrica, respectivamente.
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2. El siguiente ejemplo de ccce nos lo proporciona la categor��a de los conjuntos parcialmente
ordenados que se la denota como Pos.1

(i) En este caso Pos [X] denota a la familia de �ordenes parciales en el conjunto X.
(ii) Los objetos en Pos son parejas (X;�), donde � es un orden parcial en el conjunto X, (i.e.

losPos-objetos son los copos).2

(iii) Para dos objetos cualesquiera A = (X;�) ; B = (Y; �) en Pos, los mor�smos de A en B son
las funciones mon�otonas de A en B, i.e.

homPos (A;B) =
n
f 2 Y X : (x1; x2) 2 �) (fx1; fx2) 2 �

o
Veamos que tambi�en aqu�� los mor�smos satisfacen las condiciones (a) y (b) del ejemplo 1.
(a) Sean

A = (X;�) ; B = (Y; �) ; C = (Z; ) 2 Pos;

si
f 2 homPos (A;B) y g 2 homPos (B;C)

se tiene gf 2 ZX , y si (x1; x2) 2 �, entonces (fx1; fx2) 2 � [porque f 2 homPos (A;B)]; luego,
(gfx1; gfx2) 2  [porque g 2 homPos (B;C)]. Por lo tanto, gf 2 homPos (A;C).
(b)

1A = 1X : (X;�)! (X;�) 2 homPos (A;A)

pues si (x1; x2) 2 �, entonces (1Xx1; 1Xx2) 2 �.
3. Gr�a�cas y funciones compatibles.
La notaci�on para esta ccce es Gra.
(i) En este ejemplo la familia de estructuras para cada conjunto X es la familia de relaciones

binarias en X, i.e.
Gra [X] = f� j � � X �Xg

(ii) Un objeto en Gra es una pareja A = (X;�), donde � 2 Gra [X].3

(iii) Dados A = (X;�) y B = (Y; �) en Gra, los mor�smos de A en B son las funciones de X en
Y que son compatibles respecto a � y �, i.e.

homGra (A;B) =
n
f 2 Y X : (x1; x2) 2 �) (fx1; fx2) 2 �

o
Veamos que se satisfacen las condiciones (a) y (b) anteriores:
(a) Sean

A = (X;�) ; B = (Y; �) ; C = (Z; ) 2 Gra;

si
f 2 homGra (A;B) y g 2 homGra (B;C)

entonces

(x1; x2) 2 �) (fx1; fx2) 2 � ) (gfx1; gfx2) 2 ;) gf 2 homGra (A;C) :

1Por el ingl�es: partial ordered sets.
2S�olo cuando se preste a confusi�on el uso del s��mbolo tradicional � (v.gr. cuando se est�a haciendo referencia a

�ordenes parciales distintos) se reemplazar�a por letras griegas min�usculas: �; �; ; :::
3Los Gra-objetos reciben el nombre de gr�a�cas dirigidas o digr�a�cas; en tal caso, los elementos de X se llaman

v�ertices de la digr�a�ca y los elementos de � echas de la misma.
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(b) Si A = (X;�) 2 Gra, entonces 1A 2 homGra (A;A), pues

(x1; x2) 2 �) (1Xx1; 1Xx2) 2 �

donde 1A = 1X : (X;�)! (X;�).
Estos tres ejemplos aclaran bastante la idea de lo que es una ccce. N�otese que los objetos son,

primero que otra cosa, conjuntos (Set-objetos), que en cada caso llevan asignada alguna estructura
particular (posiblemente vac��a).
Continuaremos la vez pr�oxima.

Lunes 28 de mayo de 1990.

Ahora nos resultar�a comprensible la siguiente
De�nici�on. Una ccce o categor��a concreta de conjuntos estructurados S es una colecci�on

que consta de:
(i) Una clase S [X], para cada X 2 Set, cuyos miembros se llaman S-estructuras del conjunto

X.

(ii) Una colecci�on de parejas A = (X;�), donde � 2 S [X], cuyos miembros son los S-objetos u
objetos de la ccce S.
(iii) Si A = (X;�) y B = (Y; �) son dos S-objetos, los S-mor�smos de A en B constituyen un

subconjunto, homS (A;B), de Y
X .

Tal colecci�on debe satisfacer los axiomas siguientes:
(a) Axioma de la composici�on de mor�smos.
Para S-objetos arbitrarios A;B y C, si

f 2 homS (A;B) y g 2 homS (B;C)

entonces
gf 2 homS (A;C)

(b) Axioma de la identidad.

Para todo S-objeto A = (X;�),

1A = 1X : (X;�)! (X;�) 2 homS (A;A)

Dos de�niciones m�as. Sean S y T dos ccce cualesquiera;
1 a Se dice que T es una subccce de S si:
(�) Todo T -objeto es un S-objeto, i.e.

T [X] � S [X] , 8X 2 Set

(��) Para dos T -objetos A y B cualesquiera

homT (A;B) � homS (A;B)

2 a Si en (��) se tiene
homT (A;B) = homS (A;B)

entonces se dice que T es una subccce plena de S.
Lema. Pos es subccce de Gra.
Demostraci�on. (�) Dado que todo orden parcial de X es una relaci�on binaria particular de X, se

tiene que Pos [X] � Gra [X].
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(��) De acuerdo con las de�niciones, si A = (X;�) y B = (Y; �) son dos objetos en Pos (y por lo
tanto en Gra) entonces una funci�on de A en B es mon�otona si, y s�olo si, es compatible respecto a
los �ordenes parciales � y � (que son relaciones binarias especiales). Por lo tanto,

homPos (A;B) � homGra (A;B)

Esto prueba que Pos es subccce de Gra. ]
Primera tanda de ejercicios. 1. Compruebe que Pos es una subccce plena de Gra.
Continuaremos la vez pr�oxima.

Mi�ercoles 30 de mayo de 1990.

Veamos otro ejemplo de ccce.
De�niciones. (i) Una ret��cula (lattice) es un copo (X;�) con la propiedad de que para cua-

lesquiera x1; x2 2 X existen
x1 _ x2; x1 ^ x2 2 X

tales que
(�) x1 ^ x2 � x1; x2 � x1 _ x2
(��) Si para z; z0 2 X se tiene

z0 �

(
x1
x2

y
x1
x2

)
� z

entonces
z0 � x1 ^ x2 y x1 _ x2 � z

A x1 _ x2 y x1 ^ x2 se los llama supremo e ��n�mo, respectivamente.
(ii) Sean (X;�) y (Y;�) dos ret��culas cualesquiera; entonces f 2 Y X es un homomor�smo

reticular si para todo par de puntos x1; x2 2 X se tiene

f (x1 _ x2) = fx1 _ fx2 y f (x1 ^ x2) = fx1 ^ fx2

4. La ccce que a continuaci�on presentamos suele denotarse mediante Lat.
(i) Lat [X] es la familia de estructuras reticulares; es decir, la familia de �ordenes parciales que

convierten a X en ret��cula.
(ii) Por supuesto, los objetos en Lat son las ret��culas o lattices.
(iii) Los mor�smos en Lat son los homomor�smos reticulares.
Lema. Lat es una subccce de Pos, pero no es plena.
Demostraci�on. I.- Lat es una ccce.
(a) Sean (X;�) ; (Y;�) y (Z;�) ret��culas arbitrarias y sean f 2 Y X y g 2 ZY dos homomor�smos

reticulares cualesquiera; entonces, para todo par de puntos x1; x2 2 X tenemos

f (x1 _ x2) = fx1 _ fx2 2 Y ) g (fx1 _ fx2) = gfx1 _ gfx2

) gf (x1 _ x2) = gfx1 _ gfx2

An�alogamente
gf (x1 ^ x2) = gfx1 ^ gfx2

Esto prueba que se cumple el axioma de la composici�on.
(b) Sea (X;�) cualquier ret��cula; entonces

1(X;�) (x1 _ x2) = x1 _ x2 = 1(X;�)x1 _ 1(X;�)x2
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Similarmente
1(X;�) (x1 ^ x2) = 1(X;�)x1 ^ 1(X;�)x2

Por lo tanto, tambi�en el axioma de la identidad se cumple.
II.- Lat es subccce de Pos.
(�) De acuerdo con la de�nici�on, todo objeto en Lat es un objeto enPos.
(��) Sea f : (X;�) ! (Y;�) cualquier homomor�smo reticular, y sean x1; x2 2 X tales que

x1 � x2; entonces
x2 = x1 _ x2

Por lo tanto
fx2 = f (x1 _ x2) = fx1 _ fx2

lo cual signi�ca que
fx1
fx2

)
� fx2;

en particular
fx1 � fx2

Por lo tanto, f es mon�otona.
III.- Lat no es subccce plena de Pos.
En efecto, existen ret��culas y funciones mon�otonas entre ellas que no son homomor�smos reticu-

lares. Por ejemplo, consideremos el conjunto N de n�umeros naturales con el orden parcial � de�nido
por la divisibilidad, i.e.

� = f(n1; n2) 2 N � N : n1 j n2g

Claramente, (N; �) es un copo; adem�as, si para n1; n2 2 N hacemos

n1 ^ n2 = m.c.d. (n1; n2) y n1 _ n2 = m.c.m. (n1; n2)

entonces:
(�)

n1 ^ n2 j n1; n2 y n1; n2 j n1 _ n2

) (n1 ^ n2; nj) ; (nj; n1 _ n2) 2 �, para j = 1; 2

(��) Y si k; k0 2 N son tales que k0 j nj y nj j k, (j = 1; 2), entonces

k0 j n1 ^ n2 y n1 _ n2 j k

(por propiedades del m.c.d. y del m.c.m. de n1 y n2, respectivamente). Por lo tanto, (N; �) es una
ret��cula.
Tambi�en es claro que si � es el orden usual en N, entonces (N; �) tambi�en es una ret��cula, pues

en este caso hacemos

n1 ^ n2 = min fn1; n2g y n1 _ n2 = max fn1; n2g

Ahora consideremos la funci�on
1N : (N; �) ! (N; �) .

1N es mon�otona, pues

(n1; n2) 2 �) n1 j n2 ) n1 � n2 ) 1Nn1 � 1Nn2 ) (1Nn1; 1Nn2) 2 �
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Si embargo, 1N no es un homomor�smo reticular ya que, por ejemplo, para 2; 3 2 N, se tiene que
en (N; �)

2 ^ 3 = m.c.d. (2; 3) = 1

) 1N (2 ^ 3) = 1N1 = 1

en tanto que en (N; �)
1N2 ^ 1N3 = min f2; 3g = 2

Por lo tanto
1N (2 ^ 3) 6= 1N2 ^ 1N3 ]

Continuaremos la vez pr�oxima.

Viernes 8 de junio de 1990.

Consideremos ahora algunas de�niciones con sentido en los objetos de Pos.
Sea (X;�) un copo arbitrario y sea A cualquier subconjunto de X; entonces:

(�)

(
c 2 X es una cota superior de A en X si a � c;8a 2 A;

d 2 X es una cota inferior de A en X si d � a;8a 2 A.

(��)

8>>><>>>:
x 2 X es un supremo de A en X si x es cota superior de A en X
y si x � c, para toda cota superior c de A en X. Notaci�on: supA
x 2 X es un ��n�mo de A en X si x es cota inferior de A en X
y si d � x, para toda cota inferior d de A en X. Notaci�on: inf A

Observaciones: (a) En el caso particular en que A es vac��o, todo x 2 X es tanto cota superior
como cota inferior de A, ya que en tal caso a 2 A) a � x � a;8x 2 X.
(b) Por la condici�on de antisimetr��a en un copo, cuando A posee supremo e ��n�mo, �estos son

�unicos.
(c) Si adem�as el copo es una ret��cula, entonces para cualesquiera x1; x2 2 X se tiene

sup fx1; x2g = x1 _ x2 e inf fx1; x2g = x1 ^ x2

De�nici�on. Se dice que una ret��cula (X;�) es una ret��cula completa cuando todo subconjunto de
X posee ��n�mo y supremo en X.
En una ret��cula completa los elementos sup? e inf? reciben los nombres de cero y uno, respec-

tivamente; (0 es el primer elemento de X, seg�un �, y 1 el �ultimo).
Ejemplo de ret��cula completa: Para cualquier conjunto X consideremos su conjunto potencia
Pot (X). Claro es que ( Pot (X) ;�) es un copo. Y si A es un subconjunto arbitrario de elementos
de Pot(X), entonces A es una familia (Xi)I de subconjuntos de X; luego

supA = [
i2I

Xi e inf A = \
i2I

Xi

Por lo tanto, ( Pot (X) ;�) es una ret��cula completa.
Las ret��culas completas nos proporcionan otro ejemplo de ccce que denotaremos Clat.
(i) Clat [X] es la familia de �ordenes parciales que hacen de X una ret��cula completa.
(ii) Desde luego, los Clat-objetos son las ret��culas completas.
(iii) Para cualesquiera dos Clat-objetos A = (X;�) y B = (Y;�), de�nimos

homClat (A;B) =

(
f 2 Y X :

(
f (supU) = sup fU

f (inf U) = inf fU
8U � X

)
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Veamos que se satisfacen los axiomas de la composici�on y de la identidad.
(a) Sean,

A = (X;�) ; B = (Y;�) ; C = (Z;�)

ret��culas completas,
f 2 homClat (A;B) , g 2 homClat (B;C) y U � X

Entonces
gf (supU) = g (sup fU) = sup gfU

An�alogamente
gf (inf U) = inf gfU

Esto signi�ca que
gf 2 homClat (A;C)

(b) Por otra parte

1A supU = supU = sup (1AU)

1A inf U = inf U = inf (1AU)

) 1A 2 homClat (A;A) ]

Continuaremos la vez pr�oxima.

6.1 Isomor�smos en ccce

Mi�ercoles 20 de junio de 1990.

De�niciones. (a) Sea S cualquier ccce y sean A = (X;�) y B = (Y; �) dos S-objetos arbitrarios.
Un isomor�smo f : A! B es una funci�on biyectiva f : X ! Y tal que

f 2 homS (A;B) y f�1 2 homS (B;A)

(b) Cuando tal mor�smo f existe se dice que A y B son isomorfos, lo cual se signi�ca:

f : A �= B; A
f
�= B; A �= B:

Ejemplos: 1. En Top los isomor�smos son los homeomor�smos.
2. Una funci�on f entre dos copos (X;�) y (Y; �) es un isomor�smo si es biyectiva y

(x1; x2) 2 �, (fx1; fx2) 2 �

Observaci�on: Un S-mor�smo f : (X;�) ! (Y; �) en el que f : X ! Y es biyectiva, no necesari-
amente es un isomor�smo. V.gr.:
3. Sea

� = f(n1; n2) 2 N � N : n1 j n2g

y sea � el orden usual en N. Entonces

1N : (N; �) ! (N; �)
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es una biyecci�on mon�otona. Sin embargo,

1�1
N

= 1N : (N; �) ! (N; �)

no es mon�otona.
Proposici�on. En cualquier ccce la relaci�on �= es de equivalencia.
Demostraci�on. Sea S una ccce arbitraria y sean A;B y C S-objetos cualesquiera.
(�) Debido al axioma de identidad, 1A : A! A es un S-mor�smo que, por ser biyectivo y coincidir

con su inverso, es un isomor�smo; ) A �= A. Por lo tanto, �= es reexiva.
(��) Si f : A ! B es un isomor�smo, entonces f�1 : B ! A es un S-mor�smo biyectivo cuyo

inverso, f , tambi�en es un S-mor�smo; ) A �= B ) B �= A. Por lo tanto, �= es sim�etrica.

(� � �) Si A
f
! B y B

g
! C son isomor�smos, entonces, por el axioma de la composici�on,

gf 2 homS (A;C). Obviamente, gf y f�1g�1 son mutuamente inversas, y como f�1 y g�1 son
S-mor�smos, entonces (por el mismo axioma) f�1g�1 2 homS (C;A). Por lo tanto, gf tambi�en es
un isomor�smo y A �= C. Por lo tanto, �= es transitiva. ]

Junio 25 de 1990.

Veremos otro ejemplo de ccce que denotaremos mediante Met.
(i) Las Met-estructuras para un conjunto X son las m�etricas en X, o sea que

Met [X] =

8><>:� : X �X ! [0;1)

�������
� (x; y) = � (y; x)

� (x; y) = 0, x = y
� (x; y) + � (y; z) � � (x; z)

9>=>;
(ii) A los objetos (X;�) de Met se los llama espacios m�etricos.
(iii) Si A = (X;�) y B = (Y; �) son espacios m�etricos, entonces

homMet (A;B) =
n
f 2 Y X : � (fx1; fx2) � � (x1; x2)

o
A estas funciones se las llama contracciones.
Veri�quemos los axiomas de ccce.
(a) Sean A = (X;�) ; B = (Y; �) ; C = (Z; ) espacios m�etricos cualesquiera y supongamos que

f 2 homMet (A;B) y g 2 homMet (B;C)

Sean x1; x2 2 X arbitrarios; como f y g son contracciones tenemos:

 (gfx1; gfx2) � � (fx1; fx2) � � (x1; x2)

Por lo tanto, tambi�en gf es una contracci�on, i.e.

gf 2 homMet (A;C)

y se satisface el axioma de la composici�on.
(b) Obviamente

� (1Xx1; 1Xx2) � � (x1; x2)

) 1A 2 homMet (A;A)

por lo que tambi�en se satisface el axioma de la identidad. ]
Veamos c�omo son los isomor�smos en Met.
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Si f : (X;�) ! (Y; �) es un isomor�smo entre espacios m�etricos, entonces f es una contracci�on
biyectiva cuya funci�on inversa tambi�en es una contracci�on. Por lo tanto, para cualesquier x1; x2 2 X
tenemos

�
�
f�1fx1; f

�1fx2
�
� � (fx1; fx2) � � (x1; x2)

i.e. � (x1; x2) = � (fx1; fx2)

lo que signi�ca que f conserva la distancia. Las contracciones con esta caracter��stica reciben el
nombre de isometr��as.
Continuaremos la vez pr�oxima.

Mi�ercoles 27 de junio de 1990.

De�nici�on. Una ccce S es transportable si para todo S-objeto (X;�) y cualquier biyecci�on
f : X ! Y existe una �unica S-estructura � 2 S [Y ] tal que f : (X;�)! (Y; �) es un isomor�smo.

Ejemplos: 1. Top es transportable.
Sea (X;�) cualquier espacio topol�ogico y f : X ! Y una funci�on biyectiva. Si

� = ffU : U 2 �g

entonces
Y = fX;? = f? 2 �;

si (fU�)� es una familia arbitraria de elementos de �, entonces

[
�2�

fU� = f [
�2�

U� 2 �, porque [
�2�

U� 2 �

y como f es biyectiva, si � es �nito tenemos

\
�2�

fU� = f \
�2�

U� 2 �, pues \
�2�

U� 2 �

Por lo tanto, � es una topolog��a para Y seg�un la cual f es continua, pues

f�1fU = U 2 �;8fU 2 �

Tambi�en es abierta (por de�nici�on de �). Luego, f es un homeomor�smo. Y si �0 es otra topolog��a
para Y que hace de f un homeomor�smo, entonces

(Y; �)
f�1

! (X;�) y (X;�)
f
!
�
Y; �0

�
son homeomor�smos y

ff�1 = 1Y : (Y; �) �=
�
Y; �0

�
) �0 = �

]

2. Gra es transportable.
Dados un Gra-objeto (X;�) y una funci�on biyectiva f : X ! Y , hacemos

� = f(fx1; fx2) : (x1; x2) 2 �g

Entonces, � � Y � Y y f : (X;�) ! (Y; �) resulta claramente compatible. Adem�as, tambi�en
f�1 : (Y; �)! (X;�) es compatible porque

(fx1; fx2) 2 � )
�
f�1fx1; f

�1fx2
�
= (x1; x2) 2 �
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Y si �0 es otra relaci�on binaria en Y que hace de f un isomor�smo, entonces son compatibles

(Y; �)
f�1

! (X;�) ; (X;�)
f
!
�
Y; �0

�
y

�
Y; �0

� f�1

! (X;�) ; (X;�)
f
! (Y; �)

Por lo tanto, tambi�en los son

(Y; �)
1Y!
�
Y; �0

�
y

�
Y; �0

� 1Y! (Y; �)

de lo cual resulta que �0 = �. ]
3. Pos tambi�en es transportable. Por tratarse de una subccce de Gra, los argumentos son an�alogos

a los anteriores.
Ahora veamos un ejemplo de una ccce que no es transportable.
4. Mediante Mtc denotaremos a la ccce de los espacios m�etricos y las funciones continuas.
(i)

Mtc [X] = f� : X �X ! R j � es m�etrica para Xg

(ii) Los Mtc-objetos son los espacios m�etricos.
(iii) Sea � 2Mtc [X] y sea � (�) la topolog��a inducida por � en X, es decir, aqu�ella que tiene por

base a la familia de discos abiertos. As��, para espacios m�etricos A = (X;�) y B = (Y; �) de�nimos

homMtc (A;B) = ff : (X; � (�))! (Y; � (�)) j f es continuag

Como se sabe por los cursos elementales de an�alisis y topolog��a, la identidad de cualquier Mtc-
objeto, as�� como la composici�on de Mtc-mor�smos, tambi�en son Mtc-mor�smos. Por lo tanto, son
v�alidos los axiomas de composici�on e identidad. Veamos que Mtc no es transportable.
Sea X un conjunto y sean �1 y �2 dos m�etricas diferentes que le induzcan la misma topolog��a,

(v.gr. �2 = 2�1). Tomemos Y = X y f : X ! Y como f = 1X ; entonces no es �unica la Mtc-
estructura para Y que hace de f un isomor�smo, pues, por el axioma de identidad

1X : (X;�1)! (X;�1)

lo es, pero, por construcci�on, tambi�en lo es

1X : (X;�1)! (X;�2)

Por lo tanto, Mtc no es transportable. ]
Continuaremos la vez pr�oxima.

Lunes 2 de julio de 1990.

Ejercicio: 2. Probar que todo mor�smo f : (X;�)! (Y; �) en Met es una funci�on continua

f : (X; � (�))! (Y; � (�))

6.2 Fibras en ccce

De�nici�on. Sea S una ccce arbitraria y X cualquier conjunto. Sean �; � 2 S [X]; se dice que � es

m�as �na que �, o bien , que � es m�as �aspera que � si

1X : (X;�)! (X;�)
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es un S-mor�smo. Tal situaci�on la denotaremos escribiendo � �S �.
Ejemplos: 1. Debido al axioma de identidad, cualquier S-estructura de cualquier ccce S es m�as

�na y m�as �aspera que s�� misma.
2. En Gra, � es m�as �na que � si, y s�olo si, � � �.
En efecto, 1X : (X;�)! (X;�) es un mor�smo en Gra si, y s�olo si,

(x1; x2) 2 �) (1Xx1; 1Xx2) 2 �

lo que signi�ca lo mismo que � � �.
3. En Top, � es m�as �na que � si, y s�olo si, � � �.
En efecto, 1X : (X;�)! (X;�) es un mor�smo en Top si, y s�olo si,

1�1X U = U 2 �;8U 2 �

lo cual implica que � � �.
4. En Pos, � � � , � � �.
Dado que Pos es subccce plena de Gra se tiene:n

(X;�)
1X! (X;�)

o
� homPos ,

n
(X;�)

1X! (X;�)
o
� homGra , � � �

5. Es la plenitud de Pos en Gra la que permite garantizar el resultado anterior. Podr��a pensarse
que la �neza o aspereza entre las S-estructuras que �guren en cualquier subccce T de S es la misma
que en S, pero esto es falso. Pi�ensese, por ejemplo, en Lat, que es subccce de Pos, pero no plena.
Ya sabemos que en Pos el orden parcial para N

� = f(n1; n2) 2 N � N : n1 j n2g

es m�as �no que el orden usual �; pero esto deja de ser cierto si pensamos a � y � como estructuras
reticulares, pues sabemos tambi�en que

1N : (N; �) ! (N; �)

no es un homomor�smo reticular.
De�nici�on. Sea S cualquier ccce transportable. Se dice que S tiene �bras peque~nas si para

cada X 2 Set la clase S [X] es un conjunto.
N�otese que para de�nir este concepto no se requiere que S sea transportable. Ya veremos, sin

embargo, que es en este caso cuando tiene sentido la de�nici�on.
Proposici�on. Si S tiene �bras peque~nas, entonces (S [X] ;�S) es un copo.
Demostraci�on. Sean �; �;  2 S [X]. Entonces
(�) Por el axioma de la identidad tenemos � �S �; por lo tanto, �S es reexiva.
(��) Si

� �S � y � �S 

entonces podemos aplicar el axioma de la composici�on a los mor�smos

(X;�)
1X! (X;�)

1X! (X; )

para obtener � �S . Por lo tanto, �S es transitiva.
(� � �) Supongamos que adem�as de � �S � se tiene � �S �. Entonces

(X;�)
1X! (X;�) y (X;�)

1X! (X;�)
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son isomor�smos, pues 1X : X ! X es biyectiva y cada desigualdad de la hip�otesis indica que la
1X correspondiente es un S-mor�smo. Por consiguiente se tienen los S-mor�smos

(X;�)
1X! (X;�) y (X;�)

1X�1X�! (X;�)

Como S es transportable debemos tener � = �. Por lo tanto, �S es antisim�etrica.
Esto prueba que �S es un orden parcial en S [X], que es un conjunto por ser S de �bras peque~nas.

Luego, (S [X] ;�S) es un copo. ]

Verano de 1990. 4

De�niciones. a) Cuando dos puntos cualesquiera de un copo son incomparables se dice que tal
copo est�a discretamente ordenado. (Tambien suele decirse que el copo en cuesti�on forma una
anticadena.)
Sea S una ccce de �bras peque~nas;
b) Cuando (S [X] ;�S) est�a discretamente ordenado, se dice que S est�a discretamente �brada.
c) Cuando (S [X] ;�S) es una ret��cula completa, se dice que S est�a completamente �brada.
Observaci�on. Se de�ni�o una ret��cula completa como un copo dentro del cual todo subconjunto

posee ��n�mo y supremo. Sin embargo, basta con que el conjunto sea superable, esto es, que cada
subconjunto suyo tenga un supremo dentro del copo.
En efecto, suponiendo que tal es el caso para el copo (X;�), sea A cualquier subconjunto de X

y sea I el conjunto de las cotas inferiores de A. De acuerdo con la hip�otesis, I tiene un supremo
s 2 X. Entonces, s � a;8a 2 A, porque cada a 2 A es cota superior de I. Pero entonces s es una
cota inferior de A, y es la m�as grande porque si c es cualquiera otra, entonces c 2 I y, por lo tanto,
c � s. Por lo tanto, s = inf A; por lo tanto, (X;�) es ret��cula completa. ]
Continuaremos la vez pr�oxima.

Lunes 9 de julio de 1990.

Ejemplos de ccce completamente �bradas.

1. Top
En efecto, Top es de �bras peque~nas porque

Top [X] � Pot (Pot (X)) 2 Set, 8X 2 Set

Dada la observaci�on anterior, s�olo resta probar que (Top [X] ;�Top) es superable. Sea T � Top [X]
arbitrario y sea � = \T ; entonces

1X : (X;�)! (X;�) , con � 2 T

es continua porque � � �; o sea que

� �Top �;8� 2 T

lo cual signi�ca que � es una cota superior de T . Y si  es cualquier cota superior de T , entonces

� �Top ;8� 2 T i.e.  � �;8� 2 T

)  � � ; ) � �Top  ; ) � = supT

4<Me gustaban tus veranos, oh mundo!
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Esto prueba que (Top [X] ;�Top ) es una ret��cula completa. Por lo tanto, Top est�a completamente
�brada. ]
2. Gra
En vista de la de�nici�on de una Gra-estructura tenemos que

Gra [X] = Pot (X �X) 2 Set;8X 2 Set

Por lo tanto, Gra es de �bras peque~nas. Por otra parte, sabemos que

� �Gra � , � � �;8�; � 2 Gra [X]

) (Gra [X] ;�Gra ) = (Pot (X �X) ;�)

Pero bajo la contenci�on cualquier potencia es una ret��cula completa. Por consiguiente, Gra est�a
completamente �brada. ]
A continuaci�on mostraremos que Pos no est�a completamente �brada, lo cual resulta curioso

debido a que se trata de una subccce plena de Gra y Gra, como acabamos de ver, s�� lo est�a.
Sea X un conjunto con dos o m�as elementos, sea

� (X) = f(x; x) : x 2 Xg

y sean x1 y x2 dos elementos distintos de X. Ahora hagamos

� = �(X) [ f(x1; x2)g y �0 = �(X) [ f(x2; x1)g

Entonces, �; �0 2 Pos [X] pero f�; �0g no tiene supremo en (Pos [X] ;�Pos) porque no est�a acotado
superiormente. En efecto, si � 2 Pos [X] fuese una cota superior de f�; �0g, entonces

�; �0 � � ; ) (x1; x2) ; (x2; x1) 2 � ; ) x1 = x2 r
�

Por lo tanto, (Pos [X] ;�Pos) no es una ret��cula completa y, por consiguiente, Pos no est�a comple-
tamente �brada. ]
Notemos de paso que Pos tampoco est�a discretamente �brada. En efecto, si X es como antes

(#X > 1), entonces
1X : (X;�(X))! (X;�)

es un mor�smo para todo orden parcial � en X, o sea que � (X) es siempre comparable con
cualquier otro orden parcial en X;

( � (X) �Pos �;8� 2 Pos [X] )

Por lo tanto, (Pos [X] ;�Pos ) no est�a discretamente ordenado ni Pos discretamente �brada. ]
Ejercicio. 3. Probar que Lat est�a discretamente �brada.
Continuaremos la vez pr�oxima.

Mi�ercoles 11 de julio de 1990.

Veamos otro ejemplo de ccce.

Sus objetos son parejas

�
X;

�
en las que X es un conjunto y es una cerradura, i.e.

: Pot (X)! Pot (X)
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es una funci�on tal que:

(�) A � A ( es is�otona)

(��) A = A ( es idempotente)

(� � �) A [B = A [B ( es aditiva)5

Por su parecido con Top la denotaremos como Top0.
En cuanto a sus mor�smos,

f :

�
X;

�
!

�
Y;

0
�

sun funciones f 2 Y X tales que

f
�
A
�
� f (A)

0

es decir, son las funciones continuas f : (X;�) ! (Y; �) en las que � y � son las topolog��as corre-

spondientes a y
0

, respectivamente. En consecuencia, se satisfacen los axiomas de composici�on
e identidad. Por lo tanto, Top0 es una ccce.
Para cada X 2 Set, sea

IX : Top [X]! Top0 [X]

la funci�on siguiente: IX (�) es la cerradura en X determinada por �. Se sabe que IX es biyectiva6.
Adem�as, si � 2 Top [X] y f 2 Y X , entonces f : (X;�) ! (Y; �) es un mor�smo en Top si, y s�olo
si, f : (X; IX (�))! (Y; IX (�)) es un mor�smo en Top0.7

6.3 ccce isomorfas

De�nici�on. Sean S y T dos ccce cualesquiera. Diremos que S y T son concretamente isomorfas

si para cada X 2 Set existe una \biyecci�on natural"

IX : S [X]! T [X] ;

o sea que si f : X ! Y es una funci�on cualquiera, entonces�
(X;�)

f
! (Y; �)

�
� homS ,

�
(X; IX (�))

f
! (Y; IY (�))

�
� homT

Ejemplo: Top y Top0 son concretamente isomorfas.
Continuaremos la vez pr�oxima.

Lunes 16 de julio de 1990.

Veremos otro par de ccce que son isomorfas. A la primera de ellas la denotaremos mediante Pros.
Def. Pros es la subccce plena de Gra cuyos objetos son los conjuntos preordenados (i.e. aqu�ellos

en que est�a de�nida una relaci�on binaria que es reexiva y transitiva)8 y cuyos mor�smos son las
funciones mon�otonas.

Pos � Pros � Gra

5(Nota del Autor) Hay que averiguar si es necesario o no agregar: (::) ? = ?.
6(N. del A.) Esto es debido a que la cerradura es un concepto b�asico en topolog��a, pero hay que considerar (::).

Ad�amek no lo toma en cuenta.
7Es otro modo de decir: f es continua ssi f

�
A
�
� f (A).

8>Podr��amos llamarlos \copros"?
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El otro ejemplo lo denotaremos como CDTop.
De�nici�on. Un espacio topol�ogico es casi discreto si intersecciones arbitrarias de conjuntos

abiertos son conjuntos abiertos.9

Def. CDTop es la subccce plena de Top cuyos objetos son los espacios casi discretos. (Sus mor-
�smos, debido a la plenitud, son todas las funciones continuas de�nibles entre estos espacios.)
Teorema. Pros es concretamente isomorfa a CDTop.
Demostraci�on. Sea (X;�) cualquier conjunto preordenado; de�nimos

e� = fU � X : x1 � x2 y x2 2 U ) x1 2 Ug

Entonces e� es una topolog��a casi discreta para X.10 En efecto, para cualquier (Ui)I � e� tenemos
que:
(i) Si U = [

i2I
Ui, y se tienen x1 � x2, con x2 2 U , entonces x2 2 Ui, para alguna i 2 I; por lo

tanto, para ese mismo i, x1 2 Ui; en consecuencia, x1 2 U . Por lo tanto, U 2 e�; por lo tanto e� est�a
cerrada bajo la formaci�on de uniones arbitrarias.
(ii) Si U = \

i2I
Ui, y se tienen x1 � x2, con x2 2 U , entonces x2 2 Ui,8i 2 I; por lo tanto,

x1 2 Ui;8i 2 I; en consecuencia, x1 2 U . Por lo tanto, U 2 e�; por lo tanto e� est�a cerrada bajo la
formaci�on de intersecciones arbitrarias.
Por consiguiente, podemos de�nir una funci�on que asocie un objeto (X; e�) de CDTop a cada

Pros-objeto (X;�). Veamos que esta funci�on es biyectiva.
Para (X; �) 2 CDTop de�nimos

x1 �� x2 , x2 2 U 2 � ) x1 2 U

Entonces, �� es un preorden en X. En efecto,
(1) Que x �� x;8x 2 X, es obvio.
(2) Si x1 �� x2; x2 �� x3 y x3 2 U , entonces x2 2 U . Luego, x1 2 U ; por lo tanto, x1 � x3.
Ahora pensemos en la funci�on que asocia a cada CDTop-objeto (X; �) el Pros-objeto (X;�� )

y veamos que se trata de la inversa de la funci�on que de�nimos antes. Para ello pensemos en las
composiciones

� 7! e� 7! �e�
y

� 7! �� 7! e�
Con relaci�on a la primera hay que probar que

x1 � x2 , x1 �e� x2
()) De acuerdo con la de�nici�on de e�, si

x1 � x2 y x2 2 U 2 e�
entonces x1 2 U , o sea que

x2 2 U 2 e�) x1 2 U

9En el curso anterior ya hab��amos tratado este concepto pero con otro nombre; en efecto, estos espocios casi
discretos coinciden con los espacios �nitamente generados, (los cuales, por cierto, constituyen una subcategor��a bi-
correexiva de Top).

10(N. del A.) A la topolog��a e� para ret��culas completas se la llama topolog��a de Scott. Est�a relacionada con la
teor��a de ret��culas continuas y tiene aplicaciones en la teor��a de la computaci�on. Su aparici�on data de hace m�as o
menos 20 a~nos.



6.3. ccce isomorfas 47

lo cual signi�ca precisamente x1 �e� x2.
(() Sea

U = fx 2 X : x � x2g

Entonces U 2 e� y x2 2 U ; luego, x1 2 U , pues por hip�otesis

x2 2 U 2 e�) x1 2 U

Por lo tanto, x1 � x2.
Tambi�en es cierto que al considerar la composici�on

� 7! �� 7! f�
obtenemos � = e�. Veamos c�omo es esto.
(�) Sea V 2 � , y supongamos que x1; x2 2 X son tales que

x1 �� x2 y x2 2 V
11

Sabemos que
x1 �� x2 , x2 2 U 2 � ) x1 2 U

Por consiguiente, x1 2 V ;

) V 2 fU � X : x1 �� x2 y x2 2 U ) x1 2 Ug = e�
(�) Sea U 2 e�; veremos que todo elemento de U contiene una vecindad abierta seg�un � . En

efecto, para cualquier x2 2 U , sea
V =

\
x22W2�

W

Como � es casi discreta, V 2 � ; o sea que V es una vecindad abierta de x2 seg�un � . Finalmente,
observemos que para todo x1 2 V es v�alida la implicaci�on

x2 2W 2 � ) x1 2W

que, por de�nici�on, signi�ca x1 �� x2. Como adem�as x2 2 U y

U 2 e� = fU � X : x1 �� x2 y x2 2 U ) x1 2 Ug

entonces x1 2 U . Por lo tanto, V � U ; por lo tanto, U 2 � .

Julio 23 de 1990.

Con relaci�on al teorema que nos ocupa hasta ahora hemos probado que, para cada X 2 Set,
podemos establecer una correspondencia biun��voca

IX : Pros [X]! CDTop [X]

de la cual falta veri�car la naturalidad. Para ello nos valdremos de lo siguiente:
Sea (X;�) 2 Pros arbitrario. Para x 2 X de�nimos

" x = fy 2 X : x � yg

Aseguramos que
" x = fxg seg�un e� (= IX (�)) :
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Para probar esto primero veremos que " x es un conjunto cerrado seg�un e�. Sea U = X� " x y
supongamos que y 2 U ; si x1 � y, entonces x1 =2" x, pues de lo contrario y 2" x, lo que es falso.
Luego, x1 2 U ; y como y fue arbitrariamente escogido en U , entonces

U 2 fU � X : x1 � x2 y x2 2 U ) x1 2 Ug = e�
Por lo tanto, X � U =" x es cerrado en X seg�un e�.
Por otro lado, si y 2" x y V es una vecindad abierta de y seg�un e�, entonces x 2 V porque

x � y, y 2 V y V 2 e�;
) fxg \ V 6= ?;8V 2 N �y ;

) y 2 fxg;8y 2" x; i.e. " x � fxg

La contenci�on en sentido contrario tambi�en vale, pues " x es cerrado y x 2" x. Por lo tanto es
cierto que " x = fxg.
Para veri�car la naturalidad de IX hay que probar que para toda f 2 Y X

f : (X;�)! (Y; �) 2 homPros , f : (X; IX (�))! (Y; IY (�)) es continua

()) Supongamos que f : (X;�)! (Y; �) es mon�otona y tomemos V 2 IY (�) arbitrario. Si

(x1; x2) 2 � y x2 2 f
�1V

entonces
(fx1; fx2) 2 � y fx2 2 V

porque f es mon�otona. En consecuencia, fx1 2 V , i.e. x1 2 f�1V . Por lo tanto, f�1V 2 IX (�), lo
que signi�ca que f es continua.
(() Supongamos que f : (X; IX (�)) ! (Y; IX (�)) es continua y sean x1; x2 2 X tales que

(x1; x2) 2 �. Debido a la continuidad de f tenemos

ffxg � f fxg i.e. f (" x) =" fx

Como x1 � x2, [(x1; x2) 2 �], tenemos " x2 �" x1; en consecuencia

f (" x2) � f (" x1) �" fx1

) fx2 2" fx1 i.e. (fx1; fx2) 2 �

lo que signi�ca que f resulta mon�otona, como se quer��a demostrar.<]!
Continuaremos la vez pr�oxima.

Mi�ercoles 25 de julio de 1990.

Ejercicio: 4. Con relaci�on al isomor�smo natural

IX : Pros [X]! CDTop [X]

probar que
(X;�) 2 Pos, IX (�) 2 T0

De�nici�on. Sea S una ccce arbitraria. Para �; � 2 S [X] diremos que � es equivalente a �
(� � �) si � �S � y � �S �; i.e. si 1X : (X;�)! (X;�) es un S-isomor�smo.
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Es claro que para cada X 2 Set, � es una relaci�on de equivalencia en S [X].
Proposici�on. Si S es transportable, entonces

� � � ) � = �

Demostraci�on. Supongamos � � �; entonces tenemos el S-isomor�smo 1X : (X;�) ! (X;�).
Por otro lado, debido a la transportabilidad de S, tenemos que la �unica S-estructura para X que
hace de 1X : (X;�)! X un S-mor�smo es �. Por lo tanto, � = �. ]
Ejercicio: 5. Probar que en Mtc

� � � , � (�) = � (�)

De�nici�on. Se dice que una ccce S es m�ultiplemente transportable si dada � 2 S [X] y una
biyecci�on f 2 Y X existe � 2 S [Y ] (no necesariamente �unica) tal que f : (X;�) ! (Y; �) es un
S-isomor�smo.

Ejemplo: Del ejercicio anterior resulta que Mtc es m�ultiplemente transportable.
El concepto de ccce isomorfas se ampl��a debido a la de�nici�on anterior:
De�nici�on. Sean S y T dos ccce arbitrarias. Se dice que S es casi isomorfa a T si para cada

X 2 Set existe una funci�on
IX : S [X]! T [X]

que es natural, i.e. 8f 2 Y X

f 2 homS [(X;�) ; (Y; �)], f 2 homT [(X; IX (�)) ; (Y; IY (�))]

y casi biyectiva, o sea
(i) IX es casi inyectiva, i.e. para �1; �2 2 S [X],

IX (�1) = IX (�2)) �1 � �2

(ii) IX es casi suprayectiva, i.e. si � 2 T [X], entonces existe � 2 S [X] tal que IX (�) � �.
Proposici�on. Toda ccce m�ultiplemente transportable contiene una subccce que es plena, trans-

portable y casi isomorfa a ella.
Demostraci�on. Sea S qualquier ccce m�ultiplemente transportable y consideremos, para cada

X 2 Set, la relaci�on de equivalencia � en S [X]. Sea T [X] una colecci�on de representantes de las
clases de�nidas por � en S [X], de manera que en T [X] haya un representante de cada clase, y
solamente uno. Procediendo as�� damos lugar a una colecci�on de objetos (X;�), con � 2 T [X], y de
mor�smos que son necesariamente todos los S-mor�smos de�nibles entre estos objetos. O sea que
obtenemos una subccce plena T de S.
Ahora de�namos, para cada X 2 Set, IX : S [X] ! T [X] como la aplicaci�on can�onica que

asocia a cada � 2 S [X] la �unica estructura � 2 T [X] tal que � � �. Claramente se satisfacen las
condiciones (i) y (ii) de la de�nici�on anterior. Adem�as, si f : (X;�) ! (Y; �) es un S-mor�smo
arbitrario, entonces f : (X; IX (�))! (Y; IY (�)) es un T -mor�smo porque la composici�on

f : (X; IX (�))
1X! (X;�)

f
! (Y; �)

1Y! (Y; IY (�))

es un S-mor�smo. Y an�alogamente, si f : (X; IX (�))! (Y; IY (�)) es un T -mor�smo, entonces es
un S-mor�smo y la composici�on

f : (X;�)
1X! (X; IX (�))

f
! (Y; IY (�))

1X! (Y; �)
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tambi�en lo es. Esto prueba que S y T son casi isomorfos.
Veamos, para �nalizar, que T es transportable. Sea (X;�) un T -objeto arbitrario y f : X ! Y

una biyecci�on cualquiera. Como S es m�ultiplemente transportable, existe �0 2 S [Y ] tal que f :
(X;�) ! (Y; �0) es un S-isomor�smo. Sea � la �unica estructura en T [Y ] tal que �0 � �. Entonces
f : (X;�)! (Y; �) es un T -isomor�smo, pues es la composici�on

(X;�)
f
!
�
Y; �0

� 1Y! (Y; �)

que es un S-mor�smo entre objetos de T . Esto prueba que T es transportable y la proposici�on
queda demostrada. ]

Agosto 20 de 1990.

De�nici�on. Sea S una ccce arbitraria. Un esqueleto de S es una colecci�on15 S0 de S-objetos
y S-mor�smos que satisface las condiciones siguientes:
(i) Para cualquier S-objeto (X;�) existe exactamente un objeto (X 0; �0) en S0 que es isomorfo

a (X;�).
(ii) Si (X 0; �0) y (Y 0; �0) son miembros de S0, entonces

homS0
��
X 0; �0

�
;
�
Y 0; �0

��
= homS

��
X 0; �0

�
;
�
Y 0; �0

��
Ejemplos: 1. Sea S =Top. Para cualquier n�umero cardinal c (�nito �o in�nito) sea Xc el conjunto

tal que #Xc = c. Consideremos la familia de espacios topol�ogicos

f(Xc; �i) : �i 2 Top [Xc]g

en la que

i 6= j ) @h 2 XXc
c biyectiva :3:

(
h 2 homTop ((Xc; �i) ; (Xc; �j)) y

h�1 2 homTop ((Xc; �j) ; (Xc; �i))

Si d es otro n�umero cardinal, sea

homS0 ((Xc; �) ; (Xd; �)) = homTop ((Xc; �) ; (Xd; �))

Entonces la colecci�on de espacios topol�ogicos (Xc; �) y de mor�smos homS0 es un esqueleto de Top.
En efecto,
(i) Si (X; �) es un espacio topol�ogico y #X = c, entonces existe una biyecci�on h 2 XX

c . Sea
�i = h (�); entonces h : (X; �) ! (Xc; �i) es un isomor�smo en Top. Y si (X 0; � 0) fuese otro
miembro de S0 isomorfo a (X; �), entonces X 0 = Xc y � 0 = �i.
(ii) Seg�un lo hemos construido, claramente se satisface esta segunda condici�on.

Agosto 22 de 1990.

2. Sea S =Pos. Para cada n�umero cardinal c seaXc como antes. Para la construcci�on del esqueleto
de�namos el conjunto

Fc = f(Xc; �) : � 2 Pos [Xc]g ;

15(N. del A.) Hacemos uso de la palabra \colecci�on" porque no todo esqueleto es una ccce. Ad�amek comete el error
de a�rmar lo contrario.
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consider�emoslo con la relaci�on de isomorf��a �= y elijamos un elemento (solamente uno) en cada clase
de equivalencia. As��, S0 quedar�a formado por los copos elegidos en Fc, para cada n�umero cardinal
c. En cuanto a los mor�smos, procedemos directamente haciendo

homS0 ((Xc; �) ; (Xd; �)) = homPos ((Xc; �) ; (Xd; �))

(i) Sea (X;�) un copo arbitrario; si #X = c, entonces existe una biyecci�on h 2 XX
c . Trans-

portando mediante h el orden parcial � de X en Xc se obtiene (Xc; �
0) 2 Fc y h : (X;�)! (Xc; �

0)
es un Pos-isomor�smo. Sea (Xc; �) el representante elegido en la clase de Fc a la que pertenece
(Xc; �

0); entonces hay un isomor�smo k : (Xc; �
0)! (Xc; �); por lo tanto, kh : (X;�)! (Xc; �) es

un isomor�smo y (Xc; �) 2 S0.
(ii) Por construcci�on, esta condici�on tambi�en se satisface.
Teorema. Toda ccce posee un esqueleto.
Demostraci�on. Sea S una ccce arbitraria. Para cada n�umero cardinal c de�nimos

Fc = f(Xc; �) : � 2 S [Xc]g ;

consideramos la relaci�on de isomorf��a �= en Fc y las clases de equivalencia correspondientes. Ahora
S0 se construye del siguiente modo:
(i) Los S-objetos en S0 forman una clase de representantes de las clases de equivalencia de Fc

seg�un �=, para cada n�umero cardinal c.
(ii) Los S-mor�smos en S0 los construimos directamente mediante

homS0 (A0; B0) = homS (A0; B0)

Es claro que S0 es un esqueleto. ]
Teorema. Sea S cualquier ccce; si S0 y S 00 son esqueletos de S, entonces existe una biyecci�on

I : S0 ! S
0
0

tal que:
(�) Para cada S-objeto A0 2 S0

IA0
�= A0 e I1A0

= 1IA0

(��) Si
f 2 homS0 (A0; B0) y g 2 homS0 (B0; C0)

entonces
If 2 homS0

0
(IA0; IB0) , Ig 2 homS0

0
(IB0; IC0)

e

I (gf) = Ig � If

Demostraci�on. Sea A0 cualquier S0-objeto; por ser S 00 un esqueleto existe un S 00-objeto �unico,
A00, tal que A

0
0
�= A0. De este modo, de�nimos IA0 = A00, para los objetos; y si f 2 homS0 (A0; B0),

entonces de�nimos If = hB0
fh�1A0

, donde hA0
y hB0

son los S-isomor�smos del diagrama

A0
f
! B0

hA0
# �= �= # hB0

A00 9 9 K
If

B00
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(�) De acuerdo con esta de�nici�on tenemos IA0
�= A0. Si adem�as B0 = A0 y f = 1A0

, entonces

If = I1A0
= hA0

1A0
h�1A0

= hA0
h�1A0

= 1A0
0
= 1IA0

con lo que (�) queda demostrado.
(��) Si f y g son como arriba, tenemos

I (gf) = hC0
gfh�1A0

= hC0
gh�1B0

hB0
fh�1A0

= Ig � If

con lo que el teorema queda demostrado. ]

Agosto 27 de 1990.

De�nici�on. Sean S0 y T0 esqueletos de S y T , respectivamente. Entonces, S0 y T0 son concre-

tamente isomorfos si existe una biyecci�on

I : S0 ! T0

tal que:
(�) con cada miembro (Xc; �) de S0 ponga en correspondencia un T0-objeto (Yc; �) y una funci�on

biyectiva hc : Xc ! Yc de modo que
(��) siendo

f 2 homS0
�
(Xc; �) ;

�
Xd; �

0
��

exista un �unico mor�smo
g 2 homT0

�
(Yc; �) ;

�
Yd; �

0
��

que haga que conmute el diagrama

(Xc; �)
f
! (Xd; �

0)
hc # # hd
(Yc; �) 9 9 K

g
(Yd; �

0)

Nota. Cabe resaltar en esta de�nici�on que

I1A = 1IA , g = If e I (gf) = Ig � If

Ejemplo: Dos esqueletos cualesquiera de una ccce arbitraria siempre son concretamente isomorfos.
En efecto, del teorema anterior sabemos que si S0 y S 00 son esqueletos de S, entonces existe una

biyecci�on
I : S0 ! S

0
0

tal que:
(�) con cada S0-objeto A0 = (Xc; �) asocia un S 00-objeto IA0 = (Yc; �) y una biyecci�on hA0

= hc
[que de hecho es un isomor�smo en homS (A0; IA0)], y

(��) si f 2 homS0 (A0; B0), entonces el S 00-mor�smo g = hdfh
�1
c (con B0

hd�= IB0) hace conmutativo
el diagrama de arriba (y es de hecho If).
De�nici�on. Sean S y T dos ccce cualesquiera. Se dice que S es concretamente equivalente

a T si S y T poseen esqueletos concretamente isomorfos.
Observaci�on. Si S y T son concretamente isomorfos, entonces son concretamente equivalentes,

pero no rec��procamente.
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6.4 Subobjetos en ccce

Septiembre 3 de 1990.

Sean, (Y; �) cualquier espacio topol�ogico, X � Y , � la inclusi�on
�

X ,! Y y � 2 Top [X]. Por
los cursos de topolog��a sabemos que una condici�on necesaria y su�ciente para que (X; �) sea un
subespacio topol�ogico de (Y; �) es que � coincida con la topolog��a inicial correspondiente a � y �,
la cual est�a determinada por las dos condiciones siguientes:
(�) � : (X; �)! (Y; �) es continua.
(��) Si % 2 Top [Z] y g : Z ! X es una funci�on tal que �g : (Z; %) ! (Y; �) es continua, entonces

g : (Z; %)! (X; �) es continua.
A continuaci�on introduciremos un concepto del cual esto viene a ser un ejemplo.
De�nici�on. Sea S una ccce arbitraria y sean, (Y; �) cualquier S-objeto, X � Y , � la inclusi�on
�

X ,! Y y � 2 S [X]. Diremos que (X;�) es un subobjeto de (Y; �) si se satisfacen las condiciones
siguientes:
(�) � : (X;�)! (Y; �) es un S-mor�smo.
(��) Si  2 S [Z] y g : Z ! X es una funci�on tal que �g : (Z; ) ! (Y; �) es un S-mor�smo,

entonces g : (Z; )! (X;�) tambi�en es un S-mor�smo.
Nota: El subobjeto de (Y; �) cuyo conjunto subyacente es X no necesariamente es �unico, pero

puede considerarse �unico salvo isomor�smos. Existen ccce en las que la unicidad s�� ocurre total-
mente. Tambi�en puede ocurrir que el subconjunto X no determine subobjeto alguno16.
De�nici�on. Una ccce S es hereditaria si para todo S-objeto (Y; �) y cualquier X � Y existe

� 2 S [X] (al menos una) tal que (X;�) sea un subobjeto de (Y; �).
Ejemplo: Top es hereditaria, y notamos que se trata de un caso especial porque la Top-estructura

involucrada, que es la topolog��a inicial, es �unica. La extensi�on del concepto de topolog��a inicial es
el concepto de estructura inicial. Como en Top, puede demostrarse que en toda ccce en la que tal
estructura siempre existe, es �unica. Sin embargo, existen ccce que, a diferencia de Top, no siempre
poseen estructuras iniciales. De aqu�� que se d�e el nombre de topol�ogicas a aqu�ellas que siempre
tienen tales estructuras.

Viernes 7 de septiembre de 1990.

Ejemplo de subobjeto. Sean, (Y;�) un copo arbitrario, X � Y y �0 el orden parcial inducido
por � en X, i.e.

x1 �
0 x2 , x1 � x2;8x1; x2 2 X

Entonces (X;�0) es un subobjeto de (Y;�). En efecto
(�) Si x1 �0 x2, entonces

�x1 = x1 � x2 = �x2

lo cual signi�ca que � : (X;�0) ,! (Y;�) es mon�otona.
(��) Si (Z;�00) es un copo y g : Z ! X una funci�on tal que �g : (Z;�00) ! (Y;�) es mon�otona,

entonces para z1 �00 z2 se tiene
�gz1 � �gz2 ;

pero gz1; gz2 2 X; por lo tanto
�gz1 = gz1 �

0 gz2 = �gz2

16P��ensese, por ejemplo, en Vec, la ccce de los espacios vectoriales reales de dimensi�on �nita y transformaciones
lineales. En Vec no todo subconjunto de un espacio vectorial acepta, por as�� decirlo, la vestidura lineal de modo que
resultase subespacio del espacio en cuesti�on.
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Por lo tanto g es mon�otona. ]
A consecuencia del ejemplo anterior tenemos que tambi�en Pos es hereditaria.
Teorema. Sea S cualquier ccce transportable. Si B es un S-objeto dado y A un subobjeto de

B, entonces no existe otro subobjeto de B con el mismo conjunto subyacente de A.
Demostraci�on. Sean, (X;�) y (X;�0) dos subobjetos de (Y; �). Entonces,

� :
�
X;�0

�
,! (Y; �)

es un S-mor�smo, de acuerdo con (�) de la de�nici�on. Y como al componer � con la funci�on

1X : (X;�)!
�
X;�0

�
obtenemos

� = �1X : (X;�)! (Y; �)

que tambi�en es un S-mor�smo [porque (X;�) tambi�en es subobjeto de (Y; �)], entonces podemos
aplicar (��) de la de�nici�on y concluir que

1X : (X;�)!
�
X;�0

�
es un S-mor�smo. An�alogamente podemos demostrar que tambi�en

1X :
�
X;�0

�
! (X;�)

es un S-mor�smo. Por lo tanto, �0 � �, y como S es transportable, entonces �0 = �. ]
Ejercicio: 6. En Lat sean (X;�) y (Y; �) dos objetos arbitrarios. Si X � Y , probar que (X;�) es

subobjeto de (Y; �) si, y s�olo si, para cualesquiera x1; x2 2 X se tiene

x1 ^� x2 = x1 ^� x2 y x1 _� x2 = x1 _� x2

Antes de �nalizar la clase, consideremos nuevamente la ret��cula (N; �) en la que

� = f(n1; n2) 2 N � N : n1 j n2g

e ��n�mos y supremos se de�nen para cualesquier n1; n2 2 N mediante

n1 ^ n2 = m.c.d. (n1; n2) y n1 _ n2 = m.c.m. (n1; n2)

Sea 2N el conjunto de n�umeros pares y pens�emoslo dotado del orden parcial �0 que � le proporciona.
Como consecuencia del ejercicio anterior tenemos que (2N; �0) es una subret��cula de (N; �), pues
tanto el m�aximo com�un divisor como el m��nimo com�un m�ultiplo de cualesquiera dos n�umeros pares
tambi�en es par. En cambio, si mediante P denotamos al conjunto de n�umeros primos, el copo (P; �0)
no resulta subret��cula de (N; �) ya que para cualquier par de n�umeros primos p1 y p2 se tiene

p1 ^ p2 = 1 =2 P y p1 _ p2 = p1p2 =2 P

Obs�ervese que, de hecho, �0 en P da el orden discreto.
Continuaremos la vez pr�oxima.
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Lunes 10 de septiembre de 1990.

Ejercicio: 7. Sea S una ccce cualquiera y sea (Z; ) uno de sus objetos. Probar que:
(a) Si (X;�) es subobjeto de (Y; �) y (Y; �) es subobjeto de (Z; ), entonces (X;�) es subobjeto

de (Z; ).
(b) Si (X;�) y (Y; �) son subobjetos de (Z; ) y X � Y , entonces (X;�) es subobjeto de (Y; �).
Veamos m�as ejemplos de subobjetos en ccce.
1. Sea (X;�) un espacio m�etrico y sea Y � X; entonces

�0 = � j Y � Y : Y � Y ! [0;1)

es una m�etrica para Y con la que (Y; �0) resulta un subobjeto de (X;�) en Met, i.e. un subespacio
m�etrico.
En efecto;
(�) � : (Y; �0) ,! (X;�) es una contracci�on porque

� (�y1; �y2) = � (y1; y2) = �0 (y1; y2) ;8y1; y2

(��) Si (Z; ) 2Met y g : Z ! Y es tal que �g : (Z; )! (X;�) es una contracci�on, entonces

� (�gz1; �gz2) �  (z1; z2)

pero �gzi = � (gzi) = gzi 2 Y , i = 1; 2. Por lo tanto

� (�gz1; �gz2) = �0 (gz1; gz2)

) �0 (gz1; gz2) �  (z1; z2) , 8z1; z2 2 Z

Por lo tanto, tambi�en g : (Z; )! (Y; �0) es una contracci�on.
En consecuencia, tambi�en Met es hereditaria.
2. Mediante Topc2 denotaremos a la subccce plena de Top formada por espacios compactos de

Hausdor� y funciones continuas. Vamos a mostrar que los subobjetos de un (X;�) 2 Topc2
son precisamente los subconjuntos cerrados de X con la topolog��a inducida.
En efecto, si Y � X es cerrado en (X;�), entonces (Y; � j Y ) es compacto y de Hausdor� porque

los subconjuntos cerrados de un espacio compacto son compactos y porque el ser de Hausdor� es
una propiedad que hereda cualquier subobjeto de un Top-objeto que la tiene, como demostramos
en los cursos de topolog��a (con otra terminolog��a, claro).Adem�as:
(�) � : (Y; � j Y ) ,! (X;�) es continua ya que

��1U = U \ Y 2 � j Y; 8U 2 �

(��) Si (Z; ) 2 Topc2 y g : Z ! Y es tal que �g : (Z; )! (X;�) es continua, entonces

g�1 (U \ Y ) = g�1
�
��1U

�
= (�g)�1 U 2 ; 8U 2 �

lo cual signi�ca que tambi�en g : (Z; )! (Y; � j Y ) es continua. Por lo tanto, (Y; � j Y ) es subobjeto
de (X;�).
Rec��procamente, si (Y; � j Y ) es subobjeto de (X;�) 2 Topc2, entonces Y es cerrado en (X;�)

porque los subconjuntos compactos de un espacio de Hausdor� son cerrados.]
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Observaci�on. Para una ccce S arbitraria, si (Y; �) es subobjeto de (X;�), entonces � es la m�as
�aspera de todas las estructuras �i 2 S [Y ] tales que � : (Y; �i) ,! (X;�) es un S-mor�smo.
En efecto, si consideramos el diagrama

(X;�)
� � 1Y % 	 - �
(Y; �i) !

1Y
(Y; �)

y aplicamos la condici�on (��) de la de�nici�on de subobjeto, podemos asegurar que

1Y : (Y; �i) ! (Y; �)

es un S-mor�smo, lo cual implica que � es m�as �aspera que �i.
Ejercicio: 8. Sea S una ccce cualquiera. Probar que:
a) Todo S-objeto es subobjeto de s�� mismo.
b) Si (X;�) y (X;�0) son dos S-objetos, entonces (X;�0) es subobjeto de (X;�) si, y s�olo si,

1X : (X;�)!
�
X;�0

�
es un S-isomor�smo. (Sugerencia: Utilice la observaci�on anterior.)
De�nici�on. Sea S una ccce arbitraria. Se dice que S tiene intersecciones si para todo S-objeto

(X;�) y para cualesquiera subobjetos suyos (Yi; �i)I existe una S-estructura para \i2I
Yi con la cual

resulte subobjeto de (X;�).

Septiembre 12 de 1990.

Ejemplos de ccce con intersecciones y sin ellas:

1. Toda ccce hereditaria posee intersecciones.
2. Como los subobjetos de cualquier (X;�) 2 Topc2 son los subconjuntos cerrados de (X;�) y

como toda intersecci�on cerrada de �estos es cerrada en (X;�), tenemos que Topc2 tiene intersecciones.
3. Sea (Yi; �i)I una familia cualquiera de subret��culas de una ret��cula arbitraria (X;�) y sea

Y = \
i2I

Yi. Debido al resultado establecido en el ejercicio 6, dados cualesquiera y1; y2 2 Y tenemos

y1 ^� y2 , y1 _� y2 2 Yi, 8i 2 I

Por lo tanto, siendo � el orden inducido por � en Y y haciendo

y1 ^� y2 = y1 ^� y2 y y1 _� y2 = y1 _� y2

tenemos que (Y; �) es tambi�en una subret��cula de (X;�). Por lo tanto, Lat tiene intersecciones.
4. Mediante Topc denotaremos a la subccce plena de Top formada por espacios compactos y

funciones continuas. Veremos un ejemplo que muestra que Topc carece de intersecciones.
Sea X = N [ f11;12g y sea � la topolog��a para X de�nida por

U 2 �,

8><>:
X � U es �nito

o
U \ f11;12g = ;

Entonces, � 2 Topc [X]. En efecto, si A = (Ui)I es una cubierta abierta arbitraria de X, entonces
11 2 Ui0 , p.a. i0 2 I; luego, Ui0 \ f11;12g 6= ?, y como Ui0 2 �, entonces X � Ui0 es �nito
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y por lo tanto puede ser cubierto por un n�umero �nito de miembros de A. Estos miembros y Ui0
constituyen una subcubierta �nita para X, lo cual prueba que, efectivamente, (X;�) 2 Topc.
Vali�endonos de argumentos similares a �este podemos evidenciar que

Y1 = X � f11g y Y2 = X � f12g

son subconjuntos compactos de X. En consecuencia, los subespacios (Y1; �1) y (Y2; �2) de (X;�)
son subobjetos en Topc. Sin embargo, su intersecci�on

N = Y1 \ Y2

no puede mirarse como subobjeto de (X;�) en Topc ya que, de hecho, la topolog��a � inducida por
� en N es la topolog��a discreta:

Un = fng 2 � porque Un \ f11;12g = ?

de manera que
Un \ N = fng 2 �, 8n 2 N

Por consiguiente, si  fuese una topolog��a para N seg�un la cual (N; ) resultase Topc-subobjeto de
(X;�), entonces, por la continuidad de la inclusi�on

� : (N; ) ,! (X;�)

tenemos
fng = ��1Un 2 ; 8n 2 N

i.e.  = �. Pero (N; �) no es compacto porque de la cubierta abierta

ff1g ; f2g ; f3g ; :::g

es imposible extraer una subcubierta �nita. As�� pues, tal  no existe.]
Nota: Si (X;�) es un objeto de una ccce con intersecciones, entonces para cada subconjunto

A � X existe el m�as chico de los subobjetos (T; �) de (X;�) tal que A � Y : a saber, es la
intersecci�on de todos los subobjetos de (X;�) que contienen a A.
De�nici�on. Sean, S una ccce con intersecciones, (X;�) un S-objeto arbitrario y A � X. Si

(Yi; �i)I es la familia de subobjetos de (X;�) que contienen a A y � es una S-estructura que hace
de Y = \

i2I
Yi un subobjeto de (X;�), entonces se dice que (Y; �) est�a generado por A. Si Y = X,

hablaremos de A como del conjunto de generadores de (X;�). Diremos que (X;�) tiene n
generadores cuando exista un conjunto A de generadores de (X;�) cuyo n�umero cardinal sea n.
M�as adelante probaremos que el subobjeto generado por A es �unico, salvo isomor�smos.
Ejemplos: 1. En Top, para cualquier espacio topol�ogico (X; �) el subespacio generado por A es

(A; � j A).
2. En forma m�as general, el subobjeto de (X;�) generado por A � X en una ccce hereditaria es

(A;�0), donde �0 es la estructura que hace de A un subobjeto de (X;�).
Ejercicio: 9. Sea S una ccce tal que para todo S-objeto (X;�) y cualquier A � X, la familia de

subobjetos (Yi; �i)I de (X;�) que contienen a A tiene la propiedad de que Y = \
i2I

Yi posee una

estructura que la vuelve subobjeto de (X;�). Probar que S tiene intersecciones.
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Septiembre 14 de 1990.

M�as ejemplos de conjuntos generadores.

1. El intervalo [0; 1] con la topolog��a inducida por la usual de R es un Topc2-objeto con @0
generadores.
En efecto, si A = Q \ [0; 1] y Y � [0; 1] es un subobjeto que contiene a A, entonces Y es

cerrado en [0; 1] y por lo tanto A � Y ; pero A = [0; 1] porque Q es denso en [0; 1]. Por lo tanto, el
�unico subobjeto que contiene a A es el propio intervalo. Como adem�as, A es un conjunto in�nito
numerable, entonces el n�umero cardinal de A es @0 y esto explica lo a�rmado.
2. De un modo m�as general podemos asegurar que en Topc2 el subobjeto que A � X genera en

(X;�) es A.
En efecto, ya vimos que los subobjetos de cualquier (X;�) 2 Topc2 son precisamente los subcon-

juntos cerrados de (X;�); por consiguiente, hablar del subobjeto generado por un subconjunto A
cualquiera es hablar del m�as chico de los cerrados de (X;�) que contienen a A, o sea, es referirse
a A.
A conscuencia de esto tenemos que los subconjuntos densos de (X;�) son precisamente los con-

juntos generadores de este tipo de espacios ya que ellos, y solamente ellos, tienen la propiedad de
que sus cerraduras coinciden con todo el espacio.
3. Denotaremos con Vec a la colecci�on de espacios vectoriales reales de dimensi�on �nita y

transformaciones lineales. Vec satisface la de�nici�on de una ccce como se comprueba f�acilmente.
Por los cursos de �algebra lineal sabemos que la intersecci�on arbitraria de subespacios de un espacio
vectorial cualquiera es tambi�en un subespacio de �este, o sea que Vec tiene intersecciones. Si (X;�) 2
Vec y A � X, entonces el subobjeto generado por A (la c�apsula lineal que A genera) viene dado
por el conjunto de combinaciones lineales de elementos de A. Un conjunto de n vectores linealmente
independientes genera a (X;�) ssi la dimensi�on de (X;�) es n.
4. La ccce que a continuaci�on presentamos suele denotarse por medio de Mon.
(i) Para todo X 2 Set, Mon [X] consta de parejas (�; e) en las que

� : X �X ! X

es una operaci�on binaria que es asociativa y e es un elemento de X llamado neutro y que cumple
lo siguiente:

e � x = x = x � e; 8x 2 X

(ii) Por consiguiente los Mon-objetos son parejas del tipo (X; (�; e)) en las que X 2 Set y
(�; e) 2Mon [X]; reciben el nombre de monoides.
(iii) Si A = (X; (�; e)) y B = (Y; (�; e)) son monoides cualesquiera, entonces

homMon (A;B) =
n
f 2 Y X : f (x1 � x2) = fx1 � fx2; 8x1; x2 2 X y fe = e

o
Los Mon-mor�smos se llaman homomor�smos de monoides.
En Mon se veri�can los axiomas de composici�on e identidad que de�nen a una ccce como se

comprueba f�acilmente.
EnMon los subobjetos se caracterizan por ser cerrados bajo la operaci�on del monoide en cuesti�on

y contener al elemento neutro.
En efecto, supongamos que (X; (�; e)) es un monoide y que Y � X es cerado bajo � y contiene a

e. Entonces, (Y; (�; e)) es un monoide y tenemos:



6.5. Cocientes en ccce 59

(�) � : (Y; (�; e)) ,! (X; (�; e)) es un homomor�smo de monoides ya que, como para cualesquiera
y1; y2 2 Y tenemos y1 � y2 2 Y , entonces

� (y1 � y2) = y1 � y2 = �y1 � �y2

(��) Si (Z; (�; e)) 2Mon y g : Z ! Y es tal que �g : (Z; (�; e))! (X; (�; e)) es un homomor�smo,
entonces

g (z1 � z2) = � (g (z1 � z2)) = �g (z1 � z2) = �gz1 � �gz2 = gz1 � gz2; 8z1; z2 2 Z

lo cual signi�ca que tambi�en g : (Z; (�; e))! (Y; (�; e)) es un homomor�smo.
Rec��procamente, si (Y; (�; e)) es un submonoide de (X; (�; e)), entonces

� : (Y; (�; e)) ,! (X; (�; e))

es un homomor�smo, de manera que para cualesquiera y1; y2 2 Y tenemos

y1 � y2 = � (y1 � y2) = �y1 � �y2 = y1 � y2 ;

pero por ser un monoide, y1 � y2 2 Y . Por lo tanto, Y est�a cerrada bajo �. Adem�as,

e = �e = e

porque un homomor�smo de monoides aplica el elemento neutro del dominio en el elemento neutro
del codominio, como f�acilmente se comprueba. Por lo tanto, e 2 Y .
Mon tiene intersecciones. En efecto, dado cualquier monoide (X; (�; e)) y cualquier familia de

submonoides (Yi; (�; e))I de (X; (�; e)) tenemos que e 2 Y = \
i2I

Yi porque e 2 Yi; 8i 2 I; y si

y1; y2 2 Y , entonces y1 � y2 2 Yi, 8i 2 I; lo cual implica que Y es cerrada bajo �.
Consideremos ahora en Mon el monoide aditivo de n�umeros enteros (Z; (+; 0)) y veamos que

tiene dos generadores: 1 y �1. En efecto, si un submonoide Y � Z contiene a estos dos n�umeros,
entonces, por estar cerrado bajo la suma, tambi�en contendr�a a

2 = 1 + 1; 3 = 2 + 1; 4 = 3 + 1; :::

�2 = (�1) + (�1) ; � 3 = (�2) + (�1) ; � 4 = (�3) + (�1) ; :::

y en consecuencia, Y = Z.]
En los cursos de topolog��a, el concepto dual a la idea de subespacio di�o lugar al estudio del

espacio cociente. La vez pr�oxima se hablar�a de la generalizaci�on de este concepto.

6.5 Cocientes en ccce

Septiembre 17 de 1990.

Sea X cualquier conjunto y � una ralaci�on de equivalencia en X. Como es usual, denotaremos
por [x] a la clase de equivalencia de x seg�un � y por X = � a la familia de clases de equivalencia
que esta relaci�on determina. La aplicaci�on cociente o can�onica de � es

X
'
! X = �

x 7! [x]
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La �bra de ' en [x] es '�1 [x] = [x].
De�nici�on. Sea S una ccce arbitraria. Si (X;�) es cualquier S-objeto y � es una relaci�on de

equivalencia en X, entonces un S-objeto (X = �; ��) es un objeto cociente de (X;�) respecto
a � si se satisfacen:
(�) ' : (X;�)! (X = �; ��) es un S-mor�smo.
(��) Si (Z; ) es un S-objeto y h : X = � ! Z es una funci�on tal que

h' : (X;�)! (Z; )

es un S-mor�smo, entonces
h : (X = �; ��)! (Z; )

es un S-mor�smo.
Ejemplos: 1. Un espacio cociente de cualquier espacio topol�ogico (X; �) es un Top-objeto cociente

de (X; �) respecto de la relaci�on de equivalencia inducida por el cociente en cuesti�on.
2. Si (X;�) es cualquier gr�a�ca y � es una relaci�on de equivalencia en X, hacemos

�� = f([u1] ; [u2]) : 9xi 2 [ui] :3: (x1; x2) 2 �g

Esto de�ne una relaci�on binaria en X = � y tenemos:
(�) La proyecci�on can�onica ' : (X;�)! (X = �; ��) es una funci�on compatible ya que

(x1; x2) 2 �) ('x1; 'x2) = ([x1] ; [x2]) 2 ��

(��) Sea (Z; ) cualquier gr�a�ca y sea h : X = � ! Z una funci�on tal que

h' : (X;�)! (Z; )

es compatible. Si ([u1] ; [u2]) 2 ��, entonces existen xi 2 [ui] tales que (x1; x2) 2 �; por lo tanto,

(h [u1] ; h [u2]) = (h'x1; h'x2) 2 

Por lo tanto, tambi�en h es una funci�on compatible.
Esto prueba que (X = �; ��) es un objeto cociente de (X;�) respecto a �.
3. Para el ejemplo que sigue presentaremos una ccce nueva que denotaremos Sgr.
(i) Para todo X 2 Set, Sgr [X] es la clase de operaciones binarias en X que son asociativas, i.e.

Sgr [X] = f� : X �X ! X j x � y � z = x � (y � z) = (x � y) � z; 8x; y; z 2 Xg

(ii) Por lo tanto, los Sgr-objetos, que se llaman semigrupos, son parejas del tipo (X; �) en las
que X 2 Set y � 2 Sgr [X].
(iii) Si A = (X; �) y B = (Y; �) son semigrupos , entonces

homSgr (A;B) =
n
f 2 Y X : f (x1 � x2) = fx1 � fx2; 8x1; x2 2 X

o
Los Sgr-mor�smos son los homomor�smos de semigrupos. Los axiomas de composici�on e
identidad se veri�can f�acilmente.
En el semigrupo aditivo de n�umeros enteros (Z;+) de�nimos una relaci�on de equivalencia como

sigue:
z1 � z2 , z1 � z2 es par, 8z1; z2 2 Z
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Entonces Z = � consta de dos clases:

[0] , la clase de los pares y [1] , la clase de los nones

Si de�nimos � en Z = � como

[0]� [0] = [1]� [1] = [0] y [1]� [0] = [0]� [1] = [1]

entonces, para cualesquier z1; z2 2 Z

[z1]� [z2] = [z1 + z2]

o sea que
' : (Z;+)! (Z = �;�)

es un homomor�smo de semigrupos.
Si adem�as (Z; �) 2 Sgr y h : Z = �! Z es una funci�on tal que h' : (Z;+) ! (Z; �) es un

homomor�smo, entonces

h ([z1]� [z2]) = h ('z1 � 'z2) = h' (z1 + z2) = h'z1 � h'z2 = h [z1] � h [z2]

o sea que tambi�en h : (Z = �;�)! (Z; �) es un homomor�smo de semigrupos.
Por lo tanto, (Z = �;�) es un objeto cociente de (Z;+) en Sgr.
Otra relaci�on de equivalencia en Z es

z1 � z2 ,

8><>:
z1; z2 > 1

�o
z1; z2 � 1

8z1; z2 2 Z

Para esta relaci�on, Z = � tambi�en consta de dos clases

[1] = f:::;�2;�1; 0; 1g y [2] = f2; 3; 4; 5; :::g

Si queremos de�nir una operaci�on � en Z = � seg�un la cual (Z= �; �) resulte un objeto cociente de
(Z;+), entonces la condici�on (�) de la de�nici�on de cociente nos obliga a de�nir [1] � [1] = [2] ya
que debemos tener

[2] = '2 = ' (1 + 1) = '1 � '1

pero entonces, dado que [0] = [1], tendremos

[1] = '0 = ' (0 + 0) = '0 � '0 = [2] r
�

Por lo tanto, tal operaci�on no se puede de�nir.
De�nici�on. Una ccce S es cohereditaria si para todo S-objeto (X;�) y cualquier relaci�on de

equivalencia � en X existe un objeto cociente (X = �; ��) de (X;�) respecto a �.
De los ejemplos anteriores se sigue que Top y Gra son cohereditarias y que Sgr no lo es.
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Para aquellas ccce que, como Sgr, no son cohereditarias es importante saber qu�e relaciones de
equivalencia inducen objetos cocientes en ellas. Empecemos distinguiendo con un nombre relaciones
as_�.
De�nici�on. Sea S una ccce arbitraria. Si (X;�) es un S-objeto y� es una relaci�on de equivalencia

en X tal que existe una estructura cociente �� 2 S [X = �] respecto a �, entonces � se llama una
congruencia en (X;�).

Ejemplos: 1. Una relaci�on de equivalencia � en un semigrupo (X; �) es una congruencia ssi para
cualesquiera x1; x

0
1; x2; x

0
2 2 X se tiene que

x1 � x01 y x2 � x02 ) x1 � x2 � x01 � x
0
2

En efecto, siendo v�alida la implicaci�on anterior podemos de�nir una operaci�on � en X = � como

[x1] � [x2] = [x1 � x2] , 8x1; x2 2 X

Haci�endolo as�� obtenemos que:
(�) ' : (X; �)! (X = �; �) es un homomor�smo de semigrupos, pues

' (x1 � x2) = [x1 � x2] = [x1] � [x2] = 'x1 � 'x2, 8x1; x2 2 X

(��) Si (Y; �) 2 Sgr y h : X = �! Y es tal que h' : (X; �)! (Y; �) es un homomor�smo, entonces,
cualesquiera que sean [x1] ; [x2] 2 X = � tenemos

h ([x1] � [x2]) = h ('x1 � 'x2) = h' (x1 � x2) = h'x1 � h'x2 = h [x1] � h [x2]

lo cual signi�ca que tambi�en h : (X= �; �)! (Y; �) es un homomor�smo.
Rec��procamente, si (X = �; �) es un objeto cociente de (X; �) respecto a � entonces ' es un

homomor�smo y en consecuencia

[x1 � x2] = ' (x1 � x2) = 'x1 � 'x2 = [x1] � [x2] , 8x1; x2 2 X

Si adem�as x1 � x01 y x2 � x02, entonces [x1] = [x01], [x2] = [x02] y por lo tanto

[x1 � x2] = [x1] � [x2] =
�
x01
�
�
�
x02
�
=
�
x01 � x

0
2

�
o sea que tambi�en x1 � x2 � x01 � x

0
2.

2. La implicaci�on de arriba tambi�en es caracter��stica de las congruencias enMon; la demostraci�on
es an�aloga.
Proposici�on. Sean, S una ccce y (X;�) 2 S, cualesquiera. Si � es una congruencia en (X;�),

entonces (X = �; �) es un objeto cociente de (X;�) respecto a � ssi �� es la m�as �na de todas las
estructuras �i 2 S [X = �] tales que ' : (X;�)! (X = �; �i) es un S-mor�smo.
Demostraci�on. ()) Supongamos (X = �; �) es un objeto cociente de (X;�) respecto a �; sea

�i 2 S [X = �] tal que ' : (X;�)! (X = �; �i) es un S-mor�smo. Considerando el diagrama

(X;�)
1X =��' . 	 & '

(X = �; �i)  �
1X =�

(X = �; ��)
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y aplicando la condici�on (��) de la de�nici�on de objeto cociente podemos asegurar que

1X =� : (X = �; ��)! (X = �; �i)

es un S-mor�smo, lo cual implica que �� es m�as �na que �i.
(() Sup�ongase que � es la m�as �na de las S-estructuras que hacen de ' un S-mor�smo. Entonces,

en particular tenemos que:
(�) ' : (X;�)! (X = �; �) es un S-mor�smo.
Como adem�as � es una congruencia existe un objeto cociente (X = �; �0) de (X;�) con relaci�on

a �. Por consiguiente:
(��) Si (Y; �) 2 S y h : X = �! Y es tal que h' : (X;�) ! (Y; �) es un S-mor�smo, tambi�en

h : (X = �; �0)! (Y; �) es un S-mor�smo. Pero entonces

h : (X = �; ��)
1X =�
�! (X = �; �0)

h
! (Y; �)

tambi�en es un S-mor�smo. Esto prueba que tambi�en (X = �; ��) es un cociente de (X;�) con
relaci�on a �.]
Observaci�on. Los objetos (X = �; �0) y (X = �; ��) de la segunda parte de la demostraci�on ante-

rior son isomorfos.
En efecto, si bajo las hip�otesis de esa segunda parte aplicamos (��) de la de�nici�on de cociente al

diagrama
(X;�)

' . 	 & 1X =��'

(X = �; �0) �!
1X =�

(X = �; ��)

tenemos que tambi�en

1X =� : (X = �; �0)! (X = �; ��)

es un S-mor�smo.
Corolario. En toda ccce transportable una congruencia � determina un��vocamente al objeto

cociente (X = �; ��) de (X;�).
Demostraci�on. Si tambi�en (X = �; �0) es cociente de (X;�) respecto a �, ya vimos que

1X =� : (X = �; �0) �= (X = �; ��)

Por lo tanto, � � �0 y tambi�en �0 � �, es decir, ambas estructuras son equivalentes; por lo
tanto son iguales, pues la ccce de que se trata es transportable. Esto prueba que el cociente est�a
un��vocamente determinado.]
De�niciones. (a) Sea f : X ! Y cualquier funci�on.El n�ucleo de f es la relaci�on de equivalencia

en X de�nida por
x1 � x2 , fx1 = fx2

(b) Se dice que una ccce S tiene n�ucleos si el n�ucleo de cualquiera de sus mor�smos es una
congruencia.

Ejemplo 1. Toda ccce cohereditaria tiene n�ucleos.
Ejercicio: 10. Si (X;�) tiene el objeto cociente (Y; �) y (Y; �) tiene el objeto cociente (Z; ),

probar que (Z; ) es un objeto cociente de (X;�).
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Ejemplo 2. Sgr tiene n�ucleos.
En efecto, si

f 2 Sgr ((X; �) ; (Y; �))

y denotamos al n�ucleo de f mediante �f , entonces dados cualesquiera x; x
0, y; y0 2 X tales que

x �f x
0 y y �f y

0

tenemos
f (x � y) = fx � fy = fx0 � fy0 = f

�
x0 � y0

�
o sea que tambi�en

x � y �f x
0 � y0

lo cual, debido al ejemplo1 de la clase anterior, signi�ca que �f es una congruencia.]
Observaci�on. Sgr es ejemplo de una ccce que no es cohereditaria pero que tiene n�ucleos. Con

frecuencia se encuentra uno trabajando con ccce en las que si bien no toda relaci�on de equivalencia
induce objetos cociente, los n�ucleos de sus mor�smos s�� los inducen.
Teorema de Factorizaci�on (v��a mor�smos cocientes e inyectivos).
Sea S una ccce con n�ucleos. Entonces todo S-mor�smo f : (X;�) ! (Y; �) se puede factorizar

como f = f 0', donde ' : (X;�) ! (X = �; ~�) es un mor�smo cociente y f 0 : (X = �; ~�) ! (Y; �)
un S-mor�smo inyectivo.
Demostraci�on. Sea �=�f y sea ~� la S-estructura para X = �f que hace de ' un S-cociente.

De�namos

X = �f
f 0
! Y

[x] 7! fx

Entonces f 0 es inyectiva porque
[x] 6=

�
x0
�
, fx 6= fx0

Adem�as

(X;�)
f
! (Y; �)

'& 	 % f 0

(X = �; ~�)

y como f 0' es un S-mor�smo, entonces tambi�en lo es f 0 (por las propiedades del cociente).]
De�nici�on. Se dice que una ccce S tiene im�agenes si para todo S-mor�smo f : (X;�)! (Y; �)

el conjunto fX es subobjeto de (Y; �).
Ejemplos: 1. Toda ccce hereditaria tiene im�agenes.
2. Mon tiene im�agenes.
Para probarlo recordemos que los subobjetos de un monoide se caracterizan por contener al

elemento neutro y ser cerrados bajo la operaci�on del monoide.
Sea f : (X; (e; �)) ! (Y; (e; �)) un homomor�smo entre monoides; f , por de�nici�on, preserva al

elemento neutro; en consecuencia
e = fe 2 fX

Finalmente, sean y1; y2 2 fX; entonces existen x1; x2 2 X tales que fx1 = y1 y fx2 = y2. Luego,

y1 � y2 = fx1 � fx2 = f (x1 � x2) 2 fX ]
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3. Topc2 tiene im�agenes.
Sea f : (X; �) ! (Y; �) un Topc2-mor�smo; entonces f es continua y (X; �) compacto. Se sabe

que las im�agenes continuas de compactos son compactas; como adem�as la propiedad de ser T2 la
heredan todos los subespacios de cualquier espacio T2, tenemos que (fX; � j fX) es compacto y
T2, es decir, fX es subobjeto de (Y; �).]
Teorema de Factorizaci�on (v��a mor�smos suprayectivos e inclusivos).
Sea S una ccce con im�agenes. Entonces todo S-mor�smo f : (X;�)! (Y; �) se puede factorizar

como f = � �f , donde �f : (X;�) !
�
A; ~�

�
es un S-mor�smo suprayectivo y � :

�
A; ~�

�
,! (Y; �) es

un S-mor�smo inclusivo de un subobjeto
�
A; ~�

�
de (Y; �).

Demostraci�on. Sea A = fX y sea ~� la S-estructura para fX que hace de �el un subobjeto de
(Y; �). De�namos

X
�f
! fX

x 7! fx

Es claro que �f es suprayectiva. Adem�as

(X;�)
f
! (Y; �)

�f & 	 % ��
fX; ~�

�
y como � �f es un S-mor�smo, entonces tambi�en lo es �f (seg�un la de�nici�on de subobjeto).]
Como consecuencia de los teoremas de factorizaci�on tenemos el siguiente
Corolario. En toda ccce con n�ucleos e im�agenes todo mor�smo f puede factorizarse como

f = � �f', donde ' es el mor�smo cociente correspondiente a �f , �f es un mor�smo biyectivo y � es
el mor�smo inclusivo correspondiente a la imagen de f .
Demostraci�on. Es claro que de�niendo

X = �f
�f

!
fX

[x] 7! fx

obtenemos una funci�on biyectiva seg�un la cual

(X;�)
f

!
(Y; �)

' # 	 " �

(X = �f ; ~�)
�f

!

�
fX; ~�

�
Por las propiedades del cociente, y a consecuencia de ser

�
� �f
�
' un mor�smo, tenemos que tambi�en

lo es � �f ; aplicando la de�nici�on de subobjeto, tenemos que tambi�en

(X = �f ; ~�)
�f

!

�
fX; ~�

�
es un mor�smo, y el corolario queda demostrado.]


