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1. Introduccién

Los fendmenos no linedes son importantes en la cienda y la ingenieria El andiss de
los moddos matemdicos de édos no es sendillo y requiere la golicacion de méodos de la
teoria cuditativa de los Sstemas dindmicos as como sSmulaciones que Solamente son
posbles mediante la agplicacion dd cdculo intensvo. Tipicamerte, los problemas que €
andiss de edos moddos plattea exigen trabgar d limite de la tecnologia de cdmputo
actud, y originan dificiles retos de desarrollo de méodos numéricos eficientes y técnicas de
ingenieria de software que agilicen las smulaciones.

Bl fundonamiento de un Ssema complgo es poshle gracias a la dncronizacion de sus
diferentes componentes 0 subssemas. Es ad que d edudio de sSdemas interactuantes
condituye un tema centrd en cudquier disciplina dentifica Sin embargo, d andids
maeméico de edos ssemas es un problema dificl, de hecho, d etado actud dd
conocmiento - dentifico y maemdico - diga ain mucho de poder comprender todos los
posbles comportamientos de los sgemas complgos El problema radica por un lado, en la
gran cattidad de componentes, varidbles y parametros que pueden edtar interactuando, lo
gue obliga a andizar smplificaciones dd problema, y por otro lado, a que las interacciones
generdmente son no linegles.

La moddacion matemdtica de sstemas dindmicos tipicamente esti basada en € uso de
sgtemas de ecuaciones diferencides y/o en diferencias. Uno de los fendmenos de interés es
d edudio de la dinamica regular (eg: peiddica) y las posbles trandciones de éta a
regimenes cadticos. Entre los problemas fundamentdes de la teoria de oscilaciones s
encuentra la investigacion de los comportamientos o0 respuestas que un oscilador no lined
puede tener en respuesta a un edimulo periddico. Ede tipo de problemdtica interesa en
drauitos eéctricos no linedes, en moddos de cdulas neviosss 'y en muchos otros



escenaios de interés cientifico y tecnoldgico. Un paso muy importante en d edudio de
edas cuediones es andizar d forzamiento de osciladores no linedes, asunto sobre € que se
ha vetido una gran cantidad de trabgo, pero dd que ain esamos lgos de comprender
completamente la fenomenol ogia que se presenta en estos problemas.

Ede trabgo estd motivado por investigaciones de neuronas y redes neuronales
previamente redizades. Por édtas entendemos procesadores y redes de procesadores que
estén condruidos a semganza de las neuronas y los dircuitos neurondes que condituyen
sgema nervioso de los sres vivos Una red neurond (bioldgica o atificd) es un dstema
dindrico [17]. Su funcidn, propiedades, dributos y paticulamente sus cgpacidades
computacionaes, estan determinadas por lo que técnicamente llamamos su dinamica.

Una caracterigica fundamenta de la dindmica de edte tipo de Sstemas es su caracter
dtamente no lineal. ES0 enriquece sus capacidades, pero d mismo tiempo complica €
andiss de sus moddos matemdicos sobrepasando rdpidamente los dcances de la
metodologia y/o tecnologia digponible. En invesigeciones previas [1, 2, 3] £ ha andizado
la dinamica de moddos “realistas’ de neuronas, es decir, muy gpegados a la redidad
biofisca de las cdulas neviosss. Esos muestran  interesantes  capacidades  de
procesamiento pero on demadado sofidicados mateméicamente para poder andizar redes
de muchos procesadores. condtan de sstemas de tres y hasta cinco ecuaciones diferenciaes,
paa cada neurona. Exigen otros modelos de neuronas como @ dd integrador con fugas,
utilizado por M. Arbib [4, 5 6], que etan dados en funcion de una sola ecuacion
diferencid por cada neurona

El gemplo més sencillo de estos ostiladores es una andogia mecénica de las neuronas
bioldgicas, 0 sea un digpogtivo en d que s pueden estudiar comportamientos taes como
la respuesta todo 0 nada, umbral de disparosy periodo refractario. Este es llamado la
neurona mecanica. Su funcionamiento es € dguiente en un extremo de una baanza se
coloca un peso fijo; dd otro lado se coloca un recipiente en d cud se edd vetiendo agua a
un ritmo condante. Cuando @ peso dd agla es mayor que d peso fijo en d extremo
contrario, € brazo de la baanza que contiene d recipiente con d agua desciende hadta €
piso; d agua se vecia en un indante, luego, € brazo con d peso vudve a bga y todo
proceso s iniciade nuevo (ver Figura 1).

Figural

S = traza d volumen dd agua contenido en d recipiente en funcién dd tiempo,
obtenemos lagréfica de laFigura 2.



Figura2

La neurona mecanica puede s “forzadd’ de una manera muy smple y conveniente:
basta poner un eevador debgo dd sube y bga cuya dtura eté expresada en funcion de
tiempo por una funcidn peiddica h(t), como indica la Figura 3, paa hacer que ahora las
descargas dd  recipiente ocurran  a diferentes niveles que posblemente vaiaran
periodicamente.

Figura3

Suponiendo que @ agua cae a una razon condante, la gréfica dd volumen de agua en €
recipiente contrad tiempo podria ser como la que muestrala Figura 4.
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Figura4

Es posble obtener una expreson generd para conocer la secuencia de tiempos en los
que e vacia d recipiente, a partir de cudquier tiempo inicid [11]. De acuerdo a la andogia
de la neurona mecénica, las vaiaciones dd potencid de la membrana de la cdula queda
dmulado por las variaciones de la cantidad de agua en € recipiente dd sube y bga los
potencides de accion quedan representados por las descargas del recipiente. El proceso de
produccion de esos impulsos nerviosos ed muy bien comprendido por los fisdlogos en
términos de | os fendmenos biofisicos subyacentes.

La andogia de la neurona mecanica forzada puede ser de gran importancia cientifica
Gracias a los resultados que se hen obtenido estudiando ete moddo se ha podido
comprender la gran variedad de tipos de respuesta que las cdlulas pueden tener ante la
gplicacion de un etimulo periddico, asi como las condiciones que dan lugar a cada una de
dlas. Teniendo en cuenta que d moddo de la neurona mecanica es € més sencillo que ha
podido s concebido, la invedtigacion actud perdgue d disefio y andigs de moddos mas



ricos y apegados a la redidad biofiSca de la neurona pero que todavia sean tratables
mateméticamente. En este sentido los modelos diferenciales condtituyen un paso addante
en d edudio de esos fendmenos por medio de moddos més complgos y redidas. De
acuerdo a estos moddos, d potencid de la neurona crece de acuerdo a una ecuacion
diferencid (N0 necesriamente lined) y no linedmente dSguiendo un  procedimiento
geométrico como ocurre en la neurona mecanica.

El edudio de redes de neuronas moddadas por medio de ecuaciones diferencides
implica un andiss maemdico muy complgo que es evitado por un amplio sector de
investigadores, quienes prefieren trabgar con redes de neuronas que obedecen una
dinamica tan smple (eg. las neuronas de McCulloch y Pitts) que su moddacidon no
requiere dd uso de ecuaciones diferencides.

E modelo de integracion y disparo [7, 8, 9] es otro tipo de moddo de neurona, que
tiene una dindmica mas rica que las neuronas désicas de McCulloch y PFitts [10], pero
puede todavia s moddada con una sola ecuacion diferencid. Ede tipo de modeos
goaece de manera naurd d edudiar circuitos déctricos no linedes y dgunos casos
paticulares han sdo usados también para moddar la dindmica de la respuesta de neuronas
a un forzamiento periddico. La moddacion de estos sstemas forzados presentados por
Keener, Hoppengteadt y Rinzd (KHR) en [7] dalugar ala ecuacion diferencid

1
%=-SV+S+Hsin(t) @)

jetaalacondicion de sato
v(t") =0siv(t) =1 @

Especificamente se desea tener un espectro de las posibles respuestas sincronizedas d
edimulo periddico S+Hsin(t) dd osdlador auténomo gobenado por la  ecuacion
dv

—=-3V.
dt

Los moddos geoméricos como € de la neurona mecénica y d moddo diferencid  con
la condicion de sdto son (tiles para estudiar las digtribuciones tempordes de los digparos
cuando € marcgpaso tempora es forzado y no dan cuenta de la dinamica detdlada de los
cursos temporades dd potencid de accion.

En generd, a un oscilador de ete tipo e le llama un oscilador de diente de sierra, lo

cud dgnifica que es un ostilador en @ que dguna vaigdble de edado tiene un curso
tempord que semgad perfil de unaserra(ver laFgurab).
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Figura5

En dlos es caracteridica la exigencia de dgin proceso de acumulacion, que lo lleva
hesta dcanzar un umbrd e inmedigtamente después libera toda la energia acumulada, pero
en un lgpso de tiempo mucho menor que d tiempo requeido en d proceso de acumulacion,
repitiéndose este proceso unay otra vez de lamismaforma

Otros autores han andizado moddos matemaicos de ssemas de integracion y digparo
que, en lugar de obedecer una ecuacion diferencid, operan de acuerdo a una regla
geométrica (ver [18] y las referencias contenidas en €).

2. Objetivo

El objetivo fundamentd de eta investigacion es d desarrollo de méodos y dgoritmos
eicientes, ad como programas de supercoOmputo, para € andiss de la dindmica de
ddemas de procesadores neurondes moddados por una clase de osciladores no linedes
forzados los osciladores geoméricos y diferencides de integracidn 'y disparo; gplicado
sobre todo d estudio de sus propiedades de sncronizacion y de las condidones que
producen un comportamiento cadtico. La investigacion es pate de un proyecto mas
anbicioso que perdgue la comprendon de las cgpacidades computaciondes de redes
integradas por ese tipo de procesadores de integracion y disparo, en téminos de las
propiedades dindmicas que tiene cada procesador cuando funciona autonomamente y de la
forma en que cada uno de €dlos reacciona a edimulaciones extenas. Este proyecto
involucra modd acion matemética, andiss tedrico y computo intensvo.

3. Avances logrados.

Como hemos puesto de rdieve en [11], los moddos de integracion y disparo tienen una
cudidad muy importante sus propiedades de sincronizacion pueden reducirse d estudio de
una dmple dindmica cidica Hemos edudiado Sstemas de neuronas de integracion y
digparo e investigado su dinamica explotando esta reduccion (i.e desde d punto de vista de
los dgemas dinamicos en la circunferencid). Las funciones de la circunferencia determinan
sgemas dinamicos (tiles para modelar diversos procesos naturades donde se manifieta una
actividad cidica El andiss de la dinamica de edas funcones revela informacion
importante sobre la forma en que estos Ssemas responden a forzamientos externos. Sobre
ede tema vaios miembros de nuestro laboratorio han escrito trabgos y tess [12, 13, 14,
15, 16).



La metodologia de Keener, Hoppensteadt y Rinzd sobre sstemas de procesadores
neurondes de integracion y disparo [7], aplican redringidamente a ssemas linedes que
pueden ser resudtos anditicamente, como @ modelo KHR que ellos estudiaron.

Otros moddos linedes de laforma

dv
—=- t,l
. sv+g(t,l),

con g(t,l ) anditica y periddica en t, son conocidos como modelos de acumulacion lined
(MAL) y aungue son linedles no podemos garantizar soluciones anditicas que nos den sus
soluciones. Un avance importante fue la generdizacion dd méodo de edtos autores a

cudquier sgema de la dase MAL sn tener que contar con soluciones explicites Edta
investigacion estareportadaen

H. Carillo, F. Ongay y M. A. Mendoza Neuronas de Integracion y Disparo con
Acumulacion Lineal. Reporte de Investigacion 99-3, Laboratorio de Dinamica no Lineal,
Facultad de Ciencias, UNAM.

Aungque eda clase de modelos ya presenta una rica fenomenologia, las suposcion de
linedidad es bagtante redrictiva y se esperan otros comportamientos para @ caso en que la
ecuacion diferencid (1) es sudituida por otra més generd de la forma (no necesariamente
linedl):

dv _ (©)
o F(t,v,l).

El primer paso de nuedra investigacion ha sdo gengdizar  méodo de andiss y la
teoria de estos autores, de manera que pueda s gplicada sin restriccion ad caso de una
F(t,v,| ) abitraia Paa ede tipo de ssemas hemos desarollado en € Laboraorio de
Dinamica no Lined de la Facultad de Ciencias resultados que permiten llevar a cabo de
manera sencilla @ andiss de las propiedades de regulaidad (inyectividad y continuidad)
de lafuncidn de digparos de los mode os generdes no linedes de integracion y disparo.

Ad, es podble determinar un mapa anditicamente trabgable de las bifurcaciones de
primer nivel o fundamentades (regiones donde gplica la teoria de Poincaré [19] y la de
Newhouse-Pdis-Takens [20]). La teoria desarrollada drededor de estas funciones digtingue
los Sguientes casos.

1. Homeomorfismos y funciones mondtonas crecientes.
2. Funciones continuas, pero no necesariamente monGtonas.
3. Funciones monGtonas crecientes, pero no necesariamente continuas.

Egtos han Sdo andizados en:



H. Carillo and F. Ongay. On the Firing Maps of a General Class of Forced Integrate
and Fire Systems. Articulo aceptado para publicacion en Mathematical Biosciences

Edos resultados tedricos nos sarviran ahora de base para orientar nuevos estudios
computacionales y Smulaciones de Sgemas linedesy no linedes.

4. Metas

Se desarollaan dgoritmos y  rutines  efidentes para  andizar  los  didtintos
comportamientos  cadticos o gncronizados que exhiben los ostladores cuando  son
ometidos a una edimulacion periddica extana Se aplicadn los méodos, dgoritmos 'y
rutines que s desarollen, d andiss computaciond de ddemas tanto de acumulacion
lined como de Sstemas no linedes que todavia no han sido explorados.

Se buscardn indicadores cuditativos de la presencia de comportamientos sncronizados
en regiones dd espacio de pardmetros. Para este propdsito se generardn rutines eficientes
paa cdcula exponentes de Lyapunov, nimeros e intevdos de rotacion y
sncronizaciones. Como € esfuerzo computaciona requerido para determinar estas regiones
es muy grande nuestra meta es gplicar técnicas de procesamiento pardelo para posbilitar
los cdculos El cdculo intendvo requerido e llevard a cabo en la supercomputadora Cray
Origin 2000 de la UNAM vy la visudizacion en un mddulo condruido en la plaaforma
Windows utilizando herramientas visudes como C++ Builder en una PC, que provegrd un
ambiente gréfico amigable para andizar este tipo de osciladores,

Pretendemos  descubrir, computaciondmente, los tipos de bifurcaciones que pueden
ocurrir en estos ssemas de integracion y disparo, para poder hacer una dadficacion forma
de dlas e invedigar pogteriormente cuades son sus implicaciones desde @ punto de visa de
comportamiento de estos procesadores. Uno de los aspectos importantes de nuedra
invesigacion es dducidar 9§ la multietabilidad pudiera darse en los ddemas con
acumulacion lined y buscar nuevas dinamicas en los Sstemas no linedes.

5. Metodologia.

Nuestro méodo de andiss etd basado en la teoria cuditdiva de los sSdemas
dinamicos Sin embargo, la complgided de los dgemas de estudio no permite un estudio
puramente tedrico y obliga a la expeaimentacion numéica El conocimiento que logramos
por medios tedricos es usado para dirigir los edtudios y sSmulaciones computaciondes.
Reciprocamente, € conocimiento experimentd lo usamos a su vez paa  conjeturar
resultados que pueden ser demostrados mateméticamente. Esto hace necesario @ poder
contar con potentes herramientas pararedizar Smulaciones.

El andiss de eda clase de modeos se llevara a cabo usando programas de software que
han sdo disefiados egpecidmente para ete tipo de problemas, junto con una combinacion
de méodos geométricos y analiticos de lateoria cuditativa de |as ecuaciones diferencides.



6. Bibliografia

[1] S Bae, J Rinzd y H. Carillo. Analyss of an Autonomous Phase Modd for
Neuronal Parabolic Burging. Journal of Mathematical Biology, 33: 309-333, 1995.

[2] S Bae, J Rinzd y H. Carillo. A Three Variable Autonomous Phase Modd for
Neuronal Parabolic Burging. Differential Equations and Applications to Biology and
Industry (pp.1-11), M. Matindli (Editor), World Scientific, Sngapore, 1996.

[3] H. Carillo, J Rinzd y S Baa. Nonlinear Osctillations in Neurons Models.

Memorias de EUROMECH- 2nd European Nonlinear Oscillations Conference, Val. 1, pp.
105-108, Praga, 199.

[4] M. Arbib. Brain Theory and Neural Networks. The MIT Press, Cambridge, M.A,,
1995.

[5] M. Arbib y F. Cervantes Pérez. Stability and Parameter Dependency Analyss of a
Facilitation Tectal Column (FTC) Modé, J. Math. Biol., 1990.

[6] M. Usher, H.G. Schuster and E. Niebur. Dynamics of Populations of Integrate-and-

Fire Neurons, Partial Synchronization and Memory. Neural Computation, 5:313-326,
1993.

[7] JP. Kenner, F.C. Hoppendeadt, J. Rinzd. Integrate and Fire Models of Nerve
Membrane Response to Oscillatory Input. SAM J. APPL. Math. Vol. 41, No. 3,
dicembre 1981.

[8] F.C. Hoppensteadt. An Introduction to the Mathematics of Neurons. Cambridge
University Press, 1986.

[9] F.C. Hoppendeadt, E. M. Izhikevich. Weakly Connected Neural Networks. Springer,
1997.

[10] W. McCullochy W. Ritts, Bull. Math, Biophys. 5, 115, 1943,

[11] M.A. Mendoza Reyes. Dinamica de las Neuronas de Integracion y Disparo. Tess
Profesional. Facultad de Ciencias, UAEMEX, 1997.

[12] L.LE. Diaz Bobadilla Sitemas Dindmicos en la Circunferencia. Tesis Profesional.
Facultad de Ciencias, UAEMEX, 199%.

[13] JR. Guzmén. Sigemas Dinamicos en la Circunferencia: Aplicaciones a la Teoria
de NUumeros y Moddacion de Neuronas. Tesis de Maestria. Facultad de Ciencias,
UNAM, 199%4.



[14A] H. Carillo and F. Ongay. On the Firing Maps of a General Class of Forced
Integrate and Fire Systems. Articulo aceptado para publicacion en  Mathematical
Biosciences.

[14B] H. Carillo, F. Ongay y M. A. Mendoza. Neuronas de Integracion y Disparo con
Acumulacion Lineal. Reporte de Investigacion 99-3, Laboratorio de Dinamica no Lineal,
Facultad de Ciencias, UNAM.

[15] H. Carillo, F. Ongay y JR. Guzman. Dindmica de las Iteraciones de la Funcién de
Arnold. Aportaciones Mateméticas, Saie Comunicaciones, 14: 405414, Sodedad
Matemética Mexicana, 1994.

[16A] H. Carillo y JR. Guzmén. A Dynamical Systems Proof of the Little Theorem of
Fermat. Aportaciones Matemdticas. Sarie Comunicaciones 22 (1998). pp 63-65. Sociedad
Matemética Mexicana

[16B] H. Carillo y JR. Guzméan. A Dynamical Sysems Proof of Euler's Generalization
of the Little Theorem of Fermat. Aportaciones Matematicas. Serie Comunicaciones 25.
(1999) pp 199-202. Sociedad Maemética Mexicana.

[17] H. Carillo. Cerebro, Redes Neuronales y Sistemas Dindmicos. Informacion
Cientifica y Tecnologica, CONACYT. Abril de1990. Val. 12, Nim. 163.

[18] L. Glass Cardiac Arrythmias and Circle Maps. A Classcal Problem Chaos, Vol.
1, No. 1, 13-19, 1991.

[19] Z. Nitecki, Differentiable Dynamics, An introduction to the orbit structure of
diffeomorphisms, MIT Press, 1971.

[20] S. NewHouse, J. Pdis and F. Takens, Bifurcations and Stability of Families of
Diffeomor phisms, Ingt. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. 57 (1983) 571

Ma. Migud Angd Mendoza Reyes



