INTRODUCCION

El estudio de los sistemas dindmicos es de importancia ya que estos estdn
relacionados con el mundo real. Por medio de ecuaciones diferenciales es posi-
ble describir el comportamiento de una gran cantidad de fenémenos fisicos. Sin
embargo, muchas veces conviene usar sistemas dindmicos discretos para obtener
informacién de los fenémenos que nos interesan.

En esta tesis nos restringimos al estudio de osciladores que estdn modela-
dos por ecuaciones diferenciales y sujetos a un estimulo o forzamiento periédico.
Algunos aspectos importantes de la dindmica de estos osciladores, como sus
propiedades de sincronizacién, pueden estudiarse por medio de una metodologia
de reduccion que da lugar a una familia de funciones o sistemas dindmicos discre-
tos que bajo algunas condiciones discutidas en este trabajo resultan ser funciones
en la circunferencia.

En el primer capftulo se presentan algunos resultados basicos necesarios para
el estudio de los sistemas dindmicos, continuos y discretos, se presentan ejemplos
de bifurcaciones para funciones en la recta y algunos hechos de la teorfa de las
funciones en la circunferencia.

En el segundo capitulo se mencionan aspectos de la modelacién de neuronas,
lo cual da pie al anélisis matematico de los modelos planteados en el tercer capi-
tulo. Asi mismo se describe el modelo de la neurona mecdnica, el cual es una
analogia extremadamente simple del funcionamiento de las neuronas bioldgicas
y el fundamento de los modelos méds complicados que se discuten en el préximo
capitulo.

En el tercer capitulo se plantea un modelo de oscilador forzado de integracién
y disparo que constituye una generalizacién del modelo usado por Keener, Hop-
pensteadt y Rinzel para modelar la respuesta de una neurona a un forzamiento
armonico. Siguiendo la metodologia y la presentacién de Carrillo y Ongay [15],
en este capitulo se presentan también muchos teoremas encontrados por estos
autores que son de gran utilidad para analizar esta clase de sistemas.

En el cuarto capitulo se aplican los resultados generales. En este capftulo se
presenta también un método de anilisis y una serie de teoremas y conjeturas de
Carrillo y Ongay [15]. Este método resulta muy efectivo para analizar los proble-



mas de esta clase y es aplicado para analizar el modelo de neurona de integracién
y disparo de Hoppensteadt, Keener y Rinzel. Por medio de este procedimiento,
para este sistema, se obtienen cinco regiones del espacio de pardametros, en las
que se describe con detalle la dindmica de los sistemas que corresponden a cada
punto de esas regiones. También se ilustran los cambios cualitativos que sufre
la dindmica cuando los pardmetros varfan continuamente de una regién a otra.
Todas las clases cualitativas de las dindmicas de interés se ilustran con una gran
variedad de gréaficas obtenidas en un sistema de software que fue necesario con-
struir para analizar este modelo.

Por 1ltimo, el quinto capitulo es un breve manual en el que se describe el
funcionamiento de un sistema de software Integracién y Disparo (IY D.EXE),
el cual constituyé una importante herramienta de andlisis y ademds sirvié para
obtener la mayoria de las graficas que se usaron para ilustrar los resultados y
ejemplos de los capitulos tres y cuatro. Este manual no es extensivo, méds bien
sirve para que los lectores se inicien en el manejo del programa.
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1. Sistemas Dinamicos

1.1. Sistemas Dinamicos Continuos

Los sistemas dindmicos que aparecen en la biologia, la economia, la fisica, etc,
pueden ser modelados por sistemas de ecuaciones diferenciales. Si x es el vector
de estado del sistema dindmico, su evolucién temporal queda descrita por un
sistema de ecuaciones diferenciales de la forma

r=f(x,10) (1.1)

donde f: D C R" x R — R"™. De acuerdo a estos modelos = representa el vector
de estados del sistema, el cual la dindmica del sistema hace variar en el tiempo,
dentro de un espacio euclideano n-dimensional que constituye el espacio de esta-
dos del sistema dindmico.

Por ejemplo, en un sistema mecdnico x podria representar el vector de posi-
ciones y velocidades de los cuerpos que constituyen el sistema mecdnico. En un
sistema ecolégico, x representarfa las cantidades de individuos de cada especie
que tiene en cada tiempo el sistema.

Para el estudio subsecuente consideraremos sistemas dindmicos modelados por
ecuaciones diferenciales cuyo miembro derecho cumple las condiciones de existen-
cia y unicidad de soluciones en el dominio D C R. Sea (xo,tp) € D. Denotamos
como ¢ (t; to, o) a la solucién ¢(t) de la ecuacion tal que p(to) = zo.

Figura 1.1: Soluciones de la ecuacién diferencial auténoma z = sin(x).



Un sistema autdénomo es uno de la forma

&= f(z). (1.2)

En ellos la funcién f no depende explicitamente de la variable independiente
t. Si la funcién f depende explicitamente de la variable independiente ¢, decimos
que el sistema es Nno auténomo.

Para las ecuaciones auténomas en la recta (n = 1) el campo vectorial en
cualquier linea paralela al eje t tiene la misma pendiente. Esto obliga a las solu-
ciones de la ecuacién a ser monétonas. Por lo tanto las ecuaciones auténomas
en la recta no pueden tener soluciones periédicas (ver figura 1.1). Sin embargo,
como veremos en el capitulo 3, una ecuacién no auténoma en la recta si puede
tener soluciones periédicas.

Para el anilisis de los sistemas dindmicos es importante saber cémo respon-
den las soluciones de las ecuaciones que lo gobiernan a perturbaciones de las
condiciones iniciales.

Figura 1.2: Tlustraciéon de una solucién estable.



Definicion.

Una solucién ¢(t;to, z9) de (1.1) o de (1.2) definida para t € J se llama
estable si para cada e(tg) > 0 existe 6 > 0 tal que si todas las soluciones
©(t; to, y) de (1.1) o de (1.2) con |y — xo| < 6 estén definidas para t € J y ademds
lo(t; to, y) — @(t; to, z0)| < € para t € J (ver figura 1.2).

Si la € no depende de tp, entonces decimos que la soluciéon @(t; o, xg) es
uniformemente estable. Si ademds (Iim) lo(t; to, y) — (t; to, z0)| = 0 para
t—o00

ly — xo| < 6 entonces se dice que p(t,to, xo) es asintéticamente estable.

1.2. Sistemas Dinamicos Discretos

Otra forma de estudiar sistemas dindmicos es mediante la iteraciéon de funciones.
Esto es de especial utilidad para modelar sistemas dinamicos discretos.

Sea X un conjunto cualquiera y f: X — X.
Definicion.
1) Denotamos a f o fo..o f(x) (n veces) como f™(zx). Si f es invertible,

denotamos a f~to f~to..0 f71(z) (n veces) como f~"(x).
i1) Para cada xg € D, definimos al conjunto

O+(:L“o) = {:L‘o, x1, } s

donde x,, = f™(x0) como la semidrbita positiva de xo.
ii7) Si f es biyectiva, para zg € X definimos

O~ (x0) = {zo0,2_1, ...},

como la semidrbita negativa de xg, donde z_,, = f~"(xg).
1) Si f es biyectiva, definimos la érbita de z¢p € X como

O(ZL“O) = O+(5L'O) U O_(ZL“o) = {.-.,bez,l‘,l,:L‘o,:L‘l,:L‘z, }



Definicion.

1) xg es punto k-periddico de f si k es el menor entero positivo tal que
f¥ (o) = o.

1) xo es punto fijo de f si zp es 1-periédico.

1i1) xo es eventualmente k-periodico si existe algiin nimero natural ¢ tal
que fi(xo) = x0 y fI(20) = 20,V n € N y k es minimo con ésta propiedad.

Definicion.

Si X es un espacio topoldgico:

i) Un punto fijo z¢ es estable bajo las iteraciones de f, si V U vecindad de
g, 3V C U tal que si x € V entonces f™(x) € U para toda n > 0. Si zg no es
estable, entonces decimos que es inestable bajo las iteraciones de f.

i) Un punto fijo xg es atractivo bajo las iteraciones de f si existe U vecindad
de zo tal que 7~Jl—>rgo f"(x) = xo,Vz € U.

ii7) Un punto fijo xo es asintoticamente estable bajo las iteraciones de f,
si es estable y atractivo.

iv). Si xp es atractivo o asintéticamente estable, definimos la cuenca de
atraccion de g, A(zg), como

A(zo) = {x eX: lim f(z) = xo} .
Observacion.

i) z,y € O"(w0) = O (x) cO"®) 0 O"(y) € O" ().
i) OT@)NO" W 72 += 2O oycO ().

Sean X una variedad de clase C*, con k = 0,1, ..., 00, L un grupo abeliano y
¢ L x X — Xy denotemos p(m,x) = ¢,,(z). Supongamos que

i) vo(-) : X — X es la identidad;

i) P © Pp(T) = Ppan(@) ¥V m,n € L.

iii) Ym, @, es de clase C¥.



Definicion.

i) Si L. = Z, la funcién ¢ es un sistema dinamico discreto de clase C*, en
X5

1) Si L = N, la funcién ¢ es un semisistema dinamico discreto de clase
Ck en X.

Observacion.

Sea f: X — XY ¢p(n,z) = f"(x).

i) Si f es un C*—difeomorfismo, entonces f es un sistema dinamico de clase
Ck.

i1) Si f es C*, entonces f es un semisistema dinamico de clase C*.

Definicion.

El conjunto omega-limite de z, w (x), del sistema dindmico generado por
f, es el conjunto de puntos de acumulacién de
{f™(x) : n € N}. Es decir, y € w(z), si existe una sucesién {n;} de naturales
tal que
i) lim fri(z) =y
Z-’_OO
i7) lim = oo
1— 00

De manera andloga se define el conjunto o — limite :
Definicion.

Si la funcién f tiene inverso, entonces podemos definir el conjunto alfa-limite
de z, a(x), del sistema dindmico generado por f, como el conjunto de puntos
de acumulacién de {f~™ (x) : n € N}. Es decir, y € a (), si existe una sucesién
{ni} de naturales tal que

i) lim £ (@) =y

1) lim n; = o0
1—00



1.2.1. Sistemas Discretos en la Recta

Consideremos el caso en que X = R, y sea £* un punto de X.
Definicion.

El punto x* es hiperbodlico si |f' (z*)| # 1. El nimero |f’ (z*)| es llamado el
multiplicador del punto.

H

0.7

1%

3z
3+_

Figura 1.3: Grafica de la funcién f(x) = x >

, la cual tiene un punto fijo

inestable en x = 0.

Proposition 1.1.

Si |f' (z*)|] < 1 entonces la orbita O(z*) es asintéticamente estable. En este
caso, O(x*) se llama atractor periodico exponencial (ver figura 1.4).

Proposition 1.2.

Si |f'(z*)] > 1, entonces existe una vecindad U de z* tal que si = € U,
x # x*, entonces existe k tal que f"(z) ¢ U V n > k. En este caso, z* se llama
repulsor periédico exponencial (ver figura 1.3).

1.2.2. Bifurcaciones

Cuando se estudian sistemas dindmicos que dependen de pardmetros es intere-
sante estudiar los cambios cualitativos que ocurren en la dindmica del sistema al
variar los pardmetros. Cuando la dindmica estd representada por las iteraciones

10



0.3

0.4

1%

Figura 1.4: Grafica de la funcién f (z) = 23 +§, la cual tiene un punto fijo estable
en x =0.

de una familia de funciones f) : R — R, estos cambios pueden resultar al bifur-
carse los puntos fijos del mapeo fy.

El siguiente resultado nos da un criterio util para identificar las situaciones
en las cuales el sistema pueda sufrir bifurcaciones.

Theorem 1.3.

Sea f: R x R¥ — R con derivada continua. Suponemos que para A = o,
x = xg es un punto fijo de fi(z) = f(xz, N).

i) Si fi(zo) # 1, entonces para A en una vecindad de )Xo, f tiene un Unico
punto fijo z; y la funcidon z;()\) tiene derivada continua.

it) Si |f\(zo)| # 1, entonces para A en una vecindad de Ao, el Gnico punto
fijo, ¢, de f) tiene el mismo tipo de estabilidad que zo.

Demostracion.

i) La funcién
F(\2) = fa(z) —=
es de clase C1(R?) y cumple que

i) F(M\o,20) = fao —20 =0
. OF .
1) (Mo, 20) = f,, ~ 170

11



Entonces del teorema de la funcién implicita se sigue el resultado.

1) La existencia del tnico punto fijo es consecuencia del teorema anterior.
Como fy tiene derivada continua entonces por las proposiciones 1.1 y 1.2 el punto
fijo tiene el mismo tipo de estabilidad que xo. B

Asi pues una situacién (tipica) en la que un punto fijo xg puede sufrir bifur-
caciones es aquella en la que ocurra que fi,(zo) = o y f3, = +1. Por el teorema
sabemos que al cumplirse las condiciones fy,(x0) =z y f j\o % 41 no puede haber
bifurcaciones de equilibrios a partir de x¢p cuando A = A\g. Sin embargo en estas
condiciones podrian ocurrir bifurcaciones de érbitas periddicas.

A) B)

lo.s

L-0.5 . o . . D)

1%
1%

Figura 1.5: Ilustracién de la familia de funciones f,(x) = pr+z — 23 cuando ésta

tiene una bifurcacién de tenedor. Los valores del pardametro son: A) u = —0.5, B)
uw=-0.25 C)pu=0,D) u=0.4.

A continuacién mostramos un ejemplo que muestra otra posibilidad.
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Ejemplo. (Bifurcacion del Tenedor)

Consideremos localmente la familia definida por

fu(@) = po +z — 2

con un parametro y pequenio. Entonces si 4 < 0 tenemos que 0 es un punto fijo
estable y si ;4 > 0, el origen es un punto fijo inestable. Si ademds p > 0, tenemos
otros dos puntos fijos estables en +,/u.

La aparicién de dos puntos fijos estables y la transicién de un punto fijo es-
table en el origen a uno inestable, conforme el pardmetro p varia continuamente
de valores negativos a valores positivos, es llamada una bifurcacién de tenedor
(en la literatura es conocida como “pitchfork bifurcation”), ver figura 1.5.

Un diagrama de bifurcaciones en el que se describe cualitativamente la dindmica
de la bifurcacién de tenedor es como el de la figura 1.6.

Figura 1.6: Comportamiento cualitativo de la bifurcacién del tenedor. Las curvas
discontinuas se refieren a puntos fijos inestables y las curvas continuas a puntos
fijos estables.

13



Ejemplo. (Bifurcacién Tangente).

Consideremos la familia de funciones dependiente de pardmetros

ful@) = p+a+a?

con u y x cercanos a 0. Esta familia de funciones no tiene puntos fijos para > 0.
Si = 0, entonces f,, tiene un tinico punto fijo en el origen, con pendiente 1, y si
p < 0, entonces f,, tiene dos puntos fijos, uno estable en —,/—u y otro inestable
en /—p. Se muestra un diagrama que ilustra el comportamiento de estas fun-
ciones en la figura 1.7.

A

0.7

0.7 0.7

1%

Figura 1.7: Tlustracién de una bifurcacién tangente. En este ejemplo tenemos que
para el inciso A) ©n=0.25, B) u =0, C) p=—-0.1, D) p = —0.5.

En la figura 1.8 se muestra la dindmica de esta bifurcacién mediante un dia-
grama de bifurcaciones.
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Figura 1.8: Diagrama de bifurcaciones que ilustra el comportamiento de la
dindmica del ejemplo cuando ocurre una bifurcacién tangente.

Ejemplo. (Bifurcacién de Doblamiento de Periodo).

Consideremos la familia de funciones dependiente de un pardmetro

ful@) = (u— D+ 23,

f,Q(O) = —1 para u = 0. El teorema 1.3.7) asegura la existencia de un tinico punto
fijo en una vecindad de p = 0, pero no se satisfacen las condiciones del teorema
1.3.77), por lo que no se puede asegurar que tengan el mismo tipo de estabilidad;
de hecho, por las proposiciones 1.1 y 1.2, para p < 0, se tiene un punto fijo in-
estable en el origen, y para p > 0 un punto fijo estable.

Un célculo sencillo nos da
f2@) = (u— 12+ (= 1) [1+ (u— 1)) 2B + .

Las gréficas de fﬁ, para p en una vecindad de 0 se ilustran en la figura 1.9 y
se puede observar que ocurre una bifurcacién de tenedor. El par de puntos fijos
que aparecen para la segunda iteracién no son puntos fijos de f,, puesto que ésta
sélo tiene un tnico punto fijo, por lo tanto son puntos de una drbita estable de
periodo 2.

Este tipo de bifurcacién se conoce como de doblamiento de periodo.

15



A) : B)
-0.7 0.7 -0.7 0.7

€) ‘ ‘ D)

Figura 1.9: Bifurcacién de tenedor que ocurre en la familia de funciones de-
pendiente de pardmetros f (z) = (u — 1)?z + (1 — 1) <1 + (u— 1)2> 22 al variar
el pardmetro p. Esta bifurcacién implica que la familia de funciones f(x) =

(1 — 1)x + 22 tiene una bifurcacién de doblamiento de perfodo al ir variando p.
A pup=-03,B)u=-02,C)p=0, D) n=05.

1.3. Sistemas Dinamicos en S?!
1.3.1. Levantamientos

Consideraremos sistemas dindmicos discretos que tienen espacio de estados en la
circunferencia, la cual denotamos por S1. Para el estudio de las funciones de la
circunferencia (f : S* — S1), cuyas iteraciones determinan el sistema dindmico
en S, nos auxiliamos de funciones reales de variable real que representen las
propiedades que éstas tienen en el circulo. Estas son llamadas representaciones o
levantamientos.
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Figura 1.10: A) Grafica en el toro de la funcién de la circunferencia f(z) =
x + 0.1+ 0.2sin(z) mod(1). B) La misma funcién en el plano.

Definicion.

Identificamos a St con el circulo unitario del plano complejo y definimos la
proyeccidén candnica de la siguiente manera:

7 R— St
7r(a:) = elmix

Definicion.

Sea f una funcién de la circunferencia. F': R — R es un levantamiento de
f si satisface:
iymoF =fom
1) F' es creciente
111) F(z + k) = F(z) + k para todo k € Z

La figura 1.10 ilustra las propiedades de los levantamientos. En la figura 1.12
se ilustran dos levantamientos de distintos grados.

Theorem 1.4.
Todo levantamiento determina una Unica funcién de la circunferencia y todos

los levantamientos continuos de una funcién f continua difieren entre si por una
constante entera.

17
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Figura 1.11: Gréfica de dos levantamientos continuos de una misma funcién de

la circunferencia.
La figura 1.11 ilustra el teorema 1.4.

Definicion.

Llamamos endomorfismo a una funcién continua de la circunferencia. Un
endomorfismo f preserva la orientacion en S? si es monétono.

Theorem 1.5.

Sea f un endomorfismo de la circunferencia. Entonces existe un levantamiento
continuo, F, de f y un entero, k = k(f), tal que Vvt € R,

F(z+1)=F(z) +k

Definicion.
El entero k£ = k(f) es llamado grado del endomorfismo f.

18
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Figura 1.12: A. Gréfica del levantamiento de una funcion de grado uno. B. Gréfica
del levantamiento de una funcién de grado dos.

1.3.2. Numero de Rotacioén
Definicion.

Sea

() (mod 1)
n

p(f) = lim
n—oo
Llamamos a p(f) el nimero de rotacién o nimero rotacional de f.

Theorem 1.6.

Sea f un endomorfismo, de grado uno y mondtono creciente y F' un levan-
tamiento de f.

1) El limite p(f) es independiente de x y del levantamiento F.

i1) Si x es periddico entonces p(f) es racional.

Si f) es una familia de funciones dependientes de parametros que cumplen
las condiciones del teorema, entonces:

ii7) p(fr) depende continuamente de .
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2. Modelos de Neuronas

2.1. Sistema Nervioso y Células Nerviosas

Uno de los proyectos que ha abordado la comunidad cientifica es comprender los
mecanismos que dan lugar al funcionamiento del sistema nervioso. Esto involucra
muchas disciplinas diferentes, desde las que adoptan una visién integral de sus
capacidades, como la filosoffa, la biologia evolutiva, la psicologia y la medicina,
hasta la bioffsica, la genética y la neurociencia, que analizan sus componentes
estructurales en escalas que varfan desde unas cuantas células hasta dtomos in-
dividuales. El ideal es explicar las manifestaciones comunes del comportamiento
cerebral en términos de la fisica de los componentes microscépicos subyacentes.

El cerebro humano tiene unas 10! células nerviosas, o neuronas. Aunque
no existen dos neuronas idénticas, suelen categorizarse segin su forma, y sus car-
acteristicas comunes determinan una morfologia tipica. Se distinguen tres partes
principales: el cuerpo de la neurona o soma, las dendritas y el axon (ver
figura 2.1). Usualmente el soma tiene una forma més o menos esférica o piramidal,
contiene al nticleo de la célula, en cuyo interior actian los mecanismos bioquimi-
cos sintetizadores de enzimas y ocurren los deméds procesos esenciales para la vida
de la célula. Las dendritas son los delgados brazos que se ramifican profusamente,
formando una red que rodea a la célula. Constituyen los canales fisicos principales
por los cuales la neurona puede recibir senales provenientes de otras células. El
axon es una fibra cuya longitud puede variar entre milimetros y metros y cuyo
didmetro tiene entre una y veinte micras (1um=10"%m). Es el camino por el cual
viajan las sefiales que la neurona envia a otras partes del sistema nervioso.

Dendritas

Figura 2.1: Partes de una neurona.
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Una neurona puede interactuar con otra en puntos llamados sinapsis; en un
gran nimero de estas conexiones, de miles a decenas de miles, recibe informacién
de otras mil células. En las sinapsis las neuronas no se tocan fisicamente, sino
que dejan un pequernio espacio, llamado espacio intersinaptico (figura 2.2). La
informacién es transmitida a lo largo de los axones en forma de pulsos eléctri-
cos. Cuando la senal llega a una sinapsis se liberan agentes quimicos, llamados
neurotransmisores, que se difunden a través del espacio intersinaptico. El ” dis-
paro” de un impulso nervioso depende de la actividad simultdnea de cientos de
sinapsis en la neurona receptora. Algunas sinapsis son excitatorias, promueven
que se dispare un impulso; otras son inhibitorias, cancelan las senales que de otra
manera excitarfan a la célula.

Espacio
intersinaptico

R Sinapsis .
Axon Axin

Dendrita

Vesiculas

Figura 2.2: Sinapsis

2.2. Excitabilidad

El impulso nervioso se desarrolla como respuesta a una estimulacién eléctrica de
cierta magnitud minima, llamada umbral. También se le conoce como poten-
cial de accion. Suele originarse en el cuerpo celular en respuesta a la actividad
de las sinapsis dendriticas. Al iniciarse, el voltaje a través de la membrana del
ax6n aumenta localmente (en la base del axén).

El fundamento fisico-quimico del impulso nervioso estd en las diferencias de
concentracién de sodio y potasio a ambos lados de la membrana. Esta situacién
crea una diferencia de potencial de aproximadamente -70 mv (milivolts), negativos
con respecto al exterior de la célula, que se conoce como potencial de reposo.
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El fenémeno se observa midiendo la actividad eléctrica en un punto especifico del
axén, utilizando un osciloscopio. El paso de un impulso nervioso se manifiesta
como un pico de voltaje: de -70 mv crece bruscamente hasta aproximadamente
440 mv, luego decrece hasta unos -90 mv y después recupera méds lentamente el
nivel original de -70 mv. Esta tltima etapa en la cual se recupera mads lentamente
es llamada periodo refractario y mientras dura no es posible que se registre
otro pico de voltaje, sin importar la amplitud de la estimulacién eléctrica. Todo
el proceso dura de 1 a 2 milisegundos y estd ilustrado en la figura 2.3.

+d44

-

Figura 2.3: Gréfica del potencial de reposo.

El potencial de accién es un mecanismo eficiente en términos de la transmision
de informacién ya que no permite que la senal se deforme o se amortigiie, pues
viaja con amplitud y forma fijas. Por otro lado, el tamafio de la senal (~130 mv)
suprime los efectos del ruido, presente en forma de pequenas fluctuaciones de los
voltajes.

2.3. Respuesta Periodica

Las neuronas son capaces de generar potenciales de accién con frecuencias muy
diversas, desde menos de uno hasta varios cientos de disparos por segundo. Esto
es muy relevante porque todos los impulsos tienen la misma amplitud, y por lo
tanto la informacién que transmite una neurona estd representada por el nimero
de senales por segundo que produce. Esta codificaciéon por frecuencias implica
que, por lo menos en algunos casos, un estimulo de mayor intensidad es traducido
en una mayor frecuencia de disparo. La neurona actia como un transductor.

22



Espontdneamente (marcapasos neuronales), o en respuesta a una corriente
constante aplicada, las células nerviosas pueden responder con un tren de poten-
ciales de accién que se repite periédicamente (figura 2.4). Se observa experimen-
talmente que la frecuencia de la respuesta es una funcién creciente de la intensidad
del estimulo aplicado.

[V VYV

Figura 2.4: Tren de potenciales de accién.

2.4. Modelos del Impulso Eléctrico
2.4.1. El Modelo de Hodgkin y Huxley

El modelo de Hodgkin y Huxley (HH) es el resultado de una combinacién de ex-
perimentacién y andlisis tedrico. Los datos fisiolégicos en los que fundamentaron
su teorfia fueron recolectados durante un breve intervalo de tiempo en 1949. Por
este trabajo Hodgkin y Huxley obtuvieron el premio Nobel de fisiologia en 1963,
y abrieron un gran horizonte de investigacién en el que todavia se trabaja inten-
samente. Si bien el modelo HH tiene limitaciones, ha contribuido a la modelacién
matemadtica en neurociencias.

Interesados en modelar los cambios de permeabilidad de la membrana, conci-
bieron la existencia de poros o canales iénicos, constituidos a su vez por ciertas
particulas hipotéticas. La dindmica de las corrientes iénicas a través de estos
canales y del voltaje a través de la membrana es modelada por un sistema de
cuatro ecuaciones diferenciales no lineales.
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2.4.2. El Modelo de FitzHugh-Nagumo

Intentando construir un modelo mas simple (minimo) que reflejara las caracteris-
ticas bésicas del impulso nervioso, Richard FitzHugh (1968) formul6 un sistema
con sdlo dos ecuaciones diferenciales que ha resultado muy 1til para comprender
los aspectos esenciales del fenémeno de excitabilidad.

Aunque FitzHugh originalmente derivé su modelo a partir del oscilador de
Van der Pol, es posible también deducir sus ecuaciones haciendo simplificaciones
y limites biofisicos a partir del modelo de Hodgkin-Huxley [3],[10].

A partir de este modelo FitzHugh logré interpretar el potencial de accién, el
periodo refractario, el estado de reposo y otras caracteristicas que son ficilmente
identificables en términos de la geometria del espacio de fases (w vs v) [6]. El sis-
tema constituye un modelo genérico del fenémeno de la excitabilidad de utilidad
en diversos contextos de la ciencia y la ingenierfa. Se conoce como el sistema de
FitzHugh-Nagumo (FHN) porque este ultimo también construyé y estudié, inde-
pendientemente, un andlogo electrénico de una neurona cuya dindmica obedece
el mismo sistema de ecuaciones.

2.5. La Neurona Mecanica

Existen analogfas mecdnicas de las neuronas biolégicas, o sea, dispositivos en los
que se pueden estudiar comportamientos tales como la respuesta “todo o nada”,
umbral de disparos y periodo refractario. Uno de estos es la “neurona mecdnica”.

Su funcionamiento es el siguiente: en un extremo de una balanza se coloca un
peso fijo; del otro lado se coloca un recipiente en el cual se estd vertiendo agua
a un ritmo constante. Cuando el peso del agua es mayor que el peso fijo en el
extremo contrario, el brazo de la balanza que contiene el recipiente con el agua
desciende hasta el piso; el agua se vacfa en un instante, luego, el brazo con el peso
vuelve a bajar y todo el proceso se inicia de nuevo (ver figura 2.5).

Si trazamos el volumen del agua contenido en el recipiente en funcién del
tiempo, obtenemos la gréfica de la figura 2.6.

De acuerdo a la analogia de la neurona mecdnica, las variaciones del potencial
de membrana de la célula queda simulado por las variaciones de la cantidad de
agua en el recipiente del sube y baja; los potenciales de accién quedan representa-
dos por las descargas del recipiente. El proceso de produccién de estos impulsos
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Figura 2.5: Neurona mecdnica.

nerviosos estd muy bien comprendido por fisi6logos en términos de los fenémenos
biofisicos subyacentes, en cambio hay otros experimentos, como el que describire-
mos a continuacién, que no han podido ser comprendidos en lo mas minimo.

Como hemos visto anteriormente las células nerviosas producen trenes de
potenciales de accién que se repiten con una periodicidad determinada por la
intensidad de una corriente (constante) aplicada, este fenémeno puede ser mode-
lado (y comprendido) con mucha facilidad. En cambio otro problema de interés
fisiolégico, para comprender la constitucién y funcién de estas células, es estudiar
la forma en que estas responden a un estimulo, que ya no es constante, pero varia
de una forma regular predeterminada (e.g. periédica). Esto implica conocer la
secuencia de tiempos en que la célula producird los trenes de potenciales de accién
en respuesta al estimulo externo.

Conocer la forma en que la neurona responde a una corriente periédica apli-
cada no es posible sin un cuidadoso (y no trivial) andlisis matematico. Los mode-
los matemaéticos de estos procesos involucran sistemas de ecuaciones diferenciales
no lineales que son dificiles de analizar. Un esfuerzo importante para comprender
estos procesos ha sido la bisqueda de modelos sencillos que puedan simular este
tipo de fenémeno de una manera realista, pero que al mismo tiempo sea suscep-
tible de un tratamiento y andlisis convincente.

Un poco maés adelante, en ésta seccién, veremos como la neurona mecdnica
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Figura 2.6: Disparos de la neurona mecénica.

puede ser sometida a un forzamiento periédico que simule de una manera razon-
able el comportamiento de una célula que recibe una senal periédica.

La analogfa de la neurona mecédnica forzada ha sido de gran importancia cien-
tifica. Gracias a los resultados que se han obtenido estudiando este modelo se ha
podido comprender la gran variedad de tipos de respuesta que la células pueden
tener ante la aplicacién de un estimulo periédico, asi como las condiciones que
dan lugar a cada una de ellas.

Teniendo en cuenta que el modelo de la neurona mecédnica es el mds sencillo
que ha podido ser concebido, la investigacién actual persigue el diseno y andlisis
de modelos més ricos y apegados a la realidad biofisica de la neurona pero que
todavia sean tratables matemadticamente. En este sentido el modelo KHR que
estudiaremos en capitulo préximo constituye un paso adelante en el estudio de
estos fendmenos por medio de modelos méds complejos y realistas. Como vere-
mos, de acuerdo a éste modelo, el potencial de la neurona crece de acuerdo a
una ecuacién diferencial (no necesariamente lineal) y no linealmente siguiendo un
procedimiento geométrico como ocurre en la neurona mecdnica.

Veamos ahora que la neurona mecédnica puede ser “forzada” de una manera

muy simple y conveniente: basta poner un elevador debajo del sube y baja, cuya
altura esté expresada en funcién del tiempo por una funcién periédica h (t), como
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indica la figura 2.7, para hacer que ahora las descargas del recipiente ocurran a
diferentes niveles que posiblemente variardn periédicamente.

Figura 2.7: Neurona mecédnica con umbral de disparos variable.

Suponiendo que el agua cae a una razén constante m, la grifica del volumen de
agua en el recipiente contra el tiempo podria ser como la que muestra la figura 2.8.

hit)

Figura 2.8: Disparos de la neurona mecdnica con forzamiento.

Es posible obtener una expresién general para conocer la secuencia de tiempos
en los que se vacia el recipiente, a partir de cualquier tiempo inicial.
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De la figura 2.8 se ve que

th+1 =ty + dn

I(ty) = m = =1l
dn,
W — h(tn)
—_— dn =
— 10)
Luego
W h(tn)
= + s
tn+1 tn Vi T
Si suponemos que h (t) = —Asin (27t) y hacemos el cambio de variables
_w A
a — 7, b= Ji
obtenemos:
th+1 =ty +a + bsin(2xt,) (2.1)

Definiendo la funcién f : R — R por la regla

F(t) =t + a + bsin(2nt) (2.2)

las sucesiones {t, } de tiempos de disparo de los potenciales de accién (descargas)
quedan cifradas como las 6rbitas del semi-sistema dindmico en la recta deter-
minado por las iteraciones de ésta funcién f. Conviene observar que ésta es la
familia ampliamente estudiada de funciones de Arnold de la circunferencia, cuyos
levantamientos estdn dados por 2.2.

Ojala hayamos podido hacer notar al lector la interesante relacién que aparece
en este contexto entre esta familia cldsica de sistemas dindmicos en la circunfer-
encia, la dindmica del sube y baja y los experimentos de aplicacién de estimulos
peridédicos a una fibra nerviosa.
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3. Sistemas Dinamicos en la Circunferencia Determinados por Mo-
delos de Integracion y Disparo.

En el capitulo anterior vimos que la neurona mecédnica produce oscilaciones de
diente de sierra. En este capitulo estudiaremos una clase mds general de modelos
que da lugar también a este tipo de oscilaciones. En estos nuevos modelos la
dindmica del sistema estd determinada por una ecuacién diferencial sujeta a una
condicién de salto, en lugar de obedecer al proceso geométrico que gobierna la
dindmica de la neurona mecénica.

Este tipo de modelos aparecen de manera natural al estudiar circuitos eléc-
tricos no lineales [14] y algunos casos particulares han sido usados también para
modelar la dindmica de la respuesta de neuronas a un forzamiento periédico
[12,13].

La modelacién de estos sistemas forzados da lugar a la ecuacién diferencial

u(t) = —ou(t) + g(t) (3.1)

y la condicién de salto
u(t™) =0siu(t) =1 (3.2)

en donde la funcién g es de clase C* y l-periédica: g(t +1) = g(t) y o > 0.
El valor © = 1 es llamado umbral de disparo. Estos sistemas son conocidos
como osciladores de diente de sierra o de integracion y disparo. En lo que
sigue nos avocaremos al andlisis de la dindmica de estos modelos de osciladores
forzados. La presentacion estd basada en el trabajo de [12] y en el de [15].

Para no extender demasiado nuestra exposicién, algunas de las demostra-
ciones de las proposiciones y teoremas de esta seccién no se han incluido en
este documento, pero podran ser consultadas en [15]. Otros cuya demostracién
ilustra ideas importantes involucradas han sido presentados con detalle. En al-
gunas aplicaciones, como la del capitulo IV, aparece una serie de pardmetros
A = (A1, A2, ..., Ay) asociada al término del forzamiento: ¢ (t) = g (t; \). Como
ejemplo, para ilustrar los resultados generales, usaremos el sistema empleado por
Keener, Hoppensteadt y Rinzel (KHR) en [12] para modelar una neurona. En
éste, los autores consideran un forzamiento arménico con dos pardmetros de con-
trol dado por

g(t, S, H) = S+ Hsin(2xt) (3.3)
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Las simulaciones y gréaficas que presentamos han sido calculadas con ayuda
del programa Integracion y Disparo.

3.1. Secuencias de Disparo y Sincronizacién

En el capitulo anterior discutimos un modelo de oscilador no lineal, la neurona
mecdnica, que sirve de analogia del fenémeno de excitabilidad de la membrana
de las células nerviosas que es responsable de la produccién de los potenciales de
accién e impulsos nerviosos. Estos osciladores de integracién y disparo que con-
stituyen el sube y baja o una neurona marcapaso (una neurona marcapaso es
una que dispara potenciales de accién periédicamente), se caracterizan por la pro-
duccién de eventos que se repiten siempre de la misma manera (estereotipicos).
Entonces para conocer la dindmica de estos sistemas, basta conocer la distribu-
cién temporal de estos eventos estereotipicos (las descargas del sube y baja o los
potenciales de accién).

Los modelos geométricos como el de la neurona mecdnica y el modelo difer-
encial dado por la ecuacién 3.1 con la condicién de salto 3.2, son ttiles para estu-
diar las distribuciones temporales de los disparos cuando el marcapaso temporal
es forzado y no dan cuenta de la dindmica detallada del los cursos temporales
del potencial de accién. Llamamos tg,t1,t2,... a los tiempos de disparo del
marcapaso. Cada condicién inicial 7 en R, da lugar a una sucesién distinta {¢,}
de tiempos de disparo, la cual codifica la respuesta del sistema al forzamiento
periédico. Decimos que el sistema dispara a partir de la condicién inicial 7 si
existe un tiempo ¢t > 7 tal que u(t;7,0) = 1 siendo u(:;7,0) la solucién de la
ecuacion 3.1 que en el tiempo 7 vale 0. El minimo ¢ que cumple eso es llamado el
tiempo de disparo del sistema a partir de la condicién inicial 7. La figura (3.1)
nos muestra una sucesion no periédica de disparos que tiende a infinito.

Una importante simplificacién en el andlisis resulta al considerar, en lugar de
la sucesién de tiempos de disparos {t,}, la sucesién de fases de disparos, {z,},
donde x, = t, mod1. Esta no contiene toda la informacién que nos da la suce-
sién {t,}, pero permite conocer en qué fases del ciclo del forzamiento ocurren los
disparos del sistema.

Si la sucesion de tiempos de disparo estd definida para todo n € N, la sucesion
de fases de disparo estard bien definida también para todo n € N. La principal
informacién que nos da la sucesién de fases de disparo, es si el sistema responde
de manera sincronizada o no al forzamiento periédico. Veamos algunos ejemplos.
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Figura 3.1: Oscilaciones de diente de sierra del modelo KHR con o = 1, g(t) =
4 + 3sen(2rt).

Ejemplo. (Neurona mecénica).
Las sucesiones de tiempos de disparo dadas recursivamente por la relacién

tp+1 = t, + 0.5+ 0.1sin(2xt,), (3.4)

que resulta del andlisis de la neurona mecénica (ver capitulo 2), son sincronizadas.
La figura 3.3 muestra las sucesiones de disparos del sistema correspondientes a
una condicién inicial; se observa la convergencia de las 6rbitas a la fase limite
x1 =0y z2 = 0.5. Esto significa que, sin importar la condicién inicial de la cual
parta el movimiento del sube y baja, las fases de disparo convergerdn asintética-
mente a estos valores. Asi las descargas terminardn siempre ocurriendo cuando
el elevador se encuentre en su altura media o en su parte mds baja.

La figura 3.4 muestra otro comportamiento sincronizado que ocurre para otros
valores de los pardmetros del sistema. En este caso las descargas (impulsos
nerviosos) ocurren a tres alturas diferentes y esta secuencia de tres fases se repite
cada dos ciclos del elevador. En la figura 3.5 aparece su correspondiente grifica
en el toro.

Ejemplo.
En la figura 3.6 A) se muestran las graficas de algunas soluciones de la ecuacién
diferencial 3.1, las cuales determinan los disparos del modelo de KHR. Estos dan

lugar a una funcién « en la circunferencia con nimero de rotacién p(a) = %; en
la figura 3.6 se muestra la correspondiente sucesién de disparos obtenida con las

31



Figura 3.2: A) Grafica que muestra las fases de disparo en la circunferencia
para g(t) = 0.6 + 0.1sen(2nt). B) Muestra las fases de disparo en el toro plano
([0, 1] x [0,1]) para la misma funcién.

iteraciones de la funcién «. Estas convergen a una dérbita periédica atractora de
perfodo 4. Para cualquier condicién inicial dada, los disparos se sincronizardn
y van a converger a la misma o6rbita de perfodo 4. En este caso el sistema hace
cuatro disparos en cada periodo del forzamiento.

Definicion.

Se dice que el sistema tiene la propiedad de sincronizacidén o respuesta
sincronizada respecto al forzamiento si existe un abierto de tiempos iniciales,
7 € R, para los cuales la correspondiente sucesién de fases de disparos converge
a una sucesién periddica en la circunferencia.

Si no hay sincronizacién, todas las sucesiones de fases {x, }, serdn aperiédicas,
excepto, posiblemente, las que tienen tiempos iniciales 7 en un conjunto denso en
ninguna parte.

Deseamos investigar la respuesta que pueden tener estos osciladores de inte-
gracion y disparo cuando son sujetos a un forzamiento periddico, y cudndo ésta es
sincrénica o aperiddica, asi como los distintos tipos de sincronia y aperiodicidad
que pueden presentarse y las condiciones que los determinan.

Bajo ciertas condiciones la dindmica de estos modelos de sistemas integracion
y disparo forzados periddicamente, se reducen al estudio de las iteraciones de
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Figura 3.3: Sincronizacién 2 : 1 en la neurona mecénica (gréfica en el toro).

funciones de la circunferencia. De acuerdo a esta reduccién las sucesiones de
fases de disparo quedan determinadas por las érbitas de un sistema dindmico en
la circunferencia. Por ejemplo, para la neurona mecdnica vimos que, cuando el
forzamiento externo es armdénico, es posible encontrar una expresién analitica de
la subyacente funcién de la circunferencia (familia cldsica de funciones de Arnold),
que determina las secuencias de fases de disparo. En cambio, cuando la dindmica
del oscilador estéd definida por la ecuacién diferencial 3.1, las funciones de fases
generalmente resultan inaccesibles analiticamente (ver seccién 4.2). Esto difi-
culta el andlisis de las propiedades de sincronizacién de estos sistemas y obliga
a usar una combinacién de métodos analiticos con simulaciones numéricas para
poder hacer una clasificacién cualitativa de los posibles comportamientos dindmi-
cos (capitulo IV).

3.2. Las Funciones Directa y Retroactiva de Disparo

Las sucesiones de disparo del sistema 3.1 y 3.2 estdn dadas por las iteraciones de
una funcién

a:Dyg CR— R,

donde
D, = {7 € R: el sistema dispara a partir de 7}

y la funcién a estd dada por:
a(t) = Min{t > 7: u(t;7,0) =1}
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Figura 3.4: Sincronizacién 3 : 2 en la neurona mecdnica (cada dos ciclos del
forzamiento se producen asintéticamente tres disparos.). Los pardmetros son
a = 0.6548, b = 0.1045.

Las sucesiones de tiempos de disparo estdn determinadas mediante la regla:

to = T
t, = da"(t), (3.5)

para toda n € N, tal que a"1(t) € D,.
Definicion.

La funcién a(t), generadora de las sucesiones de disparos, es llamada la fun-
cion (directa) de disparos del sistema.

Para referencia posterior presentamos el siguiente resultado.
Theorem 3.1.

Para todo 7 € D, la funcion de disparos a esta determinada implicitamente
por la ecuacion

a(t)
/ e”*(g(s) + o)ds = "

t
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Figura 3.5: Figura en el toro de la sincronizacién 3 : 2 en la neurona mecéanica.
a = 0.6548, b = 0.1045.

Demostracion.

La solucién general de la ecuacién diferencial 3.1 es

t
u(t;m,m) =e t/ e?%g (s) ds + e (3.6)

T

Entonces .

u(t;7,0) = e_‘ft/ e’®g(s)ds

-
Por definicién a (7) es el minimo real mayor que 7 que satisface u (a (7); 7,0) =
1. De esto se sigue que
a(r)
/ e’®g(s)ds = ™)

T

a(r)
/ 6039 (S) ds + T — 60(1(7—) = 0T

T

y entonces

a(7) a(7)
/ e??g(s)ds + / oe?ds = ¢e?7.

T T
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Figura 3.6: A) Diente de sierra del modelo KHR . B) Funcién directa de fases de
disparo de modelo KHR. Ambos ejemplos con o = 0.375, g(t) = 1+ 0.5sen(2xt).

Un sistema modelado por una ecuacién del tipo 3.1 puede dar lugar a una
secuencia de tiempos de disparos infinita que tiende a infinito (figura 3.1). Con-
cebiblemente, podria ocurrir que la sucesién de disparos {t,} sea finita (a partir
de cierto momento el sistema no dispara més, ver figura 3.7) o que para ninguna
condicién inicial se produzca algin disparo (figura 3.8).

Theorem 3.2.

Si para todo tiempo inicial, 7, el sistema dispara, entonces

i) Las sucesiones de disparo {¢,} son las orbitas de un semi-sistema dinamico
discreto en R.

i1) t, — oo cuando n — oo.

Demostracion.

Si para todo tiempo inicial, 7, el sistema dispara, D, = R y la condicién 3.5
se cumple para todo n € N. Entonces la funcién de disparos a es la funcién gen-
eradora de un semisistema dindmico cuyas 6rbitas son las sucesiones de disparos
{t,}. Para demostrar i7), por reduccién al absurdo, suponemos que la sucesién
de tiempos de disparo es infinita y tiende a algin punto limite. Como las curvas
integrales son continuas, por el teorema del valor medio tenemos que en cada
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u(t)

I I\ |
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Figura 3.7: Para la condicién inicial escogida el sistema produce a lo més un solo
disparo. Modelo KHR con ¢ =15, S =0y H =5.

intervalo de la forma [t,, t,+1] existe un nimero &,, tal que

w(tn+1;tn,0) — u(ty; tn, 0)

ul(gn’tnao) t +1 *t
n n

1
tn+1 - tn

Como esto es vilido para cualquier n, entonces
u/(En; tn,0) (tn+1 — 1) =1

Esto implicarfa que la pendiente de las curvas integrales dada por el lado
derecho de la ecuacién 3.1 crece arbitrariamente, lo cual es una contradiccion. B

Decimos que el sistema dispara retroactivamente a partir del tiempo p si
éste pertenece a la imagen de la funcién a y definimos el disparo retroactivo del
sistema a partir de este tiempo p, en la imagen de la funcién a, como el méximo
r < p para el cual su tiempo de disparo es p, i.e.: Si u(t;r,0) es la solucién que
cumple u(r;r,0) = 0, se tiene que r es el maximo nimero tal que u(p;r,0) = 1.
También definimos, b la funcidon retroactiva de disparos del sistema, como
la funcién que determina los disparos retroactivos: r = b(p), Vp € Img. Por
definicién esta funcién es inyectiva y a(b(t)) = t Vi, pero no necesariamente
tenemos que b(a(t)) = t, Vt.
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Figura 3.8: Para ninguna condicién inicial el sistema dispara, pues las soluciones
de la ecuacién nunca alcanzan el umbral (i.e. la sucesién de tiempos de disparos
es vacia). Modelo KHR con o =4y g(t) = 4sen(2nt).

La sucesion de disparos retroactiva {r,} a partir de un tiempo inicial p,
se define como

o = p

para todos los n > 1 para los cuales el procedimiento pueda continuarse. Asi
tenemos:

Tn

Proposition 3.3.

Si para todo tiempo inicial, 7, el sistema dispara retroactivamente, las suce-
siones de disparos retroactivos son las orbitas de un semi-sistema dinamico en R,
determinado por las iteraciones de la funcion b.
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Figura 3.9: Gréficas de a y b en el modelo KHR. Las funciones a y b son inversas
una de la otra (homeomorfismos). o =0.375, S =1, H = 0.5.

3.3. Las Funciones de Fases de Disparos

Theorem 3.4.
La funcién de disparo a y la funcién retroactiva de disparo b satisfacen

D, = D,+1
D, = Dy+1

donde D,y D, denotan los dominios de las funciones a y b. Ademas

a(t+1)=alt)+1 ,Vte D,
b(r+1)=b(r)+1 ,VrebD,

Demostracion.

Observemos que si u(t) es solucién de (3.1), entonces Vk € Z, u(t+k) también
es solucién. Consideremos 7 € R y observemos también que, como la solucién
@) =u(t—1;7,0) se anula en ¢t = 7 + 1, la unicidad de las soluciones implica
que

u(t—1,7,0)=u(;7+10), Vt eR. (3.8)
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Similarmente, tenemos que
u(t+1,7,0)=u(t;7—1,0), Vit e R. (3.9)

Para demostrar que el dominio de a es invariante bajo la suma de enteros
(D, = D, + 1) hay que verificar que

T € Dyg=T1+1€D, (3.10)
T € Dg=71—-1€D,. (3.11)

Si T € D, entonces existe a (1) tal que u (a (7);7,0) = 1. De 3.8 se sigue que
u(a(r)+1;7+1,0)=u(a(r);7,0) =1 (3.12)

Entonces 7 +1 € D, y concluimos que la proposicién 3.10 es verdadera.
Similarmente usando 3.9 tenemos que u (a (1) — 1;7 —1,0) = 1, entonces 7 — 1 €
D, y 3.11 resulta también verdadera. Por definicién a (7 + 1) es el minimo tiempo,
mayor que 7 + 1, que cumple que

u(a(r)+1;7+10) =1

De la ecuacién 3.12 inferimos entonces que a (7 +1) < a(7) + 1. Por otra
parte, de la ecuacién 3.8 se sigue que

ula(t+1)—-1;7,00=u(a(r+1);7+1,0)=1

lo cual implica que
a(t+1) =a(r)+1.

La demostracién de las afirmaciones que involucran a la funcién retroactiva
de disparos b(t) son completamente andlogas y se dejan como ejercicio para el
lector. &

El caso en que D, = R es el que interesa para el estudio del fenémeno de la
sincronizacién pues veremos més adelante (teorema 3.18) que en caso contrario las
secuencias de disparos no son infinitas. Cuando D, = R, el teorema 3.4 garantiza
que la funcién directa de disparo, a, es un levantamiento de una funcién de la
circunferencia, S*. Si

a:St— st
es la funcién de la cual a es levantamiento, entonces la sucesion de fases de disparo
a partir de una fase inicial xg estd dada por

Tn = a"(x0).
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Definicion.

La funcién « es llamada funcidén de fases de disparo.

'

-

o

—

ﬁ

Vo

Figura 3.10: Funcién de tiempos de disparos, a, con pardmetros o = 0.375, S =1,
H=05.

Asi tenemos la siguiente proposicién.
Proposition 3.5.

Si para todo tiempo inicial, 7, el sistema dispara, las sucesiones de fases de
disparos son las orbitas de un semi-sistema dinamico en la circunferencia.

Ansglogamente, cuando D, = R (mds adelante ofreceremos condiciones para
que D, o Dy sean toda la recta) la funcién b serd también el levantamiento de
una funcién de la circunferencia

B:8t— st
y las sucesiones de fases de disparos retroactivos quedardn dadas por

zn = (3" (x0)

Definicion.
La funcién § es llamada funcion de fase retroactiva de disparo.

En virtud del teorema 3.4 tenemos:
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Figura 3.11: Funcién de fases de disparos, «, mismos valores de pardmetros que
en la figura anterior.

Proposition 3.6.

Si para todo tiempo inicial, 7, el sistema dispara retroactivamente, las suce-
siones de fases de disparos retroactivos son las érbitas de un semi-sistema dinami-
co en la circunferencia.

3.4. Relacién entre las Funciones Directa y Retroactiva de Disparos

Cuando D, = R, las propiedades de sincronizacion del sistema estan cifradas en
la dindmica de las iteraciones de la funcién de la circunferencia, «. Para poder
aplicar la teoria cldsica de las funciones de la circunferencia a la investigacién de
la dindmica de estas funciones, se requiere averiguar las condiciones de invertibil-
idad y el tipo de regularidad (orden de diferenciabilidad, continuidad por tramos,
biyectividad, etc.) de las funciones o y 3. En lo que sigue consideraremos estos
asuntos.

Por definicién tenemos que
a) Dy=1m,.

b) Imy C D,.
c) b es inyectiva.
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Como la funcién a no es necesariamente suprayectiva (fig 3.12), entonces Dy,
puede ser un subconjunto propio de R, aunque D, sea todo R.

u(t)

—_-~——
-~

\
\
\
\
\
0 t

Figura 3.12: Gréfica de una curva integral del modelo KHR, la cual es tangente en
t1 al umbral de disparos. Esto implica que la funcién a tiene una discontinuidad
de salto, pues (t1,t2) € Imy = Dy. 0 =2, S =3, H=55

También puede ocurrir que la funcién a no sea inyectiva (fig. 3.13) y en este
caso Imy estd contenida propiamente en D,,. La situacién de la figura 3.13 muestra
también que no siempre se tendrd que I'mp C Dy y entonces la funcién retroactiva
no determina un semi-sistema dindmico en Dj.

Estas observaciones pueden sumarizarse de la siguiente manera:
Theorem 3.7.

Las proposiciones siguientes son equivalentes:

a) a es inyectiva en R.

b) b es suprayectiva (sobre R).

c) b:Img, — R es una biyeccion y es la inversa de la funcién a : R —
Im,.
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Figura 3.13: Gréfica de dos curvas integrales del modelo KHR. Puede observarse
que existen con tres tiempos 1, t2 y t3 a los cuales corresponde el mismo tiempo
de disparo; por lo tanto la funcién de disparos, a, no es inyectiva y Imy & Dy,
Imy & Dy.0=2,5=3, H=5.5.

Esto es,

a b
D, — Im, — R
b a

Dy — R — 1Im,

boa = 1idp,

aob = idm,

Demostracion.
a) == b) Demostraremos que b es suprayectiva. Dado t € R, debemos de hal-

lar un 7 tal que b(7) = t. Sea 7 = a (t) . Como siempre se tiene que a (b(7)) = T,
y ademds a es inyectiva en R, entonces t = b (7). Por lo tanto b es suprayectiva.

b) = a) Supongamos que a (t1) = a (t2) . Como b es suprayectiva, existen 71

y 7o tales que b(71) = t1 v b(72) = t2. Luego, 71 = a(b(71)) = a(t1) = a(tp) =
a(b(7m2)) = 2. Entonces 71 =72 =7y t1 = b(7) = t2. Entonces a es inyectiva.
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b) == ¢) La funcioén b es inyectiva por la forma en que esté definida . Si ahora
suponemos que también es suprayectiva, inmediatamente obtenemos el resultado.

C) == b) Es inmediata. H

En [15] se demuestra también que las afirmaciones anteriores también son
equivalentes a que la funcién retroactiva de disparos sea continua. Los autores de
este trabajo conjeturan también las siguientes proposiciones:

Proposition 3.8.

Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1) a €s continua e inyectiva en R.

71) a 'y b son homeomorfismos de R, inversos uno del otro.

143) Las sucesiones de disparos, directas y retroactivas, son las orbitas de
sistemas dinamicos discretos de clase C° en la recta.

Puede encontrarse una demostracién de este teorema en [15].

Como consecuencia del teorema 3.8 tenemos:
Proposition 3.9.

Las sucesiones de fases de disparos (directa y retroactiva) estan determinadas
por un semi-sistema dinamico de clase C° en la circunferencia (generado por las
funciones a y 3, respectivamente) si y solo si a es continua e inyectiva en R. En
este caso los homeomorfismos « y (8 son inversos uno del otro.

Proposition 3.10.

a) Si a no es inyectiva, b tiene una discontinuidad de salto, y consecuente-
mente, existe un intervalo de tiempos iniciales en el dominio de a que no esta en
la imagen de b.

b) La funcion a es continua por tramos en el sentido de que a es continua
por la derecha o por la izquierda en todo 7 € D,. Es continua en R si y solo si
Db =Img = R.

Los teoremas anteriores son ttiles para comprender el espectro de posibili-
dades dindmicas del sistema, por medio de la funcién de disparo y la funcién
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retroactiva de disparo del sistema. Generalmente las funciones a y b no son acce-
sibles analiticamente y por lo tanto no podemos verificar sus propiedades mediante
el andlisis de las expresiones que las determinan. Para lidiar con esta dificultad
veremos a continuacion resultados que nos dan informacién directamente sobre
las funciones de tiempos y fases de disparo, a partir del puro conocimiento de los
parametros de la ecuacién diferencial, que siempre son conocidos a priori.

3.5. El Atractor Perioédico
Theorem 3.11.

La ecuacion diferencial 3.1 tiene una solucion ¢(t), periddica de periodo uno,
que es globalmente asintéticamente estable y tiene promedio

_ 90

g

1

donde g = / g (s) ds.
0

Demostracion.

Definimos el mapeo del periodo

P =u(0,7).

Es conocido que la ecuacién diferencial 3.1 tiene una solucién periddica ¢(t)
si y sélo si P (n) tiene un punto fijo n, y resulta que n, = ¢(0), (ver figura 3.14).
Ademis se sabe que ¢(t) es globalmente asintéticamente estable si y sélo si i, es
un punto fijo globalmente asintéticamente estable del mapeo del perfodo.

De 3.6 tenemos que
Pm) =u(;0,n)=en+c
donde .
c= e"/ €?%g(s)ds.
0
Por lo tanto P (n) tiene un tinico punto fijo, n,, dado por

—C

= o1
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1
u(t)
(1) Pn)
b P(n,)
t=0 t=1

Figura 3.14: Mapeo del periodo

Por otra parte
dpP(n) _
dn
y entonces 7, es un punto fijo globalmente asintéticamente estable del mapeo del
periodo.

e ? <1cuandoo >0

Entonces la solucién periédica

t
e = [ rgdsr e,
0
es unica (ver 3.6) y es globalmente asintéticamente estable.
Al expresar el forzamiento g(t) y la solucién periédica p(t) de la ecuacion
diferencial en series de Fourier, se tiene

g(t) = go + a1 cos(2rt) + by sin(2wt) + ap cos(2 (27t)) + by sin(2 (27t)) + ...

o) = ¢+ aisin(@rt) + (4 cos(2nt)
+ap Sin(2 (2rt)) + B, cos(2 (2xt)) + ... (3.14)

siendo go y g los valores promedio de g(t) y ¢(t). Sustituyendo en la ecuacién
3.1 tenemos que

(fj_f = —O'(SOO + oy sin(27rt) + ﬂl COS(ZWt) + ) + (gO+

a1 C0S(27t) + by sin(2xt) + az cos (2 (27t)) + by sin(2 (2xt)) + ...)
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Como la derivada de una funcién periédica es periédica pero tiene promedio
cero, el desarrollo en series de Fourier de la derivada de ¢ no debe tener término
constante. Entonces :

0= —0oyy + go.
_ 9
¥o o
[ |
Remark 1.

Las soluciones, u (t), de la ecuacién diferencial 1.1 convergen a ¢ (t) moné-
tonamente. Esto es, la funcién d(t) = |u(t) — ¢ (t)| es decreciente.

Demostracion.

1
. e"/ e?%g(s)ds
o) = e / 75 g(s)ds +e 7 .

0 e -1

t
= e"t/ e”%g(s)ds —

0 e 7 -1

Luego

1
e—o(t+1) / e’ (S) ds
(@) ~ O =" Ju (@) + p—

=d(?)

de donde u (t) converge a ¢ (t) mondétonamente.

Definicion.

Llamamos un punto critico de la grafica de una funcién derivable f : R — R
a aquellos puntos (t., f (t.)) para los cuales f’ (t.) = 0.
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Figura 3.15: Convergencia de las soluciones de la ecuacién diferencial del modelo
KHR a la solucién periédica o(t).

De un resultado conocido de funciones analfticas sabemos que si g : R — R
es analitica y existe t € R tal que ¢ () = 0 para todo n > 1, entonces ¢ (t) es
constante, por lo tanto, si g (t) es analitica y no es constante, entonces para todo
t € R, existe un natural n > 1 tal que

g™ () # 0.

Necesitamos el siguiente lema (ver figura 3.16):

Figura 3.16: Representacién pictérica de los casos 2.a)-2.d) del Lema 3.12.
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Lemma 3.12.

Sea g analitica y no constante y consideremos la ecuacion diferencial

u(t) = —ou(t) +g()
con o > 0. Entonces tenemos las siguientes afirmaciones:

1) Los puntos criticos de las soluciones w (t) se encuentran sobre la grafica de
la funcion @ y reciprocamente todo punto sobre la grafica de @ es un punto
critico de alguna solucion.

2.a) @ es creciente alrededor de t. si y solo si u (t;tc, 9(56)) alcanza un
minimo local en ¢..

2.h) @ es decreciente alrededor de t. si y solo si « <t; te, @) alcanza un
maximo local en ¢,.

2.0) @ tiene un maximo local en ¢. si y solo si u (t; te, 9((?)) es decreciente
alrededor de ¢, y este es un punto de inflexion de « (¢).

2.d) @ tiene un minimo local en t. si y solo si u (t;tc,@> es creciente
alrededor de ¢, y este es un punto de inflexion de « (¢).

Demostracion.

Observemos primero que si u (t) es solucién de la ecuacion diferencial, entonces
u (t) es analitica y, para todo natural £k > 1, y para toda t € R

u® () = —ou® D () + g* D @).

Probaremos ahora el inciso 1).
Si (te,u (t:)) es un punto critico de una solucién u (t), entonces v’ (¢.) = 0,
luego

0=—ou (tc) + g (tc)

es decir

g@®) .

(e

por lo tanto el punto (., u (t.)) estéd en la grifica de
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Reciprocamente consideremos la solucién u (t, te, g(gc)> , entonces

o <t, te, M) = —ou (tC! te, g (tC)> +yg (tc)

g g

= o2y

=0

2.a) Supongamos que u(t) = u (t;tc, @) alcanza un minimo local en ..

Como u (t) es analitica y no es constante, existe n > 1 tal que
u® () =0 1<k<2n (3.15)
u® (t.) > 0.
Entonces, como u® (t.) = —ou®=D (t.)+¢%* D (t.) para todo k > 1, tenemos
d®(t)=00<k<2n-1 (3.16)

9@ D (t) >0

Sin > 1, t. es un punto de inflexién de g (t), pero, en cualquier caso, g (t)
crece alrededor de t..

Supongamos ahora que g (t) es creciente alrededor de t., entonces tenemos las
condiciones 3.16, las cuales implican 3.15 y estas a su vez implican que

U (t; te, 2 (te) ) alcanza un minimo local en ..

oz

Las demostraciones de los incisos 2.b), 2.¢) y 2.d) son analogas. B
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Theorem 3.13.
Supongamos que g (t) es analitica. Entonces

i) La solucion periddica ¢(t) alcanza sus valores maximos y minimos sobre
la curva u(t) = @.

i7) El valor promedio de ¢(t) coincide con el valor promedio de @.

ii7) Se tienen las siguientes desigualdades:

Min {@] < Min[p ()] < Max [p ()] < Max [@}

Si en alguna de ellas se cumple la igualdad, entonces también se cumple en todas
las demés y entonces el forzamiento ¢ (t) y la respuesta ¢ (t) son constantes y

cumplen ¢ (t) = @.

Demostracion.
La afirmacién 1) se sigue del lema 3.12, inciso 1).
La afirmacién i7) resulta del teorema 3.11.

Para demostrar ii7) vemos que si la igualdad entre el maximo y el minimo de
@ (t) tiene lugar, entonces ¢ (t) es constante y de la ecuacion diferencial 3.1 se
sigue que
—op (@) +g() =¢' () =0

lo cual implica que g (t) también es constante e igual a o ().

Supongamos que Min {@} = Miwn[e(@)] = ¢ (tp). Si g no es constante,

o
entonces por el lema 3.12, g (¢) tiene un punto de inflexién en ¢, lo que implicaria
que @ no alcanza un minimo en tg, lo que significa que Min {@} < ¢ (to), por

lo tanto g (¢) debe de ser constante. H

3.6. Topologia del Dominio de la Funcién de Disparos

Una de las posibilidades es que el D, sea todo R. Mds adelante daremos condi-
ciones necesarias y suficientes para que esto ocurra. Por otra parte, hemos visto
que el dominio de a puede ser vacio (fig. 3.8). Las figuras 3.17 y 3.18 muestran

52



IVAVAVAY
Y

Figura 3.17: El sistema tiene una solucién periédica ¢(t) que toca al eje t y al
umbral (v = 1) de forma tangente. Por la unicidad de las soluciones, D, consiste
uinicamente de los puntos donde ¢(t) = 0.

que también puede ser discreto.

En la figura 3.17 cualquier condicién inicial en D, produce a lo méas sélo un
disparo. De hecho, las tinicas condiciones iniciales para las que puede haber algiin
disparo estdn dadas por los puntos donde la funcién peridédica asintéticamente es-
table ©(t) es tangente al eje horizontal. En la figura 3.19 el dominio de a resulta
ser la unién de intervalos cerrados.

El siguiente teorema [15] generaliza estas observaciones computacionales.
Theorem 3.14.

D, es un conjunto cerrado.
Los ejemplos anteriores muestran que D, puede ser de los siguientes tipos: R,

vacio, o unién de intervalos cerrados. A continuacién estudiaremos las condiciones
que determinan el tipo de dominio de la funcién de disparos.

Theorem 3.15.

p(to) > 1 para algun to € R si y solo si D, = R.
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Figura 3.18: Otra situacién en la que el dominio de la funcién a de disparos
resulta ser discreto. o = 1.62, S = 0.3, H = 4. La solucién que determina el
disparo es tangente en t =0 y en x = 1.
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Demostracion:

(==) Sea M = Max[¢ ()] y por hipétesis M > 1. Sea ¢ = M — 1. Entonces
cualquier curva (¢, u (t)) que en algin momento tg diste de (¢, ¢ (t)) menos que
tiene componente u (tg) > 1. Por otra parte, como ¢(t) es un atractor global, dado
cualquier 7 € R la solucién u (¢; 7,0) tiene que converger al atractor. Entonces,
dado algin tiempo inicial 7, existe algiin tiempo T tal que

[u(:7,0) = o (1)] < 5

Por lo tanto, a partir de este tiempo 71" tendremos que para algin tiempo
posterior T + tg, u(T + tg;7,0) > 1. Como u(0;7,0) = 0, el teorema del valor
intermedio implica que 7 € D,.

(<=) Para demostrar que ¢(tp) > 1 en algin tp es una condicién necesaria
para que D, = R, suponemos lo contrario: M = Max [p(t)] < 1. Tenemos varios
casos:

A) Si M < 1 tenemos dos casos:

A.1) Cuando Min[p(t)] > 0 obligatoriamente D, = &, pues por la unici-
dad de las soluciones, para cualquier 7 € R, u(t; 7,0) < ¢(t), Vt € R y entonces
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Figura 3.19: El dominio de la funcién a resulta ser la unién de intervalos cerrados.
0 =1.0853, §=0.3, H=4.

u(t; 7,0) nunca puede llegar al umbral de disparos (u(t; 7,0) < 1,Vt € R).
A.2) Cuando Min [¢(t)] < 0, tenemos a su vez dos casos:

A.2.1) Si Maz[p(t)] = M = ¢(t.) < 0, debido a la convergencia moné-
tona al atractor, Vi > ¢,

u(t; t,0) = (u(t; +,0) — o(t)) + () < =M + M =0

Por lo tanto t, ¢ D,.

A.2.2) Si Max [¢(t)] = M > 0 entonces existen t1 y t2 tales que p(t1) =
o(t2) =0y ¢(t) <0Vt e (t1,t2). Por la unicidad de las soluciones, si 7 € (t1,t2)
tenemos que

u(t; 7,0) > p(t) Vt € R

Siendo ¢(t) asintéticamente estable, existe 1 tal que si €] < §1 entonces
lu(t; t2,8) — ()| <1 — M Vt > 0.

Por la continuidad de las soluciones respecto a las condiciones iniciales existe
02 tal que to) — 7 < 62 implica que u(tz; 7,0) < 61.

Entonces w(t;7,0) — o(t) < 1 — M ¥Vt > 7, por lo tanto 7 ¢ D, pues
u(t; 7,0) <1Vt >rT.
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B). Si M =1, con argumentos similares a los usados para probar el inciso
A), se demuestra que existen reales 7 que no estan en el dominio de la funcién de
disparos a.

Corollary 3.16.
a es el levantamiento de una funcion de la circunferencia si y solo si
Mazx [p(t)] > 1.

Demostracion.
Se sigue directamente de los teoremas 3.4 y 3.15. B

Este teorema es importante para estudiar sistemas que involucran pardmet-
ros. Mads adelante lo aplicaremos al modelo KHR para determinar las regiones
del espacio de pardametros donde el sistema siempre dispara.

Equivalentemente al teorema 3.15 tenemos:
Corollary 3.17.
D, # R siy solo si Mazx o(t) < 1.

Como hemos visto , puede ocurrir que para algunos tiempos iniciales 7 € R, el
sistema no dispare (D, es entonces un subconjunto propio de R, ver figuras 3.17,
3.18 y 3.19). La funcién de disparos podria definirse todavia en el dominio D,
donde el sistema si dispara, pero en este caso las sucesiones de tiempos de disparo
no definirfan un semi-sistema dindmico de acuerdo a las siguientes conjeturas de
Carrillo y Ongay:

Conjecture 3.18.

D, es un subconjunto propio de R si y solo si todas las sucesiones de disparo
son finitas (el sistema produce solamente un numero finito de disparos) o vacias
(D, es vacio y el sistema no dispara).

Conjecture 3.19.

No pueden coexistir sucesiones finitas con infinitas. Esto es, si alguna condi-
cion inicial da lugar a una sucesion infinita, entonces toda sucesion de disparos
es infinita, y si alguna condicién inicial da lugar a una sucesién finita, entonces
cualquier otra condicion inicial dard lugar a alguna sucesion finita o vacia (el
sistema no dispara).
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Conjecture 3.20.

Cuando D, # R existen dos posibilidades:

i) D, = @.
it) D, = |J I+ n, donde I es union finita de intervalos cerrados.
neN
Los ejemplos, teoremas y conjeturas que hemos presentado en ésta y otras
secciones muestran que para esta clase de osciladores el dominio de a es cerrado
y pueden darse las posibilidades siguientes:

1) D, es vacio y el sistema nunca dispara.

i1) D, es todo R y para toda condicion inicial el sistema produce secuencias
de disparos que tienden a infinito.

141) D, es un subconjunto propio de R (unidén de intervalos cerrados) y
el sistema desde algunas condiciones iniciales no dispara, y desde las otras sélo
puede hacer un numero limitado de disparos.

Las condiciones que determinan el D, en los casos i) y 447) no son tan simples
como la condicion Max[p(t)] > 1 que determina el caso ). Como el caso i)
es el interesante para los propdsitos de este trabajo no nos distraeremos en la
presentacién de las condiciones necesarias y suficientes para determinar el D,
en los casos 7) y 4i7). En lugar de hacer esto, sélo daremos algunas condiciones
mds simples que servirdn para acotar las correspondientes regiones del espacio de
pardmetros en los ejemplos de aplicacion.

Theorem 3.21.

D, # o implica que Maz[o(t)] > 1 0 Min[p(t)] < 0.
Demostracion.

Cuando Maz[p(t)] <1y Min[e(t)] > 0 la unicidad de las soluciones implica
que para toda 7 € R Max[u(t; 7,0)] < 1. Por lo tanto ningin 7 esté en Dj,.

El reciproco del teorema 3.21 es falso (ver figura 3.20).
Theorem 3.22.

@ # D, # R implica que Maz[p(t)] <1y Min[p(t)] <O0.
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Demostracion.
Por el corolario 3.17, Max[p(t)] < 1y por el teorema 3.21, Min[p(t)] < 0. R

El contraejemplo de la figura 3.20 también prueba que el reciproco de este
teorema es falso.

Figura 3.20: Contraejemplo del reciproco del Teorema 3.22. ¢ = 3, § = 0.3,
H=4.

La ecuacién diferencial 3.1 que determina el modelo de integracién y disparo
que estamos estudiando es lineal y en principio, mediante el uso de un factor
de integracion, es posible encontrar una expresién analitica para sus soluciones.
En particular puede obtenerse una expresion analitica para la solucién periédica
atractora ¢(t). Comunmente, el oscilador involucra una serie de pardmetros \ =
(A1,..., Ap) de los cuales dependerd también el atractor periédico: ¢ = @(t; A).
Las ecuaciones Max |o(t; N)| = 1y Min|e(t; N)| = 0 determinarén variedades
Vi y Vi de codimensién 1 en el espacio de pardmetros (ver figura 3.21). Cada
una de estas variedades dividirdn el espacio de pardmetros en dos regiones. Por
el teorema 3.15, de un lado de la variedad Vj; tendremos la regién del espacio
de pardmetros donde se cumple la condicién Mazx |p(t; A)| < 1y en esta regién
tendremos que D, es vacio o la unién numerable de intervalos cerrados cuya unién
estd contenida propiamente en R. Del teorema 3.21 se sigue que

Mazx |p(t; N)| <1y Min|p(t; )| >0 (3.17)

implica que D, = @. Entonces tenemos que del lado de V,,, donde Min |o(t; )| >
0 se cumplird que D, = @. Como las condiciones (3.17) no son necesarias para que
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D, = @, el reciproco del teorema 3.21 no es vélido, entonces, para garantizar que
& # D, # R deben cumplirse las condiciones (3.17) més alguna otra condicién
adicional. Un andlisis de la figura 3.20 sugiere una forma en que esta condicién
podria formularse, pero en el presente trabajo no nos desviaremos en esta direc-
cién, pues no es relevante para el estudio de sincronizacién que nos ocupa.

En el siguiente capitulo discutimos una instancia particular de este tipo de
modelos, el modelo KHR. En éste estdn involucrados tres pardmetros e ilus-
traremos el método de clasificar el espacio de pardmetros que se deriva de nuestro
andlisis, determinando las regiones de este espacio tridimensional de pardmetros
del modelo KHR.

Puede ocurrir que estemos interesados en analizar un modelo que, a diferen-
cia del modelo KHR, implique un forzamiento g(t) cuya expresién analitica no
sea suficientemente simple para poder obtener una expresién manejable para el
atractor periédico ¢(t; A). En este caso teoremas como los que siguen son de util-
idad pues dan condiciones que pueden ser verificadas directamente de la ecuacién
diferencial sin tener que conocer sus soluciones. Por ejemplo el teorema 3.24
ofrece condiciones sobre el valor promedio del forzamiento para garantizar que el
sistema dispara desde cualquier condicién inicial en R.

El primer teorema que ofreceremos es una versién mas débil del teorema 3.22
(puede demostrarse que Min[p(t)] < 0 implica que Min[g(t)] < 0, ver teorema
3.13), pero de acuerdo a lo que hemos dicho, tiene la ventaja de ofrecer condi-
ciones directamente en términos del forzamiento para garantizar que D, es unién
numerable de intervalos cerrados contenidos propiamente en R.

Theorem 3.23.
2 # D, # R implica que Min[g(t)] < 0.

Theorem 3.24.
1

Sea go = / g()dt. Si go > o, entonces D, = R.
0

Demostracion.

Como el valor promedio de la solucién periédica es 2, entonces la tesis del
teorema es una consecuencia directa del teorema 3.15 (ver figura 3.22). B
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Figura 3.21: Particién pictérica del espacio de pardmetros. Para cada region se
muestra un dibujo representativo del comportamiento de las curvas @ v Q.

Theorem 3.25.

Max[g@t) <o = D, = @.
Demostracion.

Max [g (t)] < o implica que Max [g (t)] < 1, por el teorema 3.13. Si existiera
7 € D,, entonces la solucién u (t; 7,0), en el tiempo a (7) llega al umbral v = 1.
Como wu (t;7,0) tiene que converger a ¢ (t) entonces existiria t, > a(7) tal que
U (te;7,0) = 0y w(ty;7,0) > 1. Del teorema 3.13 tendriamos que g (t,) > o,
contradiciendo la hipd6tesis. B

Tenemos el siguiente problema abierto:

Problema: Dar condiciones necesarias y suficientes para que el D, sea discreto.
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Figura 3.22: Tlustracién de que si go > o, entonces D, =
los parametros son o = 1, S =2, H = 0.75, entonces £
sistema siempre dispara.

R. Como los valores de
= 2, y por lo tanto, el

3.7. Condiciones que Determinan la Inyectividad y la Continuidad de
la Funcién de Disparos

A continuacion se enuncian algunas condiciones sobre la inyectividad de la funcién
de disparos.

Theorem 3.26.

Sea ¢ analitica. Si g (t) > 0 Vt, entonces la funcién de tiempos de disparo a
es inyectiva.

Demostracion.
Si D, = & entonces a es continua por vacuidad. Si D, contiene un punto en-
tonces, como D, es invariante bajo translaciones enteras (teorema 3.4), contiene

una infinidad de puntos.

Supongamos que existen 7 < 7’ tales que a (7) = a (t') ; entonces u (¢;7,0) =
u(t;7',0) = u (t) por la unicidad de las soluciones. Supongamos que g (t) no es
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constante. Tenemos los siguientes casos:

a) u(r') #0.
b) u(r’) =0.

Para el caso b) el lema 3.12 nos da la siguiente disyuntiva:
b.1) u () =0y 7’ es un punto de inflexién de u.
b.2) u () =0y 7/ es un méximo o un minimo de u.

Caso a.1). Si u (") > 0, u(t;7,0) debe de tomar valores menores o iguales
que cero para valores de t que se encuentren entre 7y 7. Como u (7) =0, y u(r)
es continua entonces u(7) alcanza un minimo menor a cero para algin valor de ¢
entre 7y 7' (ver figura 3.23).

)

Como los minimos son alcanzados en la grifica de -, entonces (lema 3.12)

existe t tal que g () < 0.

u(t)

Figura 3.23:

Caso a.2). Supongamos que u (7") < 0, entonces existe t > 7/ tal que u () < 0.
Como u (t) es continua y 7/ € Dy, u(a (7)) = 1, u(t) debe de ser creciente en
algun momento. Por lo tanto u () alcanza un valor minimo negativo (ver figura
3.24).

9@

Como los minimos son alcanzados en la grafica de <>, entonces existe ¢ tal

que g (t) <O0.

Caso b.1). La gréfica de u(t) cruza la recta u (t) = 0. Si, alrededor de 7/, u(t)
es creciente se tiene la misma situacién que en caso al). Si es decreciente se tiene
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T a(t')

Figura 3.24:

la situacién del caso a2).

Finalmente, para el caso 0.2) si u (t) alcanza un minimo (o un méximo) en
7/, entonces por el lema 3.12, g (') = 0 y es localmente creciente (o decreciente)
alrededor de 7. Se sigue que existe t, € R tal que

g (L)

g

<u (7")

(ver figura del lema). Por lo tanto g (t) < 0. Supongamos ahora g(t) constante:
g(t) = go Vt € R. Del teorema 3.25 tenemos que si go < o, entonces D, = &. Si
go > o, entonces go > 0 Vr, la solucién que pasa por (7,0) tiene derivada distinta
de cero en 7. Si la funcién de disparos a no es inyectiva tenemos el caso a) de
la primera parte, lo que implica que g (£) toma valores negativos, por lo tanto a
tiene que ser inyectiva. Bl

Theorem 3.27.

Sea ¢ analitica. Entonces g(t) > 0, Vt y Max[p(t)] > 1 si y sblo si a es
inyectiva en R.

Demostracion.

Sélo falta probar («<=).

Como D, = R, entonces (teorema 3.25) existe 1 € R tal que g (t1) > o > 0.
Si existiera tp tal que g(f2) < 0, entonces existiria 7 tal que g(7) = 0 y una
e>0tal quesiT—¢e¢ <t <7 entonces g(t) >0y siT <t < T+ e entonces

g (t) < 0. Entonces por el lema 3.12 u (¢; 7,0) tiene un maximo local en 7, por lo
tanto existe 7/, con 7 < 7’ < a (7) tal que u (7’;7,0) = 0de donde a (') = a(r) . A
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La demostracién de los teoremas 3.28 y 3.29 puede verse en [15].
Theorem 3.28.

Sea ¢ (t) analitica. Si g (t) > o Vt € R entonces a es continua.
Theorem 3.29.

Sea g (t) analitica. Entonces g (t) > o Vt €e Ry Maxz[p(t)] > 1 siy solo si
a es continua en R.

Corollary 3.30.

Si a es continua 'y Min[g(t)] < o entonces Max[p (t)] <1 (D, # R).
Demostracion.

Se sigue directamente del teorema 3.29. B

El reciproco del corolario 3.30 es falso. La idea para un contraejemplo se
muestra en la figura 3.25.

Ay
[=3
1

Figura 3.25: Idea del contraejemplo para el reciproco del corolario 3.30.

Theorem 3.31.
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La funcion directa de disparos, a, €s continua en R si y solo si es un homeo-
morfismo.

Demostracion.

(==) Si a es continua en R, por el teorema 3.29, g(t) > o > 0 Vt € R. En-
tonces, por el teorema 3.26, a es inyectiva. Por lo tanto es un homeomorfismo.

(<) Es inmediata. B

En [15] se analiza lo que sucede cuando el minimo de g (t) es estrictamente
mayor que o y se llega al siguiente resultado:

Theorem 3.32.

Si g(t) > o entonces « es un difeomorfismo de clase C'*° de la circunferencia,
que preserva orientacion y 3 es su difeomorfismo inverso.
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4. Analisis del Modelo de Neurona de Integracion y Disparo de
Keener, Hoppensteadt y Rinzel

Como hemos visto, algunos modelos de neurona de integracién y disparo describen
en forma aproximada la dindmica de las células nerviosas en términos de una
variable de estado, v(t), que representa la diferencia de potencial eléctrico a través
de la membrana celular, una constante de disipacién v que relaja la diferencia
de potenciales a su nivel de reposo, y un estimulo externo S4(t) (e.g: corriente
aplicada). Cuando v(t) alcanza un umbral de disparo Vr (la neurona emite un
impulso nervioso), el potencial es actualizado a cero, y la carga de nuevo empieza
a acumularse. Esto lo tratan Hoppensteadt, Keener y Rinzel en [12] con el modelo
matematico:

d

d—: = —vyv + Sp + S, cos (wt + @) (4.1)
v (t+) =0siv(t)=Vp

donde v es la constante de disipacién, v es el potencial de membrana, Sp es el

estimulo constante aplicado; S, w y ¢ son la amplitud, la frecuencia y la fase,

respectivamente, del estimulo periédico aplicado.

4.1. Rescalamiento del Modelo

Es posible hacer una simplificacién del modelo por medio del cambio de variables

v 0_2777 5_27750 H_Z?TSm T_wt+¢>
VT7 w wVT ’ wVT ’ 2

y haciendo algunas sustituciones, se tiene:

du du dt

dr dt dr
_ 1 dv 27
= (Fa) (2

—yv2mw + 27 Sy + 2785y, cos (wt + &)
Vr

wVT wVT
= —ou+ S+ Hcos(2nT).

Si v(t) = Vr, entonces u(r) = 1. Por lo tanto, la dindmica del modelo
(4.1) puede ser analizada por medio del modelo més sencillo, pero dindmicamente
equivalente

uw(r) = —ou(r) + S+ Hcos(2rT) (4.2)
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u(r?) =0, siu(r)=1 (4.3)
donde o es la constante de disipacién, S el valor promedio del estimulo aplicado,
y H su amplitud.

4.2. Expresion Analitica para la Funcién de Disparos

Al resolver la ecuacién diferencial por medio del método de variacién de pardmet-
ros, se obtiene la solucién general:

€7 (o cos(2nT) + 27w sin(2wT)) .

S
J— oT oT
u(t) =e —e’"+H 7 7

K (4.4)
Definimos la funcién
X (1) = ocos(2nt) + 27w sin(2nT)

Entonces, reemplazando X (7) en (4.4), tenemos

H

mX(T)"‘KGi .

u(r) = § +

Aplicando la condicién inicial u(7,) = 0 se tiene:

S

- 47T2X(Tn) + Ke 7™ =0.

Por lo tanto

. — S H —oT
U(T, Tn,O) - ; + mX(T) + K06
con
S H
Ko=|-2 - ——— X(ra)| e"™.

o 02+ 472

Esta ecuacién diferencial tiene una tnica solucién periédica, ¢(7), que es
globalmente atractora. La expresién para dicha solucién es

S H
A =5 g2 X

Por medio de la identidad trigonométrica

sin 277 + () = sin (2«t) cos B + sin 3 cos (27t)
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obtenemos la expresién simplificada

S H
QD(T) = ; + \/ﬁ Sln(27TT + ,8), (45)
donde -
sing =

Vo2 + 4r?

El dngulo G estd determinado por el tridngulo de la figura 4.1.

oy dn?

21

Figura 4.1:

Para referencia posterior observamos de este tridngulo la igualdad
2r
Norvri
En el caso especial en el que el forzamiento de la neurona es constante (H = 0)

conviene ser tratado aparte, pues su tratamiento analitico se simplifica. Bajo estas
condiciones el atractor periédico resulta ser constante

go(t)=§Vt€R.
o

cosf =

Si g > 1, por el teorema 3.15, D, = R. Si % < 1, por los teoremas 3.22 y
3.25, D, = @.

Del teorema 3.1 (capitulo IIT) tenemos

a(t)
/ e’ (S — o) dx = €.

t

Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién se tiene:

a(t) a(t)
/ e’ (S —o)dr = €7 <§ - 1) = <e“a(t) - egt> <§ - 1) = e,
t o o

t
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Entonces tenemos que

coa®) (§ _ 1) _ oa(t) (M) _
g g

Despejando a (t) resulta:

a(t)=%ln[ 5 e"t} Z%[IHSS

il
g

ot

S
S—o

S—o —

+ at] =t+ 1 In
g

Entonces tenemos:

Theorem 4.1.
Si H=0y S > o entonces la funcion de fases de disparos es una rotacion

a(x)=xz+60(S,0)mod1l

con 0(8,0) = 2in |55

Lemma 4.2.
Si u (t) es la solucion de la ecuacion 4.2 para todas 7,t € R se tiene que

G(r)=F(r)+ %e” (1 —u(tr,0),
donde

F(r) = ¢ 1—%+%sinﬁsin(2w7+ﬁ) y

G(r)y=F(r)+ %e‘”.

Demostracion.

Por la linealidad de la ecuacién, dada cualquier 7, la solucién wu (¢; 7,0) estd
definida para todo t € R.

S — — —li —o(t—T)
i —_ o o(t—7) _
u(t;7,0) = S (1 e )+ i <X(t) X(Me )
S H S H
= _ego(t-7|Z 4 - ¥ + 24 - X )
‘ {U Vo2 + 4x2 (T)] o o2+ 4r? )
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Entonces

o H

L e s N L B o__H
Su(t,T,O) e {l+s\/mX(T)} +1+S\/mX(t)

= — ot {1 + gsinﬂsin Qrr + 5)] +1+ %sin Bsin (27 + 3).
Luego
%e”tu(t; 7,0) = —er [1 + % sin 3sin (277 + ﬂ)}
at H i
+e%" |1+ 5 singsinrr + G)| .
Entonces
e’ [1 + % singsin (2rt + 6)] = €% [1 + % singsin (2rt + 6)}

—%e”tu (t;7,0)

T {1 — % + %sinﬂsin @rr + ﬂ)} + %e‘” = et [1 — % + %sin Bsin 2T + ﬁ)}
E ot E ot
+Se 5¢ u(t).

Por lo tanto V7,t € R, G(7) = F (1) + e’ (L —u(t;7,0)) B

Lemma 4.3.
T € D, siy sélo si existe p > 7 tal que F' (p) = G (7).
Demostracion.
(<=) Sea 7 € R. Aplicando el lema 4.2 en t = p tenemos
G(r)=F(p)+ g™ (L - u(piT,0)

de donde -
F(p)=F(p)+ ge"p (1 —u(p;7,0))
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Figura 4.2: Funciones del modelo. ¢ =0.375, § =1.0, H =05

y por lo tanto
u(p;7,0) =1 con p>T.

(==") Aplicando el lema 4.2 en t = a (7) tenemos que
Fa(m)=F(r)+ e
y el teorema se sigue con p =a (7).

Theorem 4.4.

Si H > 0 las siguientes proposiciones son equivalentes:
i) La funcién de disparos a es continua en R.

1) F' es creciente.
iit) S — H > o.
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Demostracion.
i) (=) iii).

Como g es una funcién trigonométrica, por el teorema 3.29 a es continua en R
siysélosig(t) > o Vity Max[p (t)] > 1. Por otra parte, g (t) = S+ H sin (2xnt) >
o siysélosi S—H > o. Para probar que i) == ¢) observamos que si S—H > o,
de la ecuacién 4.5 tenemos que

N P s H s H_,
CL.I'[(,D()]—; \/02+47r2>;_\/02+47r2>;_;_ '

F (f,) = ot (1 _ % + % Sinﬂsin (271'[‘, + ﬂ)) . Entonces

F'(t) = oeo (1 - % + % sin 3sin (2t + ﬂ)) + %t <27rTH sin 3 cos (2t + ﬂ))
2
= % (a — % + % sin 3sin (27t + 5) + %TH sin 3 cos (27t + ﬂ))

2 2
= o T 42T Gnom+
e (O’ g g —024_4#'(77 B)
2tH o
S o2+ 4x?
H o
= otf1-2+2 % sin@rt+
oe < st S Taaae @2nt + B)
2rH 27

S o2+ 4r2

+

cos (2wt + 6))

cos (2wt + ﬂ)) .

Usando las identidades trigonométricas

sin(2rT + ) = sin(2nt)cos 3 + sin 3 cos (2r7t)
cos(2rT+ ) = cos(2nt)cosB — sin(2wt)sin3
tenemos que la ultima igualdad implica
H o 2wsin(2nt) o cos (2wt)
F'(t) = aeat{1—5+— < +
© S SVo?+4r? \ Vol +4r?  \Jo? +4n?
H 2 (27‘(’ cos (2mt)  osin(2nt) ) }

+
S Vo2 +4n2 \ o2 +4n2 /o2 + 472
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= oeot(1-Z+ Ho® + dn cos (27t)
S S (02 +4r2) S (02 +4x2)

= oe’t (1 — % + %cos (27rt)>
= %e"t (S — o + H cos (2t)).

Si S — H < o entonces F'(t) > 0 (F es no decreciente). F'(t) =0 si y solo si
cos (2nt) = U;HS Entonces F'(t) = 0 a lo més en un conjunto discreto de puntos.
De esto se sigue que F (t) es creciente. Reciprocamente si F' (t) es creciente en-
tonces F'(t) > 0 y resulta que S — H < 0.

La ecuacién F'(t) = 0 tiene solucién si y sélo si cos(2nt) = %q, lo que
significa que es un conjunto discreto. Esto implica que no existe intervalo en
donde F' sea constante, por lo tanto es creciente. B
Corollary 4.5.

Si H > 0y a es continua en R entonces

— -1 0 ot
a(t)=F F(t)+§e
para toda t € R.

Demostracion.

Del lema 4.2, escogiendo t = a(7), tenemos que para todo 7 en R,
F(a(r)) = G(7).

Si a es continua en R, por el teorema 4.4, es creciente y por lo tanto invertible.
Asi pues,
— -1
a(1) = F7(G(7)) (4.6)
y para probar que esta expresion vale para todo 7 en R sélo resta probar que
ImG C ImF.
Por el teorema 4.2, también tenemos que S — o > H. Entonces

g H . g H S—O'—H
>1-— - = m+3)>1-— - - ==2_""_" >0,
F@)y>1 3 Ssmﬂsm(Zt B)>1 ST g 5 0
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También como G (t) = F (t) + %e”t > 0, para demostrar que Im G C Im F
bastard probar que (0,00) C Im F. Esto se debe a que

)F(r)=e"[1-%— gsin Bsin (2wt + 8)] — 0 cuando ¢ — —oo.
) F(r) 2 e 1= g~ Bsing] > e [1- 5~ 4]

H
S

Por otra parte, la hipétesis S — o > H implica que 1 — & — & > 0 y entonces

F (1) — oo cuando 7 — o0.
Como S — o > H, tenemos que G (t) > 0

También, (0, c0) C Im F ya que F' (1) — 0 cuando 7 — —o0 y por otra parte
oT H «; oT H H —
F(r)>e ™ (1-%—5Fsing) >e (l—%—g),puessmﬂ—\/ﬁ<l.

Por el teorema 4.4 a continua implica que S — H > o o bien 1 — & — % > 0.
Asi tenemos entonces que F (t) — oo cuando 7 — oco. B
Observacion.

1. En virtud del teorema 4.4, tenemos que las condiciones 1), i) o i7) del
teorema 4.4 implican que a (t) es el levantamiento de una funcién a : S — S
dada por

a(r) = F1 (F (z) + %e”) mod 1.

2. La ecuacién 4.6 que relaciona cada tiempo 7 con su tiempo de disparo a(7)
es trascendente y no es posible contar con una expresién analitica para la fun-
cion a(x), atn cuando se cumplan las condiciones 1), i7) o 7). Esto marca una
diferencia importante respecto a los modelos geométricos como el de la neurona
mecdnica, en el que ya vimos que con relativa facilidad un anélisis del problema
permite encontrar una expresién analitica para las funciones que determinan los
tiempos de disparo y que, de hecho, estas constituyen la familia cldsica de fun-
ciones de la circunferencia. Esta dificultad que aparece en los modelos goberna-
dos por una ecuacién diferencial, complica el anélisis de la dindmica del oscilador
forzado y sus propiedades de sincronizacion.

Dada la imposibilidad para determinar analiticamente la funcién de tiempos

de disparo a(t), en las siguientes secciones usaremos el enfoque cualitativo pre-
sentado en el capitulo anterior para estudiar esta clase de osciladores forzados,
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de la cual el modelo KHR es un caso particular.

4.2.1. Analisis Cualitativo en el Espacio de Parametros del Modelo
KHR

En ésta seccién consideramos el modelo de KHR en su forma reducida dada
por las ecuaciones (4.2) y (4.3). No seguiremos la presentacién de KHR en su
articulo original [12]. En lugar de usar el método de anédlisis de estos autores,
aplicaremos la teorfa cualitativa desarrollada por Carrillo y Ongay en [15] pues
resulta méds general y poderoso. Nos referiremos a la presentacién que hicimos
en el capitulo anterior de los resultados de estos iltimos autores, para analizar
los distintos tipos de comportamientos que puede tener el modelo al variar sus
tres pardmetros (o, S, H). Para esto, primeramente consideraremos el octante del
espacio tridimensional donde estos pardmetros son no negativos y clasificaremos
las regiones de este espacio en términos de las propiedades y los diferentes tipos
cualitativos de las funciones de disparo del sistema. Mds adelante combinaremos
este conocimiento con la teorfa del nimero de rotacién de Poincaré y algunas de
sus generalizaciones y obtendremos regiones del espacio (o, S, H) donde se dan
los diferentes tipos de respuestas sincronizadas de la célula.

4.2.2. Condicién de Disparos

De acuerdo con el teorema 3.15 del capitulo anterior, tenemos la siguiente dico-
tomia:

Si

Max ¢ > 1, (4.7)

el sistema dispara una vez que ha sido establecida cualquier condicién inicial
(D, = R), mientras que si
Maz[p ()] <1, (4.8)

para algunas condiciones, el sistema no dispara o produce secuencias finitas de
disparos.

Para el modelo KHR

Marlp@] =2 + 0

o o+ 4xZ

(6]



La condicion g o
-+ — =1 4.9
o \o?+4r? (4.9)

define una superficie contenida en el espacio de pardmetros. En la ecuacién 4.9
podemos despejar a H en términos de S y o

H(o,S) = (l — g) Vo2 + 472, (4.10)

La gréfica de H(o,S) es una superficie reglada: haciendo o = constante en la
ecuacion (4.10) vemos que H depende linealmente de S (ver 4.3). Cualquier punto
del espacio de pardametros (o,.S, H) que se encuentre del lado de esta superficie
reglada donde Maz [ (t)] > 1, determina un sistema que produce sucesiones de
disparos infinitas (D, = R). Del otro lado de la superficie reglada e incluso sobre
ella tenemos que Max[p(t)] < 1y por lo tanto tendremos que el sistema no
dispara (D, = @) o para algunas condiciones no dispara y para otras produce
solamente una serie finita de disparos.

Figura 4.3: Superficie reglada del modelo KHR. Los puntos a la izquierda de la
superficie corresponden a neuronas con D, =R y a la derecha con D, & R.
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4.2.3. Condicion de Continuidad

Por el teorema 3.29, la regién del espacio de pardmetros donde la funcién de dis-
paros a es continua en todo R queda delimitada por las condiciones:

i) g(t)y >0 Vty
i) Maz [ ()] > 1.

Como
g(t) = S + H cos(2rt) ,

las condiciones 7) y i) son equivalentes a

YS—H>o
N H
zz)g+m>l

La igualdad
S—H=o (4.11)

(o equivalentemente H = S — o) determina un plano en el espacio de pardmetros
(0,5, H) que cruza el plano ¢ =0 a lo largo de la recta S = H y el plano H =0
a lo largo de la recta S = o (figura 4.4).

Tenemos entonces la siguiente dicotomia: los puntos del espacio de pardmetros
que se encuentren en o por abajo del plano 4.11 y a la izquierda de la superficie
reglada (condicién ")), cumplen la desigualdad #i"), y para ellos la funcién de
disparos es continua en todo R. Obsérvese que si detras de la superficie reglada,
hubiera puntos donde D, = @ (3.20) en ellos tendrfamos también la continuidad
de la funcién de disparos, a, por vacuidad (teorema 3.28).

Remark 2.
Para el modelo KHR, si H > 0, entonces la condicién S — H > ¢ implica que

Mazx[p ()] > 1. Asi, si H > 0, la condicién g (t) > o Vt es suficiente para tener
la continuidad de la funcién de disparos a (t) en todo R.

4.2.4. Condicion de Inyectividad

Observamos primeramente que la funcién

g(t,\) =g (t, S, H) = S + Hsin (2rt)
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Figura 4.4:

del modelo K HR es analitica y es la constante cero cuando S'y H se anulan. En
este caso D, = @ y a resulta inyectiva por vacuidad.

La funcién g (¢, .S, H) es localmente constante si y solo si es globalmente con-
stante. Cuando ¢ (¢, S, H) no es la constante cero (i.e.: fuera del eje o en el
espacio de pardametros (o, S, H), el teorema 3.26 garantiza que todos los puntos
(0,5, H) del espacio de pardmetros para los cuales g (¢,5, H) > 0, determinan
un sistema, con funcién de disparos a (t) inyectiva. Adicionalmente, el teorema
3.27 nos garantiza que todo punto (o, .S, H) que esté a la izquierda de la superficie
reglada (Max [¢ (t)] > 1), y no sobre ella, que cumpla la condicién g (¢, .S, H) > 0,
determina un sistema con a (¢) inyectiva en todo R.

Como g (t, S, H) > 0 siy solo si
S > H.

entonces los puntos (o, .5, H) que estdn sobre, o bajo, el plano S = H, determinan

78



sistemas con a (t) inyectiva (figura 4.5).

Figura 4.5:

También del teorema 3.27 tendremos que un punto (o, S, H) determina un
sistema con a (t) inyectiva en todo R si y sélo si estd sobre o bajo este plano

(S > H) y ala izquierda de la superficie reglada <§ + \/ﬁ < 1>.

4.2.5. Particion del Espacio de Parametros

Hasta ahora hemos visto que el espacio puede ser dividido en regiones que se
encuentran arriba o abajo de las superficies descritas anteriormente. Estas super-
ficies, al intersectarse, determinan regiones en el espacio de pardametros (o, S, H),
en donde la funcién de disparos tiene caracteristicas cualitativamente diferentes.

En la figura 4.6 se muestran cinco regiones I, II, II1, IV, V determinadas

por las superficies discutidas anteriormente. En esta regiones el sistema tienen
las siguientes propiedades:
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2

Figura 4.6: Particién del espacio de pardametros del modelo KHR.

I. a es un homeomorfismo en R.

H
§+7>1yS—JZH

o Vol+4x2 T
I1. a es discontinua e inyectiva en R.

S H
-+ — _>1vS>H
o Jol+47x? Yo =

I11. a es discontinua y no inyectiva en R.

S H
—+———>1yS<H
o Vo?2+4x2 Y

IV. D, es un subconjunto propio de R (vacio o unién de intervalos).

S H
—+ ——=<1yS<H
0 \o?+4rx? Y
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V.D, = 2.
S H
-t —<1yS>H
0 \o?+4rx?

A continuacién se analizan los cambios cualitativos que tiene la dindmica del
sistema al variar sus pardmetros dentro y a través de estas cuatro regiones. Esto
lo haremos valiéndonos de una serie de gréficas que ilustran los cambios que sufren
algunos elementos indicadores de la dindmica del sistema, como las grificas de

7 < . .
%, las del atractor periédico (t), las curvas integrales y la funcién de fases
de disparo. En total mostraremos cinco paneles mostrando las siguientes transi-
ciones:

Transicion de la Region | a la Region 1.

En el diagrama Al de la figura 4.7 aparece la grifica de la funcién de fases
de disparo en un cuadrado que representa al toro T = S x S. En el diagrama

A2 aparece el plano (¢, u(t)), donde se han graficado el umbral y la sucesién de
g(t)

disparos, las graficas de >, las del atractor periédico () y las curvas integrales

de algunas soluciones.

En la secuencia, se varfan los pardmetros empezando en el plano H = 0, den-
tro de la regién I, para movernos en la zona de homeomorfismos (a medida que
crece H, manteniendo S y o constantes) hasta llegar, y después cruzar el plano
H = 5 — 0, que constituye una de las fronteras de la regién I. En este proceso
se puede observar claramente como la funcién a(t) empieza siendo una rotacién
y después desarrolla un punto de inflexiéon con pendiente vertical para perder la
continuidad al cruzar al citado plano.

En la serie de grificas A2, B2, C2 y D2 se puede observar que las funciones @
y (t) empiezan siendo constantes e iguales a g y como su amplitud empieza a
crecer hasta un punto (cuando se alcanza el plano H = S — o) en el que las curvas
integrales u(t) desarrollan un punto de inflexién, tangente al umbral de disparos

(la recta u = 1), para después tener Min [ﬁ} < 1. Esto causa la perdida de

continuidad 3.29.

Transicion de la Regién Il a la Regién 111

En las secuencias de la figura 4.8 ilustramos los cambios que sufre la funcién
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de fases de disparo af(t), la funcién @ y de las curvas integrales al pasar de la

regién 11, donde la funcién de disparos a (f) no es continua pero es inyectiva, a la
regién 111, donde a (t) pierde la inyectividad. Para pasar a la region I1, otra vez
mantenemos a o y a S constantes y variamos H. En la secuencia de graficas Al,
B1, C1y D1 se observa como la funcién deja de ser monétona. En el panel de la
7 & ia S —_H __ =
derecha se observa que Miwn { } < 0, al cruzar la superficie 2 + N 1,

o

que ocasiona la pérdida de inyectividad de «a(t) 3.27.

Transicion de la Region Il a la Region V

En esta figuras 4.9 ilustramos los cambios que sufre el sistema al pasar de
la regién I1, donde D, = R, a la regién V, donde D, = &. Para pasar a la regién
V, mantenemos a S'y a H constantes e incrementamos la capacitancia o. En las
figuras de la derecha se observa que Max [¢(t)] decrece hasta ser menor que 1 3.21.

En esta secuencia de graficas aumentamos el valor de la capacitancia o mante-
niendo H y S constantes y observamos que el promedio de @ v el Mazx [o(t)] de-
crecen gradualmente. En las figuras C1ly C2 o se incrementa a 0.9 y el Max [p(t)]
resulta mayor que uno (aproximadamente 1.2). En las figuras D1y D2 o = 1.1038
y Max [o(t)] ~ 1.09, por lo tanto (t) es casi tangente a la recta u = 1. Para
este valor de los pardmetros tenemos un fenémeno curioso: la curva de «(t)
aparenta ser continua y constante. Por el teorema 3.29, se sabe que a(t) no es
continua. Aqui las curvas integrales alcanzan el umbral de disparos después de
un intervalo de tiempo relativamente grande, en un intervalo de fases muy pe-
queno. Por eso la funcién a(x) aparenta ser constante. Finalmente, en las figuras
El y E2 los valores de los pardmetros se encuentran en la regiéon V : ¢ = 1.2,
Mazx[p(t)] =~ 0.927 <1y Mwn[p(t)] = 0.739 > 0. Por el teorema 3.21 D, = 2 y
por eso en la figura E1 no aparece la grafica de a(x).

Transiciones de la Region 111 a la region 1V

Hemos mencionado (conjetura 3.20) que cuando D, # R hay dos posibilidades:
D, =@ 0 D,= |J I, (D, es unién numerable de intervalos cerrados).
neN
Para ilustrar las dos posibilidades de la conjetura, se muestran dos tipos de
transiciones distintas de la regién I11 a la regién I'V. En ambos casos, para pasar
a la regiéon IV, mantenemos a Sy a H constantes e incrementamos la capacitancia
o. La figura 4.10 muestra la posibilidad de una transicién a D, = & (que es muy
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semejante a la transicién anterior 4.9) y la figura 4.11 una transicién a la otra

posibilidad, D, = |J In.
neN

4.3. Conclusiones

Hemos visto que el estudio de la sincronizaciéon de la respuesta de un oscilador
de integracién y disparo, sujeto a un forzamiento periédico, queda cifrada en la
funcién de fases de disparo del sistema (seccién 1.3, capitulo 3), que es una fun-
cién de la circunferencia. FEsta funcién determina un sistema dindmico discreto
en la circunferencia. La sincronizacién se da si y sélo si este sistema dindmico
en la circunferencia tiene érbitas periddicas atractoras que son asintéticamente
estables.

Una herramienta bésica involucrada en esta teoria es el de nimero de rotacién
de Poincaré y las generalizaciones de éste realizadas posteriormente por otros au-
tores (ver [19], [20], contenido y referencias de [5]). Para poder usar estos con-
ceptos es necesario conocer primero cual es el dominio de la funcién de disparos,
pues si D, # R, las sucesiones de tiempos de disparos terminan en tiempo finito
(teorema 3.18, capitulo 3) y no se puede hablar de sincronizacién. Para el andlisis
tedrico es necesario también conocer, para qué valores de los pardmetros involu-
crados en el modelo la funcién de disparos a cumple condiciones de regularidad,
como ser un homeomorfismo, o continua por tramos, o ser inyectiva. Por esto,
en la seccién 7 del capitulo 111 se discutieron las condiciones que garantizan la
continuidad y la inyectividad de la funcién de disparos para osciladores forza-
dos de la forma 3.1. Los resultados generales de este capitulo fueron aplicados
para dividir el espacio de pardmetros del modelo de neurona de integracién y
disparo de KHR en varias regiones. En particular, demostramos que la tnica
regién donde la funcién a(t) de disparos es un homeomorfismo es la regién I. En
estd region estd bien definido el nimero de rotacién y es posible trazar gréaficas
de regiones donde el nimero de rotacién es constante (lenguas de Arnold). Las
lenguas de Arnold nos dan las regiones en el espacio de pardmetros en donde se
tiene un mismo tipo de sincronizacién; calcularlas es muy importante para poder
controlar estos osciladores forzados, pero el esfuerzo computacional involucrado
es excesivamente grande para poder realizarse a satisfaccién en un procesador
pentium a 166 MHZ. Un ejemplo de un corte bidimensional de los diagramas de
lenguas para el sistema KHR se da en el siguiente capitulo. En la region IT la
funcién de disparos no es continua, pero se pueden usar los resultados de [20]
para estudiar la sincronizacién como se indica en [12]. También, de lo que hemos
discutido es claro que estas dos regiones son las tnicas en donde se puede dar el
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fenémeno de la sincronizacion.

Entre las contribuciones de este trabajo no queremos dejar de lado la impor-
tancia que tiene para ilustrar la forma tipica de combinar andlisis tedrico con sim-
ulaciones computacionales para entender la dindmica no lineal de estos sistemas y
particularmente la efectividad del método y resultados de Carrillo y Ongay para
estudiar una clase amplia de modelos de integracién y disparo forzados de la cual
el modelo de KHR es un caso particular.
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Figura 4.7: Transicion de la Region | a la Region 11.Anélisis del efecto que
tiene aumentar la amplitud del forzamientoH. En esta figura se ilustra la
evolucién de la dindmica del sistema al pasar de la regién I a la regién I1.

0 =05y S =1 se mantienen constantes y H crece desde cero hasta 0.6. En Al

yA2H =0.En Bly B2 H =025 EnCly C2 H=0.5.En D1y D2 H = 0.6.
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Figura 4.8: Transicion de la Region Il a la Region 111. Analisis del efecto
que tiene aumentar la amplitud del forzamiento H. En esta figura se ilustra la
evolucién de la dindmica del sistema al pasar de la regién I a la region I11.
0 = 0.5y § =1 se mantienen constantes y H varfa. En A1y A2 H = 0.6. En
BlyB2H =08 EnCly(C2H =10.En D1y D2 H=13.
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Figura 4.9: Transicion de la Regién Il a la Regidon V. Anilisis del efecto
que tiene aumentar la amplitud de la capacitancia o. En esta figura se ilustra la
evolucién de la dindmica del sistema al pasar de la regién 17 a la regién V. S =1
y H = 0.6 se mantienen constantes y o varfa. En A1y A2 ¢ =0.5. En Bl y B2

c=075. EnClyC206=1EnDly D20 =11038. En Fly F2 0 = 1.2.
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Figura 4.10: Transicion de la Regién 111 a la region 1V. Anélisis del efecto
que tiene aumentar la amplitud de la capacitancia . En esta figura se ilustra la
evolucion de la dindmica del sistema al pasar de la region 111 a la region IV.
S =1y H = 1.3 se mantienen constantes y o varia. En A1y A2 ¢ =0.5; En B1
yB20c=075.EnCly(C20=1 EnDly D2 o =12545. En Ely E?
oc=14
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Figura 4.11: Transicion de la Region 111 a la region V. Anilisis del efecto
que tiene aumentar la amplitud de la capacitancia . En esta figura se ilustra la
evolucion de la dindmica del sistema al pasar de la regién 11 a la regién V'
(Da = I+ n) .S =1y H =4 se mantienen constantes y ¢ varfa. Los

neN
valores que toma o son: Aly A20=05;BlyB2c=11;,Cly C20 =117,

D1y D2 o =25.
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5. Generador de Ejemplos. Integracion y Disparo
(I'YD.EXE)

Generalmente es complicado estudiar algiin sistema dindmico empleando sola-
mente métodos analfticos. Por ello es de utilidad contar con programas que
permitan visualizar los cambios en la dindmica generada al variar los valores de
los pardmetros del sistema. Con este objetivo se programé Integracién y Dis-
paro (IYD.EXE), el cual es un programa que permite analizar la dindmica del
modelo de neurona de integracién y disparo de K H R, usado para ilustrar varios
resultados generales demostrados en el capitulo 3.

5.1. Descripcion Panoramica de Integracion y Disparo

Al iniciar el programa aparece la pantalla mostrada en la figura 5.1

MODELD DE MWEUROWA DE INTEGRACION % DISPARO DE

HOPPEMSTEADT-KEENER-RINZEL.

Figura 5.1: Portada inicial del programa IYD.EXE
Por medio de Integraciéon y Disparo es posible seleccionar diversos valores del

espacio de pardmetros o, S, H del modelo de neurona de integracién y disparo
de K HR para trazar gréficas de:
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" Diagramas de bifurcaciones

" Tteraciones de funciones de St en S*

" Lenguas de Arnold

" Tteraciones en el toro

" Diente de sierra

" Funciones directas y retroactivas de disparo del modelo.

Puesto que el modelo tiene tres grados paramétricos de libertad, Integraciéon
y Disparo es de utilidad, ya que muestra cortes del espacio tridimensional en el
que se encuentran los pardmetros. Esto sirve para darnos una idea tanto del
comportamiento cualitativo como cuantitativo de la dindmica del sistema.

5.2. Funcionamiento de Integracion y Disparo

En Integracién y Disparo cada una de los seis tipos de graficas antes mencionadas
tiene asociado un mdédulo o escenario gréafico, desde el cual es posible analizar la
dindmica del modelo desde un punto de vista diferente. Algunas de estos es-
cenarios gréaficos estdn enlazados. Esto quiere decir que es posible que al estar
analizando algin aspecto de la dindmica, se le pueda analizar desde otro punto
de vista. En los escenarios de iteraciones en la circunferencia, funciones en el toro
y funciones de disparo, el enlazamiento se hace con los valores de los pardmetros
en turno. En las lenguas de Arnold y diagramas de bifurcaciones esto se hace
simplemente colocando el cursor flecha en algin punto del diagrama, con lo cual
queda definida una tripleta de valores de los pardametros del modelo, y luego lla-
mando a otro médulo del programa que automéaticamente toma estos tres valores
de pardmetros para comenzar a trabajar.

Los médulos estén enlazados como se muestra en la figura 5.2
En la figura 5.3 se muestra la divisién en zonas de la pantalla utilizada por

el programa en cualquier escenario y a continuacién se hace una descripcién de
cada una de ellas.
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Diagrama de Enlazamiento de los Escenarios de IYD.EXE

1. Diagramas de Bifurcaciones

2. Funciones en la circunferencia
3. Lenguas de Arnold

4. Funciones en el toro

5. Graficas de Diente de Sierra

6. Graficas de Levantamientos

Figura 5.2: Diagrama que ilustra las relaciones entre los modulos del programa
ID.EXE.

5.2.1. Descripcion de las zonas de las pantallas

En cada uno de los médulos, la pantalla se divide en cuatro zonas. Cada zona
tiene una funcién distinta:

Zona I: Presenta las gréficas de la dindmica del modelo.

Zona II: Da la informacién de las coordenadas del cursor flecha y de la
longitud de paso con la que este se mueve.

Zona I11. Muestra las teclas de los comandos disponibles.

Zona 1V: Muestra los valores de los pardmetros, los rangos de las imagenes
v los colores para trazar. El cursor caja indica el pardmetro al cual es posible
cambiarle el valor.

5.2.2. Caracteristicas generales de los médulos

"" En cualquier médulo se pueden calcular tanto el nimero de rotacién como la
resonancia de los pardmetros en turno (siempre y cuando los pardmetros definan
una funcién de disparos en la circunferencia).

" La mayorfa de los datos numéricos se encuentran a la vista.
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Zona V.
Datos Zona l.
numéricos - :I'ra’zu de
imagenes
Zona Il Zona Il
Informacidn de Posicion del cursor, longitud
comandos 1 de paso e informacién de los
archivos

Figura 5.3: Zonas de la pantalla para cada médulo del programa.

"" Hay un menu interno y otro externo en cada mdédulo. El mentd externo del
modulo es el que se encuentra al comenzar el programa o al pasar desde otro mé-
dulo, y contiene los comandos mds generales. El meni interno se obtiene desde
el externo y contiene los demds comandos.

"" Desde el meni externo de cualquier médulo es posible pasarse a otro escenario
mediante un meni que aparece en la zona III al presionar la tecla “P”.

"" En cualquier médulo es posible cambiar la direccién de integracién del modelo.
Forward indica que estd calculando los disparos mediante la funcién directa de
disparos, y Backward que estd calculando la funcién retroactiva de disparos.

" Los médulos 1 (Diagrama de Bifurcaciones) y 3 (Lenguas de Arnold) tienen la
propiedad de hacer zoom, esto es, se pueden trazar acercamientos para analizar
con més detalle regiones de los pardmetros. Como algunas de estas graficas nece-
sitan demasiado tiempo para ser finalizadas, el programa cuenta con manejo de
imdgenes en archivos, que permite salvar y posteriormente recuperar alguna im-
agen parcialmente trazada, junto con los valores de pardmetros.

A continuacién se analizan con mads detalle cada uno de los médulos y se
describen sus comandos.

93



5.2.3. Descripcion de los comandos de los modulos

Diagrama de bifurcaciones

Este médulo permite trazar tres tipos de diagramas de bifurcaciones:

En cada tipo de diagrama se calcula un nimero fijo (por default 1000) de
iteraciones f™ de la funcién de disparos del sistema y se trazan unicamente las
partes fraccionarias de las ultimas iteraciones (usualmente las tltimas 200), var-
iando el pardmetro que se encuentra en la abscisa y manteniendo fijos los otros
dos. El eje de las ordenadas representa la evolucién de las fases del sistema. El
objeto de hacer un transitorio calculando cierto niimero de iteraciones y trazando
solamente un porcentaje al final es eliminar ruido, para poder ilustrar los puntos
periédicos (si es que los hay) de la dindmica del sistema. Un auxiliar para detectar
periodicidad es el nimero de Lyapunov trazado, punto por punto del pardmetro
que varia, en la parte superior del diagrama de bifurcaciones.

Una imagen tipica es la mostrada en la figura 5.4:

DIAG. DE BIFURCACION

EJES . e
T < ey
& — e -
1 00000000000E+00 .

S
£, 0000000

H
200000000000

Maee

£, 100000000000
Mins

00000000000

[l
TS A CALC
000
PTS A TRAZ
IT. PARA CALC. #ROT
[ ]H]
COLOR
i te
DISPARDS: F. DISP.
DRHARD

E: Trazar diagrama de
bifurcaciones y
manejar la flecha

R: Recuperar diagrama
de disco

Li: Guardar diagrama
en disco

& FORKARD-BACKHARD

~E: F. DispsEc. Dif.

P: Cambiar pantalla.

Teclas de direccion

g:::mzf:§§Ci°”ar los [ 7.900000000000E+00 , 5.000000000000E-01 1 STEP=  4.000000000000E-02

F1l: Salir del programg ARCHT U

Figura 5.4: Escenario 1: diagramas de bifurcaciones.
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Barra de parametros

Diag. de Bifurcaciones: Es un mensaje que indica que el médulo con el

que se estd trabajando es el de los diagramas de bifurcaciones.

Ejes : Indica el tipo de diagrama de bifurcaciones que se estd trazando. Hay
tres tipos: t vs o, tvs Sy t vs H.

o . Valor actual del pardmetro o.

S : Valor actual del pardmetro S.

H : Valor actual del pardametro H.

T : Valor actual de la variable T, o sea, el tiempo de integracion .

MaxT : Valor superior del intervalo donde se evalia T'. (Maximo valor de la
ordenada).

MinT : Valor inferior del intervalo donde se evalia T. (Minimo valor de la
ordenada).

MaxX : Valor superior del intervalo donde se evalia el pardmetro X. (Mdx-
imo valor de la abscisa) (X € {0, S, H}).

MinX : Valor superior del intervalo donde se evalia el parametro X. (Mdximo
valor de la abscisa) (X € {0, S, H}).

Pts.Horiz : Numero de puntos que se van a trazar en el eje horizontal.

Pts. a Calc : Numero total de iteraciones que se calculan para cada valor del
pardmetro que varia.

Pts. a Traz : Numero de iteraciones que se trazan para cada valor del
pardmetro que varia.

It. para calc # rot: Numero de iteraciones para calcular el nimero rota-
cional.

Color : Color en que se traza el diagrama de bifurcaciones.

Forward/Backward : Indica la direccién de integracién del sistema.

Menu externo

El menui externo del escenario de los diagramas de bifurcaciones dispone de
los siguientes comandos:

B : Trazar diag.de bif. y usar la flecha: Pasa al mend interno de este
escenario.

R : Recuperar diagrama en disco. Recupera alguna imagen trazada total
o parcialmente anteriormente y que fue almacenada en un disco. Si la imagen
estd inconclusa es posible terminarla, comenzando desde el punto donde fue in-
terrumpido el trazo.
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Al presionar esta tecla, aparece una caja en la zona I de la pantalla, donde
se escribe la trayectoria completa del archivo en que fue almacenada la imagen.
Al terminar de escribir los datos de la imagen, se presiona < enter > o “.”

W : Escribir diag a disco. Permite grabar una imagen en disco. Al presionar
esta tecla, aparece una caja en la zona I] de la pantalla, donde se escribe la
trayectoria completa del archivo donde fue almacenada la imagen. Se concluye la
lectura de los datos del nombre de la imagen presionando < enter > o “.”

Es conveniente mencionar que cuando el usuario guarda la imagen de algiin
diagrama de bifurcaciones, el programa hace un barrido de la zona I de la pantalla,
y todos los puntos se guardan en un archivo con el nombre elegido por el usuario,
pero con extensién “.BD4”. Los datos numéricos del diagrama, tales como los
valores de los pardmetros con que se estd trazando el diagrama, colores de trazo,
nimeros de iteraciones, etc. se guardan en otro archivo con el mismo nombre,
pero con extensiéon “.BI4”. El programa busca ambos archivos, y si alguno de
ellos no se encuentra en el directorio indicado por la trayectoria, ambos archivos
son grabados. Si se encuentran los dos, se manda un mensaje de aviso para
determinar si ambos son sobrescritos o se desea guardar el diagrama trazado en
otros archivos. El usuario no tiene control sobre las extensiones del nombre de
los archivos.

P : Cambiar pantalla. Pasa a otros escenarios. Al presionar esta tecla,
aparece un menu en la zona I 11, que indica las teclas para pasar a otros escenarios.

Teclas de direccidon para cambiar parametros. Mueve la posicién de cur-
sor de la barra de pardmetros en la zona , que indica el pardmetro en turno al
que es posible cambiarle el valor.

F1 : Salir del programa. Sale del programa y regresa al sistema operativo.

Menu interno

El mend interno del médulo de los diagramas de bifurcaciones dispone de los
siguientes comandos:

B : Trazar diag. de bif. Comienza a trazar los diagramas de bifurcaciones.

R : Calc. el nUm de rotacion. Calcula el niimero de rotacién con los valores
de los pardmetros en turno.

H : Calcular resonancias. Calcula la resonancia (q : p) con los valores indi-
cados de los pardmetros.

C : Func. en la circ. Pasa temporalmente al menu de las funciones en la
circunferencia, sin perder la imagen del diagrama de bifurcaciones trazado.
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O : Zoom. Realiza un acercamiento de la regién seleccionada del diagrama
de bifurcaciones.

T : Func. en el toro. Pasa temporalmente al meni de las funciones en el
toro, sin perder la imagen del diagrama de bifurcaciones en turno.

S : Curvas integrales. Pasa temporalmente al menu de las curvas integrales,
sin perder la imagen actual del diagrama de bifurcaciones.

V : Funciones del modelo. Pasa temporalmente al ment de las funciones
del modelo, sin perder la imagen trazada del diagrama de bifurcaciones en turno.

A : Step x 10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
En este caso se multiplica por 10.

Z : Step/10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
Con esta opcién se divide por 10.

Q : Forward/Backward. Senala la direccién de integracién del sistema.

Teclas de dir. para sel. un punto del dominio. Mueve la flecha en la
direccién indicada.

Esc : Salir. Salir del médulo o del programa.

Funciones de la Circunferencia

Con este médulo es posible analizar la dindmica de las iteraciones de funciones
de la circunferencia en la circunferencia.
Una imagen tipica es la que se muestra en la figura 5.5:

Barra de parametros

F. de la circunferencia. Indica que el médulo con el que se estd trabajando

es el de las funciones de la circunferencia.

o . Valor actual del pardmetro o.

S : Valor actual del pardametro S.

H : Valor actual del pardmetro H.

T : Valor actual de la variable de tiempo T

#I1t. por golpe : Indica el numero de iteraciones de la funcién en la circun-
ferencia que se realizan cada vez que el usuario pulsa alguna tecla.

# de iteraciones : Informa sobre el nimero total de iteraciones que se han
realizado.

It. para calc # rot: Numero de iteraciones para calcular el nimero rota-
cional.

Color : Color en que se trazan las iteraciones.

Forward/Backward : Indica la direccién de integracién del sistema.
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F1: Salir del programg
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Figura 5.5: Escenario 2: funciones en la circunferencia.

Menu externo

El meni externo del médulo de las iteraciones de funciones en la circunfer-

encia dispone de los siguientes comandos:

C : Hacer iteraciones. Pasa al ment interno.

R : Calc. el num de rotacion. Calcula el nimero de rotacién con los valores
de los pardmetros en turno del modelo.

H : Calcular resonancias. Calcula la resonancia ¢:p con los valores de los
pardmetros en turno del modelo.

L : Limpiar circunferencia. Borra cualquier cosa que se haya trazado ante-
riormente y dibuja de nuevo el escenario de este médulo.

A : Step x 10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
En este caso la longitud se multiplica por 10.

Z : Step/10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
Con esta opcién la longitud se divide por 10.

T : Func. en el toro. Indica que es posible hacer un enlazamiento entre este
moédulo y el de las funciones en el toro.

Q : Forward/Backward.Indica la direccién de integracién del sistema.
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“E : F. Disp./Ec. Dif. Selecciona el modo de producir los disparos: por
medio de la funcién de disparos o usando la ecuacién diferencial.

P : Cambiar pantalla. Pasa a otros médulos.

Teclas de direccidon para cambiar parametros. Mueve la posicién de cur-
sor que indica el pardmetro al que es posible cambiar el valor.

F1 : Salir. Salir del médulo o del programa.

Menu interno

El meni interno del médulo de las funciones en la circunferencia dispone de los
siguientes comandos:

L : Limpiar circunferencia. Borra cualquier cosa que se haya trazado ante-
riormente y dibuja de nuevo el escenario de este médulo.

Teclas de dir. para sel. un punto del dominio. Mueve el cursor flecha con
la longitud de paso en turno.

Enter : iniciar iteraciones. Indica que si se presiona enter, se realizan las
iteraciones con los valores de los pardmetros en turno, y con los datos actuales.

Al estar haciendo las iteraciones, aparecen otras opciones en el menu interno:

L : Limpiar circunferencia. Borra cualquier cosa que se haya trazado ante-
riormente y dibuja de nuevo el escenario de este médulo.

S : It x 10. Indica que al presionar esta tecla se multiplica por diez el numero
de iteraciones de la funcién de circunferencia que se realizan por cada golpe de
tecla.

S : 1t/10. Indica que al presionar esta tecla se divide por diez el numero de
iteraciones de la funcién de circunferencia que se realizan por cada golpe de tecla.

Lenguas de Arnold

Una imagen tipica se muestra en la figura 5.6:

Barra de pardmetros

Lenguas de Arnold : Indica que el médulo con el que se estd trabajando
es el de las lenguas de Arnold.
NOmero de Rotacidon/Resonancias : Indica si se estdn calculando lenguas
con nimero de rotacién o lenguas generalizadas con resonancias.
Ejes : Indica el tipo de diagrama de lenguas de Arnold que se estd trazando.
Hay tres tipos: H vs o, H vs Sy o vs S.
o . Valor actual del pardmetro o.

99



LENGUAS DE ARHOLD
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Figura 5.6: Escenario 3: lenguas de Arnold.

S : Valor actual del pardmetro S.

H : Valor actual del pardametro H.

Max : Valor superior del intervalo donde se evalia Y. (Méximo valor de la
ordenada. Y € {0, S, H})

MinY : Valor inferior del intervalo donde se evalia Y. (Minimo valor de la
ordenada. Y € {0,S,H})

MaxX : Valor superior del intervalo donde se evalia el pardmetro X. (Mdax-
imo valor de la abscisa. X € {0,S, H}).

MinX : Valor superior del intervalo donde se evalia el parametro X. (Mdximo
valor de la abscisa) (X € {0, S, H}).

Pts.Horiz : Numero de puntos que se van a trazar en el eje horizontal.

Pts.\ert. : Numero de puntos que se van a trazar en el eje vertical.

Pts. a Calc : Numero total de puntos que se calculan para cada valor del
parametro que varia.

It. para calc # rot: Numero de iteraciones para calcular el nimero rota-
cional.

Eps : Tolerancia para comparar las resonancias y el nimero de rotacién.

Disparos : F.Disp/Ec.Dif.
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Forward/Backward : Indica la direccién de integracién del sistema.

Menu externo

El menu externo del médulo de las lenguas de Arnold dispone de los siguientes
comandos:

F : Manejar la flecha y trazar las lenguas de Arnold. Permite mover el
cursor flecha y pasar al menu interno.

R : Recuperar lenguas del disco. Recupera una imagen trazada y que an-
teriormente fue guardada en un disco.

W : Grabar lenguas. Permite grabar una imagen de las lenguas en disco.

Q : Forward/Backward. Selecciona la direccién de integracion.

~S : Sonido ON/OFF. Selecciona si se emiten sonido al trazar las lenguas
de Arnold.

"L : Trazar #ROT/RESO. Selecciona la forma de trazar las lenguas, ya sea
mediante nimero rotacional o resonancias.

“E : F.Disp./Ec.Dif. Selecciona la forma de calcular las iteraciones de las
funciones para trazar las lenguas, ya sea mediante funcién analitica de disparos
o siguiendo las curvas integrales de la ecuacién diferencial.

P : Cambiar pantalla. Pasa a otros médulos.

Teclas de direccidn para cambiar parametros. Mueve la posicién de cur-
sor que indica el pardmetro al que es posible cambiar el valor.

F1 : Salir del programa.

Menu interno

El ment interno del médulo de las lenguas de Arnold dispone de los siguientes

comandos:

L : Trazar lenguas. Comienza a trazar un diagrama de lenguas de Arnold
con los valores de los pardmetros en turno.

B : Trazar diag. de bif. Permite un enlazamiento con el médulo de los dia-
gramas de bifurcaciones.

| : Seleccionar racionales (Resonancias). Sirve para editar una seleccién
de los racionales o resonancias de las que se desea trazar las lenguas de Arnold.
Al presionar esta tecla pasamos a otra pantalla donde se despliegan los racionales
(resonancias)

R : Calc. el num de rotacion. Calcula el nimero de rotacién con los valores
de los pardmetros en turno del modelo.
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H : Calcular resonancias. Calcula la resonancia ¢:p con los valores de los
pardmetros en turno del modelo.

C : Func. en la circ. Pasa temporalmente al meni de las funciones en la
circunferencia, sin perder la imagen del diagrama de bifurcaciones en turno.

O : Zoom. Realiza un acercamiento de la regién seleccionada del diagrama
de bifurcaciones en turno.

T : Func. en el toro. Pasa temporalmente al meni de las funciones en el
toro, sin perder la imagen del diagrama de bifurcaciones en turno.

S : Curvas integrales. Pasa temporalmente al menu de las curvas integrales,
sin perder la imagen del diagrama de bifurcaciones en turno.

V : Funciones del modelo. Pasa temporalmente al ment de las funciones
del modelo, sin perder la imagen trazada del diagrama de bifurcaciones en turno.

A . Step x 10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
En este caso se multiplica por 10.

Z : Step/10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
Con esta opcién se divide por 10.

Q : Forward/Backward.Indica la direccién de integracién del sistema.

Teclas de dir. para sel. un punto del dominio. Mueve el cursor flecha con
la longitud de paso en turno.

Esc : Salir. Salir del médulo o del programa.

Funciones en el Toro

En la figura 5.7 se muestra una imagen tipica de este médulo.

Barra de parametros

Funciones en el toro. Indica que el médulo con el que se estd trabajando

es el de las funciones de la circunferencia en el toro.

o . Valor actual del pardmetro o.

S : Valor actual del pardametro S.

H : Valor actual del pardmetro H.

To : Valor de To, el cual se utiliza como punto inicial de las iteraciones.

Iterada : Indica la iterada de la funcién de disparos que se va a utilizar para
trazar la gréafica en el toro.

#It. por golpe : Indica el nimero de iteraciones de la funcién en el toro por
cada vez que se pulse alguna tecla.

Pts. a Traz : Numero de puntos que se calculan para trazar la gréfica del
toro.
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FUNCION EW EL TORO
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Figura 5.7: Escenario 4: funciones de la circunferencia en el toro.

It. para calc # rot: Numero de iteraciones para calcular el mimero rota-
cional.

# de iteraciones : Numero total de iteraciones que se han realizado en la
grifica en turno.

Color : Color en que se traza el diagrama de bifurcaciones.

Disparos : F. Disp./Ec. Dif : Indica la forma en que se calculan las itera-
ciones de la funcién de la circunferencia, usando la funcién de disparos del modelo
o siguiendo las curvas integrales de la ecuacién diferencial.

Forward/Backward : Indica la direccién de integracién del sistema.

Menu externo

El meni externo del médulo de las funciones en el toro dispone de los sigu-
ientes comandos:
R : #rot. Calcular el numero de rotacién con los valores de los pardmetros
en turno.
H : Calcular resonancias. Calcula la resonancia ¢:p con los valores de los
pardmetros en turno del modelo.
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T : Trazar la funcion en el toro y usar la flecha. Pasa al menu interno de
este médulo y senalar cualquier posicién del escenario gréfico mediante el cursor
flecha.

Q : Forward/Backward.Indica la direccién de integracién del sistema.

L : Limpiar pantalla. Restablece el escenario gréfico de las funciones en el
toro.

“E : F. Disp/Ec. Dif. Selecciona la forma de calcular las iteraciones de las
funciones en la circunferencia, pues estas pueden ser obtenidas utilizando la fun-
cién de disparos o la ecuacién diferencial del modelo.

P : Cambiar pantalla. Pasa a otros médulos.

Teclas de direccidon para cambiar parametros. Mueve la posicién de
cursor que indica el pardmetro al que es posible cambiar el valor.

F1: Salir del programa.

Menu interno

Al entrar al menu interno, se traza la funcién en el toro, con los valores de
los pardmetros en turno. Después de esto aparece la lista de comandos del ment
interno.

El ment interno del médulo de los diagramas de bifurcaciones dispone de los
siguientes comandos:

A . Step x 10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
En este caso se multiplica por 10.

Z : Step/10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
Con esta opcién se divide por 10.

C : Limpiar pantalla. Restablece el escenario grafico de las funciones en el
toro.

Q : Forward/Backward.Indica la direccién de integracién del sistema.

Enter : Trazar lineas. Comienza las iteraciones de la funcién en el toro. Al
presionar esta tecla se realizan las primera iteraciones y aparece otro mentu con
los siguientes dos comandos:

Teclas de dir. para sel. un punto del dominio. Mueve el cursor flecha con
la longitud de paso en turno.

S : It = It 10. Multiplica por diez el nimero de iteraciones que se hacen por
cada golpe de tecla.

X 1t =1t/10. Divide por diez el nimero de iteraciones que se hacen por
cada golpe de tecla.
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Esc : Salir. Salir del médulo o del programa.

Curvas Integrales

Una imagen de las curvas integrales se muestra en la figura 5.8.

CURUAS IMTEGRALES
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Figura 5.8: Escenario 5: curvas integrales.

Barra de parametros

Curvas integrales : Indica que estamos en el médulo de las curvas integrales.

o . Valor actual del pardmetro o.

S : Valor actual del pardametro S.

H : Valor actual del pardmetro H.

MaxT : Valor superior del intervalo donde se evalia T'. (Maximo valor de la
abscisa).

MinT : Valor inferior del intervalo donde se evalia 7. (Minimo valor de la
abscisa).

MaxY : Valor superior del eje vertical.

MinY : Valor inferior del eje vertical.
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Pts. a Traz : Numero de puntos que se trazan para cada valor del pardmetro
que varia.

It. para calc # rot: Numero de iteraciones para calcular el mimero rota-
cional.

Color de las curvas : Color en que se trazan las curvas integrales antes de
que rebasen el umbral de disparos.

Color de los disparos : Color con el que se marcan los disparos cuando las
curvas integrales alcanzan el umbral de disparos.

Color de las asintotas : Es la continuacién de las curvas integrales después
de rebasar el umbral de disparos. Estas convergen uniformemente al la solucién
globalmente atractora.

Color del forzamiento : Indica el color que se utiliza para trazar la funcién
g(t) =S5+ Hsin(2xt).

Disparos : F. Disp./Ec. Dif : Indica la forma en que se calculan las itera-
ciones de la funcién de la circunferencia, usando la funcién de disparos del modelo
o siguiendo las curvas integrales de la ecuacién diferencial.

Forward/Backward : Indica la direccién de integracién del sistema.

Menu externo

El meni externo del médulo de las curvas integrales dispone de los coman-
dos:

R : #rot. Calcular el numero de rotacién con los valores de los pardmetros
en turno.

H : Calcular resonancias. Calcula la resonancia ¢:p con los valores de los
pardmetros en turno del modelo.

S : Trazar las curvas integrales y usar la flecha. Pasa al ment interno de
este modulo y senalar cualquier posicién del escenario grafico mediante el cursor
flecha.

Q : Forward/Backward.Indica la direccién de integracién del sistema.

C : Limpiar pantalla. Restablece el escenario grafico de las funciones en el
toro.

“E : F. Disp/Ec. Dif. Selecciona la forma de calcular las iteraciones de las
funciones en la circunferencia, pues estas pueden ser obtenidas utilizando la fun-
cién de disparos o la ecuacién diferencial del modelo.

P : Cambiar pantalla. Pasa a otros médulos.

Teclas de direccidon para cambiar parametros. Mueve la posicién de cur-
sor que indica el pardmetro al que es posible cambiar el valor.

F1 : Salir del programa.
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Menu interno

El meni interno del médulo de las curvas integrales dispone de los siguientes
comandos:

A : Step * 10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
En este caso se multiplica por 10.

Z : Step/10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
Con esta opcién se divide por 10.

C : Limpiar pantalla. Restablece el escenario grafico de las funciones en el
toro.

Teclas de dir. para sel. un punto del dominio. Mueve el cursor flecha con
la longitud de paso en turno.

La tltima posicién del cursor flecha indica la condicién inicial (en el eje hori-
zontal) a partir de la cual se comenzaran a trazar las curvas integrales al volver
a presionar S.

Esc : Salir. Salir del médulo o del programa.

Funciones del Modelo

En la figura 5.9 se muestra un ejemplo de las funciones del modelo.

Barra de parametros

Funciones del Modelo. Indica que el médulo con el que se estd trabajando

es el de las funciones del modelo.

o . Valor actual del pardmetro o.

S : Valor actual del pardametro S.

H : Valor actual del pardmetro H.

MaxT : Valor superior del intervalo donde se evalia T'. (Maximo valor de las
abscisas).

MinT : Valor inferior del intervalo donde se evalia T'. (Minimo valor de las
abscisas).

Maxy : Valor superior de las ordenadas.

MinY: Valor inferior de las ordenadas.

#Pts. a trazar : Numero de puntos que se van a trazar en el eje horizontal.

It. para calc # rot: Numero de iteraciones para calcular el nimero rota-
cional.

Color de F(t) : Color en que se traza la funcién F(t).

Color de F(t)+%e“t: Color en que se traza la funcién F(t)+%e"t.
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FUNCIONES DEL MODELD
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Figura 5.9: Escenario 6: funciones del modelo.

Color de f(t) : Color en que se traza la funcién f(t).

Color de los toros : Color en que se traza los cuadros unitarios en todo el
dominio de las funciones.

Disparos : F.Disparos/Ec.Diferencial :Indica la forma en que se calculan
las iteraciones de la funcién de la circunferencia, usando la funcién de disparos
del modelo o siguiendo las curvas integrales de la ecuacién diferencial.

Forward/Backward : Indica la direccién de integracién del sistema.

Menu externo

El mentd externo del médulo de las funciones del modelo dispone de los sigu-

ientes comandos:

El ment externo del médulo de las curvas integrales dispone de los comandos:

R : #rot. Calcular el numero de rotacién con los valores de los pardmetros
en turno.

H : Calcular resonancias. Calcula la resonancia ¢:p con los valores de los
pardmetros en turno del modelo.

F : Trazar las funciones del modelo y usar la flecha. Pasa al menu in-
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terno de este médulo y senalar cualquier posicion del escenario grifico mediante
el cursor flecha.

Q : Forward/Backward.Indica la direccién de integracién del sistema.

C : Limpiar pantalla. Restablece el escenario grafico de las funciones en el
toro.

“E : F. Disp/Ec. Dif. Selecciona la forma de calcular las iteraciones de las
funciones en la circunferencia, pues estas pueden ser obtenidas utilizando la fun-
cién de disparos o la ecuacién diferencial del modelo.

P : Cambiar pantalla. Pasa a otros médulos.

Teclas de direccidon para cambiar parametros. Mueve la posicién de cur-
sor que indica el pardmetro al que es posible cambiar el valor.

F1 : Salir del programa.

Menu interno

El ment interno del médulo de las funciones del modelo dispone de los sigu-

ientes comandos:

A : Step x 10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
FEn este caso se multiplica por 10.

Z : Step/10. Modifica la longitud de paso con que se mueve el cursor flecha.
Con esta opcién se divide por 10.

S : Curvas del Modelo. Pasa temporalmente al meni de las curvas inte-
grales, sin perder la imagen del diagrama de las funciones del modelo en turno.

C : Limpiar pantalla. Restablece el escenario grafico de las funciones en el
toro.

Teclas de dir. para sel. un punto del dominio. Mueve el cursor flecha con
la longitud de paso en turno.

Esc : Salir. Salir del médulo o del programa.

Teclas de dir. para sel. un punto del dominio. Mueve el cursor flecha con
la longitud de paso en turno.

Esc : Salir. Salir del médulo o del programa.
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