Logaritmo Natural

Sin # 1 ya sabemos que fw thdt = n%rlx"“ + C, con C una constante.

Definicién. La regla de correspondencia

ln(x):/ 1dt:/ !
1t 1

define una funcién con dominio Dy, = (0,00). A esta funcién se le denomina
logaritmo natural o simplemente logaritmo.
Observacién 4. In(1) = 0 y como 422 = 1 > 0, para todo t € (0,00)

t
entonces:

In(z) < Oparaze(0,1)y
In(z) > 0 parazx € (1,00)

Observacion 5. El primer teorema fundamental del Calculo implica que
1
In'(z) = —, para todo z € Dy,
x

como In(z) es derivable, también es continua y como su derivada es positiva,
entonces también serd una funcién creciente.

Observacion 6. Por el teorema fundamental del Célculo, el logaritmo nat-

sz . . . . 01 oo 1

ural es una funcién continua y las integrales impropias fl zdty fl +dt asumen
los valores limite —oo y oo respectivamente, deducimos (por el teorema del valor
intermedio) que la imagen del logaritmo es toda la recta real: Im(Iln(z)) = R.

Observacién 7. Sea a > 0. Las funciones In(z) y In(az) tienen la misma
derivada, % , para toda z € (0,00).

En consecuencia In(az) = In(z) + C.

Evaluando en z = 1 se tiene que ¢ = Ina. Asi resulta una importante

propiedad de la funcién logaritmo natural:
Va,b € (0,00), In(az)=1In(a)+ In(x).
”El logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos de los factores”
Observacién 8. Como

dx” _
=z ! ,
dx

para todo r € Q, entonces las funciones rIn(z) y In(z") tienen la misma

derivada, 7. Asf se obtiene otra propiedad bésica de la funcién logaritmo

VreQy x>0, In(z")=rln(z).

Ejercicio. Usa las observaciones 7 y 8 para probar que

In (””) = In(z) — In(y).
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Observacién 9. P(x) = zln(z) — x es una primitiva del logaritmo.
Ejercicio. Demuestra la observacion 6.
Sugerencia 1. Si a > 1 entonces lim In(a") = lim nln(a) = c© ya
n—oo n—roo
que In(a) > 0. Por lo tanto, dado cualquier b > 0 existe n tal que In(a™) > b.
Como In(x) es continua, por el teorema del valor intermedio In(z) asume
todos los valores entre In(1) = 0 y In(a™). Entonces se puede argumentar que:
1) (0,00) C Im(In(z))

oo . b
2) [T 1dt = blg{)lo [} +dt = oc.

Sugerencia 2. Sia > 1entonces lim a% = 0. Por otro lado lim,, o In(a™") =
n—oo

—nln(a) = —oc0.

Por lo tanto Ve > 0, In tal que In(a™™) < e. Otra vez usando la
continuidad de In(z) y el teorema del valor intermedio se tiene que In(z) toma
todos los valores entre In(1) = 0y In(:%).

Se puede argumentar entonces que;

3) (—00,0) C Im(In(x))

4) f10 dt = el_lgﬂr Ji qdt=—oc

Observacién 10. La funcién f(z) = In|z| estd bien definida para todo
x € R — {0}, es derivable y %gjzl = %, para todo x # 0.
din|z| _ dlnz _ 1

Dem. Si 2 > 0 entonces
T dx x
din|z| _ dln(—z) _ (=1) 1
dx -

Sixz <0 entonces o — o

;Se puede decir que [* 1dt =1In|z|?

. Qué quiere decir esto?

,Cémo se aplica?

Ejemplo 1.

a) [T, 1dt =In|z|]t; = In(1) - In(1) = 0.

. Es correcto este calculo? Justifica los pasos.

b) No se puede calcular ffl I7'. ;Por qué?

Ejemplo 2.

a) Grafica f(z) = ln|z|. {Qué quiere decir graficamente que dl;lwlx‘ =17

b) [”tan(t)dt = [* sentgy = — [ S
i Cumple para cualquier x?

c) [TEEREE gy — [T(12 4 3¢+ 34 A )dt = & 4 322 + 3z 4+ 4lnfr — 1|+ ¢
(Cumple para cualquier x?

Observacién 11. La funcién In|f(z)| estd definida en

Diyojp) = {z € Dy| f(x) # 0}.

“dz—dt = —In|cosx| + ¢

Para todo = € Dy, se cumple que

B L wino 1) = | () o | @) B2,



Como

dln|I| LI =1 en R*
de %m(—]) = }Id(d;l) = % en R~
por la observacién 10, entonces
d 1 df(x)
| -
7y nlf(2)] @) da

Definicion del ntimero e

In : (0,00) — R es una funcién continua y biyectiva. Entonces existe un
numero, llamado e, que cumple que In(e) = 1.

Ejercicio. Argumenta la existencia de e.

Se puede demostrar (no es facil) que este ntimero e € R no es un racional y
que pertenece a una clase de niimeros irracionales mas compleja que las raices
(v/2,V/3, etc.), pues no es solucién de ninguna ecuacién algebraica con coefi-
cientes racionales. A este tipo de nimero irracional se le llama ntimero trascen-
dente.

Ejercicio. Prueba que ff It<1=[[I'< f13 I~' vy concluye que
2<e< 3.

Ejercicio. Resuelve la ecuacién

In(1+x)—In(l —2z)=1 en términos de e

Ejemplo 3.

a)[InI=Ilnl—-I+c

b) [ 171 = Infal), = In(e) — In(1) = 1

Ejemplo 4. Encuentra la familia de soluciones de la ecuacién diferencial

de 1

dt  t
y exhibe una solucién particular que cumpla la condicién inicial z(—e) = 2.
Solucién general: z(t) =In|t|+¢, c € R
Solucién particular: z,(t) =Inlt| +1
;Cuantas soluciones hay que cumplan la misma condicién inicial y estén
definidas en R — {0}?

Funciones Inversas

Proposicién 1. Sea f : (a,b) — R.

1) Si f es creciente (decreciente) entonces es inyectiva e invertible (sobre su
imagen). Su inversa f~! es también creciente (decreciente). Si f es continua
entonces f~! también es continua.



2) Si f es derivable y Df(t) # 0 para todo t € (a,b), entonces f~! es
derivable en f(a,b) y

1
Df™Hx) = 55— en f(a,b
DF o] :
Referencia: Seccion 14.2 de Haaser.
Ejemplo 5. La funcién In : (0,00) — (—00,00) es suprayectiva, creciente
y continua. Entonces la funcién In"! : (—o0,00) — (0,00) estd bien definida.
. Cudl es su regla de correspondencia? ;Es continua? ;Es diferenciable?

La Funcion Exponencial

Definicién. La funcién inversa del logaritmo es llamada funcidén exponen-
cial, se denota como exp(z) y su imagen es el intervalo (0, 00).

Observacion 12.

1) exp(z) > 0 para todo = € R.

2) como In(e) = 1, entonces exp(1) = e.

3) exp(In(z)) = x para todo z € (0,00) y

In(exp(z)) = « para todo z € R.

4) Por la proposicién 1 enunciada anteriormente, la funcién exp(z) es cre-
ciente, continua y derivable.

5) Como lim In(z) = oo entonces lim exp(r) = oo y lim In(x) = —o0

T—00 T—00 z—0t
implica que lim exp(z) = 0.
r—r—00

Esto se puede entender también como consecuencia de que la exp(z) es
creciente y su imagen es (0, 00).

Observacién 13. Como In(exp(x)exp(y)) = In(exp(z)) + In(exp(y)) =
x + y,entonces exp(x) exp(y) = exp(z + y), para todo z,y € R. Similarmente,
In([exp(x)]") = r(ln(exp(x)) = ra, para todo r € Q,implica que exp(rz) =
[exp(z)]".

Observacion 14. Habiendo definido al niimero e como el niimero real que
cumple que In(e) = 1, tenemos que ,

exp(r) = (exp(1))” =", para todo r € Q.

Asi, hemos deducido para todo numero racional, z, la regla de correspon-
dencia de la inversa de la funcién logaritmo: exp(z) = e*.Observese que esta
regla estd bien definida para todo z € Q, pero no tiene sentido cuando x es
un numero irracional. Como la funcién exp(z) estd definida para todo nimero
real y coincide con la funcién e® en los nimeros racionales, puede extenderse
ahora en el sentido de la expresién a e*, entendiendo que e” = exp(z), para
todo ntimero x irracional. Esta manera de extender la funcién exponencial e*
es natural, y resulta continua y diferenciable en todo R.



A partir de este momento nos referiremos a la funcién inversa de In(x),
indistintamente, como exp(z) o como e”.

La funcién In(z) cumple las hipétesis de la proposicién 1 en (0, 00), en con-
secuencia:

1
D e — 1 =R
exp(x) (Do exp(e)] en In(0, o0)
Entonces,
1
Dexp(x) = TToexp(@)] = exp(z), para todo z € R.

Por esto la funcién exponencial queda distinguida por la propiedad de ser
invariante bajo el proceso de derivacién.

La Funcion Potencia

Hasta este momento una expresién de la forma x" puede aplicarse cuando
r es un ndmero racional. Si r = p/g,entonces

2" = P/l — (zl/q)p

y esta expresion estd bien definida para todo = € R, si ¢ es un ntimero impar; en
caso de que ¢ sea un numero par, la expresién esta definida solamente cuando =
es un numero no negativo. Sin embargo, habiendo definido la funcién logaritmo
y su inversa tenemos que

rlin(z)

)

=€

como consecuencia de la observacién 13. Dado que la expresién e” () tiene
sentido para todo x positivo y cualquier nimero real r, podemos usarla para
extender la definicion de =" a este dominio méas amplio.

Definicién. Para todo nimero real r, la funcién potencia I" : (0,00) — R
se define como

17((E) _ erln(w) .

Observaciéon 15. Anteriormente habiamos visto que para todo r € Q,

DI" = rI"!. Ahora podemos generalizar este hecho de la siguiente manera:

DI" = D(e"®) =" ™2 D(rlng) = "It = rI" 1

y esta férmula es vélida ahora para todo r € R.
Observacion 16. La propiedad de logaritmo dada en la observacién 8 puede
generalizarse ahora de la siguiente manera

In(z") = In(e" ™)) = rIn(x), parar € R, z € (0,00).

Ejemplo.

a) m3queda definido como eV3!n(™);
b) DI™ = ™1,

c) {Esta bien definido (—1)7?



