Integracion por sustitucién

Sea f una funcién continua en el intervalo I y sea P una primitiva de f, sea
u diferenciable con derivada continua en el intervalo f(I). Entonces

b b b
/ [f o ulu/ = / Flult) (£)dt = / P (u(t) (£)dt
b

/ab(fou)u'—/a (p/ou)u’—/ab(pou)’—Pou’;

u(b) u(b)
= P(u(b) — P(u(a)) = /( : P = /( : f.

Asi queda probado el siguiente

Teorema. Sea [ continua en el intervalo I y sea u tal que su derivada es
continua en u(I) C I, entonces

[rew= [

El 3 sen(g) I3
/ sen? cos = / (I? o sen)sen’ = / = —
0 0 sen(0) 3

Ejemplo 2. Encontrar una primitiva de tan(z).
Sea z € [0, §), entonces

/Om tan(t)dt = 7/’56”@)&: /Ow[flocos(t)](sen(t))dt

cos(t)

Ejemplo 1.

!

o 3

cos(x) 1
- —/ gdt = —In(cos(z)) + In(1) = —In(cos(x))
cos(0)

Ejemplo 3.
b b In(b)
dz 1 , _/ 1
/a TIn(@) /u] (In(z))(In(x)) dz = e xdx

= @)l = In(In(b)) — In(In(a))

Entonces

/ 9 n(2) 4+ C

xIn(z)



Ejemplo 4.

/z H%dt = %/11_1(1+t2)(2t)dt=%/m[—1(1+t2)(1+t2)/dt
- ;/Hz? -1 %ln(l )
Ejemplo 5.
/5602 tan® = /(I5 o tan)(tan) = /tan 5 — Ig o _ taglfi

Existen ejemplos de integrales en los que u'(z) no aparece en el integrando,
algunos de estos casos se pueden resolver usando el teorema de sustitucién,
mediante una simple modificacién al integrando. A continuacién unos ejemplos:

Ejemplo 6.

da 1 1 1% 1 1
| ——(2 2z) dx = = —— = 7 arctan(2
/1+4x2 2/{14_12(%)}(%)% 2/ T 2arcan(m)

1 T
/ te dz
1—e®

Haciendo la sustitucion u(x) = e*, du = e*dzx, dx =

Ejemplo 7.

du

eT

1+e* < <2 “d
/ te dr = / ﬁdu:/ 7du+/ «
1—e? (1—uw)u 1—u u

x 1—e®

= —2/6 Iﬁl(l—u)(l—u)'du—kln(eg”):—2/ I' +2
= z—2In(l—-¢€")

m, se obtiene

Notamos que la segunda igualdad es debida a lo siguiente:

2 172u+1—u 1+u

1—u+ai (1 —u)u (1I—-u)u
es decir que se usa la técnica de fracciones parciales.
Otra manera de resolver esta integral es la siguiente:
1+4e” 141 (e®) 141 141
de = | |——=| (e” dr = | |———| (e%)e*dx = -
/1—ewx /{1—1}@%9@ v / a—n7) € / 1-1)1

y procediendo de igual manera que antes, haciendo uso de fracciones parciales.




Ejemplo 8.

/ e
ver +1

haciendo la sustituciéon u = v/e* +1, du = N%Td = id:p y como u? =
€® + 1 entonces e® = u? — 1. Por lo tanto du = “2;1dx y dx = “3“ du.
Entonces

Ver+1 2_12 9 er+41
/ %Mﬁldu:Q/ (u? = 1)du

—d
/\/67”—&—1 v

3 e’ + T 2
) (e®+1)2
= 2(%w—u =2 —2ve* +1
( 3 ) 3
Ejemplo 9.
/ V1 —a22dx
sustituyendo uw = arcsenx, r = senu, dr = cosudu, entonces V1 — 122 =
V1 — sen2u = VcosZu = cosu.
Por lo que

/ V= 22da

arcsenx 1 arcsenx
/ cos? udu = 3 / (1 4 cos2u)du

arcsenx
sen2u

4

1 1
= gorcsens + = jarcsenz + —sen(2arcsent)

Ejercicios. Calcula las siguientes integrales usando el teorema de sustitu-
cion.

L [* St
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2. fO eTsene®dr
1 e*

3. [y e edx

3d$

i J;

5. fl Ln(an)dm

zLlnx
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xLnx
4 xdx
6. )2 222 + 3

t /tgr+1
7. f cos?x dx

3 arctgzdz
8. ]b 1+x2 dx




9. [tg*zdx

10. f‘ﬂ' arccos(x)— arccos(@)—x 4.

Vi—z2

11. [ zsen(z?)dx



